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gado 10 decenas 6 un millar 4 la superior, agrego un
millar 4 la inferior, y digo de 5 4 8, 3, y escribo este
n{imero.

Es de observarse que no se ha heche la resolucion
del problema propuesto. Noseha quitado 479 de 853,
sino que se ha agregado primero 10y después 100 4
cada uno, y lo que realmente se ha hecho ha sido tomar
4794110, 6 5908049 de 8534110, 6 de 80041504
13; lo que da, segfin el principio antedicho, el mismo
resultado que tomar el primer nfimero del segundo sin
la adicién de las centenas y de las decenas.

Toos estudiantes deben formar sus propias tablas.
Otro expediente 4 que puede recurrir un maestro es
formar la tabla de multiplicacién en presencia.de la cla-
se y con ayuda de los alumnos. La costumbre general
os presentar 4 estos dichas tablasy hacérselas aprender
de memoria sin decirles ¢cémo ni por qué se han forma-
do. - El maestro debe decir que va 4 formar la tabla de
multiplicacién por 2, y después de eseribir dicho nfime-
o en el tablero, hacer que lo repitan los alumnos y que
le vayan dando, para anotarlos también, los resultados
de 12 multiplicacién de cada uno de los nameros digitos
por dos. Para que ellos puedan saber cudles son tales
resultados 6 productos se les explicara que la multiplica-
cién os sélo una serie de adiciones iguales, y que Ia ope-
raci6n es sblo ¢l medio de abreviar las sumas. Proce-
diendo del mismo modo con cada digito €l formara asi
1a tabla de 1a multiplicacién.

Andlisis aritmético—Unmedio eficaz de hacer clara
12 teoria de un procedimiento, es adoptar el método que
podria lamarse analisis aritmético.” Consiste en escri-
bir en conjunto todo el procedimiento, sin abreviar nada,
en presencia de la clase y en analizarlo de modo que s
vaya dando cuenta de cada cifra, y se muestre como ¥
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por qué desempelia su oficio cada una para obtener el
resultado final. Tomemos, por ejemplo, la divisién,
aunque cualquiera otra regla podria servir, y suponga-
mos que por medio de ejemplos sencillos se ha hecho ver
lo que la division es ; que e ha dedueido de la division
de las partes,—digamos de un franco, y de ejemplos tales
como éste :
Siendo 27=12-19+-6,
y siendo, por consiguiente, la tercera parte de 27 6
21—12 1319 6 4-43-12,—la verdad general de que di-
vidimos un nfimero por otro cuando dividimos cada una
de las partes del primero sucesivamente por €l segundo,
y sumamos los cocientes. e Ve entonces que cuando el
dividendo es nfimero de muchas cifras, debe fraccionarse
en partes tales que puedan ser divididas una por una
para que la suma de todos los diversos resultados que
se obtengan formen el todo. Ejemplo : dividir por (i
el nimero 34,624
7)34624
4000=28000-+-7
900= 6300=-7
40= 2807
6— 4227

27

> — 2
40463 =34624 7

Este método de anilisis es muy ftil, sobre tode en
las multiplicaciones y divisiones de alguna extensién y
en la practica, porque en estas reglas la respuesta va sa-
liendo parte por parte, y es fheil al mismo tiempo que
interesante preparar 4 los alummos para que comprendan
la significacién y el valor respectivos de cada linea de
cifras que vaya resultando.

En el ejercicio anterior es bueno ilamar la atencién
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al punto de que todo el problema no ha sido resuelfo
en realidad, por cuanto entre las cifras del dividendo ha
quedado el 2 sin dividir ; pero se desconoce aun sy sép-
tima parte, y por el momento hay quc indicarla en la
forma % que representa la séptima parte de'dos.

F1 estudio de las fracciones debe principiarse tem-
prano—Después de esto es oportuno comenzar con el
estudio- de las fracciones, y no posponerlo, como hacen
algunos, al de las proporciones. El residuo que queda
de una divisién, sugiere la necesidad de entrar en el es-
tudio de las partes de la unidad. Puede darse princi-
pio al estudio de la siguiente manera :

|’|“111|tii||s|l|

Se puede demostrar que la séptima parte de dos pul-
gadas es igual & los dos séptimos de una. Es evidente
gue el método que debe cmplearse en las primeras lec-
ciones es el objetivo, pues para hacer evidente la natu-
raleza de una expresién fraccionaria y deducir varias de
las reglas fundamentales para la reduceién de quebra-
dos & un comfin denominador, y la suma y la substrac-
ci6n, el mejor medio es trazar cuadrados 1 otras fizuras
y dividirlos primero en cuatro y ocho partes, y lnego en
tres, seis y nueve, 6 bien el uso de cubos divididos en
partes.

as fracciones ofrecen excelente disciplina para el
raciocinio. y la reflexién. Ninguna regla debe darse
apoyada solamente en la antoridad del maestro, pues el
alumno es quien debe formularla como deduceién de lo
que se le ha explicado, con alguna ayuda de parte de
aquél. ¢ Qué puede ser, por ejemplo, tan poco satisfac-
torio como la regla para dividir quebrados, §i 8¢ enuncia
para que sea aceptada ciegamente, diciendo : Inviér-
tase el divisor y procédase con €l como si fuera un mul-
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tiplicador 27  Esto mas parece formulario de nfimeros
que representacién de un procedimicnto racional. Pre-
séntese primero el problema y deddzease después laregla.
Es preciso antes ampliar un poco més el sentido de la
palabra divisién. g Qué es,” se pregunia, <« dividir un
nfimero?” Es

(1) Descomponerle en partes iguales.

(2) Hallar otro que multiplicado por el divisor dé
por producto el dividendo.

(3) Averiguar cufintas veces, & partes de una vez, el
divisor estd contenido en el dividendo.

Debe laberse visto antes que esta expresién, “partes
de una vez ” es necesaria al tratarse de fracciones, y que
envuelve un sentido méas amplio de la palabra divisor
del que tiene cuando se trata de nlimeros enteros. Pro-
cédase después & presentar cuatro 6 cinco problemas
gue vayan aumentando en dificultad, v. g.

(1) Dividir 12 por 4. ;Qué significa esto? ~Averi-
guar cufntas veces esti contenido 4 en 12. Perocomo 1
esth contenido tres veces en 1, asi debe estarlo 3¢12
veces en 12 ; luego dividir por 4 es lo mismo que multi-
pliear por 3.

(2) Dividir 15 por . Se frata de hallar las veces
que § esté contenido en 15.  Como 1 estd contenido en
15¢4 6 60 véces en dicho ntmero,  lo estara un ter-

¢io de 60 veces 6 4 }_{‘B. Dividir por £ es tanto como
32

multiplicar por 4.

(3) Dividir § por . Esto es tanto como dividir por
1a cuarta parte de 3. Dividamos primero por 5. £ di-
5o otib s oo
<3° ;31 ; pero como no fbamos 4 dividir
por 3 solamente sino por la cuarta parte de 3, este resul-
tado es menorde lo que debiera, y es preciso multiplicar-

vidos por 3—_
i
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=

= 4 e
lo por 4. La solucién es——2¥. Luego dividir § por

es lo mismo que multipliear por 4.

(4) Dividir & por § es hallar cuintas veces ¥ esta
contenido en §. Reduzcamoslos 4 un comfin denomina-
dor $=39 y 3=21 TLa cuestién se reduce & saber
cuantas veces 21 estan contenidos em 2%, que son las
mismas gue 21 francos lo estan en 20 francos, le que no
asciende 4 una vez sino 4 2% de vez, porque esta fraceion
representa el nGmero de veces que 20 contiene 4 21.
Luego $-+-3=3Xx4%

(3) Dividir & por § es hallar una fraccién que si se
multiplica 2 dé §; lo que quiere deeir gue $ de esta frac-
¢ién desconocida haran 5. Pero como 4 es § de B,
B debe ser 4 de A ; luego la fraccién buseada debe ser
4 de £, Ia misma que se obtendria invirtiendo el divisor
y considerandolo como multiplicador.

Luego dividir por una fraccién es multiplicar por su
reciproca, 6

G Centt =0
e
Que era lo que queriamos demostrar.

Recomiendo que después de hacer algunos de estos
sencillos ejercicios se altere el orden y se exija que
cada uno de los estudiantes haga oralmente lIa demos-
tracién. Esto serd lo mismo exactamente que dar la
prueba de un teorema geométrico, pues desarrolla fam-

ién las mismas cualidades mentales, exige concentra-
cién de pensamiento, arreglo enidadoso de premisas ¥
de conclusiones, y suministra nna leccién eficaz aunque
elemental, en l6gica y en matemétieas puras.

Utilidad de las férmulas—Es muy fitil Ia practica
de expresar el resultado de un procedimiento, 6 de enun-
ciar una verdad que se ha descubierto, como férmula
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en la que las letras del alfabeto ocupen el lugar de los
nfimeros. Asi adelanta el alummo en el arte de pensar
en abstracto. Después de demostrar que la diferencia
Je dos ntimeros no se altera si se les agrega una misma
cantidad, y de ilustrar por medio de un ejemplo asi:

12 — 7 =25 ; por tanto (12-18) — (711+8) =5,
se puede expresar asi dicha verdad :

Sie—b=¢, (@a+n)—(+n)=¢

No se crea que esto es dlgebra, pues no se echa mano
de ninguno de los procedimientos especiales de esta
eiencia, sino que se expresa una verdad aritmética en la
forma mas abstracta, para llevar al alumno de la regién
de las verdades particulares 4 la de las universales y
ayudarle 4 comprender que lo establecido como ver-
dad con respecto 4 ciertos nfimeros y lo que ¢l mismo
ha eomprobado con respecto & ellos es necesariamente
verdadero tratandose de cualquier nimero. Por tanto,
recomiendo la utilidad de reducir 4férmula toda verdad
aritmética.

Uso de acertijos aritméticos.—No hay un solo proce-
dimiento aritmético del cual no se pueda obtener disei-
plina intelectual al mismo tiempo que utilidad prictica,
siempre que se le presente en la forma debida. El pre-
texto de que ocupa mucho tiempo é impide los progresos
no tiene, en mi opinion, valor alguno. ¢ Qué se entiende
por progresos? No serd el llegar pronto 4 lo que se
llama reglas superiores, sino el amaestrar al alumno en
los principios fundamentales y habilitarle para que por
sf mismo descubra eiertas reglas, 1o que se conseguird si
se le hace pensar acerca del sentido de todo procedimien-
to que se use. Propénganse 4 la clase algunos acertijos
naméricos para que los escolares hallen la raz6n de ellos.
Hé aqui algunos ejemplos sencillos de lo que acabo de
decir :
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(@) ¢ Cuiles el término medio de una serie creciente
en que los términos equidistantes suman una misma can-
tidad, como v. g.,

S T e b 1 e B e B TR T

(8) Si tomo dos nlimeros—por ejemplo, 7325686
532586 y 257638—compuestos de unos mis- 257638
mos dfgitos, y los resto; g por qué los digi- A7A948
tos del residuo me dan un ntimero exacto de
nueves ?

41 7-14-19-+4-1-8=36=4X9.

(¢) Si se toman cunatro nfimeros que formen propor-
¢ién 6 que representen dos razones ignales, v. g., 6.: 24
- 5 = 20, s por qué 6 veces 20 es igual 4 5X24?

Fn este fltimo caso debe hacerse que el escolar de-
dnzca la igualdad de los dos productos como consecuen-
¢ia del hecho de que los dos productos estan en proporeidmn.
Fl ve que 24 y 5 dan cierto producto, y como, por hipo-
fesis, 6 es tantas veces menor que 24, como 20 1o es mayor
que 5, asf el producto de 6 y 20 debe ser ignal al de ein-
co por 24. Cuando se ve que esto mismo es cierto respec-
to de todas las proporeciones, los mismos alumnos daran

laregla ordinaria para hallar un factor dados los otros 3.

Proporciones—Aunque las proporciones son una
parte interesante y valiosa de la aritmética, y aungue
sus principios suministran excelente oportunidad para
ejercicios de demostracion 16gica, cs de menos utilidad
en 1a solucién de problemas que la que los libros de texto
suelen concederles. Laregla de tres esuno delosmayores
obsticulos con que tropiezan los estudiantes, porque se
las ensena antes de tiempo y tan empiricamente que 1o
tiéne aplicacién practica alguna. Los problemas pre-
sentados con el nombre de regla de tres pueden ser
resueltos por métodos mucho més sencillos. Sirva de
ejemplo la signiente cuestion :
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«Si 17 relojes euestan $153.34, cuanto costaran
502” No se resuelva por el método de las proporeio-
nes sino por el de reduecién 4 la unidad, asi:

Si 17 cuestan $153.84, 1 costara 17 veces menos, y
50 costarfn ignal niimero de veces més.

$153.34 X 50
PP

Después de las fracciones comunes y decimales es
cuando deben ensefiarse las proporciones, porque asi se
entienden mejor.

Ertraccién de raices.—Trataré, por filtimo, de esela-
recer ¢l estudio de la rafz cuadrada por medio de ejem-
plos ilustrativos. Tomaré, como antes, un problema, &
indicaré primero los medios de solucién que ensenan los
libros ordinarios.

Hallar la rafz cuadrada de 676, 6 el nfmero que
multiplicado por si mismo dé 676.

Regla—Dividase el nfimero en periodes de dos en
dos, comenzando por las unidades; hillese la raiz ena-
drada aproximada del primer perfodo y
réstese su cunadrado. (La raiz aproximada
de 6 es 2, escribase éste nfimero, eléveselo
al cuadrado y réstese de 6.) A 1a derecha
del residuo se escribe el sizuiente perfodo.

(Escrfbase 2 y béjese el 76.) Dupliquese

1a raiz hallada, dividase todo el residuo por

este producto, escribase el cociente & la derecha del
divisor y multipliquese dicho cociente por este nuevo
divisor (4 es el duplo, 6 es el cociente y 46 el nuevo nf-
mero, que ha de multiplicarse, por 6).

96 ¢s el nfimero buscado y es la rafz caadrada de
676.”

Ia regla, tal como ha sido dada, es mas bien una
serie de prescripciones nfimericas que algo que hable al
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entendimiento. Cualquiera que sea la exactitud del re-
sultado, es lo cierto que el procedimiento empleado aqui,
en vez de¢ fortificar 6 desarrollar la facultad de pensar,
no hara sino debilitarla. Como la regla aparcce com-
pletamente arbitraria, la memoria tendra grai dificultad
en retenerla y sin una prictica constante y pesada pro-
bablemente no podri ser retenida.

La regla sintética antes gue la analitica.—Antes de
deseribir los procedimientos racionales para llegar § es-
tos resultados es bueno recordar que en la primera parte
de la aritmética las reglas se presentan pareadas. Asi,
en la adicién, se dan las partes y se pide el todo ; y 4 esta
regla sigue la sustraceién, en la que dado el todo y una
de las partes, se trata de hallar Ia otra. En la multipli-
caci6n se dan los factores y se pide el producto, y en la
divisi6n se sigue el procedimiento inverso, pues en ella se
da el producto y uno de los factores y se trata de hallar
el otro factor. En cada caso, el primer procedimiento
¢s sintético, 6 de reunién de partes, y el tiltimo analitico
6 de descomposicién. Comprendemos que este orden es
natural y propio, y nadie ensefiaria sustraceion antes que
1a adicién, ni divisién antes que la multiplicacién, porque
4 menos que él estudic esta ciencia sepa como reunir
las partes para formar el resultado, no estd en situaeion,
con el resultado ante él, de hallar eémo se obtiene el
mismo. La regla para extraer la rafz cuadrada de un
nfimero, es, como claramente puede verse, de descompo-
sicién 6 anélisis, y es una de las reglas pareadas, anilo-
ga 4 las de multiplicacién y divisién, pues la una ensena
eémo se forma el cuadrado de un nfimero, preseindiendo
de los miltiplos de sus partes, y la ofra muestra cémo,
dado el cuadrado de un nfimero, se hallan las partes de
aquel nimero del cual es el cuadrado. Pero la regla
de elevacién & potencias supone la de extraccién de
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raices, y no se puede entender bien ¢l asunto sin haber
aprendido bien esa regla. Sin embargo, en algunos
textos de aritmética se hace empezar 4 los alumnos por
la extraccién de la raiz cuadrada sin hablarles previa-
mente de 1a elevacién 4 potencias.

Elevacion G potencias.—En vez de partir de la ana-
logia de las primeras reglas de la aritmética y de entrar
en la regla para la extraccién de raices, antes de exami-
nar la formacién de los cuadrados, prineipiemos por
tratar de hallar 12 segunda potencia de un niimero faeil
compuesto de dos cifras. Asi:

11—=71-4 ; luego 11 X 11=(7+4) X (144).

Si se multiplica cada una de estas partes de once por
cada una de las partes de once sucesivamente y se su-
man los productos, se obtienen cuatro productos distin-
tos, de los cuales el primero cs el cuadrado 6 segunda
potencia de 7, el Gltimo es el cuadrado 6 segunda po-
tencia de 4 ; y los otros dos son semejantes por ser el
producto de 7 y 4.

744
744

(AxD)+H(Ex4)=(T14) x4

(X1 (Tx4)=(T+1) X7
P2(T X 4) L= (T+4) X (T-1+4)
6 4942281 16=121

Por este medio llegamos facilmente & esta verdad
general :

« Rl cuadrado de un nfimero que consta de dos cifras
se compone del cuadrado de la primera més el cuadrado de
Ia segunda més dos veces el producto de una y ofra eifra.”

Después de haber familiarizado bien al alumno con
ejemplos de esta clase, se le puede presentar la expre-
sién abstracta de la regla en esta forma :
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Siendo a=b-k¢, resulta ¢°=b--c*--2bc.

Foetraccion de- raices—Se puede shora tratar de
resolver el problema propuesto al prineipio, & saber :
hallar 1a raiz cuadrada de 676.

«El producto de decenas por decenas da centenas ;
Juego la raiz cuadrada de centenas sera decenas.

« [a raiz mis aproximada
de 600 es 2 decenas. Réstese 676 [ 2016
de 676 el cuadrado de 2 dece- 400 ( —oge
nas, que es 400, i queda.ré’n A0\ 276 [ 6
276. Por coum.gulente, 1a raiz ) 240 ( _ (40%6)
cnadrada de 676 es mayor que S
90, y se forma de 20 mis otro 36=6
niimero.

Luego el residuo 276 debe contener no solamente el
cuadrado de aquel otro namero, sino dos veces el pro-
ducto del niomero 20 por aguel mismo niinero. Para
hallar dicho nimero ha de averiguarse cuantas veces
dos veces 20 esth contenido en el residuo. 6es el nl-
mero que satisface & esa condicién. Véase después si
2%6 contienc 4 40 seis veces, con mis 6 veces 6,6 6
veces 46 en junto. Si esto es ast, 6 es la cifra de las
anidades de la rafz que se busca. Se ha demostrado
que 676 contiene ¢l cuadrado de 20,y el cuadrado de
6, y dos veces el producto de 20 por 6,

6 26:=20°1-6°-2(20 X 6)
400-1-36--240=676.

Toda la explicacién de este procedimiento Iyerso se
dednce evidentemente de la sencilla ley de elevacion &
potencias antes deserita. La razén del‘niﬁo lo sigune
1aso & paso, ¥ fija 1a regla en su memoria, que de 0?1‘13
modo & primera vista le habria parecido absurda y difi-
cil de recordar. :

Verdades andlogas en aritmética y en geomelrit—
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Para que la regla dela extraccién de la rafz cuadrada
sea bien entendida, debe auxiliarse la explicacién con
ejercicios objetivos. Si sobre una recta dada dividida
en dos partes designales se construye un cuadrado, se
verd que puede dividirse en cuatro espacios euyas di-
mensiones corresponden & los preductos que se han
dado. Puede mostrarse después un cuadrado construido
sobre una recta dividida en tres 6 mds partes, y expre-
sarse en nfimeros las dimensiones de las varias partes.

Importa mucho no confundir analogia con identidad.
Creen algunos maestros que han demostrado los teore-
mas geométricos cuando han expresado las verdades
correspondientes en simbolos algebraicos. Es algo 1m-
propio el uso de la palabra “cuadrado” tanto para
nombrar esa fipura de cuatro lados como la segunda po-
tencia de un nfimero; y el uso que se hace en algunas
obras de geometria de los términos plano y sélido enga-
fiard un tanto 4 los estudiantes que los acepten, puessi
ge funda la geometria en el reconocimiento de las pro-
piedades del espacio, y el 4lgebra y la aritmética, se fun-
dan en las de los nfimeros, es necesario establecer ana
distincién clara en el razonamiento aplicable 4 los dos
puntos. Deben mantencrse separados los dos ramos de
Ia ciencia, 4 menos que traten demostrarse analogias in-
teresantes; y micntras s6lo investiguen por las leyes del
nfimero las verdades acerca de las potencias y de los
productos muméricos, las demostraciones geométricas
deben fundarse rigurosamente en axiomas relativos al
eéspacio y no confundirse por el uso de los simbolos
algebraicos.

Algebra y geometrig.—Por ser la aritmética un ra-
mo de Ias mateméiticas en que tiene que ejercitarse en
primer Iugar el maestro de escuela, se ha tratado aqui de
indicar un método racional para estudiarla, que -debe
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también aplicarse al dlgebra, & la geometria, 4 la trigo-
nometria y & todos los otros ramos de las matematicas.
Al poner 4 prueba los adelantos de los nifos por medio
de problemas, la solucién de estos mo es el prineipal
objeto que debe proponerse el maestro, sino el conoci-
miento del sentido del procedimiento, y la disciplina en
el terreno de la 16gica. Si el dlgebra y la geometria no
hacen del estudiante un pensador mis seguro y profun-
do, su éstudio no tiene valor alguno.

Verdadero objeto de la enseianza de las matematicas.
__Vamos ahora 4 tratar de la razén fundamental por la
cual la ensefianza de las matematicas deba hacerse ex-
tensiva 4 toda clase de personas, cualquiera que sea su
edad. ¢Se apoya esto en que las doctrinas relativas al
nfimero y 4 la extension sean en si mismas de mucho
valor, 6 que estén en relacién visible con los asuntos &
que debamos consagrarnos después en la vida? Segu-
ramente que no. DPero si es porque el estudio de las
mateméticas suministra cierto género de ejercicio men-
tal que presta una ayuda incuestionable en todos los do-
minios concebibles del pensamiento ; porque en aquella
alta y serena regién no hay partidos en el campo del
espiritu, ni controversias personales, ni COmMPromisos, ni
equilibrio de probabilidades, ni penosas dudas de que
aparezean hoy como verdades las que puedan resultar
errores manana. Aqui siquiera el estudiante va paso &
paso, de premisas & deducciones, de o conocido 4 lo des-
conocido, de lo antecedente 4 lo consiguiente, con andar
seguro y firme; conoce muy bien todo aquello de que es
capaz la inteligencia humana, y los métodos por los cua-
Jes se llega & la certidumbre aproximada en los ofros
ramos de conocimientos. Si hay alguien que espere
hallar en el mundo todas las verdades formuladas y de-
mostradas como en mateméticas, es muy cindido 6 muy
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ignorante. El que no ha recibido instruceién en mate-
maticas ni ha ejercitado su mente en el estudio de las
verdades de las ciencias exactas y en el rigor y la logica
incontestable con que se llega 4 las conclusiones acerca
del cireulo y de los éngulos, tiene una educacién muy
incompleta, es como si le faltara un sentido; como si
una de las puertas de la sabiduria estuviese cerrada para
&l ; como si estuviese destituido de uno de los principa-
les instrumentos que sirven para adquirir el saber.

Esta no es razén suficiente para mirar las eiencias
mateméticas sélo desde el punto de vista de sus aplica-
ciones més remotas & otras materias como la astronomia
y la fisica, 6 con relacién & su eficacia indirecta para
reforzar 1a facnltad del raciocinio en el que las estudia.
Seguramente que hay algo en la belleza de las verdades
mismas. Estamos en situacién de discernir las sutiles
armonias, las afinidades del nfimero y de la extension y
el maravilloso camino por el cual, mediante unos cuantos
postulados sencillos y verdades evidentes, la mente del
hombre puede desplegar gradualmente todo un sistema
de hermosos y nuevos teoremas que tienen infinitos &
inesperados usos y aplicaciones.




