personas competentes, sino que con el uso de ellas durante algunos afios,
se han obtenido buenos resultados en 1a engefianza. :

Suplicamos 4 nuestros colegas s¢ sirvan reproducir el anterior certi-
fieado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, cooper:
con empefio 4 la instrucecion de la juventnd.

(Diario Oficial, Ociubre 23 de 1878)

=
Sefiores redactores de La Libertad:

Agradeceremos mucho & vdes, se sirvan publicar en su acreditado
diario el certificado siguiente:

Los que suscriben, antignos profesores de la Escuela Nacional de
Agricultura y Veterinaria, cerfifican: que durante los afios de 1875 y
1876 han dado la clase de primer curso de mateméiticas signiendo como
obra de texto la del Sr. Ingeniero Manunel Maria Contreras, con notorio
aprovechamiento de los alumnos, como consts por las calificaciones que
obran en los libros respectivos de exdmenes. Como constancia exten-
demos el presente en México 4 21 de Octubre de 1873.— Manwel Cor-
dero.—José C. Segura.— Vicente U. Alcards.

Seniores redactores de La Liberfod:

Suplicamos encarecidamente 4 vdes. se sirvan insertar en su ilustra-
do diario el certificado adjunto:

Como directores de establecimientos de instraceion primaria ¥ prepa-
xaboria en esta capital, certificamos: que en nuestres respectivos cole-
gios y durante varios afios se han adoptado como obras de texto para la
ensefianza de matemsticas los tratados de aritmética, 4lgebra, geome-
tria y trigonometria escritos por el Ingeniero Manuel Maria Contreras,
y que con ellos se han obtenido buenos resultados en la instruecion y
aprovechamiento de los discipulos. .

México, Octubre 18 de 1878.—Adrian Fournier, direcfor del Licéo
Franco-Mexicano.— Ricardo Rode, socio dirvector del Rode’s English
Boarding School.—Zmilio Katthain.—A. Bracho.—Emilio G Baz,
director del instituto Anglo-Franco-Mexicano.—M. Sériano.—José
Saturnino Yarza; director del colegio Hispano-Mexicano.

(La Libertad, Octubre 22 y 81 de 1878).

GEOMETRIA.

INTRODUCCION.

Al emprender el estudiode la geometria, parece couven'ient-e d’ar una
idea del espiritu de esta importante parte de las malematicas, asi como
lo hicimos al tratar del dlgebra.

El objeto de nuestros trabajos en aritmébica ha sido encontrar un
valor numérico que satisfaga determinadas condiciones, y en :i}gebra
los trabajos analiticos casi siempre han fenido por mira descubrir un
modo de formacion de una cantidad desconocida en funcion de las co-
nocidas. Como el fin de 1a geometria es la medida de la extension, te-
nemos gue comenzar por conocer algunas de las propiedades fanda-
mentales de 1o que llamamos extension, para poder en segaida por un
método riguresamente deductivo, ir averignando relaciones nuevas que
sirvan para satisfacer las necesidades pricticas y cientificas. L

Bn geomelria, asi como en las deméis ciencias, hay cierbos princi-
pios fundamentales que no pueden ser adquiridos sino por ]a, observg-
cion 6 la experiencia. Asfes comosabemos lo que es la longitud, la di-
receion, Ja linea recta, etc., y no per una explicacion verbal; siendo
dificil definir éstas y otras voces semejantes por la simplicidad misn}a
de los heechos observados, que uo pueden descomponerse en otros mas
sencillos. Otro tanto pasa con los fundamentos de lo que llamamos
axiomas. Cuando se reflexiona sobre la manera con que se han adqui-
rido, se encuentra que ha sido por la continua observacion y por ex-
periencias repetidas multitud de veces.




La geometria toma por base de sus deducciones las definiciones y los
axiomas. Las definiciones, como veremos mis adelante, no son otra co-
84 8in0 la expresion del conjunto de alributos que hay necesidod de pre-
suponer en una figura dada, pera que las demoséraciones que & elia se
refieren sean rigorosamente exactas (Barreda). Tos axiomas son verda-
des fandamentales de las que tenemos multitnd de pruebas.

Siendo como es la geometria una ciencia eminentemente deductiva,
deberia procurarse que el niimero de los prineipios fandamentales to-
mados de la observacion ﬁese el menor posible; pero para facilitar el
estudio se exponen 4 veces como axiomas fundamentales los que inme-
diatamente se derivan de éstos. Por ejemplo, el principio de que si 4
cantidades iguales se quitan iguales los resultados tambien lo seran,
puede inferirse del axioma fundamental de qne las sumas de cantidades
ignales son iguales; pero para facilitar los raciocinios se considera tam-
bien el primero como axioma fundamental. :

Habiendo explicado, aunque ligeramente, cudl es la fuente de los
fandamentos de las deducciones geométricas, volveremos sobre el ob-
Jeto de esta ciencia que, en filtimo anilisis, es la medida indirecta de
1a extension.

Toda medida es la valuacion de la relacion que existe entre magni-
tudes homogéneas. En geometria esta valuacion puede hacerse de una
manera directa en las lineas rectas y en algunas saperficies planas so-
breponiendo la unidad una 6 mis veces sobre la extension que se quic-
re medir; pero como en la mayor parte de los casos no es posible 6 no
es fdcil hacer esta superposicion, y como la medida de las curvas, la
rectificacion de los perimetros y la determinacion de las superficies y
de los volamenes tiene que verificarse por métodos cientificos indirec-
tos, hay necesidad de ocuparse de éstos, procurando suetituir & la com-
paracion entre figuras cualesquiera, 14 comparacion de lineas rectas,
como finica operacion que por regla general puede efectuarse dirceta-
mente. En cada forma que sa considera se buscan las lineas rectas que
la fijan 6 determinan, y en seguida se procura deducir de la posicion y
magnitud de estas rectas la medida de dicha forma. Por ejemplo, una
esfera quedard completamente determinada conociendo su centro y su
ridio, y el estudio de las propiedades de la esfera lleva por principal
mira, llegar & expresar la superficie de Ia esfera, su volamen, ete., en
funcion del ridio 6 de otras rectas constantes. De Ia necesidad de re-
ducir la medida de cualquiera forma 4 la medida de lineas rectas, y
reemplazar la comparacion de superficies y de volimenes por relacio-
nes entre lineas rectas, nace la necesidad de dar un gran desarrollo 4

las investigaciones geométricas.
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La extension es nna propiedad inherente & cualquier cuerpo, pero en
geometria no Ia consideramos en los euerpos mismos, sino en el espa-
cio que éstos ocupan. Esta sencilla concepeion facilita sobremanera
nuestras investigaciones; no teniendo qne preocuparnos con los fent-
menos complexos de los cuerpos en los que podriamos estudiar Ja ex-
tension. Hstas abstraecionesson, por lo demis; sumamente frecuentes.
Cuando comparamos, por ejemplo, el color de dos cosas, prescindimos
de la sustancia de'que estin formadas y de sus demas propiedades pa-
ra no complicar ¢l estudio relativo 4 la enalidad de que tratamos: pues
bien, en geometria, para hacer completa abstraccion de Jas demés
propiedades de los cuerpos y facilitar nuestras investigaciones sobre la
extension, suponemos ésta en el espacio ocupado por les euerpos, como
si desapareciendo 6stos hubiesen dejado en &l una impresion 6 molde
de su forma. :

Ofra abstraccion semejante es aquella por medio de la cual concebi-
mos las superficies, las lineas y los puntos, prescindiendo de una, de
dos y ann de las tres dimensiones de los cuerpos. Todos los que cono-
cemos bienen largo, ancho y grneso. La extension en estas tres dimen-
siones se llama volimen; pero si hacemos abstraccion del grueso y solo
consideramos el ancho y el largo, obtendremos la extension en super-
ficie; si en seguida hacemos abstraccion del ancho, nos quedard lalinea
6 extension puramente en longitud; y si por nltimo, prescindimos de
1o large y solo consideramos la situacion, tendremos nocion de lo que
Hlamamos punto. Por otra parte, las superficies son los limites de los
cuerpos, las lineas lo son de las saperficies y los puntos son los extre-
mos de las lineas. Asies que siendo un cuerpo sdlide 6 voliimen un
hecho conereto, laz nociones de superficies, lineas y puntos no son sine
abstracciones samamente flfiles para simplificar nuestras invesbigacio-
nes; pues por una parte hay cuestiones priicticas que, no refiriéndose
4 las tres dimensiones, seria inatily embarazoso ecuparse de todas ellas;
por ofra parte, se coneibe que el conocimiento de laspropiedades de las
lineas, es un preliminar indispensable para brafar las coestiones de su-
perficies, asi como el estudio de éstas sirve de base 4 los problemas de
voliimenes. 5

Considerar la extension en el espacio é independientemente de los
cuerpos, presenta ademds la ventaja de no limitar nuestros estudios &
las formas reales, lo cual contribuye & dar mis generalidad y desarro-
1lo 4 nuestros ejercicios intelectuales, y 4 hacer més dmplios los cono-
cimientos que deben servir de base para satisfacer las necesidades priic-
ticas.




Las cuestiones geométricas pueden tratarse de dos maneras esencial-
mente diferentes, y de esto resulta su division en geometria espeeial
¥ geomelria general. Considerada esta ciencia en su conjunto, debe
ocuparse del estudio de tedas las formas imaginables, y debe tambien
conocer las propiedades de cada forma. Si agrupamos las cuestiones
geométricas con relacion 4 cada especie de figuras, estudiando sucesi-
vamenfe las propiedades de cada forma, tendremos la geometria espe-
cial; y si por el contragjo coordinamos las cuestiones con respecto 4 la
semejanza de investigaciones, prescindiendo de las formas en particu-
lar, tendremos la geometria general. Por cjemplo, en la geometria
especial estudiaremos Tas propiedades del tridngalo, del circulo, ete.,
para poder deducir uno de los elementos de cada figura de los demés
que la constituyen, y valuar su superficie, ete.; miéntras queen la geo-
metria general se consideraran las cuestiones relativas  las superficies,
& los volimenes y otras muchag, en abstracto, para introdueir despues
en cada caso especial las condiciones especificas de determinada forma.
¥l uso del cdlenlo es mucho més frecuente en la geometria general,
pero no depende del empleo de este medio de deduccion, sino del oé-
nero de la cuestion que se considere, la distincion entre una y otra
parte de la geometria.

El edlcalo, no siendo ni debiendo ser mas que nn poderoso medio de
deduecion; no puede servir para establecer los fundamentos de una
ciencia, y se necesita que la geometria especial suministre los datos ne-
cesarios para fijar algnnas ecuaciones, que sirvan de punto de partida
4 lis deduceiones analitieas, y euyos datos, comoe hemos dicho, se ex-
presan ea las definiciones en su mas alto grado de perfeccion ideal.

Ll objeto de este tratado es la geometria especial, considergndola co-
mo base é introduccion indispensable para el estudio de la general, en-
yo prineipal artificio consiste en trasformar las consideraciones geomé-
trieas en consideraciones analiticas; valiéndose para esto de la notable
coneepeion de Descartes, que consiste & su vez en cambiar los proble-
mas de forma en problemas de distancias, sujetos por su naturaleza al
deminio del edlenlo.

La geomefria especial se divide en tres secciones prineipales: estudio
de la linea recta y figuras planas; estndio de las superficies y estudio
de los voltimenes,

Considerada eomo una operacion directa, la medida e las lineas rec-
tas parece & primera vista muy sencilla, y por tanto cosa infitil ocnpar-
se de sa estudio; pero como no siempre. es posible sobreponer la unidad
Yineal sobre la recta cuya longitud se trata de determinar, como sucede
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cnando ésta es inaccesible, 6 cuando, teniendo una magnitad conside-
table, en vez de estar en una posicion horizontal se encuentra vertical,
es preciso conocer los proeedimientos necesarios pora poder deducir la
magnitud de una linea de las demds que constituyen una figura, pu-
diendo asi llegarse 4 determinar indirectamente la dimension de una
linea recta en cualquiera posicion en que se encuentre. Hsto es tanto
més esencial, cmanto que, como ya lo dijimes, la mayor parie de los
trabajos geométricos llevan por mira reducir las cuestiones de superfi-
cies y de volimenes 4 comparaciones entre lineas rectas, por lo cual
hay que dar una gran extension 4 esta parte de la geometria, que debe
servir de base & las siguientes. En las lineas enrvas, el problema que
generalmente se frata de resolver, es: averignar las relacionesque ligan
las curvas con las reetas, para poder efectuar por medio de éstas su
medida, y sustituir 4 la relacion de las curvas otra equivalente entre
lineas rectas.

TLos problemas en geomefria elemental admiten casi siempre una re-
solacion grifica y otra numérica ¢ algebriica, y aungue la ﬂlt;ma._es
mis perfecta, casi siempre tiene que apoyarse en la grifica, que se eje-
cuba cn una fignra comunmente mis pequefia, pero semejante & la real.
Adems3s, se procura sustituir 4 las construceiones enrelieve las repre-
sentaciones sobre un plano, lo enal constituye el método de las pro-
yeeciones,

La extension de la geometria es indefinida, tanto por la diversidad
de cuestiones de que puede oeuparse; como por la infinidad de formas
que pueden imaginarse sujetas 4 definiciones exactas. En efeet?, las -
figuras planas pucden ser tantas como las combinaciones de las lineas
que las limitan; las lineas curvas seriin tan diversas como las leyes que
se conciban para el mwovimiento de un punto; las superficies pueden va-
riar por la forma de la linea que lds engendra, y por la naturaleza del
movimiento de ésta; los volamenes varian por la diversidad de las so-
perficies que los limitan 6 que pueden engendrarlos. Por lo demas, es
conveniente ocuparse de toda clase de formas, 4 fin de que las figaras
reales que encontremos en la naturaleza, sean easos particulares de las
que de antemano tengamos conocidas'y estndiadas. -

Habiendo sefialado como objeto definitivo de Ia geometria la medidta
de la extension por medios indirectos, observaremos al hacer su estudio
que pocas son en realidad las enestiones que se refieren & determinar
la longitud de las lineas, fa superficie de las figuras yel volﬁme_n de
los cnerpos; pero al mismo tiempo notaremos que lag investigaciones
que no llevan por mira la medida de la extension, y que son las més,




=8¢ ocupan del estudio de las propiedades de las formas, como prelimi-
mares y elementos necesarios para poder cfectuar la medida de la ex-
t;ension. Ademds, es muy conveniente dar la mayor amplitud poesible
4 nuestros conocimientos y 4 ladiversidad de maneras de considerar las
relaciones de forma, tanto para encontrarnos en aptitnd de poder re-
solver enalquier problema, como para efectuarlo aplicando el procedi-
miento miés sencillo y adecnado al caso que se considere.-

IDe lo expuesto resylta, que siendo el objeto definitivo de la geome-
':’f'la la medida de laextension, para poder-efectuarlo convenientemente
tiene que fundarse sobre la observaeion de un corto ntimerode fendme-
nos primitives y extender sus investigaciones 4 las propiedades de toda
clase de formas, para poder determinar unos por otros los elementos de

~cualquier figura, trasformando las cuestiones de lineas corvase de su-

perficies y de volimenes, en relaciones entre lineas rectas; sirviendo,
por altimo, l.z‘geometm especial 6 elemental, de fundamento y preli-
minar necesario 4 la geometria analitica 6 general.

PRIMERA PARTE.

LONGITUDES.
DEFINICIONES Y NOCIONES PRELIMINARES.

: 358. —DEFINICION.—8e Uama geometria la ciencia que tiene por ob-

‘;(‘z?a la medida de la exlension por medios indirectos, considerando las
relaciones de forma, posicion 1 magnitud. :

‘Aunqne el objeto definitivo de esta ciencia sea la medida de ln exten-
sioz, como para llegar & este resultado es preciso valerse de métodosin-
directos. y como casi siempre es necesario redueir Ias enestiones relati-
vas 4 la medida delos voliimenes, de las superficies y de las lineas, 4 la
comparacion de las lineas rectas, locnal exige nn conocimiento extenso
y profundo de las diversas propiedades de<las ficuras para deducir de
los elementos conocidos los desconocides; resulta que, como base indis-
pensable para poder efectuar la medida de la extension, la geometria
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adecuadas 4 nuestras investigaciones.
359. HTodo cumpo ocupa en el espacio un luo"n' y coml ek §
Ry N
diendo de Jas demas pwpled.ules de los coerpos, conglﬂem Rl
gar y la forma del espacio-que ocupah, haciendo abstraccion @
terrn que los constifuye. ¥ NTEBRE
Todo cusrpo tiene tres dimeusiones: longitud, latiiud y ellura, 4o
comunmente e les lama large, ancho y grueso; pero como & menudo
nuestras investigaciones no se dirigen sino & una sola 6 & dos de estas
dimensiones, con el fin de no complicar nuestro estudio con elementos

'ﬁ. Ll

innecesarios, prescindimos de aquellas dimensiones que no son objeto -

(Cnando consideramos
hacemos abs-

de la cuestion de qne tenemos que ocuparnos.
el espacio con tres dimensiones, se le llama voldimen; s
traccion del espesor 0 grueso, la extension que consideramas lieva el
nombre de superficie; y si prescindimos del grueso y de laanehura, re-
sultard una extension en longitud selamente, gue se llama (énea, y aun-
que aisladamente no hay Ql\leﬁClE‘a ni lineas materiales, estas concep-
ciones son de grande utilidad para estudiar sucesivamente las propie-
dades de las dwermn figaras'y poder medir la extension. Por lo demas,
en la prictica es de un uso frecuente este ‘género de consideraciones.
Cuando se trata de la altora de una montafia 6 de un edificiv, se pres-
cinde de sns ofras dimensiones, asi como de sus demas cualidades.

Los limites que determinan la extension de un cuerpo, son las super-
ficies, las cuales vienen 4 quedarlimitadas por lineas, y los extremos de
Gstas son puntos. TLios diversos limites de los emerpos nos:sirven para
reconocer su figura y determinar su extension.

A fin de proceder de lo simple #lo compuesto, en nuestro estudio di-
vidiremos la gcometria en tres partes, la primera tratard de las fineas,
la segunda de las superficies y la tereera de los volimenes.

360.—Pux10s.—Acabamos de’ ver que prescindiendo deuna de Ids
dimensiones de un volimen resulta nna superficie, y que prescindiendo
deotra de las dimensiones de la superficie, se obtiene una linea; del
mismo modo, si en una linea hacemos abstraccion de la longitud, se
concebird 1o que se lama punto, destinado {inicamente & determinar
el lagar 6 la posicion.

Se distinguen cuatro clases de puntos: puntss extremos, que son los
limites A y B de una linea (fig, 1); punto de interseccion, que es el lu-




