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.L:ama & unae proposicion fundamental que sirve de preparacion & va-
ri0s teoremas 6 & la resolucion de wna série de ploblemas.

Corolario, es la consecuencia de wna Proposicion.

E's_cnl 10 s una observacion relativa & una 6 varias proposicionss, con
el ?Zz;f:eia de explicar sus relaciones, su extension, su utilidad i Zas’ res-
tngwtne;ie & que deben estar sometidas.

in todo feorema de istinguirs rtes:
clusion, que es si con;lejzzzeizgngggb;fnis 1Pal t'e;._. d- R cm’z—

. plo, si decimos que la cuerda
quiMpasa por el centro, 6 bien el didmetro, es la mayor de {odas las cuer-
das; el supuesto 6 hipblesis es que se trata de Ia cuerda que pasa -po;' el
eontro,y la conclusion es que sea la mayor de las cuerdas. CGuando m,
;m te(é)r:m& se forma otro en el que se toma la conclusion como supues-

0, y csve eomo conclusion, resulta una proposici so Nama. roof-
proce de la primera. Asi el teorema 1‘901’11)[*059 {;S;O{Illuequzsbi;i;;;;;;iccjs
que la mayor de fodas las cuerdas es la que pasa por ¢l centro. :

Como algunas veces Ia conclusion del teorema primitivo conviens 4
o'tr(;s casos no comprendidos en el supuesto, resulta que no siempre es
cierta la reciproca, y de aqui Ia necesidad de demostrarla.

: L-:_ls problemas .ﬁo geometria que, como los demds que hemos resuel-
e b ek D

: _ : a la figura 6 relativesd la
extension. Los primeros son grdficos y los segundos numéricos. Bs un
pr?b_lema grafico tirar una tangente 4 un circulo; y es un problema nu-
merico determinar la longitud del radio de un eirculo.

Todo problema consta de resolucion y de demostracion.

ANGULOS.

375.—DEFINICIONES.-—Se llama dngulo la figira formadu por dos
rectas A B, A G, [fig. 20], 7nclinadas enfre s que concurren en un
punto. Pueden suponerce prolongadas lss dos rectas’ A B'y A'C; sin
que el valor del dngulo cambie. Ta magnitud de un angualo {Iepénde
gz %i I::;:g;}:ﬁg ér;e?:;; :ncﬂlxl;mcionqde las 1‘(flctas que lo forman., PEro no
de 1a Ion stas. Asl, pues, en un dngulolo que se estima, ez la
inclinacion de dos rectas. ;

Cuando no hay mis que nn solo dngulo en un pun-
to, como en la figura 20, se denomina por la lefra A
que estd en este punto que se Hama vérfice; ¥ las rec-
Figira 20, tas A B y A € se llaman lados del dngnlo.

Cuando hay varios 4ngulos en un mismo punto, co-
mo en la figura 21, se denominan: con sus tres letras; pero teniendo
cuidado de nombrar siempre la del vérfice en medio de las dos gue ¢o-
rresponden al extremo libre de eada uno de los Tados. Asi se dice el
dngnlo A C D y el dngulo D C:B.

Cuando nna recta D C cae sobre otra A B formando eon ella dosin-
gnlos D € A y D O B ignales entre si [fig: 21], se dice que estarecta
es perpenaicular, y los Gngnlos D C'A y D @ B se llaman rectos.

o

% Todo dngulo B ¢ B [fig. 22], menor gque

| wn recto D C B, se Uame agudos y todo dn-
gulo B2 C A, mayor gue un recto D O A, se ln-
e 0bliso.

Cando dos dugulos como B C' B y E C A va-
len junios dos dngulos rectos, se dice que son Su-
plementarios.

Se Naman complementarios dos dugulos como
B O By E € D, cuya suma es igual & un dngu-
: to recto. :

S Naman. éngulos adyacentes los que forma una recta [fig. 231
¢ D que cae sobreotra A B.: Les éngualos ADCyCDBson adya-

cenfes.

L
Figura 22,

Se llaman dngulas opuestes al vértice, los que
=2 estin formados por dos rectas [fig. 4] A By
S ¢ que se cortan en unipunto Oy tienen la ex-
presada posicion, como los dngulos A 0 Cy
B O D.
376 —Para que dos fngulos sean ignales, es ne-
cesario que lainclinacion respectiva de las dos
g rectas que forman cada uno, sea la misma; esto
a\ se prueba hiciendo coincidirel vértice A [fig. 25]
N conel A’ yeel lado A Cconel A’ €, ysielotro
2 lado A B coineide con A’ B’ los dos fingulos s2-

o
LR

Figors 24.

rén ignales.
Por tanto, siempre que dos dngulos sean iguales, estamos seguros de
que si hiciéramos ‘coineidir sug vértices y uno de sus lados, en el otro
4
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Nog 58 377.— TroREMA.—Si desde los
N wérlices de dos dngulos [fig. 25] ¥
// \ con el mismo radio se trazan arcos
b |, decircato B C y B @, i dngulos
i iquales corresponden arcos tquales,
1y rectprocamente.

; Pog haber tomado el radio A C=A" ¢’ y porque todas las lineas ree-
tas pueden sobreponerse, si pusiéramos una sobre otra estas rectas, el
punto A coincidirfa con A’y el C con €. Por ser iguales los dos ;m-
gulog [’o_‘?ﬁ], el lado A B tomaria la direccion A’ B’,Dv como estas dos
rgc‘tﬂ’s tienen igual longitnd por ser radios, resulfa quevel punto B coin-
fndma con B’; luego siendo los dos arcos B C y B’ €’ arcos de eircnlos

iguales y coincidiendo sus extremos, seréin ignales.

La reciproca se demostrard como signe:
& e 5 A b
obrepusiéramos las Tectas A Oy A’ €, coincidirian sus extre-

mos pc;r haberlas fomado ignales por constraccion. Por ser iguales los
: 4 BLAraE) iy o
arcos B.C y B’ (', el punto B’ coincidiria con B, y coincidiendo los
dos extremos de la recta B A con log dela B> A’ &sta coineidiria, de
lo que resulta que los dos 4ngulos B A € y B’ A’ € serfn iguales.

o s :

?;S.ML'EOREM A.—Tos dngules son proporcionales ¢ los arcos del ¢ir-
culo descrilo desde su vériice como centro,

= &csdt_a el vériice O [fig. 26] del dngalo B'€ ‘A trazamos ura cir-
ij‘.‘ere}.xcz_a con el ridio € A, y ‘al'lado de este’ dngalo trazamos ofro

!\__‘D ignal 4 B C A, resulfa que conforme al teorema anterior'el ar-
o f e = < Y
¢0 B D=B A; Inego al dngulo' D ¢ A doble de B C A corresponde un
arco ) A doble de B A.

QL 1 Z -
b ; u!l .:.l lado de D € B trazamos otro dngulo igua-
2 E© D, tendremos [377] que ED =D B=BA,
lnego al dngulo B O A que’es triple de B G A, co-
rresponde un arco T A triple de B A,
= : ;

Y como lo mismo demostrariamos de un angulo
cuidruplo, quintuplo, ete., se'infiere que los Gngu-
2 . los son proporcionales ‘¢ los areos del cireulo trazados
tesd’e_sw vertice como centro, 'y por esta razon 'Seé toma por medido de
un dngulo el arco que sus lados abrazan.

En efecto, de la magnitud del arco depende la inclinacion de los la-
dos, y por tanto el'valor del dngulo.

o b - = -

579.—Toda circtinferencia de cirenlo se considers dividida en 360

1

A

Figura 26.

partes ignales que se llaman grados, cadagrado se subdivide’en 60 par-
tes que se llaman minutos, y cada minunto se subdivide en 60 segundos.
Los grados se indican con ur peguefio cero arriba del namero que los
representa, los minutos con’ una coma y los segundos con dos comas.
Asi 25°-30"—18” se Iee 25 grados 30 minutos y 18 segundos.

Y como los arcos son la medida de los d4ngulos, éstos se estiman tam-
bien en grados, minutos y segundos. Asi, ua dngulo recto, cuya medi-
da es un euadrante, vale 90°, Dos dngulos suplementarios valen Junios
186°. Dos dngulos complementarios valen juntos 90°. Un dnguio egu-
do vale ménos de 90°, y uno obtuso vale mds de 90°.

Este sistema de division, que es ¢l més generalmente adoptado, se
Hama sezagesimal; pero hay otro llamado cenfesimal, en el que la cir-
cunferencia se considera dividida en 400 grados, el grade en 100 minu-
tos y el minnto en 100 segundos.

380, —TEOREMA.—En un mismo circulo, 6 en ctrculos iguales G ar-
¢os iguales, corresponden cuerdas iguales, y reciprocamente.

L Sea el arco A B = € D [fig. 27] del mismo circu-

4 lo, y vamos & demostrar que las cuerdas AB y D C

serfn iguales. Tomemos ¢l punto R en la mitad del

arco D A y tiremos el didmetro B 8. Si doblaramos

la figura por larecta R S, la semicircunferencia RBS

eoincidiria con la R € S; [373] por haberse tomado

Feura 7. R en el medio de D A, el punto A concidird con Dj

y por ser el arco A B=D C el punto B coincidiria con ©; y supuesto

que los extremos de la cuerda A B coinciden respeclivaments con los
de la C D resulta que estas dos enerdas scrin ignales.

Reciprocamente sila enerda A B = C D, haciendo la misma cons-
truccion y doblando la figura segun R S resulta que coincidirian los
extremos de los arcos, por lo que serin igunales.

Si se tratara de dos cirenlos iguales comenzariamos por sobreponer-
los, y en segnida serian aplicables las demostraciones anteriores.

De este teorema resulta que dos dugulos serdn iguales cuando 1o sean
las euerdes de los arcos deseritos destde sus vérfices con el mismo rddio,
i reciprocamenie.

381.——Antes de ocuparnos de la resolucion de algunos problemas di-
remos que; al tratar de una demostracion, la figura tiene golo por ob-
jeto ayudar 4 la inteligencia del raciocinio que'se funda en las relacio-
nes que hay entre el enunciado y el objeto de la demosbracion; por cu-
ya razon esas figaras no tienen necesidad de ser trazadas con gran cui-
dado; no sucediendo ofro tanto cuando el objeto es resolver un proble-




ma grd - i

min{/a dfico, en‘ e.l que se trafa de construir figuras que satisfagan defer-
2 t«!, as courhlclones, cuyo resulfado depende de la exactitnd con que
2 racen lars lineas, objeto de la euestion. En la resolucion de les pro-

emas graficos imports & resti 1 .

o %L: e p rta que el papel esté resbirado sobre un plano per-
- » que los 1nstrnmentos que se usen estén rectificados, que las Ii-
> as gean tan finas como sea posible, iy por @ltimo, que los puntos ten-
gan la menor extension que se pueda.

En cuanto 4 los problemas arg i
s a4 los ]?IOJ}-Cm(h numericos, que bienen por objebo deter-
s 1 10:. valeres numéricos de los elementos ‘de una figura deducién-
doloes de otros, son del resor i i |
- s de 0::0\, son del resorte de la aritmética; 1a geometria solo inter-
: 1en19. f:x edos para hacer conocer las relaciones de extension que ligan
08 dates con las incognitas, asi > imient o
i b s incognitas, ast como aquellos procedimientos por cuyo
3 starmin: , T T1ET
1i ::;:)t etermina la relacion de estos altimos con la unidad de sues-
yecie. z 'S saent i i : e
E, {"; Jebe tenerse en caenta la aproximacion que los instrumentos
sados i dar para no intiti l
sados Fuedgen dar para no Hevar inatilmente los eilenlos més alld de
e8¢ grad 51 " €] 3, 1 : indica 8i S e
’g- : f_.l s.it_. por ejemplo, la escala no indica sino medios milimetros
sexa inutil Hevar Ia aproximaci ] :
lle aproximacion en los cilculos mis alla
e 2 45 alia 2
milimetros. ( e
Ademas del Japi i
Ago de 3 oy g raols o
Sai i Japiz, del grafio, de 1la regla, de Ia escala y del eompis
3 3 501 ) Y THEE afic 1 :
%{ a laresolucion de los problemas graticos; nos gervimos de la escua-
dre y del irasportador. 2

=]

)

e e AR

Figura 25.
Figurs 29,

ﬁ{lﬁ;lfzf;uadra [fg. 28] es un triangualo ’de madera, de metalé de mar-
) que uno de sus dngulos A precisamente es recto. Sirve parti-
cularmente para trazar lineas perpendiculares v paralelas. I-’;n'a ele;'cio-
rarse de que estd bien construida, por un pun;,o ¢ [fig. 29] de la rect:
A B se traza la perpendicular C D aplieando el bordea}.ﬂ Cdela esztclf::
dra contra ella. En sbguida se voltea la esenadra aplicando contr: : 1
papel la eara que estaba para arriba y quedando el vért{ce B cerc:u&dee

B en el punbo H, se traz i
punto &, se traza otra perpendicular por el mismo punto C.

Si esta segunda per i
b : :iln segunda pm(pendlenlar seiconfunde con la primera, espruebade
que la escuadra estd buena, pues entdnces el dngulo D G E serd recto

sy b A e S e e i

El trasportador (fig. 30) es un semicir:
culo de metal 6 de cuerno trasparente,
en el que estd mareado el centro A, y los
grados y medios grados. Sirve para medir
los dngulos 6 para construirlos de deter-
minado valor. Hay des cosas que rectifi-
car en este instrumento: que el punto marcado A sea el centro del se-

micirculo, y que los grados scan ignales entre si. Para cerciorarse de
1a buena colocacion del centro, basta tomar con él compis la longitud
del radio del trasportador y trazar una cirennferencia: si en cnalquicra
posicion pueden hacerse coineidir el centro y la semicircunferencia del
trasportador con ¢l centro y cireunferencia trazada, el centro del ms-
{ramento estard bien fijado. Para averignar si esta bien dividido, se to-
ma con el compés la cuerda, por ejemplo, del areo de 15°, y se va lle-
vando entre las divisionesde 1y16°, de 2 y 1%, de3y 18°, ete., cuyas
distancias deben ser constantemente ignales, supuesto que 4 arcos igua-
les corresponden cuerdas iguales.

389, PROBLEMAS DB ANGULOS.—L.—Sobrela recta A B (fz. 31)
canstruar un dngulo tgual ab @ngulo dado D.

A~ ¢/ Desde el vértice D, como centro
£ : - :
\\\ y con un radio cualquiera, tricese
/ \ \ el arco B F; haciendo centro en A
e \ . . .

e \Baeregd y con el mismo Iadlo’i.-mcebe el ar-
G F co indefinido G H: tomese la cuer-
s ; da B F y llévese desde G hasta C:

y tirando la recta C A ésta formara un 4ngule igual al dado.
El fandamento de esta construceion es que Jos arcos EF y C G, que
miden estos Angulos, son iguales por pertenecer 4 cirenlog iguales ¥

tener cuerdas iguales.

11— Construir un dngulo tgual é lo suma de dos dngnlos dados.

= ‘/\ Sean los angunlos dados A y B. Sobre larecia
{ i / \ C D (fig. 32) y conforme 4 lo explicado en
' A L——8 ¢] problema anterior, se construye el dngulo
D ¢ E=A. En segunidasobre larecta C E y em-
pléando el mismo método, se construye el fin-
gulo ECF = B. El fingulo F € D serd igual
4 A 4 B. Asf puede construirse un dngulo do-
ble, iriple, ete, de otro.

Figura 32.




YII.—Determinar la diferencia entre dos dngulos A y B (fig. 33).

Sobre la recta € D’ se construye el 4ngulo
A\ & D'CE=A, que esel mayor de los 4dngulos.
E

Sobre el mismo lado C D’ constriiyase el &ngu-
s loD’CFE =B. El4ngulo ECF=ECD —
/ D?CF = A — B sera el pedido.
cX D
Figura 33.
INe—Determinar el nimero de grados del angulo G A B (fig. 34) por
medio del {rasportador.

Se colocard el frasportador sobre el dngulo G A B,

teniendo cuidado de hacer coincidir el centro del ins-

Whe I tromento con el vértice A del dngule y la linea mar-

Figora 36 cada con 0° y 180° con uno de los lados, con € A por

ejemplo. Hecho esto, bastard ver el néimero de grados que. marca el

otro lado A B para conocer el yalor del 4ngnlo, que en este caso es de

7°—30’. Sicmpre que sea necesario se prolongarin los lados del 4n-
gulo.

G
V.—Construir un dngulo de 35°% sirvitndoese del trasportador.
(Fig. 35). :
, Tricese lareeta A B; hégase coincidir el punto A
eon cl centro del trasportador, y la recta A B con el
didmetro que pasa por el cero: mirquese un punto €
en la graduacion 35°4; y tirando la recta C A quedard
trazado el Angulo pedido.

Principales casos de ignaldad en los trisngulos.

383.—8e llama tridngnlo rectilinco una figura que determina un es-
pacio cerrado por tres lineas rectas, como A B C (fig. 36).

Las rectas que limitan el trifngulo se Haman lados, y los puntos en
que concurren de dos en dos, se Haman wéréices. Asi pues, todo tridn-
gulo tiene tres lades y tres dngulos.

Para que dos triangulos puedan coineidir en bodos sus puntos, y que

por: lo mismo scan ignales, se necesita que coincidan respeetivamente
sus tres vértices, que son los extremos de sus lados.
Consideraremos por ahora tres casos de igualdad de los fridngulos.
384.—1.—Daos tridngulos son tguales cuando tienen un lado igual
adyacente & dos dngulos respectivamenie iguales (g. 36)»

AB=APB A=~NyB=F

DEMOSTRACION.—Por ser A B=A’B’ si sobrepusiéramos estas figa-
ras el lado A B coincidirian con A’ B’. Por serel d4ngulo A=A’ coin-
cidiendo el lado A B con A° B, el lado A € fomaria la misma direccion
que A’ €’. Porser el éngnlo B =B’ coincidiendo el lado A I.ﬁ con
A’ B, el lado B C tomaria la misma direccion que B’ O7, y coincidien-
do respectivamente 1os dos lados ACy BCcon A’C’ y B* O es claro
que ¢l punto €, interseccion de las dos primeras reclas, eoineidiria con
¢’ interseccion de las dos altimas. Finalmente, coincidiendo los tres
vértices de los dos iriingulos resulta que son iguales.

T 385.—II.—Dos tridngulos son igua-
f AL g les cuando tienen wun dngulo. igual
_'/ \ ! formado por lados {guates {fig. 36).

AR AR B e MO AT O
Figura 36.

DEMOSTEACION.—Por ser ¢l dngulo A = A? si- sobrepusiérames las
dos fignras, loslados A B y A C tomarian la misma dit'ece@n qne_.&:‘ B
y A Qs yporser AB=A’B yA C'=A’C, el punto B comeidiria
con B’ v el € con C7; luego el tercer lado B C coingidiria con B’ U7 por
coincidir susex tremos, y los tridngulos seran iguales.

386.—T1L—Dos trigngulos sérdn iguales cuando tengan sus tres la-

dos respectivamente iguales.

(Fig. 36) AB=A B, AC=ACyBC=PBC

50

DenosTRACION.—Por cercl lado A B = A’ B’ =i sobrepusiér
las dos figuras, estos lados, lo mismo gue sus exiremos, coineid
Si desde el punto A como centro y con el radio A C trazames.an
de circulo D B por ser A ¢ = A”.©’ el punto € caerden alguno delos
de este arco. Si desde el punto B como centro y con ¢l radio B O tra-
zamos un arco de circalo '@, porser B € = B €7 el punto €’ caerd
en alguno de los del expresado arco I G; y debiendo pcrtpnecer g’x‘]os
dos arcos D E y F G el punto €’ caera sobre C, que es la interseceion
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de les arcos; luego coincidiendo los tres vértices:de los dos tridngulos
resulta que son iguales.

38%.— En tridngulos igueles a tados iguales estdn’ opuestos angulos
iguales, y reciprocanicnte.

Siendo lossbrifngulos iguales poidrin sobrepenerze coincidiendo los
lados y los fingulos, y cnando coincidan los dos triangalos cn todos sus
puntos, resultard que & los lados ignales quedan opucstosingulos igua-
les, y reciprocamerite que & Jos 4nanlos iguales quedaran opuestos la-

d®s iguales.
Hstos tres casos de igualdad de los tridngnlos, y el teorema que aca-
. bamos de demostrar, son de muy frecuente uso.

PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

388.—Se lirma perpendicular foda recta A B (fig. 37) que forma con
olra D € dos dngules A B C y A BD adyacentes é iquales entre st.

A

iS¢ tlama oblicuq una recta ¥ G (fig. 38) que forma
con otra H L dos dngulos adyacenies desiguales.
B

Figura 8T
380. —TEorREMA.— Onando uwno vecle B G (g, 38) cae sobre otra
H T, fos dngulos ¥ G H y ¥ G L que forman, son supleniontarios.
g F DEMOSTRACION.—Si en el punto G levantamos la
./ perpendicular G O tendremos:

/ FGH+FGL=0GH +0GL

[5 £ pero por construceion

Figura 35
006G H + 0G L = 2rectos.
B GH+ F G L =2 rectos.
390.—TEOREMA.— La suma de lodes los dugulos consecutivos forma-
dos de un lado de une recia, es igual & dos recios.
DEMOSTRACION . —Para demostrar que 1a suma de los dngulos (fig.
39)ACD, DCE, ECF y FC B valen dos rectos, por el punto C
levantaremos la perpendicular € O, y como

ACD + DCE + ECF + FCB

yecomo ACO + OCB = 2 rectos
g .
Pigara 39, se infiere que

ACD +-+ DCE + ECF + FOB = 2rectos.

391.—La suma de todos los dngulos (fig. 40) formados al rededor de

. un punlo C es igual & cuatro rectos.

Si prolongamosellade A € hasta G, y por el

punto G levantamos la perpendicular O C H
tendremos que

ACB+BOCD+DCE+ECF+FCA
=ACO+0CG+GCH-+HGA

¥ como los cuatro dngulos del segundo miem-

bro son rectos, se infiere que Ia suma de los 4n-

gulos del primer miembro de la ecnacion, val-
Figars 40. drin 4 rectos.

o

592.— Las bisecirices de los dngulos adyacentes son perpendiculares
entre si. :

Se llama biseetriz la recta que divide nn fngulo en dos partes iguales.
Sean los dos ingulos adyacentes [fig. 41) A CB y BOD, y vimos &
demostrar que las rectas C E y CF, que dividen en dos partes ignales

esos 4ngnlos, son perpendiculares entresi, esto es, que el 4ngulo F OB
€8 recto.

Por ser adyacentes los dngulos [389] se tiene:

ACB + BCD = 2 rectos

Flgura 41,

sustitnyendo por 2¢2 sn ignal FC By por 232, BC E
s¢ tiene

FCB + BCE = 1recto

F O E =1 recto




393.— Los dngulos (fg. 42) D B Oy A B B opuesios al vérlice, son
tguales.
i Tenemos que por ser adyacentes (389) los an-

/ gulos
ﬁ—7§ -& DBEG + ABD =2rectos

/ por igual razon
£

ABE -} ABD=2rectos

?‘J EEO

DBC+-ABD=ABE+ABD
snprimiendo A B D resulia
DBC=ABE
que es lo que se debia demostrar.
394.—Cuando nna recto (fg. 43) A B, es perpendicular G otra C D,
esie tambien es perpendicular & la primera A B.
A Prolonguemos la recta A B hasta E, y demostra-
remos que siendo A BC = A BD, los dngulos A
BC y C BE que forma Ia recta C B con A K,
tambien serin iguales, y en consecuencia la recta
C D sera perpendicnlar & A E.
Por lo supuesto del teorema

ABC—=ABD;
por opuestos al vértice (393) ;

ABD=CBE
tnego

ABC=CBE

395.—Desde un punto A (fig. 44) de una recta B C, no se pucde le-
zantar mas de une sola perpendicular.
Si supusiéramos que se pudiera levantar otra
perpendicular A E, tendriamos:
por ¢l feorema

e
a __.__..J;L'____' e
Figura 44.

por el supnesto

DA C =1 recto

E A G =1 recto
hego
DAC=EAGQC

T ha et T e

Tiremrs

—

pero siende ésbo inadmisible, se infiere que A E no es perpendicnlar &
B €, y que solo podré serlo en el easo de eonfundirse con A D.

396.— Por un punto A (fig. 45) situado fuera de una recta B C, no
se le puede bajar mas de una solu perpendicular A D.

Si fuera posible bajar ofra perpendicular A E,
tendriamos prolongando AD y AE que BC
seria perpendicular 4 A G y 4 A H (394). Si do-
bldramos la figura por larecta B €, por ser el 4n-
gulo ADB=BD G, larecta A D tomariala

c]: B direceion de D G y el punfo A eaeria en alguno

Tiba de Ia recta D G; y por suponerse el angulo

AEB =BEH,larecta AT deberia tomar la direceion £ H y el

punto A caeria en alguno de la recta B H. En consecnencia, si lasdos

rectas A D y A E pudieran ser perpendiculares & B C, al doblar Ia fi-

gura, el punto A deberia caer al mismo tiemposobre D G y E H, y no

siendo esto posible, 4 ménos que A D coincida con A E, inferiremos

que no se puede bajar desde el punfio A mas de nna sola perpendicular.

397.— Cuando dos dngulos AB Cy C B D (fig. 46), fienen la posi-

cton de adyacentes 4 juntos valen dos rectos, las dosrecfas A B y B D

tiradas por el exiremo de la tinea comun © B, serdn prolongacion una
de la ofra.

1 suponemos que B D no sea prolongacion de

A B sino que lo fuera B E, tendriamos:
o conforme al supuesto del teorema

- ABC + CBD = 2 reetos.
igura £6.
Por snponer que sou adyacentes ABCyCBE

ABC 4+ €CBE =2 rectos

de las que resulta ABC+GBD=ABC+ CBE

lnego CBD=CBE

lo que no es posible, 4 ménos que B E y B D coincidan, esto es, cuan-
do B D gea la prolongacion de A B.

398.— La menor distancia de un punto A (fig. 47) ¢ unarecta B G,
es la perpendicular A D bajada desde diche punto.
.




Demostraremos que la perpendicular A D es mis
corta que cualquiera otra oblieua A E. Si doblara-
mos la figura por B C, el punto A caeria en F, y
por tener los dngulos B D A y B D F la posicion
de adyacentes y ser cada uno de ellos recto, D T se-
4, prolongacion de A DY397) esto es, A I serduna
linea recta, luego:

AF<AEF
AD < AE. Quees loque se debia de-

tomande la mitad
mostrar.

Esta prooiedad bace que la distancia de un punto 4 una recta se mi-
da siempre por la perpendicular bajada del pnnto & Ia reeta.

399.— Las oblicues A B y A € (fig. 48) bajadas desde un mismo
punto sobre une recla, y que se separan igualmente del pié de la per-
pendicular serdn iguates.

Los tridngulos AD By A D U serin ignales (385)
por tener el dngalo A D B = A D € por recto, el
lado A D comun, y B D = D € por el supuesto, y
como en tridngulos iguales 4 dngnlos iguales estén
opunestog Iados ignales (387) tendremos que por es-
tar opuestos 4 los dngules rectos: A B = A C.

400.—Si dos puntos € 4 D (fig. 49) desigualmente distantes de ung
veela A B se reunen d sus extrenmos, ta suma de lus recfus GA + CB
tiradas del punto mas prizinio C, serd menor que lo suma de las

D A + D B firadas del mas distante’ D.
: % Para demostrarque CA + UB < DA + DB
A prolongaremos A € hasta E, y supuesto que lalinea
A £  reeta esel camino mgs corbo entre dos puntos, se

/‘/ £ A\ tiéne:

/ \
A B

Figura 49.
y agregando 4 los dos miembros E B
AR FEB<DAL DB, [1T]
Por ofra parte

AE<DA+DE

CB<EC+EB
y agregando 4 los dos miembros O A
CAF+CB<AE CHB....
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Observando que el primer miembro de la dltima desigualdad, es me-
nor que A-E+E By queconforme 4 la (L) esta suma es menor que
D A + D B, se infiere que:

CA+CB<DA + DB.

401.—Si desde un punto A (fig. 50) se bajan varias oblicuas A B
A D, lu que se separe mds del pié de la perpendicular A C, serd la ma-
yor.

A Si doblaramos la figura por la recta D C y supene-
mos qiie el punto A caiga en A%, A B tomaria la posi-
/4] cionde A’B,yA Dlade A’ D,

‘l Teniendo los dngulos AC Dy A’ C'D la posicion
L~ de adyacentes y siendo cada uno de ellos recto, la i
" mea C A’ serd la prolongacion de A € (397) y en con-
1 secuencia A A’ es una linea recta. Por otra parte, es-
; tando B més proximo 4 la recta A A’ que el punto D

‘\i. tendremos que (400)

Figura 50. AB+BA < AD + DA
tomando la mitad AB<AD
que ¢s lo que se debia demostrar.

5
x
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o

402.—CGomo si desde.un punbo se tiran varias lineas 4 una recha, por
una parte la perpendicular es menor que cualquiera oblicna, y por otra
solo pnieden ser iguales las oblicuas que se separan igaalmente del pié
de la perpendicular, siendo mayores las que se separan mis; se infiere
que desde un punto tomado fuere de une recte, 10 so lo pueden tirar
mas gue dos rectas iquales.

403.—Si por el medio C (Gg. 51) de una reela A B se levania una
perpendicular G D: 1° cualquier punto de la perpendicularestard equi-
distante de los extremos A y B: 2° eualquier punlo que no perfenczca 4

la perpendicular, distard desigualinente de los exiremos.
D F DeyosteAcroN.—1° A B — E B por ser oblicuas,
A que segnn el supuesto, distan igualmente del pié de

RN la perpendicular (399).
l 90 Vamos 4 demostrar'ahora que un pugto F que
il i SEaE , Do pertenece & la perpendicular, dista destgunalmen-
e te de los extremos. Reuniremos F con A y con By
por el punto E tiremos la recta B B. Tendremos

FB<EB FEF
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gustituyendo por E B, su igual E A resulta

FB < FA

404. —Siempre que una recta A B (fig. 52) tiene dos punfos Ay B
equidistantes de dos puntos C y D de olra recla, la primera serd per-
pendicular ¢ la sequnda, y o dividivd en dos partes iguales.

Fundandonos enque AC=ADyBC=BD,

demostraremos que el dngulo A O C=A 0 D. Tos

> p irifngulos ABC y A B D son ignales (386) por

tener sus fres lados iguales; luego si dobliramos la

fignra por Ia linea A B, el punto D deberia coinei-

dir eon C, y permaneciendo el punto O invariable,

S resultaria que los lados del ingulo A O C coineidi-

ran con los del A O D por lo que serén ignales, y A B perpendicular &
€ D. Ademés, se ve que A B divide 4 C D en dos partes ignales.

405.— Todos los puntos de la bisectriz de un éngulo estin equidistan-
tes de los lados del dngulo.

Sea el angulo A B O (fig. 53) y vamos 4 demostrar que ecnalquier
punto B de la recta B D, que lo divide en dos éngnlos ABD yD B C
ignales, estd equidistante de loslados A By B C.del angulo A B C
Como la distancia de un punto 4 una reeta se mide por la perpendicn-
lar bajada sobre la recta, si bajamos las perpendiculares BEF y E G,
debemos probar que estas lineas que miden la distancia de un punto
de 1a bisectriz 4 loz lados del angulo son ignales.

Si doblaramos Ia figura porla recta B D el pun-
to E permaneceria fijo, y porser el ingulo AB D=
D B C el lado B C coincidiria con B A y el pun-
to I de la primera recta debeberd hallarse en al-
guno de los de la recta B A. Por otra parbe, la
linea B F que es perpendicular 4 B C despues de
doblada la figura, debera tomar una posicion perpendicular 4 A B;
pero como desde un mizmo punto E no se pnede bajar mas de una so-
Ia perpendicular 4 una recta (396), resulta que E I tomara la diree-
cion E G, y como el punto ¥ debe encontrarse 4 la vez sobre lag rectas
A By B'G fendrd que; coineidir con G; Iuego E F=1E G-

Figura 53

£06.—Todo punio O (fig. 54) que queda dentro de un dngulo A B C
¥ que nio pertenece d la biseelrtz, estd desigualmente distanle de los la-
dos del angulo.

Las perpendiculares O F y O G son las dis-
tanciag del punto O 4 los lados del éngulo, y va-
“ nos & probar que 0 G<0 F. _
Por el punto B tiremos la perpendicalar B H
4 A B, y unamos O con H.
Tendremos:

O G<0 H (3938
OH<OB+EH

pero siendo E H=U T (105)
sustitnyendo se fiene 0 H<OF
lnego con més razon 0G<0F

407.—PROBLEMAS DE OBLICUAS Y PERPENDICULARES.—I. —Levan-
iar una perpendicular & uno recte, A B (6g. 55) desde un punto © de
la misma recta.

Resolucion.—Tomense dos punbos B y D equidis-

tantes de C, y haciendo centro primero en B y luego

en D con un radio arbitrario pero mayor que C B,

tracense dos arcos de circulo, y renniendo el punfo

e ) E de interseccion de estos dos areos con el punto G,

Pigara . Ia recta C B serf la perpendicular; por tener confor-

me 4 1a construecion dos puntos€ y B equidistantes de otros dos D y B
de 1a linea dada (404).

Fl radio arbitravio B E debe ser mayor & para que los arcoz del cir-

culo puedan corfarse.

1L —Bajar una perpeadiculor & una recta, A B (fig. 56) desde un
punto C fomado fuera de élla.

Haciendo eentro en el punto C y con un ré-
dio € D tricese el areo D E que corfe la recta
dada en dos puntos; hizase centro en cada uno
de estos puntos D y E y con un mismo radio

; describanse dos arcos que se corfarin en el pun-

to F; reuniendo los puntos €y F con una ree-

J< ta C F, esta seri la pedida por tener dos pun-

7 tos C y I, equidistantes de los Dy E de la recta
dada. (404).

Figera 38,
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1L —Dividir una recta A B (fig. 57) exn dos partes iquales.

Témense como centros sucesivamente los extremos A
¥ B de 1a reeta, y con un radio mayor que la mitad de
dicha recta tricense dos arcos, y reuniende los puntos

55 Cy D de interseccion de los arcos por la recta C D, es-
ta determinard el punto M que serd el medio de la linea

A B.
Demostracion.—Estando dos puntos € ¥y D equidistan-
mgs.  tesde ™ y de B, si so reuncn estos dos puntos resultaran
dos tridngulos ACD y B C D iguales por tener sus tres
lados respectivamente ignales; luego si se doblara la figura por C D
permaneciendo fijo el punto M, el punto B coincidiria con A, lo que
prueba que las partes A M y B M son iguales.

IV.—Dividir un dngulo Cen dos partes iguales.

<« Desdeeclvértice C (fig. 58) tricese un arco

\_—+ A B; haciendo centro en A y B describanse

w’-"l s dos arcos que se cortardn en D, ¥y remniendo

C con D esta recta dividir en dos partes igua-

les el dngulo dado. En efecto, los dos tridngu-

los ACDyB 0D son iguales por tener sus tres lados respecbivamen -

te ignales; y por estar opuestos 4 Iades iguales en triangulos iguales,
los d4ngulos A C D y B € D, seriin iguales.

Como empleando el mismo procedimiento podrian dividirse en dos

partes iguales cada uno de los 4ngulos A G D y B © D, resulta que asi
podré sncesivamente dividirse en 4, 8, 16, etc., partes iguales.

V.—Determinar el supiemendo, Y el complemento de un dnguio.

Sea el dngulo A B € (fig. 59); bastars prolon-
gar uno de sus lados, y conforme al teorema del
nim. 389 el dngulo € B D serf el suplementodel
dngulo dado. Para determinar su complemento
haciendo uso de la construccion del problema I
de Ia figura 55 se levantar una perpendicular en
el punto B y el dngulo C B E serd ¢l complemento buseado.

c

oy el iy

e )

Pigurs 59.

PARALELAS.

408. —DrErFINICION.—Se laman paralelas las recltas que estondo en
un plano tienen fodos sus puntos equidistantes. . _ o

(Jomao la distanecia de un punfe 4 una recta se mldf por Ia peipc}n; 1:
cular bajada sobre ella, para que dos rectas A B'y q(J’]) Se‘&{l E}d:‘f\.etaa
(fig. 60) es necesario que las perpe’udleu}areg bajadas de dos puntos
cualesquicra Bl y F sobre C D sean iguales.

409. —TroREMA.—Toda recta J Li (fig. 60) perpendicular o wna de
s paralelas, es tambien perpendicular @ la ofra.

e Slfpu{}gamos que J L sea pe;‘peudiclﬂa}' i C D,
: : y vamos & demostrar que tambien lo serd & A B,
foctis aleiyley para lo riue necesitaremos inferir que 1os'an‘gulos
Efguma 0a LJ By LJ A sonignales. Tomemos i distan-
ciasiguales de Iilos puntos H y G, y por ellos lreva,ntenws las [Jel:pE‘Ii;
diculares H Fy G E 4 C D, resultard que E G=F H por meldlr las
distaneias de los puntos de las dos paralelas A B y’O D. Sidobldramos
la figura por J I por ser esta linea perpendicular 4 C D, la parte L D
tomaria la direccion de L €, y como por construccion L II'zL G, erl
punto H coincidird con G. Como F Hy E G son pf:r;mudl@tﬂargfg i
C D, la recta H F despues de doblada la figura deberia tomar 1‘3 dll'ef}-
cion de G E; y como ademéis I F=G E resulta que el punto E caeria
sobre E; y como el punto J ha permaneeido ﬁ‘]o,. se infiere que el 4n-

gulo L J B esigual & Lt J E que es lo que se debia demostrar.

A- 5 =

410.— Por un punto A (fig. 61) no se puede tirar mds de una sola
7 olra recia B C.
e i—t Siendo A D paralelaa B C, tendremqu B=0D-.
— Sisoponemos que pudiera tirarse otra paralela
desde A, como A E, tendriamos A B=C &, de
lo que resultaria C D=E C lo que ¢s imposible,
¢ A ménos que A E coincida con A D.
e Debemos insistir sobre lo que dijimos en la de-
finicion, y es que las paralelas estdn en nun mismo plano.

]

411.—8i cade una de'las rectas A B y C D (fig. 62) es paralela &
una tercora recte B F; serdn paralelas entre st.
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