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1L —Dividir una recta A B (fig. 57) exn dos partes iquales.

Témense como centros sucesivamente los extremos A
¥ B de 1a reeta, y con un radio mayor que la mitad de
dicha recta tricense dos arcos, y reuniende los puntos

55 Cy D de interseccion de los arcos por la recta C D, es-
ta determinard el punto M que serd el medio de la linea

A B.
Demostracion.—Estando dos puntos € ¥y D equidistan-
mgs.  tesde ™ y de B, si so reuncn estos dos puntos resultaran
dos tridngulos ACD y B C D iguales por tener sus tres
lados respectivamente ignales; luego si se doblara la figura por C D
permaneciendo fijo el punto M, el punto B coincidiria con A, lo que
prueba que las partes A M y B M son iguales.

IV.—Dividir un dngulo Cen dos partes iguales.

<« Desdeeclvértice C (fig. 58) tricese un arco

\_—+ A B; haciendo centro en A y B describanse

w’-"l s dos arcos que se cortardn en D, ¥y remniendo

C con D esta recta dividir en dos partes igua-

les el dngulo dado. En efecto, los dos tridngu-

los ACDyB 0D son iguales por tener sus tres lados respecbivamen -

te ignales; y por estar opuestos 4 Iades iguales en triangulos iguales,
los d4ngulos A C D y B € D, seriin iguales.

Como empleando el mismo procedimiento podrian dividirse en dos

partes iguales cada uno de los 4ngulos A G D y B © D, resulta que asi
podré sncesivamente dividirse en 4, 8, 16, etc., partes iguales.

V.—Determinar el supiemendo, Y el complemento de un dnguio.

Sea el dngulo A B € (fig. 59); bastars prolon-
gar uno de sus lados, y conforme al teorema del
nim. 389 el dngulo € B D serf el suplementodel
dngulo dado. Para determinar su complemento
haciendo uso de la construccion del problema I
de Ia figura 55 se levantar una perpendicular en
el punto B y el dngulo C B E serd ¢l complemento buseado.

c

oy el iy

e )

Pigurs 59.

PARALELAS.

408. —DrErFINICION.—Se laman paralelas las recltas que estondo en
un plano tienen fodos sus puntos equidistantes. . _ o

(Jomao la distanecia de un punfe 4 una recta se mldf por Ia peipc}n; 1:
cular bajada sobre ella, para que dos rectas A B'y q(J’]) Se‘&{l E}d:‘f\.etaa
(fig. 60) es necesario que las perpe’udleu}areg bajadas de dos puntos
cualesquicra Bl y F sobre C D sean iguales.

409. —TroREMA.—Toda recta J Li (fig. 60) perpendicular o wna de
s paralelas, es tambien perpendicular @ la ofra.

e Slfpu{}gamos que J L sea pe;‘peudiclﬂa}' i C D,
: : y vamos & demostrar que tambien lo serd & A B,
foctis aleiyley para lo riue necesitaremos inferir que 1os'an‘gulos
Efguma 0a LJ By LJ A sonignales. Tomemos i distan-
ciasiguales de Iilos puntos H y G, y por ellos lreva,ntenws las [Jel:pE‘Ii;
diculares H Fy G E 4 C D, resultard que E G=F H por meldlr las
distaneias de los puntos de las dos paralelas A B y’O D. Sidobldramos
la figura por J I por ser esta linea perpendicular 4 C D, la parte L D
tomaria la direccion de L €, y como por construccion L II'zL G, erl
punto H coincidird con G. Como F Hy E G son pf:r;mudl@tﬂargfg i
C D, la recta H F despues de doblada la figura deberia tomar 1‘3 dll'ef}-
cion de G E; y como ademéis I F=G E resulta que el punto E caeria
sobre E; y como el punto J ha permaneeido ﬁ‘]o,. se infiere que el 4n-

gulo L J B esigual & Lt J E que es lo que se debia demostrar.

A- 5 =

410.— Por un punto A (fig. 61) no se puede tirar mds de una sola
7 olra recia B C.
e i—t Siendo A D paralelaa B C, tendremqu B=0D-.
— Sisoponemos que pudiera tirarse otra paralela
desde A, como A E, tendriamos A B=C &, de
lo que resultaria C D=E C lo que ¢s imposible,
¢ A ménos que A E coincida con A D.
e Debemos insistir sobre lo que dijimos en la de-
finicion, y es que las paralelas estdn en nun mismo plano.

]

411.—8i cade una de'las rectas A B y C D (fig. 62) es paralela &
una tercora recte B F; serdn paralelas entre st.

pocsf




Por ser A B paralela 4 B F ge tiene

AB=—BF

e © por ser CD paralela 4 B F
C B—=DF
restando esta ecuacion de la anterior, resulia.
luego A B ferd paralela 4 CA).
-

412.— Cuando una recta corta dos paralelas (fig. 63), & la recta A B
se le Hlama secante v los Anonlos que forma con las paralelas toman las
signientes denominaciones:

Se llaman ¢rfernos los cuatro Angulos que quedan

G4 dentro de las paralelas, y son: CG H;, D G H,EHG
! yFHG

Se llamansezternos los cuatro dngulos que quedan

H * fuera de las paralelas, yson:C G B, BGD,AHE
Figara 63 ¥ A HE.

Considerando los d4ngulos de dos en dos: se Haman alfernos infernos,
los internos colocados de diferente lado de la secante como CGHy
FHG 6 EHG yD G H: se Hlaman alfernos exiernos los dngulos
que estin foera de las paralelas y de diferente lado de 1a secante, como
CGByAHFE 6BGDyEH A: por altimo, se llaman correspon-
dientes los dngulos colocados del mismo lado de la secante, siendo uno
interno y el otro externo, conio B G Dy BHF, AHF, y A GD,
EHAyGGA EHByCG B.

413.—Tomaremos como principio fundamental de las propiedades
del paralelismo de dos lineas, el siguiente

'TEOREMA.—Siempre que los dngulos C A By D B A (fig. 64) que
tienen la posicion de alternos internvs, Seaw iguales, las dos rectas C B
o B D serdn paralelas :

- e Conforme 41a hipotesis del teorema, C A B

: —D B A y vamos 4 demostrar que las rectas CE

o y F D tienen sus puntos equidistantes. Por el

% : punto A levintese A G perpendicular 4 C E; y

por B levintese B H perpendicular 4 ¥ D. El

angulo B A @ serf complementode C A B, y el
dngulo H B A serd complemento de D B A; pero siendo

CAB=DBA

Figurs G4

se 1nfiere que tambisn lo serin sus complementos, luego
BAG=H B A.

Los dos tridngnlos A B Gy A B H serin ignales (384) por tener
el lado A B comnn adyacente & dos dngulos respectivamente ignales; y
como en tridngulos ignales 4 dngulosiguales estin opuestos lados igua-
les, tendremos: '

por opuestos 4 los dngaloes

ABG=B A H
y como A G y B H miden las distancias de dos puntos de las rectas
C B y E D, se infiere que sern paralelas por estar eqnidistantes.

414.— Siempre que en dos rectes A By € D (fg. 60) cortadas por
una secante, los angulos que ticnen la posicion de alternos exiernos sear
iguales, estas rectas serdn paralelas.

E Cenforme 4 la hipotesis
AGE=FHD
sustituyendo 4 estos fingulos sus ignales por opues-
¢ tos al vértice, se tiene
B GH=CHG
Figara 63,

pero como estos tienen la posicion de alternos internos, se infiere que
las rectas seran paralelas,

B

415.—Si los dngulos correspondientes son iyuales, las vectas serdn
paralelas.
Sean (fig. 63) B GB=EHD
sustituyendo por E G B su opuesto al vértice, se tiene
AGI=EHD
pero siendo estos dngulos alternos internos, las rectas serin paralelas.

416.—Siempre que los dngulos taternos 'del mismo lado de lo secante
sean suplementarios, las dos rectas serdn paralelas. (fig. 65).

Sean A G H+C H G=2 rectos
¥ como

A G H+H G B=2 rectos (389)
ignalando los primeros micmbros se infiere gue
¢ H G=IL G B

pero sicndo estos alternos infernos, las rectas serdn paralelas.

417.—Srempre que los dngulos externos del mismo lado de lo secante
sean suplementarios, las recias seran paralelas.




Sean (fig. 65) A G E+C H F=2 rectos
snstituyendo sus igmales por opuestos al vértice
B G H+D HiG=2 rectos
PEro como
B G H-+-A G H=2 rectos (389)
igualando los primeros miembros se infiere que
D HG=AGH

pero siendo estos fngnlos alternos internos, las rectas serdn paralelas.

418.—Los teoremas reciprocos del fundamental y de los cuatro si-
guientes 4 él son tambien ciertos; pero como la demostracion de estas
proposiciones Teciproeas es muy sencilla, solo daremos la del teorema
fandamental.
TrorEMA.—Siempre que dos rectas A By C.D (fig. 66) sean para-
lelas, los dngulos alternos internos serdn iguales.
‘ DemosTRACION.—Si suponemos que los 4n-
g gulosA F G y F G D, que tienen la posicion
——&5 de alternos internos, no sean ignales sino que el
primero sea mayor gue el altimo, obra recta que
pase por K como A’ B’, serd la que fenga la pro-
piedad de formar el 4ngulo
Figara 6. A’E G=F G D
pero teniendo estos angulos la posicion de alternos internos conforme
al teorema (413) directo, las rectas A’ B’ ¥y € D serian paralelag, y co-
mo por el supuesto A B es tambien paralela 4 C D, resultaria que por
un mismo punto F se podrian tirar dos paralelas, 4 una misma reeta,
lo que es imposible; (410) y como el mismo absurdo resultaria si supu-
siéramos A F G<F G D se tiene, que no pudiendo ser estos 4ngulos
designales, tendrd que verificarse que siempre que las rectas sean para-
lelas los dngulos alternos internos serdn iguales.

419.—Dos dngulos cuyos lados son paralelos y que tienen sus vértices
vuellos en el mismo sentido son ijuales.
Si prolongamos el lado D E (fig. 67) hasta G.
tendremaos:
A=D G C por correspondientes
D G €=D E F por la misma razon
luego
Figura 67.

A=D E F.
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420.— Dos dngulos cuyos lados son paralelos i que tenen sus vérti-
ces vueltos en sentido contrario, son iguales.
Sean los angulos B A C y D B I; (fig. 68) pro-
longando los lados del dltimo, tendremos que

BAC=GEH (419)
G EH = D E F por opuestos al vértice
¢ luego BAC=DEF.

Pigura 65,

421.— Dos dngulos cuyos lados son paralelos y euyos vériices #o es-
tén vueltos en el mismo sentido ni en sentido confrario, son suple-
MERLATIOS.

A - Si prolongamosel lado D E (fig. 69), tendremios:
/ DEF + FE G—2 rectos (339)
/ £~ —=F o .
o g/ F B G=A B C (419)
2/ ¢ luego
i DEF + A B C=2 rectos.

499 - Doz dngulos cuyos lados son perpendiculares, seran iguales
si dichos drgulos son de ln misma especie, 4 Serdn Suplementartos
cuando uno sex agudo y ¢l ofro oblise.

i ) g Sean los angulos agudes ABC y DEF
i (fig. 70) enlos que D B es perpendicular &
A By F E perpendicular 4 B C; y vimos &
demostrar que son iguales. Por el vérfice B
tiremos B G paralelad E F y B H paralela &
F ].gl,ig B D, con lo que resultard el 4ngulo H B G

=D BEF{419).
Por ser los 1ados de estos 'angulos respectivamente perpendiculares

tendremos:

H B A=G B € por rectos
restando G B A de ambos, sc tiene

HBG=ABC
pero eomo

HBG=DEF
resulfa que

ABE=DEF,
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Si les dngalos son de diferente especie, como
/A enlafigura 71, tirando. por el vértice B las reetas
/ B Gy B H réspectivamente paralelas 4 E D y 4
pk % E T, tendremos que
GBH=DEF (419)
prolongando B H hasta J
G B H+G B J=2 rectos;

L F
id

JEF0 COMO
. GBJ=ABR
sustituyende se tiene:

GBH+ A B B=2 rectos

DEF + A B B'=2 rectos
que es lo que se debia demostrar.

423,— PROBLEMAS DE PARALELAS.—L.— Por un punio C dado fuere
de una recta A B, tirarle una paralela.

E 1¢ Construcaron. (fig. 72).—Desde el punto C

\£ como centro y con un radio cualqniera, tricese el

arco de circulo D E: higase en seguida centro cn
D, y con el mismo radio tricese el arco G A: t6-

78 meselacnerda A C yllévesede D 4 F; tirando
la recta C F ésta sera la paralela pedida.

En efecto, si se tira Ia recta CD resulta que los dngulos CD A 7
D O F son igunales, por fener por medida arcos iguales (380); pero
como estos dngulos tienen la posicion de alternos internos, las rectas
seran paralelas.

: 2* Construccion. (Fig. 73).—Desde el punto dado
i F C béjese la perpendicular € D, y en segnida prolon-
| gando D C levéntese en C la recta C F perpendicular
4 CD. Ta linea C F scra la paralela pedida en razon
de ser por construccion FC D=C D A y ser estos
angulos alternos internos.
IL.—Por un punto A (fig. T4) tomado fuera de una recta B C firar
otre que la encuentre bajo un angulo dado M.

.0/ A ~Enunpuntocualquiera, Bpor ejemplo,

25 / de la recta B O, constriiyase un #éngulo
;"; 3
s 1
M 8- :

<
~
~
\
-~
~
~
S
-

Figura T2.

DB Cignal & M, y por el punto A tirese
£ & larecta A B paralelada B D. Esta recta
llenard la condicion del problema, supues-

"y

i

a3 o

S e b

s
to que el dngulo A B =B por correspondientes, y B=M por cons-
U o L2 — -
- 1 A¥
truccion, luego A E C=M. | e
Tstas construceiones, ast como las de los problemas de perpendicu-
- i = | e .t =
lares, pueden facilitarse haciendouso de la esenadra y del trasportador;
: A 5 . aa 99 IES( 1 23 3
pero, por regla. general, son mucho mas exactas las resoluciones que
o, I o
<e efectian por medio del eompis.
5 e e S
TIL. — Construir en un punto un dugulo tgual & ofro.
(Fig. 75). Sean A el 4ngulo, y D el punto dado.
s Siii e
£ Porel punto 1 se tirarin las rectas D B y D C pe-
/ - ralelas 4 los lados del 4ngulo, y estando formados
// p ostos dngulos por ladoes paralelos y teniendo sus
: 22 3 . - = = o = (- X
/ " vértices en el mismo sentido, serdan 1,_3;=.L’des (419).
- Figurs 7. Si se prolongara ¢l lado B D mas alld de D, esta
i ' ) rar els ento de un 4n-
construceion daria el medio para encontrar el suplemento de un a

i
gulo A.

TRIANGULOS.

424, —DErINIcIONES.—Hemog dicho que se llama fridngulo ?ec{'flé-
2160 wna figura cerrada por {res lineas rectas. Se consideran en los triin-
gulos los valores relativos de los lados ylde los dngulos. :

" Tridngulo escaleno es el que tiene desiguales sus tres lados. %

Tridngulo isésceles es el que tiene dos lados igquales; y equildtero es
el que tiene sus tfres lades iguales. ‘

Se llama fridugulo oblicudngulo al que no esid formado P g
dugulo recto, se dice que es obfusdngulo cuando uno delos ngz::?os s
obtuso, acutdngulo cuando todos los dngulos son agudos; y rectdngulo
cuando uno de los duyulos es recto.

B lus tridngulos rectingulos, ot lade opuesto al dngulo recto se lama
kipotenusa, y 4 los ofros dos lados se les denomine catetos. _

425.— Bp todo tridngulo A B C (fig. ©6), un lado cualquiera es ne-
nor que la swma de los ofros dos.
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- Siendo la recta A B el camino més corto entre dos
puntos, se infiere qne A B<A ¢+C B.
426.— Un lado cualquiera A B (fig. ©6) es mayor
que la diferencia de los otros dos.
Z En virtud del teorema anterior, se tiene:
Bt AB+AC>BC
despejando 4
AB>BC—AC

42%.—Fn todo tr#ngulo isésceles son iguales los dngulos opuestos d
los lados iquales.

A En Ia figura 77 sea A B=A €, y vamos 4 demostrar

/ que B=C. Desde el vértice A tiremos la recta A D de

; : modo que divida ¢l dngulo B A ¢ en dos partes igna-

: les, y tendremos que los tridngulos BAD y D C A

7] seran ignales por tener un 4nguloignal BA D=D A ¢

e, por construccion, formado por lados iguales, A D, que

es comun; y A B=A C por lados del tridngalo isésceles. Siendo los

triangulos igunales, los dngulos opuestosal lado comun A D serdn igua-
les (387), lnego B=C. _

De la ignaldad de los trifingulos se infiere ademas que BD=DCy
que A D O=A D B, lucgo. :

L bisectriz del dngulo desigual de un tridngulo isosceles: 1° divide
el lado opuesto en dos partes iguales, y 2° es perpendicular ¢ este lado.

Supuesto que en un tridngnlo & los lados ignales estdn opuestos dn-
gulos ignales, se infiere que fodo  ridngulo equildtero serd equidnguio
i Teciprocamente.

428.— La recta que une el vértice de wn riangulo 1sesceles al medio
del ledo opuesto, es perpendiculinr & este ladb.

Lios dos tridingulos AD By A D © tendran A D comun, A B=A C
por lados del tridngalo isésceles, y B D=D € por el supuesto; luego
los tridngulos serfin ignales (386), y siéndolo se tendra que el'dngulo
ADB=ADC

429.—Sv dos dangulos A y B de un trigdngulo A C B (fiz. 78) son
Iguates entre st, los'lados opuestos B Cy A O, tambien serdn tguales.

Construyames ‘otro trifingulo A’ B’ € jgual al
primero, y en ¢l que las letras acentnadas indican
las mismas partes de las que no 1o estin. Siendo
A=B=B'=A’ si sobrepusiéramos los tridngulos

~ haciendo coincidir el Jado A> B’ con'A B ponien-
do B’ sobre A y A* sobre B, resultaria que por ser
ignales los dngnlos B’ ¢ coineidiria con A Gy A
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¥ con B €, pero por construecion B> C'=B Cy A’ C°=A €, luego
A O=B C que es lo que debia demostrarse.

430.— B tode tridngulo al mayor dngule estd epuesto el mayor ladp,
A Sopongamos. el angulo B A C [fizg. 79] mayor que
g C y vamos & demostrar que B C>A B.
&R Construyamos el dngulo D A C=0C; el triingulo
i——p A D C serd isosceles y se tiene
Figara 7. A D'——‘-—D C
Por otra parte

B

ADIBD>AB
sustitnyendo
DC+BD 6B C>AB

que es lo que se debia demostrar.

431.—Reciprocamente en fodo iridngulo [fig- 9] ol mayor lado estd
opuesto el mayor dngilo.

Sisiendo B C>A B el ingulo A no foera mayor que O, tendria
que ser ignal 6 menor; pero no puede ser igual, porque entonces (429)
B C seria ignal 4 A B; ni puede sex menor, porque conforme al teore-
ma directo [430] se tendria B C<A B, lo que es contrario al supuesto
luego si el dngulo A no puede serigual ni menor que ¢, resulta que
gerd mayor, que es lo que teniamos que demostrar.

432.— 8% en dos tridngulos A B Cy A’ B” C’ [fig. 80] wn éngulo A
es mayor que otro A°, i ambos dngulos estin formados por lados respec-
tivamente tquales, A O=4" @ y B A=F 4’; ¢l lado B C opuesto af
mayor dngulo serd mayor que B C opuesto al menor dngulo,

e DEMOSTRACTION.—3Si sobre ¢l lado

A B=A’ B’ construimos el fridngn-
2 loA D B igual 4 A’ B’ € y en se-

guida dividimos por mitad el 4ngu-

loD A C con larecta A E, en ra-

zon de ser C A B>B A D estarec-

ta caerd dentro del 4ngnlo mayor

Sler C A B. Reoniendo E D resultard

el tridngulo A E D igual 4 C A E por tener el dngnlo C AE=E A D

por.construccion, formado por lados iguales [385] A B comuny A C=
A D, luego
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¢ E=E D
agrecando £ B ze tiene
C B=E D+E B
pero
ED+E B>D B
Inego
C B>D B 6quesnigual C B

que es lo que se deb¥a demostrar.

Reciprocamente si B C>B’ O’ deberd ser el 4ngulo C A B>C A’ B’

“En efecto, no puede ser € A B=C’ A’ B’ porqute enténces los tridn-
gulos serian iguales [385], y siéndolo resultaria B C=B’ O’ contra el
SupuesLo.

Tampoco puede ser C A B<C? A? B?; porque conforme al feorema
directo que acabamos de demostrar se tendra B? C’>B €, Io que fan-
bien es contra el supuesto. :

Luego si C A B no puede ser igual ni menorgue €’ A* B tendra que
ser mayor, que es lo que trataba de demostrarse.

435.— Lo suime de los fres dungulos deun fridigulo’ es tqual ¢ dos
766108,
Prolongado el lado B -G [fig. 81] hasta" D 3
tirando por el punto ¢ la: recta G E paralela
A B, tendremos que en virtud (del teorema del
namero 390

A € B+A C E+E € D=2 rectos.
Pigura &L
Sustitnyendo en esta ecuacion por A € E su igual A por alternos in-
ternos, y en lugar de BE O D el angulo B, que esigual por correspon-
diente, resulta

A C B3-A--B=2 rectos.

434,—De aqui s¢ infieren los siguientes corolarios:

1° El dngulo exterior A C D de un tridngulo es igual ¢ la suma de
los dos tnteriores opuesios.

Porque

ACD=ACE+ECD

Fp Ay

AT

T TSI [T

SRatere,

=

e e L

AT

-y,

TR e S

T

- TR Y LT

sustituyendo
ACD=A+B

2° Bl angulo exterior deun tridugulo s moyor que cualquiera de los
opuesios.

32 Todo gngulo de wn tridngulo es suplemento de la suma de los ofros
dos.

4° Si dos dngulos de wn frigngulo son iguales & dos dngulos de ofro
tridngule, tambien serd igual el torcor dngulo del primer frigngulo al
tercero del ofro.

435.— 5% desde wn punio D [fig. 82] tomado ou clonterior deun tridis-
gulo se turan rectas, D B y DG ¢ lus extremidades de wn lado, el dn-
qulo formado B D C serd mayor que el angulo A del trigngulo opuests

- ese lado.

Considerando el trié’mgulo A D G, conforme al coro-
lario segundo del pirrafo anterior, se fiene:
EDOC>DAC
en el tridngulo A D B
: EDB>DAB

sumando estas designaldades
BDC>BAC

436.— Un tridngulo wo_puede tener & la vez dos dngulos ohiusos, i
dos dngulos rectos, Wi wno recto 7 0tro obliso. .

Porque en cualquiera de estos gasos la suma de sus tres Angulos val-
dria mas de dos dngulos rectos.

"y ¥ A e 7 - 7 7,
437.— Los dnaulos agudos de lodo {ridagulo rectdngulo. son comple-
TENLATL0S.

En el friangulo A B C [fig. 83] rectngulo cn A tene-
mos [433]
A + B + C=2 rectos
de donde

B+ C=2 rectos—A

B + C=1 recto.
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438.—Si desde un punto fomado sobre un lado de un dngulo sebaju
wng perpendicular al otro lado, ésta caerd deniro del dngulo cuando
sea egudo, y caerd fuora cuendo se 0biuso.

Sea [fig. 84] el easo en que el dngulo A B O es agu-
do. i la perpendicular bajada desde A no cayera den-
tro del dngulo, sino en el punto D, resultaria el ‘tridn-

DL e gulo A D B con el dngulo D recto y A B D obtuso, lo

Figars &6, que ei imposible 433 ].

Sea [fig. 85] el 4ngulo E F G obtuso. Si la perpen-
dicular B H pudiera caer dentro del 4ngulo, nos Te-
sultaria el tridngulo E F H con el dngulo H recto, y
F obtuso, lo que es un absurdo.

439.—De aqui se infiere que lg perpendicular bajade desde el vértice
de win angulo de ue tridngulo sobre el lado opuesto, caerd dentro del
tridngulo cuando los dngulos adyacentes [fig. 86] al lado sean ayudos,
y caerd fuera cuando [fig. 8] uno de los dngulos sea obtuso.

2
,.
:
|
.
;
.
:

Figur.&g 7. ﬂ

140,—Hemos visto (384, 385 y 386) y demostrado que dos'tridngulos
son wquales: 1° cuando {ienen wn lado igual adyacente d dos dngulos
respectivamente tquales: 2° cuando tienen un dngulo tgual formaedo por
lados tguales: 3° cuondo tienen sus tres lados respectivamente iquales;
o ahora agregaremos el sigurente caso:

4° Dos tridngulos son iguales cuando tienen iguales dos dngulos y el
lado opuesto & uno de ellos.

¢ Sean [fig. 88] los tridngulos A BC y
A’ B’ (P que tienen
5 A=A By B BN’
sumando las dos primeras ecuaciones se fie-
ne gue

'Cl
Figura £3.
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luego C que es suplemento de A + B, serfignal & O suplemento de
A’ ¢ B’ (4341 3°). De esio se infiere que los tridngulos serin jguales
por tener un lado igual, B.C=D" C" adyacente 4 dos angunlos respec-
tivamente ignales, B=B"y =0

74

441.—Como kabra podido observarse en los cua-
) tro casos de ignaldad de los tridngulos, siempreen-
\ tra como elemento uno de los lados, pues dos tridn-
\ gulos no son iguales cuando ticnen sug tres dngulos
‘1 iguales, como puede observarse en la figura 89 con

e los tridgngulos cuyos lados son paralelos.

449.—Dos tridngulos rectanguigs son tguales: 1° cuando tienen tgua-
les las hipotenusas y uno de los dngulos agudos: 2° cuando tiencn igua-
Tes un celeto y uno de los dngulos agudos:y 3° cuando tienen iguales la
hipotenusa yuno de los calelos.

o’ Por ger los tridngulos rectingulos, ten-

/ ; dréin forzosamente el Angulo recto igual, asi
/ es que en ¢l 1° y 2°caso los triingulos seriin
iguales por tener dos dngulos y un lado res-

B AB pectivamente iguales,

Para demostrar ¢l tercer caso, sean los trifngnlos ABCy A’ B’ ¢
(fig. 90) que ticnen B C=B’ C’ y A C=A’ O’

Si sobre A C construimos el tridngulo € A D igual C’ A’ B, tendre-
o3 que por bener los 4ngulos C A B y C A D la posicion de adyacen-
tes v valer juntos dos rectos (397) la recta A D serd prolongacion de
B A, y como las dos oblicuas B € y C D son iguales, se separardn igual-
mente del pié de 1z perpendicular C A (399) lnego B A=A D.

Asf, pues, ¢l trifngulo A B € sérd ignal & A G D por tener A C co-
mun, A B=A D y'B C=C D; pero siendo A C D igual i A’ C'B’ por
construceion, se infiere que el tridngulo A B Cserd ignal 4 A’ B’ C.

443 PROBLEMAS DE TRIANGULOS.—L.—Dados dos dngulos de un
friangulo determinar el tercero.

Sea A=29°15’, y B=75° 38’ y vamos & determinar 4 C.
GHIERSIDAB U
Tenemos (433) RIRUI0TED ¥
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A + B 4+ €=180°
despejando & '
C=180°—(A + B)
sustituyendo
0=180°—(29° 15" + 75° 38")
lo que da
C=75° ¥

. —Conocido en ef: tridngulo isésceles wno de los dngulos iguales
determinear el del vértice.
Sea A—=B el angulo conocido, y C el dngulo que se busea.
Tendremos :
A+ B + C=180°
por ser A=D
2 A + OE180°
de donde
C=180"—2 A.

TIL.—Dado ¢l dngulo C del vértice de wn tridngulo isésceles determi-
nor l0s de la base.
Despejando A en Ia tltima ecuacion, se tiene

A=90"—%

Si se conocen log valores ‘numéricos, bastari sustitnirlos en estas
pcuaciones.

IV.—Dado un dngulo C de un tridngulo y los dos ladoes ¢ y b que b
forman (fg. 91) construir ¢l tridnguls.

. 2 Sobre 1a recta C B=a se construiré el

5 /9 4ngulo C ignal al dado y sobre el lado C D

e z/ |+  indefinido se tomara la parte € D=b; ren-

Z i f niendo ¢l punto D con B, ge tendré el

g 0“7 B trifngulo D B C que satisface las condi-
ciones del problema.

El 4ngulo dado C debe ser menor gue 180°.

Figura 91.

V.—Dado un lado e (6g. 92) y los dos dngulos adyacentes, CONSTIULT
an Tridangulo.

5]

Témese B C=a; en cada uno de sus extremos
constriiyanse los dngulos B y C iguales & los dados,
y prolongando las rectas que los forman hasta su
punto de interseccion A, se tendri el triangulo pe-
7— ¢ dido.
—Loa Para que el problema sea posible, se necesita te-
ner B + € < 1807

V1.— Construirun tridngulo conocidos sus tres lados a, by ¢ (fig. 93).

Tomese B C=a y haciendo cenfro
en B con un radio igual 4 ¢, fréce-
ce un arco de circulo, en seguida
hégase centro en C y con un radio
igual 4 b, tricese otro arco de eir-
culo, y reuniendo el punto A de in-

Figura 98,

“terseccion de los arcos con B y C, se tendrd el tridngunlo pedido.

Para que el problema sea posible, es necesario que el mayor de los
lados sea menor que la suma de los otros dos.

VII.— Construir un tridgngulo, dedos dos dngulos A y B, y un lado
a opuesio ¢ uno de ellos.

Sea (fig. 94) a el lado opuesto al
dngulo A. Témese B C=a;en el pun-
to B constriyase el angulo CB H
=B;en un punto cualguiera de la
recta B H constriyase el &ngalo H
3;.@“ &L =A, y por el punto C firese la recta
C A paralela 4 H P. El tridngulo B A C seri el pedido.

Para que el problema sea posible, debe fenerse A + B < 180°.

Los problemas 1V, V, VI y VII que corresponden & los cuatro casos
de igualdad de lostridngulos, noadmiten méis que una sola resolucion:

VIIL. — Construir un tridngulo, dados dos lados y un dngulo opues-
{0 & uno de ellos.




Suponemos conocidos & y b y
ol angulo B opuesto 45 (fig. 95).
Tomese la recta B C=a; en un
oxtremo constrityase el dngulo da-
do B, y haciendo centroen C y con
Figars 85, un radio ignal 4 4, frdcese un arco
de cireulo que cortara la recta B A en dos puntos A y A’; reuniendo
C con A y con A’, resufta que hay dos triingulos que satisfacen el pro-
blema: ABCy A’ C B.

Cuando se conocen dos lados, y un dngulo opuesto 4 uno de ellos,
por regla’general hay dos tridngulos que resuelven el problema; pero
Ia cuestion no admitird mis que una resolucion en los casos siguientes:

f.1°;Cuando el 4ngulo dado B sea obtuso; puesentdnces el otro dngu-
lo sera forzosamente agudo (fig. 96) (436).

Figura 97.

2¢ Cuando siendo B agudo, el lado opuesto & sea mayor que a; pues
entdnces conforme al principio de que al mayor lado estd opuesto el
mayor dngulo, siendo b>a, debera tenerse B> A; luego si B ¢s agudo,
tendra que serlo A (fig. 97).

3° Cuando siendo B agudo el arco no corta & la
recta B A, sino que solo la toca en un punto. En
este caso (g, 98) el Angunlo A seré recto.

4° Cuando B sea recto, porque enténees’ A ten-
drd que ser agudo (436).

Por tltimo, el problema serd imposible cnando

T ~ el lado dado & es menor que la perpendicular C A

(fig. 98).
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1X.—Consiruar un tridngulo isésceles, dado el dnguls C del vértice
fig. 99) 7 T base c.
8 2

Tomese la vecta A B=c; dividase el dngulo
C por la mitad con la linea C E; en un punto
cualquiera ¥ de esta recta, levintese Ia perpen-
dienlar F G, y construyendo en A y B ingulos
ignales A F 6 4 G, se tendrA el tridngale A B C
pedido. _

Ficars 8.

X.—Constriir un {ridngulo reclanguio, dada le Fipotenuse a (fg.
o > s =
100) » un drgulo agudo B.

Témese la recta B C=a; en el punto B constri-
yase un angulo icual 4 B, y bajando desde C fina
perpendicular 4 la recta indefinida B A, se tendrd
el trifingnlo B A C pedido.

Figura 100,

XT.— Construir un tridngulo rectdngulo, dado un cateto b (fig. 101)
y €l dngulo adyacente C.

Témese C A=Db; en el punto C constriiyase un
dngulo igual al dado, y prolongando C A levintese
en el punto A la perpendicular A B. El tridngulo
pedido serd®C B A,

Pigura 101.

XIT.— Determinar un dngulo igual ¢ lo suma de ofros dos 4 y B,
cuando esta SUmE €s menor gue dos rectos.

Sobre los extremos de una recta de longitud

arbitraria A B (fig. 102) constrayanse los dngulos

A y B respectivamente iguales & los dados; com-

plétese el tridangulo A B C, y prolongando B G, ¢l

4ngulo pedido serd A C D; pues por ser externo
js del tridgngulo es ignal & B+ A (434).

Fignra 102
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