DeaosSTRACION.— En efecto, cualquier dngulo inscntr}; en ‘esc iugo(
: nedida el arco 5° (484); pero como e} :i.l}(’ng Al :
(488) resulta que cualquier angulo zni-
serfi ignal 4 A B C, el cual por cons-

como B, tendripor
{ambien tiene por medida %7
orito que abrace la cuerda A B,
truccion es ignal al dngulo dado a. i
Y. Levantar una perpendiculor 4 wuna recta A-R ;_}o;'_u:;rz?; z’c?;;

extremos A [fig. 158], cuando solo puede prolongarse en la
e Frera de larecta A R yentre sus d’as extrcm'o‘s
témese el punto O: haciendo centl:o en ¢l, con !el 1;-.-.
dio C A tricese una circunferencia que pasara, 11011
A y cortard la recta A R en nn punto R; i]I“;\th‘(i
diimetro R D y reuniendo el punto D' con el ezt:{.-
mo A, se tendrd la recta D A, que sera }a'perp'en 1.,
B cular pedida, por ser el angulo D A R inserifo, ¥
Pl L abrazar nn difmetro [485—2°].

VI.—Desde un punto A dado fuera de una recta B D, que solo pue-

. % A er-
irecei 8 sus exiremos, bajarle una p
de prolongarse en la direccion de uno d s

pendiculor [fig. 159].

Réunase A con Djdividase por la.l mitad la re’cta AD:
haciendo centro en O, y con el radio O A tm.cese una
circanferencia; reanase el pun'to A con _el de 131{%1*2({35(1:-
cion B,y BA ser’é la perpendicular pedida [485—2°].

Figura 153.
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POLIGONOS EN EL CIRGULO...: 101 1ERREY, MEXICS

491.—Se llaman polégonos inscritos, aquellos cuyos dngulos fodos es-
idn sobre la elreunferencia de un cfreulo; ¥ poligonos circunscritos son
aquellos euyos lados son tangentess del ctreulo.

En los poligonos inscritos (fig. 162) los lados quedan dentro del cir-
culo y forman las cuerdasyen los poligonos circunseritos (fig. 163) los
wértices quedan fuera del eirenlo y los lados son tangentes.

49%.—Todo iridngulo puede inseribirse ¢ un circulo.

Sea el trifngulo A B C (fig. 160)- Si por el pun-
ro 7 medio del lado A B'so levanta la perpendicu-
lar m O, todos los puntos de esta perpendicular es-
tardn equidistantes de los extremos A y B [403—1°].

_ Si por el medio n del lado B € se levanta la per-

Eigiza 100 pendicular 7 O, todos sus puntos estarin equidis-

tantes de los extremos B y C; asi es que el punto de interseccion O de

las dos perpendiculares, estari equidistante de los tres vértices del

tridngulo; luego si hacemos centro en O y trazamos mn cirenlo con el

radio O A=0 B=0 C, los vértices del tridngulo quedarin sobre la
cireunferencia, y el tridnzulo resultard inserito.
493.—Todo tridngulo puede circunseribirse ¢ un circulo.

Sea el tridngulo A B C (fg. 161). Si dividimos

en dos partes igaales el &ngulo A con la recta A O,

todos sus puntos gozardn de la propiedad de estar

equidistantes de Tos lados A B y A C [405]; esto es,

las perpendiculares bajadas desde uno de sus pun-

tos sobre los lados A B y A € serén iguales. Si con

la recta C O dividimos en dos partes iguales el fin-

gulo G, todos los puntos de la bisectriz € O estarin

kb equidistantes de los lados C A y C B; asf es que el

punto O de interseceion de las dos disectrices estard equidistante de

dos tres lados Inego si desde O como centro y tomando por radio Iz
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perpendicular O D=0 B=0 F, trazamos un circulo; éste tocard a los
tres lados del triémgnlo en D, E y F, y resultari circunscrito el trifn-
gulo.

494.— Pn todo cuedrildtero snscrito, la sume de los dngulos opuestos
es iqual ¢ dos rectos (fig. 162).
B Si considerameos los dos 4pgulos opuestos B y D,
C tendremos que la medida de B es
=
ADC
2
DA ])} C

ADCB

B =

lade D es

Figura 162,

sumando soe tiene B + D =

pero como la mitad de toda la circunferencia es igual 4 180°, laZsuma
de B y de D valdra dos rectos. :
495.— Fn todo cuadriléiero eireunserito, la suma de dos de los lades
opuestos es tqual & la sumu delos olros dos (fig. 163).
Si eonsideramos las partes de las tangenies
comprendidas entre los puntos de interseccion
y los de contacto, fundandonos en el tcorems
demaostrado en el nimero 479, se tiene:
AE=AF
ED=DH
= BG=BT
Figura 163, GC=0CH
sumando ordenadamente estas icualdades resulta

AD+BC=AB+DC

que es lo que se debia demostrar.
496.—El lado del cuadrade circunserito ol circulo es igual al did-
oo, _
Si desde ol centro O (fig. 164) tiramos los radios
O E, O F, y consideramos el cuadrilitero A F OE,
tendremos: que O F = O E por radios, yA F =
A B (479) por partes de tangentes; por otra parte,
siondo los 4ngulos A, OF A y O E A (478) rec-
tos, €l 4ngnlo E O F tambien lo serd, delo que re-
sulta que A F O E es un cuadrado, y por tanto,
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AF=EOyAE=0F. Comolo mismo podria demostrarse de los
cuadrados O F B G, O G C Hy OH D E, cada uno de los lados del
cuadrado serd igual & dos rddios, snpuesto qne cada una de sus parbes
A Fy R Besigual & un radio, E 0y 0 G,
De aqui se infiere que el perimetro del enadrado circunscrito es ignal
A ocho radios.
497.—Kl lado del exdgono reguler inserilo, es igual al radio.
(Figura 165). Por ser el poligono regular (461)
los lados A B, B C, € D, ete., serdn iguales entre
&i; siendo lguales- estas cuerdas, lo serdn los arces
que subtenden, y como los arcos A B, BC, € D,
etc., son las medidas delos dngulos A O B, B O G,
E C O D, ete., formados en el centro, se infiore que
Figura 165, estos seis dngulos son ignales enfre si. Todos estos
angnlos formados al rededor de un punto O valen cuabro angnlos rec-
3602
= Asi A O B=60°
6
Cansi_derando el tridngulo A O B, tendremos que, siecndo A 0=0 B
por radios, los Angulos opuestos O B A y O A B serin ignales, y va-
liendo la suma de los tres 4ngulos dos rectos, se tienc

tos 0 360° luego uno de cllos valdra

AOB+ OBA + OAB=180°

sustitayendo 60° -2 0B A = 180°
De donde OB A= QAR — §6°

Por ser los tres dugnlos iguales y estar opuestos 4 4ngnlos iguales la-
dos iguales, el trifingalo A O B serd équildtero, y el lado A B del ex4-
gono inserife serdignal 4 A O, que es el radio del eirculo.

: De arui se m_ﬁere que-cl perimetro del exdgono regalar insecrito, es
ignal 4 seis radios. :

498.—Como la circunferencia del cireulo es menor que el perimetro
del poligono circunscrito, y mayor que el perfmetro del poligono ins-
crito; resulta que lamando O la cirennferencia del circulo, r ¢l radio,
¥ considerando el enadrado circanserito'y el exdgono inserito,

se tiene € < 8 r (496)
y C> 6r(49%)

Inego la circunferencia dd circulo 'es menor que acho veces' el radio, y
MAYOT e sels. X
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Dividiendo por 2 r los dos miembros e lus designaldades anterioress
se tiene

lnego la razondela circunferoncia al didmetro es mayor jue 3 y me-
nor que 4. Generalmente se representa la razon - por 7, Y se tien®
7z = 8,141592, como veremos mas adelante

499.— Todo poligono regular se puede insoribir b cérculo (Bg. 166).
Dividiendo en dos partes igualcs cada uno de
los singulos del poligono, con las rectas A O, B Q,
C 0, etc., para probar que el poligono se puede
inscribir 4 un cireulo, nos bastard demostrar: pri-
mero que estas rectas son iguales entre §t, y segun-
do que concurren en un mismo punis 0.

1° Todos los tridgngulos AOB, BOC, COD,
Figura 166. etc., formados por cada uno de los lados del poli-
gono y dos de las bisectrices de los dngulos, son ignales, por tener un
lado igual adyacente 4 dos Angules iguales (384). Comparando, por
ejemplo, los trifngulos A O By € O D, se tiene: A B=C D por lados
de poligono regular, 0 € D=0 A By O D C=0 B A por ser mitades
de 4ngulos ignales, lnego O D=0 B y O C=A O, por estar opuestos
estos lados 4 4ngulos iguales en tridngulos ignales (387). Ademés, por

ser issceles los tridngulos, todas esas rectas seran ignales entre si.

9° Tas bisectrices coneurritdn en ¢l mismo punto, porque si dos de
ellas concurrieran en O y otras dosen i, se inferiria que en los fridn-
gulos ignales A i By B O C & los dngulos iguales O G B=i A B, esta-
rian opuestos lados designales O B>i B, lo que es inadmigible.

Luego si desde el punto O de interseccion de las biseetrices como
centro, y con el radio 0 A=0 B=0 G, ete., se traza una circunferen-
cia, esta pasard por todos losvértices A, B, 0, D, ete., del poligono-

500.— Todo polégono regular A B 6D E (fig. 167) puede cirennseri-
birse al circulo.

i

Si desde el pnnto 0, donde concurren los radios
oblicuos (499), bajamos perpendiculares & los la-
dos, nos bastari demostrar que todos los radios rec-
tos O F, O G, O II, ete., son igi}ales para probar
que el poligono puede cireunseribirse.

Los triangulos A O F y O G C son iguales (44—
3°) por ser rectiingulos y fener iguales las hipote-
DIt nusas A O=0 C por radios oblicuos de poligono
regular (499), y un eateto A F=0 C por mitades de los lados ignales
del poligono. A F'esla mitad de A B, porque teniendo la perpendicn-
lar O F el punto O cquidistante de losextremos A y B, cualquiera ofro
punto F tambien lo estard (403—1°)
Siendo iguales los dos tridngulos rectfingulos, el otro cateto O F se-
raignal 4 0 G.
Del mismo modo se demostraria que O G=0 Hy O H=0 Y, efc.,
Inego si desde O como centro se traza un eirenlo con el radio O F, Ia
circunferencia tocard los lados del poligone en F, G, H, Y, ete.

501.—PROBLEMAS DE POLIGONOS EN BL ¢ircvLo.—I.—Inseribir un
trigngulo en un circulo {(fig. 158). :

. Levantando perpendiculares por la mitad de los
lados A B y B C, haciendo centro en el punto O de
interseecion de las perpendiculares, y trazando con el

radio O A una circunferencia, gquedara resuelto el
problema [4921].

PFigura 168,

1. —Cireunseribir wip tridngulo ¢ wn circulo (Gg. 169).
A

Dividanse por mitad los angules By C y ha-
ciendo centro en el punto de interseccion O de
as bisectrices y con un radio igual & Ta perpendi-
enlar O D bajada desde O 4 nno de los lados, tri-
cése nna circunferencia, con loque gnedari resuel-

: to el problema (493).

Fignra 169.

IXI.—Inscribir en un cireulo poligonos requlares de 4, 8, 16, 32, ele.,
ladps.




Para inseribir en el cirenlo un cuadrado, basfara ti-
rar-un didmetro cualquiera A C (fig. 170) y levantar
otro B D perpendicalar al primero; reuniendo los pun-
tos A, B, C y D, se fendri el cuadrado. Los fngules
serdn rectos por tener sus vértices en la circunferencia
y abrazar un didmetro, y log lados son iguales por ser
hipotenusas de fridngulos iguales.

Figura 170,

Para inscribir elgpoligono de 8 lados, bastard dividic por mitad cada
uno de log arcos A B, B C, ete., y tirar las cuerdas respectivas. Vol-
viendo & dividir los arcosque resulten en dos partesignales, se tendran
los vértices del poligono de 16 lados, y asi sucesivamente se obtendran
los de 32, 64, etc., lades.

IV.—Tuseribir en wn circuloun poligono requler de 3, 6,12, 24, efc.,
lados.

Fin euanto al exAgono regalar, siendo el lado igual al radio, bastard
Hevar sobre la circunferencia cuerdas de unna longitnd ignal al radio,
para tener un exiigono inserito (497). Para inseribir un tridngulo se
tirarfin cuerdas que abracen los vértices no contiguos del exiigono.

Para determinar los puntos de los vértices del poligono de 12 lados,
go dividirdn por la mitad los arcos del exigono; y volviendo 4 dividir
estos de nuevo, en dos partes ignales, se tendrén los puntos del poligo-
no de 24 Jados.

V,—Inscribir & wn exdqono reqular wn circulo.

(Figura 1¥).  Levintese por el medio de A B una
perpendicular G O, y por el medio de B C otra H O,
y describicndo desde O como cenfro una circunferen-
cia con ¢l radio O G, se tendrd resuelto el problema
(500).

B
Figura 171.

VI.—Hacer pasur por tres puntos A, By C que no ¢stdn en line
recta, wna circunferencia de cireulo.

&9

(Fignra 3%2). Tirense las rectas A € y B € por el
medio de'eada unade ellas, levintense las perpendi-
culares 5 Dy F G, y sidesde el punto de interseecion
O, como eentro; s traza nna cireunferencia con el ra-
dio O A, esta pasari por los tres puntos dados; por-
que todos/los puntos de la perpendicnlor B D estén
equidistantes de A y de C (403—12), ¥ los puntos de
G F loestin de C 3 de B; luego el punto O que per-
tenece 4 ambas perpendicnlares, estard eguidistante
de A, ByC.

VIL —Dado un circulo, deforminar si ceintro.

Desde un punto A dela eircunferencia (fis.
73) se tiran des rectas A B ¥y A C: se levantan
por sus mitades las perpendicnlares D Ey F G.
y el punfo O de intorseccion de estas perpendicu-
lares serd ¢l eentro del eirenlo, por estar equnidis-
tantes de A, B y C (403—1°).

Fignra 173,

VIIL.— Encontrar el ceniro de un areo de circulo 4 B.

(Figara 174). Tirense dos cuerdas A C y

¢ B formando un 4ngulo: levintense perpen-

F diculares por sus mitades, v el punto O de in-

terseccion de 'las perpendictlares, serd el cen-
tro del arco.

: i
Figura 174,

-

IX.—Sobre una recta A B constriciyr un aveode efrenio capas del dn-
gulo dado m.




Tirese la recta A C que forme con A B
un angtlo cualquiera: en un punto M de
 esta recta constriyase un ngulo AM R
= m, y porel punto B tirese una rec-
ta B C paralela 4 M R. Haciendo pasar
un cireulo por los tres puntos A By C se
Figura 175, tendr4 el arco de circulo capaz del dngalo

dado n1.

Bn efecto, el ingMlo A C B, cuyo vértice estd sobre la circunferen-
cia, es ignal 4 A M R por correspondientes; pero A M R=m por cons-
truccion, luego cualquier Angulo inscrito, cuyos lados pasen por los ex-
tremos de A B, serd ignal & m.

INTERSECCION Y CONTACTO DE LOS CIRCULOS.

502.—Hemos visto (492) que por tres puntos que no estin en linea

recta siempre puede hacerse pasar un cirenlo, y como una vez fijido el

centro y el radio queda determinada la posicion del circulo, resulfa: 1°

que por tres pnntos no puede hacerse pasar mis de un solo circulo: 2°

que dos circunferencias que tienen tres puntos comunes, se confunden

en todas sus partes: y 3° que dos circunferencias distintas pueden cor-

tarse en dos puntos, tener un punto comun, 6 no tocarse en ninguno.

Se llaman sccantes dos circunferencias que se corfan en dos pumntis,
(6g. 176) y tangentes las que solo tienen wn punto comun (fig. 177).

503.— La linea de los centros de dos circunferencias qué se cortan es

perpendicular ¢ la cuerda comun y la divide en dos partes iguales.

Sean los dos cireunlos (fig. 176) eayos cen-

tros son O y O, y que se cortan en A y B.

Tirando la cuerda comun A B ylos radios

0 A, OB, CAyCB, se tiene que la linea

de los centros O C tiene el punto O equidis-

tante de los extremos A y B de la cuerda y el

Figars 1. punto €, centro del circulo mayor, tambien
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estd equidistante de A y de B; luego conforme & lo demostrado en el
namero 404, la linea de los centros serd perpendicular & la cuerda co-
mun y la dividird en dos parfes iguales.

504.—Cuando dos civcunferencias no tiench mds quo un punto co-
mun, este pertencee d la linea de los centros.

B Teniendo las dos cireunferencias un sole

Nk \'1 punto comun A (fig. 177) sise tirauna tan-

el ‘I gente B D & uno de los cireulos por el pun-

' to de contacto tambien lo serd &l otro, y ti-

rando losradios O A y O A tendremos (478}

que el angulo B A O serd recto lo mismo

que B A C; pero teniendo estos dngulos la

Figura 177, posicion de adyacentesy valiendo juntes dos

rectos, 1as lineas A O y A C formarin una sola recta (397), de lo que

resulta que A estari en Ia linea C 0.

2 A Si los dos circulos se tocan interiormente (fig.
| 178), como no puede levantarse desde un mismo
punto A mas que una sola perpendienlar 4 la tan-

gente comun A B, los dos radios A Oy A C ten-

drin que confundirse y el punto A quedarien la

prolongacion de O C que es la linea de los cen-
Figura 175. tros.

505.—Dos cirenlos situados en un plano pueden te-
ner cinco posiciones relativas diferentes: primero, es-
tar uno fuera de otro, (fig. 1¥9); segundo, ser tangen-
5 tes exteriormente (fig. 177); tercero, ser secantes (fg.
176); enarto, ser tangentes interiormente (fig. 178),
4 y quinto estar uno dentro del otro (fiz. 180).
Fu estos easos la linea de los centros goza de las si-
guientes propiedades.
[Fig. 179]. 1° Cuando los dos circulos son exterio-
res, la linea de los centros es mayor que la suma de

Figera 179, los radios, supuesto que O € se compone de los dog
radios, més la parte A B.

[Fig. 177]. 2° Cuando los dos ctrculos se focan exleriormente, la li-
nea de 108 centros es iqual & la suma de los radies, pues pasando por el
punto A de contacto se tiene © C = O A + A G/
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[Fig. 176]. 3° Cuondo los cireulos se cortan, o linea do los centros

es menor que la swna de los radios y mayor que su diferencia® En ofec-
0, considerando el tridngnlo C A O se tiene:

06 <CA +0A(®@425)
0 G 326~ 0K (426)

(Fig. 198). 4° Cuando dos cireulos se tocan interiormente, ta linea

e - i . ;
de los cenlros es iqual G la diferencia delos radios. En efecto, la linea

de los centros prolongada pasa por A, y se tiene
O EI—=0H "

(Fig. 180). 5° Cuendo uno de los circulos estd
dentro del otro, la Uinea de Tos centros es menor gite
& Ta diferencia de los radios. Bn este caso se tiene
OC+CB+BA=0A
detdonde " Q0 =0 AR 2SR A
e faego O0C<0OA—-CB

Las reciprocas de estas proposiciones fambien son cicrbas.
506.—PROBLEMAS DE DoS CiReULOS.—L—Tlirar une tangente ccle-
rior comun @ dos civeulos dados {fig. 181).
CONSTRUCCTON. —Lilévese el radio O’ A
del circulo menor - de B4 C; con el radio
O C igual @ la diferencia delos radics,
tracese el eircnlo E € D; desde O, tirese
& este cireulos la tangente O’ }; tirese al
punto de contacto D el radio: O D y pro-
longuese hasta F; por el centro O llévese
O’ H paralela 4 O F; y tirando por Fy
H una recta, ésta serd la tangente comun 41z dos eirenlos.

DEMOSTRACION. —Para que F H sea tangente 4 los dos civenlos, es
preciso que sea perpendicular 4 los radios O F y 0° H en los puntos de
contacto, y para demostrarlo bastard probarque la figura O° D F H es
un rectangulo. Tenemos que poreer O H igual y paralela 4 D F, el
cnadrilitero O’ D F H serd paralelogramo (450); pero este paralelogra-

|t e

g
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mo es rectangnlo por ser O D perpendicnlard O F, y por ser 07 H pa-
ralfela & esta recla.

El problema admite dos resoluciones, pues por mna consiruccion
idéntica puede tirarse la tangente & J en la parte superior de los dos
circulos.

IL.—Torar una tangente interior comun ¢ dos cireulos dados (figu-
ra 182).

CoxsTrRUCCION.—Llévese el radio 07 A del
circnlo menorde B 4 ¢: eon un radie O C
tquat & la suma de los. radios, tricece el cir-
culo C K D: desde O tirese la tangente O’ D
i este eirculo: llévese al punto de contacto el
radio O D: por O’ tirese el radio O’ E para-
lelo 4 O D, y renniendo E con E se tendra la
tangente pedida.

i =

Hpgnra 182, .

DuMoSTRACION.—Siendo F D igual y paralela 4 B O’ (450), el cua-
drilatero E O’ D F seri paralelogramo; pero habiéndesz tirade O D
tangente al circulo, el 4nzalo O’ D F zerd recto lo mismo que B O’ D
por ser O’ E paralela & F D, loego E O’ D F serf nn rectingulo, y
siendo i F perpendicular & los radios ©’ E y O F serf tangente i los

- cirenlos dados.

Bl problema admite dos resoluciones, pres por una construcecion
idéntica puede tirarse Ia tangente G H.

LINEAS PROPORCIONALES.

507.—Las magnitudes A y B son proporcionales & otras dos C y D
cuando se puede establecer entre sus razones 1a siguiente ignaldad:




