sustituyendo

reet. AC :rect. FH 2 ADXAB:FEXFG
que s lo que se tenia que demostrar.

560.—PROBLEMAS DE FIGURAS EQUIVALENTES.—L.—Trasformar el
poligono A B € D E (fig. 237) en ofro equivalente que lengs un lado’
MERDS.

A Consrruccron.—Tirese la diagonal 1‘1 C: por

A% ¢l vértice B del triangulo A B C que tiene esta

e diagonal por base, tirese B B’ _pa_raleh a A _C;.
si despues prolongamos el lado D'C 1y1a.sta s m:

. terseccion en B, eon la paml?]:} B B’ y trazamos

la recta A B’, se tendri el poligono A B’ D E de

un lado menog y equivalente 4 A B C D E,

DemostrActoN.—Tomando A € como base d? los ridmgulos A U'B
y A © B, por estar los vértices opnestos ,B, ¥ B’ s_o’(.yfe Ealmjasrza(‘p;a}l a;
lela, tendréan sus alturas ignales; luego (556) 123 L-r::mg.u [tb 1 l{J) 3 -3“,‘
A O B’ seran equivalentes. Si & cada nno de_cl.los ge agmgn e (;im de
la fignra A C D E, resultard A B C D E equivalente & ABD L.

; i o 938N pi . tridngulo
11— Trestorsmar wn poligono A B € D F {fig. 238) en un tridng
equivalente.

Bjeentando la construccion del problems
anterior, trasformarémos ¢l pentigono
A B G D B en el cuadrilitero eqnivalente
A B’ D E. En seguida, tirando la diagonal
A D, Ia paralela B D’ ylarecta A I, fras-
formarémos el cuadrilatero A B°D E en el
Eieeea gt trisngulo A B’ D’, el cual resolverd ol proble-
ma, sapuesto que es equivalente al r:u.wlriiﬁtero y és%c al pe}nﬁtfxgen{o.
Del mismo modo podré reducirse 4 tribngulo un poligono de mayor
namero de lados.

I, — Trasformar wn poligono -4 B € D (fig. 233) en ctro equivalen-
te que tenga un lado s,
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CoxsTruco1oN.—Desde el vértice A tirese una rec-

>4 taindefinida A E que quede fuera del poligono y

ofra A H que toque el jado opuesto D € en un pun-

- to cualquiera F: por cl vértice D del tridngulo

AF D tirese D E paralela & A T, y reuniendo los

e &  punios Ey F se fendri el poligono A B € F E pe-
Figura 239, d i do-

DExosTRACION —Los tridngnlos A F D y A F K tienen la misma
base A ¥, y estando los vértices opuestos D y E sobre una paralela,
tendran alturas iguales, y por lo mismo seréin equivalentes (556). Sia
cada uno de los tridngnlos equivalentes A F Dy A F B se agrega la
parte comnn A F C B resultars el poligono A B € D equivalente &
A B C P E que tiene un Iado més.

-

VALUACION DE LAS SUPERFICIES.

- 361.—Hemos dicho que para medir 6 valnar la 4rea de una ficura,
8 necesario determinar el namero de veces que contiene la frea deotra
figura escogida como términe de comparacion, y que Ja unidad de su-
perficie es un cuadrado cuyo lado es la unidad lineal.

p P c Asi, porejemplo, si queremos medir la rea
gl L del rectingulo A B C D (fig. 240), la compa-
rarémos 4 la del coadrado a b ¢ d, tomado co-

ED"' l i wo nnidad, y deferminarémos cuintas veces
A—b ¢ e la unidad lineal a b, lado del cuadrado, estd
Figurs 240. coutenida en la base A B del rectingulo (6

veces en el caso que consideramos). Si por los puntos de division tira-
mos rectas perpendiculares 4 la base, resaltirin 6 bandas 6 rectingn-
los cuya base es la unidad y enya altura es la del rectdngulo A B € D,
En seguida Hevarémos la anidad lineal a d, lado del cuadrado, cnan-
tas veces.se pueda sobre la altura A D del rectingulo (4 en nuestro

-gjemplo), y tirando por los puntos de division paralelas 4 la base, re-

sultard el rectangulo A B.C D dividido en 6 bandas, cada nna de las




cuales contiene 4 cuadrados, ¢ en junto 6:X4=24 unidades superficia-
les. Se vé, pues, que para valuar la drea del rectdngulo, o ha determi-
nado el nimero de unidades lineales de que constan su base y s altura,
y el produncto de estos dos nameros expresa cuantas veces la unidad su-
perficial a b c d esta contenida en el repetido rectingulo.

Como puede suceder que la unidad lineal no esté eontenida un na-
mero cabal de veces en la base y altura del rectingulo, valuarémos su
drea, funddndonos (559) en que dos rectingulos cualesquiera, son pro-
porcionales & los productos de sus bases por sus alturas. Asi, en 1a mis-
ma figura 240, se tiene:

ABCD :abecd 2 ABYAD:abxad

¥y como a b e d es la unidad superficial, y sus dos ladoes son iguales en-
4

tre si & ignales 4 la unidad, sustitnyendo resulta:

ABEGD:1:2ABXAD:1x1
lnego despejando, resulba la drea de
ABGCD=ABxAD

por lo que en general se dice que la drea de un vectdngulo es igual al
producto de su base portsu altyra; pero es preciso tener presente que
en ¢ste modo abreviado, y fal vez impropio de expresar la superficie de
un rectangulo, los lados A B y A D son los nameros que indican las
veces que cada lado contiene 4 Ia unidad lineal, y que la 4rea ABC D
debe estar expresada en unidades superficiales, como centimefros cua-
drados, metros cuadrados, pulgadas cuadradas, ete. En Ia altima pro-
porcion los términos de la primera razon expresarin, por ejemplo, me-
tros cnadrados, y los factores de los términos que forman la segunda
razon, indiearan metros lineales. =

562.—En el caso de que los dos lados del rectingulo sean iguales, Ia
fignra serd #n cuadrado y sw drea estard medida por la 2* potencia 6 el
cuadrado de uno de sus lados. De esto proviene que se Hame cuadrade
# la segunda potencia de un namero.

963.—La drea de un paratelégramo es wual al producto de su base
por sy alturae, supuesto que (553) el paralelégramo ¢s equivalente 4 un
rectangulo de su misma bage y altura.
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064.— La drea de un {ridngulo es igual @ le mitad del produclo de su
base por su altura, en razon de que (553) es equivalente 4 Ia mitad de
un paralelogramo de igual base y altara.

365, —La drea de un trapecio es iqual al producto de la semisuma de
las bases paralelas por la altura.

B Sea el trapecio A B C D (fig. 241}. Tirando la
diagonal A G, quedara descompuesto en dos tridn-
gulos A B C y AD C, quetendrin la misma al-

dg tura BT, ysi fomamos por bases respectivamen-
A te los lados paralelos del trapeeio, se tiene:

area del triangulo ABO=LABxEF
area del tridngulo ADC=LDCXEF

sumande, el trapecio A B C D=

A B; D Cx BT

que es lo que se tenia que demostrar.

£ e
Gomo 22+ 1D - D

G e : i i
—= G H (459) recta tirada 4 distancias ignales de

“d

las bases, pnede decirse que la drea de wn trapecio es iqual al producto
de su altura por la recla que une los medios de los lados no paralelos.
566.— La drea de un poligono reqular es igual d la mitad del produc-
to de su perimelia por el rddio recto.
A B B Sea el poligono A B C D E F (fig. 242); si dezde
ey el eenfro Ouse tiran los rdios oblicuos O A, O B,
O C.... resultarin tantos triangulos iguales como
lados tenga el poligono regular.
La drea de uno de estos fridngulos
DECh e 2 AOB=1ABXHO
luego si multiplicamos los dos miembros de esta ecuacion per 6, name-
1o de los lades del poligono, se tendra:

area del poligono, A BCD....=31X6ABXxHO
pero 6 veces un lado A B esel perimetro, y H O es el radio recto,
si llamamos A la area del poligono, p su perimetro y r el ridio recto,
en general se tendré;

A=1Lpr




567.—La drea de un poligono irregular A B G D E
(fig. 243) es dgual & la suma de las Greas de los tridn-
gulos que o forman. Comunmente se descompone en
tridngulos el poligono tirando diagonales desde uvo de
los vertices, y en seguida se determina el valor de la

el base y altura de cada uno de ellos.
568y—EXPRESIONES DEL AREA DEL ¢ircrLo.—Sapuesto que el cir-
enlo puede considerarse como un poligono regular de una infinidad de
lados extremadamente pequefios, la drea dol cireulo serd igual ¢ lami-
tad del producto, de su civeunferencia por el radio. Asies que, si repre-
sentamos por s Ia snperficie de un circulo, por ¢ su cireunferencia y por

T el radio, se fiene:

s=%e X r....[1]
sustituyendo por ¢ su valor {549] en funcion de =

e =27
resulta ss=w . o 2]

de cuya formula se hace un uso muy frecuente.
Si Hamamos d el didmetro del circulo y sustituimos por r su valor: &
en Ia ecuacion [2] se tiene:

de cuya formula nos podrémos servir cuando se conozea el didmetro de
un eirculo, para determinar su drea.  Ya hemos visto que el valor nu-
mérico de 7 es de 3141593 aproximadamente.

569.—Se Hama cororne la porcion de superficle comprendida entre
dos cireulos coneéntricos.

La 4rea de la corona A B [fig. 244] es igual 4 1a del
circulo mayor, ménos la del cireulo menor. Si Hama-
mos S la area del primero y R su radio, s 1a 4rea del
circnlo menor y r su radio, tendremos [568]:

S==zR

8— AT

Figura 244,

liego lacorona =z [R* — P} = 7z [R + r] [R — 1]
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de esta expresion resulta que ta drea do una corona es iqual al produc-
lo de la razon de la circunferencia ol didgmetro por la suma Y por la di-
Jerencia de los rddios de los eireulos que la formean.

570.—Se lama sector circular la porcion A D B €
de un circulo comprendida entre dos rédios y el arco.

Siel arco A B [fig. R45] se divide en dos partes igna-
6 les, A D y D B, y tiramos el rddio C D, resultarin dosg
A B scctores AD Cy D B C ignales entre si, porque si do-
F,-_;?m e bliramos la fizura por C D, los arcos A D y D B coin-
cidirian por ser ignales, C Bse sobrepondria 4 C A por ser ignales tan-
to los dngnlos B C D y D € A, como los ridios C B yO A, Sienvez
de dividir el arco A B en dos partes iguales, lo dividiéramos en tres,
cuatro, efe., partes ignales, resultarian tres, enatro, cte., seetores igna-
les entre si, por serlo las partes de que constan s Inego los sectores deun
mismo circulo son proporcionales ¢ los arcos.
Por tanto, si comparamos la 4rea del sector € A D B con la de todo
el cirenlo, tendrémos:
sector CA D B :drea del cirenlo :: arco A B : circunferencia del efreulo:
sustitoyendo: sector CA DB : w1 ::arco AB:2 1

de donde sector C A D B = M 7
27y

y reduciendo seetor C A D B = M_B_E

luego la drea del sector circular es iqual ¢ ln mitad del producte del
areo rectificado por el rddio.

971l.—La drea de un trapecio cizeular A BD B [fig. 248] es dgual ¢
la semiswma de los arcos AB y D B, por la diferencia A B de los ré-
dios. ;

A B Se llama frapecio cirenlar la figura formada por dos
arcos A By D E de circulos concéntricos, y las por-
ciones A E y B D de los ridios.

La 4rea del trapecio cireular, como puede verse en

Fj;‘m . 1ahgara, esignal 4 la del sector A B € ménos Ia del
sector E D ©,

Si hacemos elarco AB=A, el ED=3a, AC=R yEC=r,

tendrémos [570]:
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trapecio ABD E = Aol o
2 2
por otra parte, como el angnlo A € B esti medido en los dos circulos
respectivamente por los arcos A B y E D, tendran el mismo namero
de grados, y por tanto serin proporcionales & sus ridios; lnego

& At Rariy
de donde aBi = o2

Asi es que la ecuacion [1] no se alterard si al numerador del 2° miem-
bro le agregamos a R y le quitamos A r. Asf pues,

B

~

trapeecic ABD E = AR—ar+aR

]
A

_AR—r] +a[R—1] _ [A +a] [R—1]

luego, trapccio ABDE—= A+ 2 R —1]
2
que es lo que expresa ¢l teorema.

5YR.—Ea drea del segmento A O B A [fig. 217] es
igual ¢ la drea del sector A O B G ménos la del irign-
qulo A BC.
Si eonsideramos A C como la base del triangulo
A B C, y bajamos la perpendienlar B D 4 este lado,
el BD sera la altura del trifingulo, y ests recta B D, sera
la mitad de B B’ enerda del arco doble de A O B.

La drea del sector AOBU=1ACXx AOB
la del tridngulo ABGC=32A0GXBD
restando: drea del segmento AOBA =3 AC[AOB—BD]}
por esto se dice que al drea del segmento es igual & la mitad del pro-
ducto del radio por la diferencia entre el arco del segmento y la mitad
de la cuerde del arco doble.

Conociendo A B, se determina’ la euerda B B’ del arco doble despe-

jando 4 ¢ en la férmula x = \ S J 41" — ¢’ del problema ITI
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del ntim. 544, enla que x representa & A B, y B B ‘estd representada
por .

z 2 -' 2
Asi pues BB —¢— ~.,J 47— (—“l———)

973.—PROBLEMAS DE VALUACION DE AREAS.—L— Deferminar el
lado de un cuadrado equivalente & un tridngulo conocido.

Sillamamos ¢ Ia altura y b la base del tridngulo, su dres serd 9 ¥
si representamos por @ el 1ado del cuadrado buﬁcado su Area sera x’;
pero como debe ser

2 A&D.
=

el valor de x puede determinarse sustituyendo los valores deay deb
en esta ecuacion, 6 bien buscando graficamente (544 —1) una média
proporcional entre las lineas que representen la altura y la mitad de la
base del triangulo, supuesto que de la ecuacion resnlta:

b

A iR h

I.—Determinar un tridngulo equivalente ¢ un poliqono regular
dado.

Como la drea del poligono es igual 4 1a mitad del producto de su pe-
rimetro por el radio recto, yla del tridngulo es igual 4 la mitad del
producto de su base por sa altura, bastard construir wn tridngulo que
tenga por base ¢l perimetro dél poligono, y por altura el ridio recto,
para resolver el problema.

ITL.—Determinar un cuadrado equivalente ¢ wn cireulo.

Dado un circulo, conogerémos su radio, y para resolver el problema
hay que busear Ia magnitud del lado del cuadrado. La frea del civenlo
es igual 4 la mitad del producto de su circunferencia por el rddio, ¥ co-
mo la del cnadrado es ignal 4 la 2* potencia de su lado, para determi-
nar su magnitud bastard encontrar una média proporcional entre Iz
mitad de la circunferencia y el ridio, bien sea calculindola 6 constru-
yéndola grificamente, supuesto que si llamamos ¢ Ia circnnferencia del
cireulo, r su ridio y x ¢l lado del cuadrade, debe tenerse:

c >: i
2

de donde X iwaT

Podemos resolver este problema de otro modo.




La frea del circulo es: S =7t
La del enadrado es Mo —t
supuestd'que deben ser equivalentes, se tiene: # 1* = x?

Despejando 4 x resulta: x = o/ 2

Como la razon de la circenferencia al didmetro no ha podido expre-
sarse exactamenbe por ningun valor numérico, ta Ampoco se puede de-
terminar con entera precision, ni la circunferencia ni la saperficie del
circ®lo; asi es que solo puede resolverse aproximadamente este proble-
ma, que se llama de Ia enadratura del circulo.

IV. Delerminar la drea de un fridngulo cuya base es de 202556 mé-
tros, y cuya altura es de 10825 metros.

La drea del tridngulo es igual 4 1a mitad del producto de la base per
1a altura, asf es que en el caso que consideramos, se tiene:

m. cd.
Area = = 1096334350

bxa _ 2025%6 X 10895
: 3

Asi, pues, la drea del triangulo es de 109633 metros enadrados, y
4350 diezmilésimos de metro cuadrado.

Como en este caso las dimensiones de la figura estaban expresadas en
metros lineales, la superficie resultd en metros cuadrados y fracciones
decimales de metro cuadrado.

Si el valor obtenido en metros ccadrados lo quisiéramos trasformar
en aras econforme 4 lo explicado en aritmética (183), bastaria dividir
el niimero obtenido por 100. Asi

109655‘ 350= 10‘)6 534350

St las aras se quicren reducir & hectéras, se dividirin igualmente por
100, de modo gue

hestaras.

103(}5"' 3¢ ]—~1U0u 53430 =10°9635435

Por el contrario, silos metros cuadrados se quieren reducir sucesi-
vamente 4 decimefros cuadrados vy estos & centimetros cuadrados, sc
tiene:

m.ed.

centim. cd-
1096334350 = 1090“34"‘00=109U334350
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V.—Los lados contiguos de un rectangulo son de 8500 melros y de
2556 metros. Se quiere saber cngl es la drea de este rectdngulo expre-
sada en mirtaras.

Siendo la Grea de un rectdngulo igual a] prodancto de su base por su
altura se tiene:

Area del rect. —8500 X 2556=21796000—21:726

VL —;Cudl seria el lado de un cuadrado equivalente & una caballe-
ria de tierre que contiene 609408 varas cuadradas?
Llamando x el lado del enadrado huseado debe tenerse

x2—609408 varas cunadradas

luego 609408=780 varas 64 centésimas.

VIL.—Se quiere saber cudl ¢s la drea expresada en contimetros cua-

m me
drados, de un paraleligramo que tiene 3°2 de base y 0°85 de alturo.
Como la drea de un paralelégramo es igual al producto de sa bage
por su altura, se tienc:

canticdl

Area del paralelégr Amo=32% 085 =2" 2-—2‘20{)
VHI.—;Cudl es el nitmero de aras que tiene un trapecio, cuwyas bo-
m m
ses son de 16°5 y 2822, y cuya altura es de 9 metros?
Como la drea de un frapecio esigual al prodacto de la semisuma de
sus bases por su altura, tendrémos:

“'n:l:' < "1:1;-..)‘ E_J. eit. g:‘as.
e

Area del trapecio =
2
- - 4 m H
IX.—Calculir la drea de win exdgons regular cuyo lado es de 33°2.
Como la drea de un poligono regular es ignal 4 la mitad del produc-
to de su perimetro por el radio reeto, es preciso averizuar Ia longitud
de esfas dos lineas.

m m
El perimetro del exfgono regular serd igual 4 322 X 6 = 19320,
A D B En cnanto al radio recto, bastari observar en la
(fig. 248) que si desde el centro del poligono se baja
( A la perpendienlar G D y el radio oblicuo C B, resul-
= tard el tridngulo C B D cuya hipotenusa CB—A B

8213 D252 £
5 — 322 [497], y cuyo cateto B D_..)Ez Tnego (532)

Figura 243
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C D==32fzs_ﬁ__.“"@:z2 = 77763

OD = 773 — arss
La drea del exfigono serq — 4 (19320 x 27:88) = 2519?"298.

X.—Calewlar la drea de un cireulo ouyo radio es de 632598

Sus¥ituyendo en la formula [568] 5 = w2
se tiene; S = 3141593 X' (632528)2
haciendo el edleulo por logaritmos:
logarit. cee 0407 1499
IDg{lllt. 632-5‘28 3801 0798
repitiéndolo « 3801 0798

8099 3095=log. 125 692 551

A,sz pues, la drea del circulo es de 125 692 351 metros cuadrados.

XL —Determinar el digmetro de un circulo cuya Grew os de 452389342
varas cuadradas. '

La formula (3) del namero 568 da

< S d2
4

despejando 4 dz\il_a

sustituyendo d_J 4452389342

: 3141593
tomando los logaritnios.

Logaritmo 4 ...0%602 0600
logaritmo 452389342 4655 5123

5207 5723
menos log. 34141593..., ...........0497 1499
4760 4924
3 24380 2112 — log. 240
luego el diametro serd de 240 varas.
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XIL.—8e quiere determinar en piés cuadrados, la drea de une coro-
na formada por dos ctreulos cuyos radivs son de56 y de A2 varas.
La férmula correspondiente [569] es:

s=7(R +71) (R—1)
sustituyendo =T x 98 x 14

caleulando por medio de logaritmos,

logaritmo 3141593 0497 1499
logaritmo 98 1:991 2263
logaritmo 14 1146 1280

waras eusd-

3634 5040 — log. 4310265

Como una vara cnadrada tiene 9 piés, Ia drea de la corona expresada
en piés cnadrados sera de 38792385,

XL —Deferminar lo drea de un sector de circulo, cuyo radio es de
14 ¥y el arco de 42°.

La 4rea del sector cireular es ignal (570) 4 la mitad del prodncto
del arco rectificado por el radio,

Para determinar el valor del arco reciificado de 42° ealeularémos pri-

m
mero la circunferencia del circulo cuyo radio es de 14'5 por la férmu-

“1a (549):

circunferencia = 2 = 1
sustitnyendo C =2 X 39141593 x 14% = 911062,

En seguida se calculard la longitud del arco de 42° por medio de la

proporeion:
360° : 42° :: 9191062 : x = 10¢629

(4 5} 44 = &1
T.a 4area del sector seré:iﬂ G"g; it = 7706025

XINV.—Determinar lo drea de vn trapecio clrcular cuyos areds son
de 60° g cuyos radios son respectivamentde de A1 y de 30 piés.
La formula correspondiente (571) es:

trapecio circular = 'X 2 -+ [1]
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Asi, pues, para peder sustituir en ella los yalores numéricos, comen-
zarémos por determinar los arcos A y a de 60°.
C=2rR—2r41 —257%11

£3.
360° : G0° 1’25711 = A — 45935
ce—2nr—2x 30— 138408
360° : 60° :: 188496 - & — 31416

Sustituyendo en Ia formula (1),
-

9% — £ iés cuad.
Area del trapecio = foitda ;: S (41—30) —408925

XV. —Deterniinar la drea de wn seqmento de eireulo cu yo radio es de
10 metros y cuyo aren es de 30°.

La 4rea del segmento circular es igual 4 Ia mitad del producto del
radio por la diferencia entreel arco del segmento y la mitad de Ia caer-
da del arco doble [572].

Asi, pucs, tendremos que determinar el a*co rectlficado de 30° en el
cirealo cuyo radio es de 10 metros, y Ia cuerda del arco de 60°.

La circunferencia del cirenlo es 2 v = 2 7 10 = €2°832.

3607 = 30° iz 62832 - arco de 302 — 5936

Hn cuanto & la cuerda del arco de 60° hay formulas y tablas que
dan el valor de la cuerda en funcion del niimero de grados del arcos
pero; en nucstro caso, por ser el arco de 60° [497] la cuerda serd igual
al radio del circulo = 10 metros. Por tanto, la drea del segmento

10 [59236—5 !r‘.f‘aJ::i.

_10[52305]_=,

&

COMPARACION DE LAS AREAS.

574,—Las dreas de dos paralelégramos cutlesquierda, son proporcio-
nales & los productos respectivos de sus bases por sus alluras.

Como la frea de un paralelégramo es ignal al producto de su base
por su altura, si representamos por Py p las 4reas de los peralelégra-
mos, por By b sus bases y por A y a las alturas; se tiene-

P=Bx A
p=Db Xa

Drvidiendo una por ofra estas ecuaciones, resulta:

£ UBcA
pasbERia
o Prp B A b Xa

que es lo que se debia demostrar.

575.—Las dreas de dos trifingulos cualesquiera son proporeionales ¢
los produclos respectivos de sus bases por sus alturds.

Como 13 drea de un fridngulo esignal 4 la mitad del producto de sn
base por su altura, si Hamamos T y ¢ las dreas de los trifngulss By b
sus bases, y A y a sus alturas, se tiene:

111 :B ;(.A.
%

Dividiendo una por otra estas ccnaciones, y suprimiendo ¢l denomi-

nador comun 2, resulta:
£ B oA

: i
0 PsiseB oA b
que ez lo que expresa el teorema.

De aqui se infiere: 1° que los dreas de los tridngulos que fienen bases
9




