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Asi, pues, para peder sustituir en ella los yalores numéricos, comen-
zarémos por determinar los arcos A y a de 60°.
C=2rR—2r41 —257%11

£3.
360° : G0° 1’25711 = A — 45935
ce—2nr—2x 30— 138408
360° : 60° :: 188496 - & — 31416

Sustituyendo en Ia formula (1),
-

9% — £ iés cuad.
Area del trapecio = foitda ;: S (41—30) —408925

XV. —Deterniinar la drea de wn seqmento de eireulo cu yo radio es de
10 metros y cuyo aren es de 30°.

La 4rea del segmento circular es igual 4 Ia mitad del producto del
radio por la diferencia entreel arco del segmento y la mitad de Ia caer-
da del arco doble [572].

Asi, pucs, tendremos que determinar el a*co rectlficado de 30° en el
cirealo cuyo radio es de 10 metros, y Ia cuerda del arco de 60°.

La circunferencia del cirenlo es 2 v = 2 7 10 = €2°832.

3607 = 30° iz 62832 - arco de 302 — 5936

Hn cuanto & la cuerda del arco de 60° hay formulas y tablas que
dan el valor de la cuerda en funcion del niimero de grados del arcos
pero; en nucstro caso, por ser el arco de 60° [497] la cuerda serd igual
al radio del circulo = 10 metros. Por tanto, la drea del segmento

10 [59236—5 !r‘.f‘aJ::i.

_10[52305]_=,

&

COMPARACION DE LAS AREAS.

574,—Las dreas de dos paralelégramos cutlesquierda, son proporcio-
nales & los productos respectivos de sus bases por sus alluras.

Como la frea de un paralelégramo es ignal al producto de su base
por su altura, si representamos por Py p las 4reas de los peralelégra-
mos, por By b sus bases y por A y a las alturas; se tiene-

P=Bx A
p=Db Xa

Drvidiendo una por ofra estas ecuaciones, resulta:

£ UBcA
pasbERia
o Prp B A b Xa

que es lo que se debia demostrar.

575.—Las dreas de dos trifingulos cualesquiera son proporeionales ¢
los produclos respectivos de sus bases por sus alturds.

Como 13 drea de un fridngulo esignal 4 la mitad del producto de sn
base por su altura, si Hamamos T y ¢ las dreas de los trifngulss By b
sus bases, y A y a sus alturas, se tiene:

111 :B ;(.A.
%

Dividiendo una por otra estas ccnaciones, y suprimiendo ¢l denomi-

nador comun 2, resulta:
£ B oA

: i
0 PsiseB oA b
que ez lo que expresa el teorema.

De aqui se infiere: 1° que los dreas de los tridngulos que fienen bases
9
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iguales serdn proporcionales d sus alturas; y 2°, que las dreas de los
iridngulos que tienen alturas iguales son proporcionales G sus bases:
pues para demostrarlo basta suprimir el factor ignal en la segunda ra-
zon de la anterior preporcion.
576.——Las dareas de dos tridngulos A B € y D E P (fig. 249) que
tiemen um dngulo igual, son proporcionales & los productos respectivos
de los lados que forman el dngulo iyual.
i el angulo B=E sobraponiendo los
tridngulos, el lado'E D tomaria la po-
sicion B D’ yellado EF lade BF, y
reuniendo D’ y B’ ge tendria el tridn-
golo B D’ B’ ignal 4 E D F, por tener
2. un dngnlo igual formado por dos lados
respectivamente iguales. Ahora bien: tirando Ia recta A B’ resultari el
trigngulo A E” B, en el que tomando B F? como base, tendri la misma
altura a que A B C; ysi se toma B A como base tendra la misma altu-
ra a’ que B D’ B, Supuesto que estos tridngulos tienen la misma altu-
13 serin proporeionales 4 sus bases (575—2°) v tendrémos;

ABC:-A¥B :BGg:BF
¥ e T B 23 B e L P YR

multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo ¢l fuc-
tor A F° B comun 4 los dos términos de la primera razon, resulta:

ABC #BDE =B0 xABWBRE X BD
¥ sustitnyendo sus igunales

ABC:EDFR :=:BCxAB:EFXED

gue es lo que se queria demostrar.
5%7.—Las dreas de los tridngulos semejantes son proporcionales & los
euadrados desus lados komdlogos.
a x Sean los trifngulos A B € y A> B*©’ (fig. 250)
por ser semejantes tendran sus éngulos igualesy
/\ N sus lados homdlogos proporeionales. Por ser el an-
¥

= * golo A=A’ se tiene (576)
| ABE LB C cAGCTAB; XC CAPB

AT por lados homologos A € : A’ € = AB : A’B’

multiplicando estas proporciones ordenadamente y suprimiendo los
factores igunales, resalta:
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ABC: AB @ AB i AB”,..[1]

Como lostriingnlos son semejantes, se tiene:
ABIAB i AC A s BC: B

elevando al cuadrado
AB2 : A’B* i AC A B B>

comparando esta série de razomes con‘la proporeion {1] resulta:
ABC:A’BC s AB ( A’B? i AR : A°C@2: BC2 - B G
que ¢8 lo que se debia demostrar.

o78.—Las dreas de dos [ridngulos semejantes son proporcionales &
los cuadrados de sus bases 6 de sus alturas.

En el hecho de ser los trifingulos semejantes, conforme al feorema
del niimero anterior, sus freas serin proporcionales ‘al cuadrado de
los Jados que se tomen por base.

& Para demostrar que 1o son al cnadrade de sus
& alturas, en los tridngulos semejantes A B C,

a b ¢ (fiz. 251) tomemos A Gy ae por bases,

tiremos las alturas B D y b d, y resultardn los
iy trifingnlos B C.D y b e d, que serdn semejantes

FighiA 2L por ser recténgulos, y tener ¢l 4ngnlo B ¢ D =
b ¢ d por ser suplementos respectivamente del angnlo BC A =heca
como fngulos de los tridngulos semejantes:

Comparando los Iados homélogos de los trifingulos BCDybed,

g0 tiene BC :be :=:BD :bd
elevando al cuadrado B C?: b2 BD?: b a2

Por otra parte, las dreas de los tridngulos, por ser semejantes, esta-
rén en la relacion de

A BC rabe:: B@
luego ABC :abe :: BD? :

que ez lo que se debia demostrar.

919.—Las dreas de dos poligonos semejenies son proporcionales d los
cuadrados de sus lados ¢ de sus lineas homélogas.
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Scan ABED Cyabedc (fig. 252) dos

B
poligonos semejantes; si desde los vértices B
4 2 y b se tiran diagonales, quedarin divididos
= . en trifingulos que serdn respectivamente se-
mejantes (520) y se tendra:
¢ e L

Figara 252 ABC :abe ::: AGaadhisfl]
BOD :bed 2 CDF : cd?
BDE :bde DX :d¢

Siendo semejantes los poligonos; sus lados y lineas homélogas seran
proporeionales, y tendrémos:

-

AC:ac 20D :¢cd =uDE:de
elevando al cuadrado esta serie de razones
A2 :ac? CD?:cd® :: DE® : de?

por ser iguales las segundas razones de las tres primeras proporciones
se tiene:

ABC :abec:BCD :becd : BDE :bde

Fundéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los con-
secuentes, como un antecedente es & sa consecuente, tendrémos:

ABEDGC :abede 2 ABC tabec....[2]

Suprimiendo la razon comun entre las proporciones [1] y [2], re-
sulta:
ABEDGO :abedc s AG2 : ac?

Fsta proporcion demuestra la primera parte del teorema, y como en
vez de la razon A C® : ae¢? por la semejanza de los tridngulos, puede
ponerse la de otras lineas homologas elevadas al cnadrado, quedara de-
mostrado el teorema en todas sus partes.

580.— Las dreas de los efreulos son proporcioneles ¢ los cuadrados
de sus radios ¢ de sus didmetros.

Hemos visto que la 4rea de nn circulo (568) esta expresada porla
formula:

1a de otro circulo seria
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Formando una proporcion con estas ccuaciones, se tiene:

3

Sizsx Renr®
suprimiendo el factor comun 7 de la segunda razon, vesulta:
SecgaBior. (1)

Si en esta proporeion sustitnimos por R y r sus valores en funcion
del difunetro que expresarémos, por D y d, se tiene:

multiplicando por 4 la segunda razon, resulta:
S B sul)Ecidic o D)

quedando demostrado el teorema por medio de las proporciones (1) y (2)

581.—Las dreas de dos secfores semejantes son proporeionales @ los
cuadrados de sus radios, 6 al enadrado de sus arcos.

Se dice que dos sectores son semejantes, caando los arcos que losfor-
man tienen el mismo numero de grados.

Si representamos por S y s las areas de los sectores, por A y a los ar-
©0s, y por B y r los'radios, tendrémon (570):

g AR

2
a
2
sl FUTS

A TERPE
75 ;\"-_:‘.b“uuﬂﬁﬁ:g
&

c

de donde Sisu A;?,R SEE ) apdo. 16

Como los arcos de ignal nfimero de grados son proporcionales & los
radios, se tiene:

AcaoR e [0

multiplicando estas proporeiones y suprimiendo los factores comunes,
resulta:

S=s::Re -2

que es lo que expresa la primera parte del teorema. Para demostrar la
segunda establecerémos la proporcion
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multiplicando ordenadamente los términos de esta proporcion por los
de 1a (1) y suprimiendo los factores comunes, resnlta:

Seghr gt

quewgs lo que se debia demostrar.

582.—Es de mucho interés fijar la atencion en la correspondencia

intima que existe swmpre entre las relaciones geométiicas de una figu-

ra y las relaciones numéricas de sus lincas 6 de sus 4reas, que no vie-
nen & ser sino la traduccion de las mismas propiedades cn otro lengna-
je. Asi, pues, valiéndonos de esta correspondencia, hemos demostrado
en muchos casos por medio del 4lgebra, teoremas de geometria, y ofras
veces por medio de la geometria podran establecerse 6 demostrarse £6r-
mulas algebraieas,

Por via de ejemplo, demostrarémos geométricamente nna formula
establecida en 4loebra, y un teorema dedumﬁo de las propiedades de
las lineas proporcionales.

583.—Dadas las lineas ay b (Gg. 253), deferminar la relacton que
existe enfre estas rectas y el cuadrado de su suma,

= Témese A B=a, en seguida cologuese B C=b, y

————+—+ constuirémos lnego el cnadrado A C D E sobre el la-

£ 4 p d0AC=a+ b; tomando A F = a, y tirando por

los puntos B y I las rectas B H y F Y paralelas, 4 los
¥ lados del cuadrado, se tendré:

=
g

sup. ACD E = sup. (AG+CG+E G+G D)

C

4 B
Figura 253,

El recténgulo C G, como facilmente puede demostrarse, es igual 4
E @&; asi es que, sustituyendo:

ACDE=AGH+H2CGLGD

reemplazando estos valores geométricos por sus expresiones algebrii-
(=] o

eas, Tesulta: :
(a+bP=2a"+2ab+ b

cuya f6rmula hemos demostrado en aritmética al tratar de las partidas
del ecuadrado de un nfimero compuesto de decenas y unidades, y en al-
gebra al ocuparnos de la multiplicacion de los polinomios.
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584.—El cuadrado G H (fig. 254) formado sobre la hipotenusa de un
tridngulo rectingulo, es equivalente d la suma de los cuadrados A Dy
A G farmados sobre los catetos.

Desde el vértice A del Angnlo recto, bajese 1a per-
pendicular A'Q, prolénguese hasta K y tirense las
rectas B Dy A M.

El tridngulo B C D es igual 8 A M O por tener
el dngulo B € D = A C M formado por lados res-
pectivamente ignales, BC=CM y CD=AC
por:lados de caadrades. Bl dngulo B C D es ignal
4 A C M porque cada uno de ellos eska formado de

un angulo recto, mis la parte comun A C B. Asi, pues, se tiene:
triangulo BDC =AMC.... (1)

El tridngulo B D O tiene la misma base D C que el cnadrado A D,
¢ igual altara, ‘por estar comprendidos entre las paralelas O D y B E,
luego

sup. trifingalo B D 0020 AD | )

El tridngulo A M € ticne la misma base € M que el rectdngulo
0 € M K, ¢ igual altura, por estar'comprendides entre las paralelas
CMyA K, luego '

rect. CK

sups trigngulo A M C = o e {3)
« Siendo los primeros miembros de las ecuaciones (2) y (3) iguales en-
tre si-(1) resnlta que
cuad.-AD _ rect. CK
2 2
) cuad. A D =rect CK.... (%)

de tina manera analoga puede demostrarse que
cuad. A G=reet. B K.... (5)
snmando las ecuaciones (4) y (3), tenemos por ultimo:
scuad. AD J-euad. AG=cuad. CH

que es lo que expresa el teorema, y lo mismo que habiamos demostra-
do en el ntim, 531, de ofro modo.
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585.—O0BsERVACION. —Esta propiedad nos sirve para formar un coa
drado equivalente 4 lasuma 6 4 la diferencia de dog cuadrados conoci-
dos; pues si se construye un tridngulo rectingulo A B C (fig, 254) en
el que los eafetos A B y A € scan los lados de log cradrados conocidos,
el cuadrado formado sobre 1a hipotenusa serd equivalente 4 la suma de
los cuadrados A G y A D;y el cnadrado construido sobre mno de los
catelos serd equivalente 4 la diferencia entfe ol cuadrado de Ia hipote-
nusa y el del ofro eateto. :

98&—Si observamos en la fignra 254 que el cuadrado B C M H y los

rectingulos B K y C K tienen Ia misma base B H — O K, sus 4reas
serdn proporeionales 4 sus alturas B G, B Oy O C; esto es,

BM:BE:CK:BC:B0O:0C

sustituyendo por B K su equivalente A G, ypor C K el suyo A D, se
tiene que

BM:ACGC:AD::BC:-BO:0C

esto es, que la relacion enire el cuadrado formado sobre ia kipotenusa y
los cuadrados construidos sobre los catetos, es la misma que la que hay
entre la Lipotenusa y los segmentos B Oy O € adyacentes.
987.—La drea de un poligono, consiruido sobre lg kipotenusa de un
tridngulo rectdngulo es equivalente ¢ la suma de las Greas de los poli-
gomos semejantes al primero, consiruidos sobre los catetos del mismo
trigngulo,
Si en la figara 255 llamamos A la 4rea del poligo-
no construide sobre la hipotenusa, a Ia del construi-
o a do sobre el.cateto ¢, y &’ la del constr?ido sobre el
. cateto ¢’, tendrémos que por ser los poligonos seme-
jentes, sus dreas seran proporcionales 4 los cuadra-
dos de sus lados homglogos (579). Esto es:

0% e 0? . 07 ., « h?
iy deoChiai et Al

Fundéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los con-
secuentes, como un antecedente es & su consecunente, se tiene:

A shansel i bie £ AUalh?
pero como (584) he=ic* £ ¢

endo ignales los consecuentes, lo serdn los antecedentes,
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inego A==g 4+ g

que es lo que se debia demostrar.

988.— La drea de un etrculo construido sobre la kipotenusa de un
lridngulo rectangulo como diametro, es equivalente & ta suma de los cir-
culos construidos sobre los catetos como didmetros.

Siendo el cireulo un poligono regular de una infinidad de
lados infinitamente pequefios, este teorema os un corolario del

g/ anterior; pero lo demostrarémos fundsndonos en Ia expresion

de la drea del circulo en funcion de! didmetro (568). Sea (fig.

7 208) D Ia hipotenusa, didmetro del circulo construido sobre

s 2%- ella y S sudrea, d uno delos eafetos, difimetro del circulo

cuya firca representarémos por s;y @’ el otro eateto didmetro del cir-
culo cuya area es . En tal virtud,

ryes . 7S
sumando las dos tltimas ecuaciones, ¥ sacando . conio facter comun,

resulta:
8§+ =;£ [+ a%].... [1]

pero como [584] d? + d2 = P°
sustitnyendo en dos se tendra:

2 _;_*: 7 D2
4

y conforme & la ecuacion (1), obtendremos s + =S
que es lo que se queria demostrar,
589.—PROBLEMAS DE COMPARACION DE AREAS.
—L—Dada la Grea A de nn poligono P (fig. 257)
2 Y uno de sus lades 1, determinar lo drea de un se-
At 4\ gundo poltgono p semejante al primero, y en ol cual
/ _] se conoce el lado homdlogo 1.

G Como las dreas de las figuras semejantes son pro-
porcionales & los cuadrados de sus lades hom6lo-

')

208, se tiene:
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Askapeae

de donde Ni— %}f

H.—Dados dos poligones semejantes (fig. 257), consiruir otro seme-
jante 4 ellos y equivalente ¢ sy suma.

Para resolver este problema, lo esencial'es determi-
nar la magnitud del lado del poligono buscado, ho-
mélogo & uno de los lados de los poligonos propuestos.

Constrityase el &ngnle rects A (fig. 258) y llévense
sobre sus Jados longitudes respectivamente iguales 4
los lados homélogos 1 y I’ de los poligonos conocidos;

S tirese la hipotenusa B G, y si sobre ella se construye
un poligono semejante 4 uno de log Jados, quedara resuelto el proble-
ma (587).

H1.—Dados dos circulos A i B (fig. 259) construir ofro equivalente
& su diferencia.

Tirese el didmetro D E, desde suestremo
n' D 1lgvese la cuerda D F ignal al didmetro d

del eirculo menor B, y ‘irando la cuerda
v P'E éstaserfi el digmetro del circalo pedido.
DEyosTRACION.—Por ser rectingulo el

Figura 250, tridngnlo D F E, se tendra:

ER=DF DI
Si representamos por R el ridio del circulo'A, por t el del cirenloB,
y por r’ el del circulo buscado, cayo @metro vamos 4 demostrar gque
debe ser F B sustituyendo en Ia anterior ecuacion, se tiene:
4% —4 R 4,2
dividiende todos los términospor 4; v multiplicAndolos por w, nos da:
T A R e

que es lo que debiamos demestrar.
IV.—Consiruir wn poligono semejants'd otro P (fig. 260), 7 cuyn
drea esté con la del primero en ke relacion de m ¢ n.
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4 Sea a b uno de los lados del poligono da-
do, y vamos -4 determinar el lado homélo-
go del poligono cnya édrea ha de estar con
la de éste en la razon de m : n.
Sobre una recta indefinida llévense dos
rectas, € D y D E, enyas magnitudes es-
e tén en la relacion de m : n. Sobre C Eco-
mo difmetro, trdcese una semicireunferencia; levantese en D 1a per-
pendicnlar D A, y tirando las cnerdas A € y A B, Hévese sobre la pri-
mera de A & B el lado a b, por B fricese B F paralela 4 G E, y la rec-
ta A F gerd el 1ado homélogo 4 a b del poligono buscado.
DexosTrACION.—Por ser semejantes los tridngulos A C Ey A BFE,
s¢ tiene: 4
AC:AE:AB:AF
A G AR AR A R
como A C=m. C E y A E’=n. C B (530—39)

F
- £

sustituyendo estos valores en la proporcion anterior'y simplificando

tendrémos: m:n:AB AR
o sustituyendo m:n:ab’:A B

¥ como las areas de los poligonos son proporcionales 4 los cuadrados de
los lados, se infiere que la 4rea dél poligeno constrnido sobre la recta
A F, es 4 Ia 4rea del poligono P como m es 4 n: que es lo pedido en el
problema, :




