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TEHERCERA RPARTE:

VOLUMENES.

Planos y rectas.

590.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estudio de las propiedades
de las figuras que pueden estar contenidas en un plano, considerande
las relaciones que existen entre las partes que las forman, con ¢l fin de
deducir de los elementos conocidos los desconocidos, Hsta parte de Ia
geometria elemental so denomina por esta razon geomefria plang. Va-
mos ahora & tratar de las fignras considerindolas en el espacio y de les
cuerpos con sus tres dimensiones, cuyo estudio constitnye lo que co-
munmente se llama geomelria en el espacio.

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las lineas rectas con los
planos; en seguida de las que dan lugar los planos entre si, y por lti-
mo, de los cuerpos formados de planos  originados por el cirenlo, va-
laando sug freas y sus volamenes.

591.—Hemos dicho (3¥0) que plano ¢ superficie plana es aguelle que
st se le aplica en una direccion cuolyuicra una linca recla, de modo
que esté totalmente contenida en diche superficie, estw tocard todos los
puntos de la recia.

Todo plano debe considerarse como una superfi-
cie indefinida en longitud y lafitud, & menoes que
no se fijen los puntos que lo limitan, Puede con-
cebirse el plano engendrado por €l movimiento de

Rigura 561, nna recta o A (fig. 261) que al girar al rededor del
punto o otro de sus puntos toca Ia recta A B. Igualmente puede con-




siderarse un plano engendrado por el movimiento de una recta A C
que resbala sobre otra A B, y que en sus diversas posiciones permane-
ce paralela & sa primera situacion A C.

La interseccion de dos planoses una linea recta (370).

Dos planos que tienen tres puntos comunes que no estin en linea
recta coinciden en toda su extension (370)

Un plano queda determinado en general por la posicion de tres pun-
tos que no estin en linea recta; por dos rectas que se cortan enun pun-
to, 6 ?Jor dos paralelas. Tambien puede fijarse Ia posicion de un plano
que pasa por un punto, agregando Ia condicion de que sea perpendicu-
lar 4 una recta 6 paralelo 4 otro plano.

592.—Siempre que uno recta P A sea perpendicular d lo vez & ofras
dos A By A C (fig. 262) colocadas en dos planos diferentes P A B y
P A C que pasan por P A, esta recta serd wyualmente perpendicular ¢
cualquiera ofra A E que pase por.el punto comun A de inlerseccion y
que esté contenida en el planwo €A B determinado por las rectas A By
A C.

Por la hipotesis del teorema son rectos los dngulessPABy P A C,
y para demostrar que P A es perpendicular 4 A E, tendrémos que pro-
bar que el tridngulo P A E es rectingulo en A, esto es, que el cuadra-
do de P E es igual 4 1a suma de los cuadrados de los catetos P A y

Tomemos A B=A C, tiremos las rectas BC, B Py
P €, con lo gue resultardn los tridngulos ABC y PBC
que seran isdsceles, el primero por construccion y el se-
gundo porgue siendo iguales los fridngulos rectingulos
PAByPA C(38) sctiecne P B=P €. Tomando el
punto D en el medio de B C, basede los trifingulos isos-
celes, y tirando Ias vectas A D y P D, éstas serdn per-
pendiculares & B O en el punto D (428).
Considerando el tridngalo rectangulo P E D, se fiene:
PE=PD*3rED....[1]
Ahora determinarémos los valores de P D*y E D® considerando su-
cesivamente los tridngulos rectingulos PD G, PACyA D C.
PD!=P C—C D=P A+ A CC—CD'=PA* LA D+ CD—CD*
6 rednciendo: PO =PAL-AD....(2)
en ¢l trifmgnlo A D B: R = ATEE T (5)

sustituyendo los valores de las ecuaciones (%) y (3) en la (1) finalmen-
te resulta:
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PE=PA* + AE

que es lo que teniamos que demostrar.

Siendo P A perpendicular & fodas las rectas que, como A E pasan
por A, se infieve que: cuando una recta P A es perpendicular & la vez
& dos rectas A By A ©, lo serd al plano que pasa por éstas; y rempro-
camente, siempre que una recta sea perpendicular i un plano, 1o serd
tambicn 4 toda recta que esté situadaen &l y pase por el pié A dela
perpendicnlar P A,

593.—8 desde um punto P (fig. 263) se baja wne perpendiculor P O
al plano D E y varias oblicuas P4, PF, PC; 1° lu perpendicular
P O .¢s la menor; 2°.-las oblicyas £ A, P F, gugs e SeparEn wyualmente
del pié de la perpendicular, son tguales; y 3° lao P C que se separa mds
s la mayor.

1° En cnalqniera de los tridngulos rectingnlos PO A, P O F
P O C, el cateto P O, que es la perpendicular al plano, es menor que
cualquiera de las oblienas P A, P F y P C, que son las hipotenusas de
los tridngmlos.

Por esta razon, la distaneia’ de un punto 4 un plano se mide por la
perpendicular bajada al plano.

90 Siendo A O = F O = O B, lasoblicuas A P, F Py B P serin
ignales por ser hipotenusas de los triingulos ignales (385) A O P,
FOPyBOP

3% Si 0 C > O A podemos trasportar el trié'}gun) PO A sobresn
icual P O B, que estd en el mismo plano que Ia oblicua P € y como
P C> PB(@H01)yPB=P Aseinfierequc PO > P A.

594.—De lo que antceede resulta: 1° guesi s¢ ha-
ce girar un angulo recto P O A al rededor de nuo
de sus lados P 0, el otro O A describird un plane
A O B perpendicular al primer lado; y 2° fodas las
perpendiculares O A, OF, O B dunarecta O P
levantadas en wno de sus puntos O, estdn en un mis-
Figura 63, o plano D F perpendicular ¢ dicha recta.

595.—Por un punte O tomado en une recta O Pr(fig. 263) ¢ por otro

fuera de ella A, siempre se le puede firar un plano perpmdwzt ar, pe-

ra no se puede Lirar mas que uno solo.

Si hacemos pasar un plano por la recta P O observarémos que del
punto Q y desde el A siemproe se pusde tirar una perpendicular 4 O P,
y al girar al rededor de ésta engendrard el plano A O F B gne-lees
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perpendicular, y como no se puede tirar desde un punto mas que una
sola perpendicular 4 O P, resulta que no habri tampoco mas de un
plano perpendicular que pase por el punto dade.

096.—Desde un punto O tomado en un plane (fig. 263) éporotro fue-
ra de ¢l P, no se puede tirar mas que una perpendicular al plano.
Supeniendo engendrado el plano D E por el meyvimiento de O A al
rededor de O P, se comprende que en el punto O no se puede levantar
4 lagrecta O A mds perpendicalar que O P, asi como que desde el pun-
to P no se le puede bajar tampoco ninguna otra perpendicular.
597.—La proyeceion de un punto P sobre un plano (fig. 264) es el
pi¢ B de la perpendicular P B bajada de ese punto sobre dicho plano.
Lia proyeccion de una recta D P es la série de to-
dos los piés de las perpendiculares bajadas de los
puntos de la recta sobre el plano. Como todas las
perpendiculares son paralelas entre si, quedarin en
un mismo plano P A B, cuya interseccion con el
M N serd una recta A B, En consecuencia, siendo
la proyeccion de una recta otra linea recta, bastard
determinar la proyeccion de dos de sis puitos para tener la de toda
Ia recta.

598.— Kl dngulo de una recta_con un plano, cuando 70 es perpendi-
cular & éste; es el que forma con su proyeccion. Este dngalo es el menor
de todos los que forma la recta con las lineas que pasan por sw pié A.

En eieclo, si por el pié A [fig. 264] tiramos ofra recta cualquiera,
tomamos A C=A B y reanimos los puntos P y C, resultaran dos trifm-
gules PBAyP GA, enlosque los dngulos PA By P A 0 estan
formados por Jados iguales; pero siendo la perpendicnlar P B menor
dque la oblicua P U, el dngmlo opuesto 4 Ia primera recta, P A B seré
menor gue cralquiera otro P A C [432].

899.—Dos planos M, N, perpendiculares duno misme recte PA no
pueden encontrorse, y por lo mismo. serdn paralelos [fig. 265].

M Si los planos pndieran encontrarse, desde el pun-
to B de su interseccion comun podrian tirarse las
rectas B Py B A, que por esiar contenidas en pla-
nos perpendiculares a la misma reeta, serin‘ambas
perpendiculares & P A, lo cual es un absurdo. [396].

Figura 265.
600.—Cuando dos rectas son paralelas, el plano perpendiculor ¢ wne
de ellas o serd tambien « lz ofre [fig. 266].

R
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Siel plano M N es perpendicular 4 P A, demostrarémos que tam-
bien lo es 4 su paralela Q B. Tiremos la recta A B y su perpendicnlar
CD. La linea Q B por ser paralela 4 P A, estar en el mismo plano
P A B Q queella, y el ingulo Q@ B A sera recto. Tomemos B €=BD
y tiremos lasrectas A C, AD, PCy P D.

Los tridngulos recténgulos P.A Cy P A D son: iguales (385), Inego
P—P b

Siendo isdsceles el triangulo P C D, la recta P B tirada 4 14 mitad
de su base serd perpendienlar & € D. En consecuencia, siendo € D
perpendicular 4 A By 4 B P, lo seri ignalmente & B Q contenida en
el mismo plano (592). Por altimoe, si Q Bes perpendicular 4 la vez &
B A y4 C D, o serd al plano M. N de estas rectas.

601.—Dos rectas P A y Q B (fig. 266) perpendiculares ¢ un misme
plano M N, son parelelas entre st.
Si.Q B no fuera paralela & P A por el punto B, ge
le podria tirar una paralela diferente de<Q B, 12 cnal
(600) seria perpendicular al plano M N, resultando
que desde el mismo punto B podrian levantarse dos
__e_ |y perpendicnlares al mismo plano, lo que no es admi-
Figurs 266. Si bIG-
602.—Dos rectas A a, B b, puralelas ¢ une tercera C ¢, son parale-
las entre st (ig. 267).
Ae cl Si tiramos un plano M N perpendicular 4 C ¢,
: este lo serd 4 las rectas A a y B b (600), y siendo
¢ estas perpendiculares al mismo plano serin parale-
las entre si (601).

Figura 267,

603.—En el espacio dos rectas A B y (D’ (fg. 268) pueden ser per-
pendiculares ¢ wng misma recta = y sin sor parelolas entre st.

A ,  Sisuponemos que el rectingulo A D-gireal rade-

A / dor de una recta = y. paralela 4 sus bases en cual-

o quiera pesicion A> D el lado D’ € seri perpendi-

2 8  cularf ey sin ger paralelo & A B, porque seen-
e cuentra en un plano diferente.

Debemos hacer notar que prolongadas indefinidamente estas rectas,
10 se encuentran. Ignalmente observarémos, que en ¢l espacio, & una
recta 2 y se le pueden levantar una infinidad-de perpendiculares desde
e] mismo punto =

21
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604.— Las intersecciones A By €' D (fig. 269) de dos planos parale-
los My IV com otro planoe B C, sow dos'rectas paralelas.

Ly Por una parte las rectas A B y € D estan en el mis-
M mo plano A D, y por otra estando colocadas sobre los

planos paralelos M y N no podran encontrarse prolon-

1‘1. 7 gadas, luego son paralelas.

269,
hFigmm

605.—Las partes A Cy B D (fig. 269) de paralelas comprendidas
entre dos planos paralelos son iguales. ‘

Por el supuesto los lades A C y B D zon paralelos, y por el teorema
anterior lo son tambien A B y C D, luego Ia figura A B € D seré pa-
ralelégramo, por lo enal A C=B D (449).

De esto resulta que dos plangs paralelos tienen todos sus puntos equr-
distantes; pues bastaria imaginarse que el plano A D fuoera perpendi-
cular para‘que las rectas A € y B D midiesen las distancias de los:dos
planos.

606.— Lz recte A B (fig. 2Y0), perpendiculor ¢ uwn plano 3, lo es
tambien ¢ cualquicra otro plano N que le es paralelo.

Si por A B se hace pasar un plano cualquiera, por
ser A B perpendicular & M, el éngulo A B C esrec-
to; por ser N paralelo & M, la interseccion A D es
paralela 4 B C, y por tanto el dngulo B A D tambien
sera recto. Como otro tanto sucederia con cualquiera
i otra recta que pase por A y esté en el plano N, sein-

fiere que A B es perpendicular al plano N.

607.— Toda recta-A B (fig. 311) paralele ¢ ofre G D, loes igual-
mente & cualquier plano M que pase por la segunda sin pasar por A B.

Estando: las dos rectas A B y O Den el mismo plano N por ser para-
lelas; la recta A B no podria encontrar el plano M sino en su intersec-
cion eomun, esto es, sobre la prolongacion de € D; pero como por el
supuestono es esko posible, tampoco podrd encontrar A B al plano M,
y por tanto serd paralela & ¢l

608.—8% una recta. A B-(fig. 2V1) es paralele & wn plano M cual-
quier plano que pase por la recta A B encontrard al primero sequn une
paralele & ella. .
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Porque A B prolongada no podria cortar 4 C D sin
encontrar al plano M, lo que seria cantra ol supuesto.

De ¢sto se dednee, que cualquiera recta paralela 4
I A B tirada por un punto del plano M, ests toda com-
Fisire 2 prendida en este plano.

609.— Las partes de paralelas A C y B D (fig. 211) comprendidas
entre wne recte A B y un plano M gue e es parelelo son tguales.

Supuesto que Ia fignra A D es paralelogramo, v en todo paralelogra-
mo los lados opuestos son ignales.

Como en el casode ser AUy BD perpendicalares al plano M, el
teorema es ignalmente cierto, se infiere que, une recte paralele ¢ un
plano tiene todos sus punios equidistantes de éste.

610.——?&(3(;.9 dos rectas A By O D (fig. 202) en el espacio que no se
cortan i son paralelas, poruna de ellas A B solo se puede hacer posar
un plano paralelo ¢ la otra G D,

dsaimes Si por un punto cualquicra A 6 B de la recta

A B se tira una paralela AE 6 BF& C D, yse
hace pasat por A B y A E un plano, éste serd pa-
A ralelo 4 C D (607). Ademds, como todas las para-
e lelas &4 A B y por 1o mismo & ¢ D estin en un mis-
mo plane, no hay masde uno solo que satisfaga 4 la enestion.

611.—La menor distancia de dos rectas en el espacio, A By €D (6i-
gara 273) que no se cortan, es la perpendicular comun & ambas 60,
Por el punto A tiremos A D’ paralela 4 C D, y
hagamos pasar el plano M por A B y A D’ que sera
paralelo 4 la recta C D. Por el punto C tiremos C B’
paralela § A B, y hagamos pasar el plano N por €D
y € B’ que serd paralelo 4 larecta A B. La menor
Fieoiaarn. distancia de Iag rectas A B y C D seri la de los pla-
nos paralelos M y N que las contienen. Por la recta A B hagamos pa-
sat el plano B T perpendicalar 4 M y & N.
La interscccion de este plano con N encuentra la récta O D en el
punto O, y levantando en este punto una perpendicular 4 € D, que que-
dard en el plano B E; se tendr4 por tltimo 1a recta O 0 quo'es la me-

nor distancia de las rectas, siendo perpendienlar 4 ambas y dlos pla-
nos-que las conticnen.

n

El' dngulo de dostectss ABy G D en el espacio que no se corfan, es




¢l BA D’ que forma una de ellas A B cou ofra recta A D’ tirada por
nno de sus punteg A y paralela & la otra C D.

612.—Dos rectas A By € D (fig. 274) queno estén en elbmismo pla-
no, quedardn cortadas en partes directamente proporcionales por ires
planos paralelos M, Ny P.

Renniendo lospuntos A y Dy tirando las rectas

BD, EF, FGy A'C porlos puntos de interseceion

de las rectas A B, A D yO D con los planos. M, Ny

P, se tendra E F paralela 4 B D (604) y E 6 parale-

la & A C, por lo que (510) :
AB:EB = AF :ED
S ARSED o068 6D
s luego AE:EB ::CG:GD

613.—PROBLEMAS. L. — Bajar una perpendicular ¢ wi plano M,
(fig, 215) desde un punto P tomado fuera deél.

Sefialense tres puntos del planv A, B y C equidistantes de P, por
ellos higase pasar un ¢irculo, cuyo centro O serd el pié de la perpen-
dicnlar (593).

IL.— Desde un punto O.de un plong, levantarle wne perpendiculor.
(fig. 275).

Tomando O como centre, tricese un circulo; y en fres puntos de su
circunferencia levantense tres oblicuss iguales A P, BPy C P, y de-
terminando el punto P en quec coinciden sus extremos, éste serd. el otro
de la perpendicular huscada.

Haciendo coineidir con ol punto O los vértices de los
anguloes rectos de dos esenadras AO Py C O P, puede

determinarse ignalmente la perpendicular O P por la
“ linea de union de las escuadras (593).
L M

Figura 275,

TIL,— Levantur un plano M (fg. 295) porpendicular & una recte (52
1° por un punto O de la recta, y 2° por un punte O fuera de e

1° En el punto O levintese Ia recta O C perpendicular 40 P. En
seguida, en un plano diferente de P O G, levéntese otra perpendicular
A O 4P O, y haciendo pasar un plano por € 0 y A O, se tendriel
plano pedido.

90 Bijese del punto C la perpendicular C 0 4 P O; determinado el
punto O, levdntese por él ofra perpendicular 4 P O, pero en un plano
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diverso a1 P O €. Haciendo pasar un plano por las dos perpendicula-
res G O y O A, se tendra resuelto el problema.
IV.—Pipar desde un punio P (fig. 2965 wna perpendicular d una
recla A B contenada en un plang B.
A Desdg P bajarémos P € perpendicular al plano B.
De su pié C tirarémos C D perpendicular 4 A B, y
. reuniendo Jos puntos P y D, la recta P D serd la per-
pendicular pedida.
Para demostrar que el fingulo P D A es recto, ti-
remos las reefas C A y A P, yresultando los tridngu-
los rectingulos PC A y O D A, se tendré:

Figura 276,

PA=PC + CA*
perocomo PG =PD*—CD*yCA’=0CD* + AD®
sustituyendo resulta P A*=PD* + AD?

lnego el dngunlo P D A es recto.

.Como el pla-ne P € D es perpendicular & A B, este problema da tam-
bien el procedimiento para firar desdeun purto P un plano perpendi-
cular & una recia A B,

V.—Por un punto A (fig. 217) tirar un plany paralelo & otro M.
2T \w En el plano dado M, se trazarfin dosrectas BC y
S pt B D., que se corten en el pnunto B.. Por el punte A
= se tirarin A O’ paralela s B O, y A I’ paralela 4
P <5' B Dj; haciendo pasar un plano N por A C’y A D’, este
2 serd el plano pedido.

Figurd 277,
7 ) ¢ ;

VL —Por un punto 4 (Gg. 277) tirer une recta paralela & wn pla-
no M.

Por un punte cualquiera B del plane M, tricese la recta B D, tirese
A B, por el punto D llévess D D’ paralela ¢ igual 4 A B, y reuniendo
los puntos ‘A y 1Y se tendrd la rects A D’ paralela al plano M. Gomo
por el punto Bpueden trazarse una infinidad de rectas, y por A tirar-
se otrasdantas paralelas, el problema admite an niamero indefinido de
resoluciones.

VII.—Pm: wn punto A (Gg: 218) tirar wn plano paralelo d dos ree-
tas cualesquiera B Cy D E, que no estén situadas én el mismo plans.




; Por A tirense b ¢y de respectivamente paralelas a
¢ BCyDBE, yhaciendo pasarun'planoporb A cydAe,
a\ quedard resuelta la cuesbion.
E

Figure 278,

ANGULOS DIEDROS.

614.— Se llama dngulo diediro o figura formada por dos planos 3L y
N inclinados entre st, que concurren en une vecte A B (fig. 219). Los
planos M y N se denominan caras 6 lados, yla recta A B ariste del
diedro. La magnitud de un dngulo diedro depende de la mayor 6 me-
nor inclinacion deé los planocs que lo forman, y no de 1a extension de
éstos; por lo que al medir un diedro lo que se estima tnicamente es la
inclinacion relativa de sus earas,

N Se tendrd una idea exacta del dngulo diedroy de su mag-

A nitnd, imaginfindose que sus caras estdn primero aplicadas
una sobre ofra, que en seguida se separan, pero girando al

rededor de la arista A B, como las dos parfes de un libro

8 y  que se abre. El ngulo diedro, nulo al principio, foma un

Fgms 210, valor que va aumentando con la separacion de las caras.
Asi, pues, el dngulo diedro estd engendrado por la rotacion de nn pla-
no al rededor de una recta. En este movimiento cada uno de los pun-
tos del plano describe una cirennferencia de circulo cuyo plano es per-
pendicular & la arista y cuyo centro estd en un punto de esia recta.

Cuando no hay mas gue un solo diedro, se le designa por las letras
A B de su arista; pero cuando hay varios que concarren en la misma
arista, para evitar confusion, se desizna el diedro por ctiatro lefras;
teniendo cuidado de poner siempre las dos de su arista A B en medio
de las ofras dos N y M que corresponden 4 los planes que lo formau, y
asi se dice el diedro N A B M.
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Cuando un plano- P A (fig: 280) cae sobre ofro
= M N, forma con ésbe dos dngnlos diedros M A B P
:7” ¥ BB A N, qne son adyacentes. Cuando éstos son

iguales, el plano P A es perpendicnlar 4 M N, y re-
ciprocamente. . Si cl dngnlo que forman los dos pla-
nos es menor que P B A N, se dice que el diédro es
agudo, y en caso contrario, que es 0bfuso. En fin, para los dngunlosdie-
dros se adoptan las mismas denominaciones de 4ngulos complementa-
7408, suplementurios, ete., que para los dngulos rectilineos.

M A

&)
Figura 280,

615.—Los dnyulos rectilineos B 4 Oy b a c (fig. 281) que resultan
de la tnterseccion de wn dngulo diedro A a, con dos planos paralelos
eualesquiera, son iguales.

Tomemos AC =acyB A — ba, ytiremos
las rectas Bh, Ce, B C y bie: A € es paralela fu
a ¢ (604) ¢ igual, luego 1a figura A ¢ es parale-
logramo y en consecuencia serd C ¢ ignal y pa-
ralela 4 A a. Como A B esignal y paralela 4
a b, Ia fizara A b es ignalmente un paralelogra-
mo, de lo que resulta que B b es ignal y parale-
Ia @A ajluego B b 'serd ignal 'y paralela 4 € ¢, y Bieserd tn paralelo-
gramo en el ¢uo B e=b ¢.' Tos dos trifingulos A’ B O’y ‘ab'e seran
iguales (386) por tener sus tres'lados respectivamente iguales, yde la
igualdad de los tridngulos resulfa que el dngnlo B A G=bacg, vque es
lo que se queria demostrar.

Figura 281,

616.—1e aqui se infiere: 1° si dos dngulos en el espacio B A Cybac
(fig. 'R81) tienen sus lados puralelos 5 sus aberturas estdn vuellas en ¢l
mismo sentido, serdn tguales; 2° igualmente lo son st estdn vuellas en
sentido contrario como b a ¢y € D B;y 3° dos dngulosbacy ED F,
que tienen sus lados paralelos y sus aberburas no estén vueltas en 6l
misino senfido wi en sentido contrario, son suplementarios.

En el pirrafo anterior hemos demostrado la primera parte, esto es,
queB A CG=baec.

2> Como el dngulo B A C—=C D E (420), s¢infiere que baec —
€D E.

3° Sierido el dngalo . D F suplemento de C D E, se infiere que
E D F yb a e¢son suplementarios.

617.—Los planos de dos dngudos B A C y b ac [fig. 282] cuyos la-
dos son vespectivamente paralelos, serdn paralelos.
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Desde ¢l punto A bajemos A O perpendicular al
plano del fingnlo b ac, y porel punto de intersec-
cion O tiremos O D y O B respectivamente paralelas
faeydab, porloque O Eserd paralelad A B,y
O D4 A C. Ahora biep, siende A O perpendicular
al plano en que estin lasrectas O D y O E, los én-
gulos A O Dy A O E son rectos; y por razon de las

Saralela-s [409] tambien lo serdn los dngulos O'A'By O A C; luego
A es perpendicular 4 la vez & los planes de los dngulos baey BAC,
¥ por lo mismo estos seran paralelos [606].

618.— Los fridmgulos A B C i a'b ¢ formados en el espacio por ires
TeCcles respectivamente iguales y paralelas, son tquales i quedas enplo-
nos paralelos,

Serin iguales por serlo respectivamente los tres lados de los tridngu-
los [386], y estardn en planos paralelos por ser loslados paralelos [617].

619.— Un dngulo diedro B A'D C [fig. 283] tiene por médido el dn-
qulo rectilines B A C que resulla levantondo perpendiculares d su aris-
fa A D del mismo punio A en cada uno delos dos planss que lo forman.

En primer lugar observarémos que en cualquier punto de la arista
A D en que se levanten perpendiculares, determinarin un dnguloigual
4 B A © por estar formados por rectas respectivamente paralelas [616].

2 Para demostrar que los angulos diedros
son proporcionales & los reétilineos forma-
dos por perpendicnlares en el mismo punto
4 su arista, y que per tanto preden tomar-
ge los dltimos como medida de los prime-
ros, demostrarémos préviamente que si dos
dngulos diedros B A DO y bade son
wpuales lo serdn los dngulos rectilineos

BACgybac i'm madis por las respectivas perpendionlares ¢ sus aris-
tas levantadas en cada wne de sus coras del mismo punio:

Siendo por el supueto iguales los dngulos diedros B A D € ybade,
si hiciéramos coincidir lacara B D con b @ sobreponiendo la arista
A D sobre a d, teniendo cuidado de que A cayese sobre a, el plano D €
coineidiria con d ¢. L perpendienlar A B eoincidiria con a b (395), y
la ACconac;luegoel dngunlo BAG=hbaec.

Ahora bien: si 4 confinnacion del dngulo diedro b a d ¢ ponemos sn
ignal ¢ a d g, haciéndolos coineidir por la cara d e, resultard un dngn-
lo diedro b a d g duplodel' b a d e, y el 4ngalo rectilinco bac—c ag,
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por 1o gue al 4ngulo @iedro duplo ba d g corresponde un dngulo rec-
tilineo ba g duplode b ae.

De la' misma maners probariamos que & un diedro friple correspon-
de un fngalo rectilineo triple, y en general 4 un dngulo diedro » veces
mayor que otro, corresponderi nn dngulo rectilineo formade por las
perpendiculares 4 su arista tambien n veces mayor. Asi es que, siendo
estos angnlos rectilincos proporcionales & la magnitud de los dngulos
diedros, pueden servirles de medida.

De modo que, en altimo andlisis, los arcos de circulo nosservirin
para medir los Angulos diedros.

620.— De esto: resulia, que cunando uno ¢ varios planes caen sobre
otro, 6 1o cortan, tienen lugar los mismos teoremas que con las rectas
que miden los 4ngulos diedros, Asi es, que los angulos diedros adya-
centes son suplementarios; fodos los formados al rededor de una arista
comun valen cuafro rectos; los angulos opuestos al vérfice son ignales,
ete., ete.

Ignalmente cnande dos planos paraleles estin corfados por ofro se
tiene que los dngulos diedros aliernos internos son iguales, los interio-
res del mismo lado del plano secante son suplementariog, asi como
todas las prepiedades que hemos demostrado en los casos de reetas pa-
ralelas.

621.—Dos pianos.son perpendiculares cnandoe el 4ngulo diedro que
forman tiene por medida un recto.

Si un plano es perpendicular 4 otro, este tambien es perpendicular
al primero.

622.—Si unw recla A B (fig. 284), es perpendicular dwn plano N,
fo serd igualmente cuolyuicr plano P C que pasa por ella.

Si en el plano M. N levantamos B O perpendicular 4 C D intersee-
cion comun de log dos planos, tendrémos que el dngulo A B O forma-
do por las perpendiculares & C'D serd lamedida del dngulo diedro de
los dos planos; pero por ser A B perpendicular 4 M N, el ingulo A B ©
es reeto; Tnego el plano P © serd perpendicular'a M N

628.— Por una recte C D (g, 284) contenida en wn plaso; 1o se
Duede levaniar mas de wn plano perpendicular ¢ ésie.

A AP En razon de que para que el plano P C sea perpen-
dienlar & M N, acabamos de ver que es preciso pase
por- B A perpendicular & M N, y de que se sabe que
por un punto B no se puede levantar 4 M N més deuna
sola perpendicular [596].

Figuras 224,
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€24.—57 dos planos Py M (fig. 284) son perpondiculares, y en uno
de ellos se baja wne recte A B perpendicilar: & la interseccion comim
D C, esta rectq serd perpendicular alotro plano M.

Por ser los planos perpendiculares el dngulo A B O es recto.

Por ser A B perpendicular 4 € D, el dngulo A B.C tambien es ree-
to, lnego A B serd perpendicular 4 todas las rectas ‘que pasan por el
punto B contenidas en el plano M N (592) y por tanto ser& perpendi-
cular 4 este plano.

8. —8 dos planos Py M (fig. 284). son perpendiculares, y en un
punto b de sw interseccion comun se levante wna recia B A perpendsi-
cular & uno de los planos M, estw recta quedard contenida, por entero en
el otro plano P.

Porque si A B no estuviese contenids en el plano P, leyantando en
este plano en el punto B una perpendienlar &4 €D, se tendrian (624)
dos perpendicnlares al plano M N en el mismo punto, lo que no.esad-
misible (596),

626.—8% dosplanos M y N (fig. 285)  sonperpendiculares G un ter-
eero P L), swynterseccion comun A B-serd tambien: perpendicular &-os-
te plane P Q.

Porquesi por el punto B levantamos una perpen-
dicular al plano P Q, tendra que'estar contenida tan-
toen el plano M comoen el N.

Figura 285,

627.—Si desdeun punto 4 [BS. 286] tomado en el interior de un dn-
gulo diedro M N se bajan ¢ sus caras los perpendiculores A By A C,
el dngulo A que vesulte serd suplemento del dngulo diedro.

Por ser A B perpendicular al plano M O, el plane
A B D C que pasa por esta recta serd perpondicular al
plano M O [622] y por tanto cl dngalo A B D ser rec-
to. Porser A € perpendicular al plano M P, el plano
A B D € gue pasa por ella serd perpendicular al plano
M P, y el 4ngulo:A O'D serdrecto. Siendo el plano
A B D C perpendieular 4 1a veza los planos M O y M P
1o serd 4 su interseccion coman. M N [626], ycomo B Dy € D son
perpendiculares & la arista del 4ngulo diedro, el fingulo B D € serd la
medida del diedro O M N P.

Ahora bien: considerando el cuadrilitero A B D C se tiene [445:]

Figura 285,
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A4 Bt Dot -Gi= 4rectos
por otra parte B +.€ = 2 rectos
restando la 2% ecnacion <A + D —2 reclos
que es lo que se debia demostrar, supuesto qie B D € es la medida del
4ngulo diedro.

TRIEDROS Y POLIEDROS.

628.—5¢ Uama dngulo sélido 6 angulo poliedro, lu figura que resulta
cuandy tres 6. mds planos copcurren en el mismo punto,S [fig. 287].
Cuando.los planos gue concurrenen ol mismo pumte Bison tres, la figu-
ra se llama dngulo iriedro.  Se da ol mombre  de poliedre no solo al.én-
gulo formado por muchos planos, sino-tambien al sélido limitado por
muchas caras planas.

El punto S es ‘el vértice del poliedro; las interseceio-
nes consecutivas S A, S B.... de sus planos son Tas
aristas; cada porcion de plano indefinido A S B com-
prendida enfre dos aristas es una cara; cada 4ngulo
A S B formado por dos aristas consecutivas es un dan-
gulo plane, y cada dngulo diedro B S A T formado por
dos caras consecutivas, es un 4ngulo diedrodel poliedro.

Un angulo poliedro se designa por la letra S de su vértice, ¥ cnan-
do hay varios. poliedros que tienen el mismo vértice por las letras
S A B C D E de sus aristas, comenzando por la de su vértice.

Si el espacio del poliedro estd limitado por un plano A B C D E, se
forma un enerpo que se llama silido, que en el caso de nuestra figura
es nna pirdmide de base pentagonal ‘

Nos ocuparémos tinicamente de los policdros converos, que son aque-
llos cayos dngulos diedros son todos salientes, esto es, que cortados por
un plano A B O.... dan por scceion un poligono convexo [4611.

620.—FEn todo dugulo triedro S [fig. 288] uno cunlguiora de sus dn-
gulos plomos S G formado por dos de sus aristas, es menor gute la
Suma de los ofros dos.




