o T
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€24.—57 dos planos Py M (fig. 284) son perpondiculares, y en uno
de ellos se baja wne recte A B perpendicilar: & la interseccion comim
D C, esta rectq serd perpendicular alotro plano M.

Por ser los planos perpendiculares el dngulo A B O es recto.

Por ser A B perpendicular 4 € D, el dngulo A B.C tambien es ree-
to, lnego A B serd perpendicular 4 todas las rectas ‘que pasan por el
punto B contenidas en el plano M N (592) y por tanto ser& perpendi-
cular 4 este plano.

8. —8 dos planos Py M (fig. 284). son perpendiculares, y en un
punto b de sw interseccion comun se levante wna recia B A perpendsi-
cular & uno de los planos M, estw recta quedard contenida, por entero en
el otro plano P.

Porque si A B no estuviese contenids en el plano P, leyantando en
este plano en el punto B una perpendienlar &4 €D, se tendrian (624)
dos perpendicnlares al plano M N en el mismo punto, lo que no.esad-
misible (596),

626.—8% dosplanos M y N (fig. 285)  sonperpendiculares G un ter-
eero P L), swynterseccion comun A B-serd tambien: perpendicular &-os-
te plane P Q.

Porquesi por el punto B levantamos una perpen-
dicular al plano P Q, tendra que'estar contenida tan-
toen el plano M comoen el N.

Figura 285,

627.—Si desdeun punto 4 [BS. 286] tomado en el interior de un dn-
gulo diedro M N se bajan ¢ sus caras los perpendiculores A By A C,
el dngulo A que vesulte serd suplemento del dngulo diedro.

Por ser A B perpendicular al plano M O, el plane
A B D C que pasa por esta recta serd perpondicular al
plano M O [622] y por tanto cl dngalo A B D ser rec-
to. Porser A € perpendicular al plano M P, el plano
A B D € gue pasa por ella serd perpendicular al plano
M P, y el 4ngulo:A O'D serdrecto. Siendo el plano
A B D C perpendieular 4 1a veza los planos M O y M P
1o serd 4 su interseccion coman. M N [626], ycomo B Dy € D son
perpendiculares & la arista del 4ngulo diedro, el fingulo B D € serd la
medida del diedro O M N P.

Ahora bien: considerando el cuadrilitero A B D C se tiene [445:]

Figura 285,
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A4 Bt Dot -Gi= 4rectos
por otra parte B +.€ = 2 rectos
restando la 2% ecnacion <A + D —2 reclos
que es lo que se debia demostrar, supuesto qie B D € es la medida del
4ngulo diedro.

TRIEDROS Y POLIEDROS.

628.—5¢ Uama dngulo sélido 6 angulo poliedro, lu figura que resulta
cuandy tres 6. mds planos copcurren en el mismo punto,S [fig. 287].
Cuando.los planos gue concurrenen ol mismo pumte Bison tres, la figu-
ra se llama dngulo iriedro.  Se da ol mombre  de poliedre no solo al.én-
gulo formado por muchos planos, sino-tambien al sélido limitado por
muchas caras planas.

El punto S es ‘el vértice del poliedro; las interseceio-
nes consecutivas S A, S B.... de sus planos son Tas
aristas; cada porcion de plano indefinido A S B com-
prendida enfre dos aristas es una cara; cada 4ngulo
A S B formado por dos aristas consecutivas es un dan-
gulo plane, y cada dngulo diedro B S A T formado por
dos caras consecutivas, es un 4ngulo diedrodel poliedro.

Un angulo poliedro se designa por la letra S de su vértice, ¥ cnan-
do hay varios. poliedros que tienen el mismo vértice por las letras
S A B C D E de sus aristas, comenzando por la de su vértice.

Si el espacio del poliedro estd limitado por un plano A B C D E, se
forma un enerpo que se llama silido, que en el caso de nuestra figura
es nna pirdmide de base pentagonal ‘

Nos ocuparémos tinicamente de los policdros converos, que son aque-
llos cayos dngulos diedros son todos salientes, esto es, que cortados por
un plano A B O.... dan por scceion un poligono convexo [4611.

620.—FEn todo dugulo triedro S [fig. 288] uno cunlguiora de sus dn-
gulos plomos S G formado por dos de sus aristas, es menor gute la
Suma de los ofros dos.




Nos bastard demostrarlo con el dngulo plano B S G,
que es el mayor, para que se comprenda. que con
‘més razon serd cierto el teorema con cualquiera de
los otros dos.

Constroyamos sobre esta eara el dngnlo i S D=E S F, tiremos nna
regta cualquiera A C y tomando S B—S D, tréicese la recta A B.
Los tridngulos S A D y 8 A B seran igunales [385], de lo queresulta:

AB—AD
por otra parte AB+BC>AC

restando los términos de Ia ecnacion de los de la designaldad, se tiene:
BC>DC

Considerando los tridngulos ¢ S By € S D, en los que los 4ngalos
CSByCS Destin formados por lados respectivamente iguales; el
opuesto al mayor lado B C serfl el mayor, esto es

anguio BSC>CS8D
agregando los ignales BSA=ASD
resnlta BSC-+BSA>ASC

que es lo que se tenia que demostrar.

630.—La suma de los tres angulosplanos A S B + B S € + C S 4
(fig. 289), formados en el vértice de un triedro, ¢s menor que cualro
TECIaS. ]

Cortemos el triedro por un plano cualquiera A B C,
¥y tomando en el inferior de esfe tridngnlo un punto
O, reandmoslo con los tres vértices, A, By C, con lo
que resultaran tres tridngalos colocados en el mismo
plano euyo vértice comun es O, y otros tres tridngu-
los enyos vérfices concurren en el S del triedro. Para
simplificar harémos la suma de los fingnlos.

Figura: 289,

AOB+BOC+CO0A ;
ASB+BRSC+E€RA—S

Como los dngulos’en O valen 4 rectos, nnestro raciosinio tendrd por
objeto demosirar que S < O:
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Siendo el nfimero de tridngnlos formados al rededor de O el mismo
que el de‘los formados en 8, ¥ como los édngulos de cada trifingulo va-
len dos rectos, resulta que la sama de los dngnlos de los tridingules en
0, es ignal & 1a suma de los 4ngalos de los tridngnlos en S. Esto es,
O+CAB+ABC +BOA=S+SAC+SAB+SBA+SBC
+SCB+SCA....[1]

Por ofra parte (629) CA B<S A O+
ABC<SBAL
BOA<S OB+

SA
S B
5C

B
C
A

sumando ordenadamente estas tres designaldades
CAB+ABC+BCA<SAQ+SAB+SBA+SBC+SCB

+8 CA....(2)
Si restamos los términos de esta desigualdad de losde la ecuacion (1)
combo euando el sustraendo aumenta, la resta disminuye (49), resulta:

inguloz en 0>8

y como los Angulos en O = £ rettos, se tiene que la suma de los angu-
los planos formados en el vértice S serd menor que cuatro rectos.

631.— Dos triedros S y s (fig. 290) formados por dngulos planos res-
pectivaments igunles, D S E=d'se, DS F=ds f y ESF=es{ fie-
e sus griyulos diedros wguales.

Tomemos S A = sa, y por Jos puntos A y a hagamos pasar planos
A B € y abec respectivamente perpendienlares 4 SD y 4 sd. El
tridngulo S A B esigual 4sab (384) portener S A = s a adyacente
4 los 4ngulos A 8§ B-= a s b por dngulos planos del triedro y S A B=
s a b por rectos. Por la misma razon el trifingulo S A € esigual &
s a ¢, y deesto se deduce que A B=a'b, A C=a ¢ y que ¢l trifngulo
B 'S Cigunal & bscpor tener el angulo ES F = ¢ s f formado porlos
lados ignales SB =sb y 8 € =5¢ (385) luego B C=Dbec. Siendo
respectivamente iguales los ires lados del frifingulo A B € 4 los del
tridngule a b e, estos des tridngaloes serin iguales (386), por lo que el
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dngulo B A G=Db a ¢; pero como estos dngnlos son medida de log die-
dros formados sobre S D y s d, éstos tambien serin iznales. Delamis-
ma manera demostrariamos que los diedros segnn S E y s e, y los se-
gun S F y s £ son dguales con tomar partes ignales sobre estas aristas y
levantarles planos perpendiculares.

632.—Dos friedros son iguales: 1° cuando tienen un dngulo diedro
1gual formado por dos dngulos planos respectivamente iguales y situa-
doen el mismo Grden; 2° cuando tionen un angulo plano igual, adya-
conte ¢ dos dngulos diedros respectivamente iquales situados de la mis-
ma manera; y 8¢ cuundo tienen sus tres dugulos planos respectivamen-
te iguales dispuesios en el mismo érden.

s 5 1° Bea el angulo diedro S'A = s a (fig. 291)
¢ iguales las caras que forman este diedro, esto
es, angulo ASC—=ascy ASB=ash. Si

Al e e & apliciramos el dngulo diedro S'A sobre sa, por

: S ser iguales los diedres, el plano S A B coineidi-
ria sobre s a b, y el 8 A € sobre s a ¢, y por la ignaldad de las caras la
recta S B coincidiria con s b y S € con s ¢, asi es que los dos triedros
coincidiran en todas sus partes, y porlo mismo serian ignales.

2° Seala cara A S B—asb adyacente & los dngulos diedros A S
igual 4a s yB Sigual 4 b s. Sisobrepusiéramos los angalos AS By
a 8 b iguales, por la igualdad de los diedros adyacentes el plano A S €
coineidiria con a s ¢, y el plano B S € con bs e, de lo que resulia que
coincidiria la interseccion S C de los primeros con la s ¢ de los flti-
mas, y de esto se infiere Ia igualdad de los triedros cn todas sus partes.
5 3 Cuando los triedros tienen sus tres 4n-

gules planes respectivamente iguales, ya de-
mostramos ¢n el niimero 631 que sus angu-
los diedros tambien son iguales; pero para
que los riedros puedan sobreponerse se ne-
eesita que las earas respectivamente iguales
estén dispuestas en el mismo 6rden. En Ia
figura 292* los triedros S y s serfn sobrepo-
nibles porque estan formados no solo de ca-
ras iguales; sino dispuestas en el mismo-Gr-
4 den; pero no es posible sobreponer los trie-
dros Sy 57 en los \qfie los dngulos igmales A SB=A"S$"B, ASC=
A S €@y BB C=B 8 € no estin colocados de la misma manera.
En efecto, para  poder sobreponer- el tridngnio A B ¢ sobre si igual

Figura 252,

1%5

A’ B €, se necesita invertir el triedro S y haeerlo ' tomar la posicion
S A’ B () que como verémos mis adelante (648), es simétrica con
respecto & la de 8% Esta observacion de quo la ignaldad de todas las
partes de un triedro no implica que puedan sobreponerse sinoen el ca-
so de que sus partes constitutivas, caras y diedros, estén agrupadasen
el mismo orden, se refiere igualmente 4 las dos primeras condiciones do
ignaldad de los triedros.

En el niimero 634 considerarémos un 4° caso de igualdad de los trie-
dros, y es cuando estdn formados por diedros iguales.

633 .— St desde un punto S (fig. 293) fomado en el tuterior de uwn tn-
gulo triedro s° se bajan perpendiculares S A, S B y S € sobre sus fres
saras y se hacen pusar planos por las perpendiculares, se formard un
sequndo dngulo triedro S cuyos dngulos planos AS B, BSCy €S A
son respectivamente suplementos de los éngulos diedros D, 8 Bys T
opuestos del primer triedro S.  Reciprocamente las caras del triedro s
serdn suplementos de los dngulos diedros:del triedro S.

En el namero 627, considerando el cuadrilatero
S A D Ben el quelos 4ngnlosen A yen B son rec-
tos, hemos demostrade que ¢l dngulo A S B es su-
plemento del dngnlo A D B que esla medida del
diedro s’ D, y cemo la misma demostracion es apli-
cable 4 los cuadrilateros S B E C y SC F A queda

Pigura 40, probada la proposicion directa.

Para demostrar que las caras del triedro s’son suplementos de los
angulos diedros segun S A, 8 B y 8 C, considerarémos el enadrilitero
D s F A, Por pasar el plano A € por las reetas S A y S C perpendi-
culares 4 los planos M &" y P &, serd perpendicular 4 la vez 4 ambos
(622) v & su interseccion comun 8’ F (626), luego el dngulo A F 5’ e
reeto. Por pasar el plano A.B por Ias perpendiculares S'A 3 S B 4 los
planos M #°, y N &, serd perpendicular 4 la vez & ambos y 4 su inter-
seceion 87 D, Inego el dngulo &7 D A es recto. Asies que

i/

AFS+ES D42 D ALD A F=4 rectos (445).
A B 48 D A=2 rectos.
restando resuléa F&D+D A F=2 rectos

pero F s D es'la cara del triedro s’, y D A T ez 1a medida del diedro
A 8, por ser esta arista perpendienlar & M 8’ y por consiguiente 4 las
rectas' D A y A F que pasan por su pié.
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Del mismo modo demostrariamos que las otras caras de & son saple-
mentos de los diedros opuestos de 5. i :

Das triedros tales como S y s° se llaman suplementarios, y un triedro
cualquiera. tiene siempre ofro quele es suplementario.

Si llamamos d, d’ y 47 los dngulos diedros del triedro &, gegun las
aristas B 8, D 8* y F &, y represgntamos por ¢, ¢ y ¢ los 4ngules
BSC, BSAyASC dolas caras del triedro suplementario S, por
ser igual 4 dos Angulos rectos d e, d’ ¢, y.d” +c¢”, tendrémos:

\. :

d+&+d”+c+e'+67—=6 rectos....(1)

y como (630) c+c’+e”<4 rectos
restando esta desigualdad de la ecmacion, resulta:

1° que d+d’+d”>2 rectos

y trasladando en la [1] tendrémos d+d’+d7=—6 rectos—(c+0+ c9)

lo que significa 2% que - d+d’+d7<6 rectos

luego la suma de s dngulos diedros de un triedro es mayor que dos
dngulos rectos y menor que seis.

634.—Dos dngulos triedros s y 8 que tienen sus dugulos diedros res-
pectivamente iguales, serdn iquales.

Para que los triedros que hemos Tlamado 5 y s’ sean iguales, tendré-
mos que deducir que los &ngulos planos de sus caras o son. Si llama-

mos Sy 8 dos triedros respectivamente suplementatios de sy de 5% .

siendo los dngulos diedros de s respectivamente ignales 4 los de s’ los
triedros S y S’ tendrin sus caras respectivamente iguales, por ser estas
caras suplemento de los ingulos diedros de s y de &', 'y por tanto [632
—3°] los tricdros 8 y § serdn ignales. Ahora bien: siendo ignales los
angulos diedros de Sy &’ las caras de sns suplementarios & v &’ lo serfn,
que es lo que se debia demostrar.

635.—Un poliedro toma el nombre de fefraedro cuando estd forma-
do por la reunion de 4 planos; el de pentaedro cuando lo estd por 5 pla-
nos; el de ezaedro si lo forman 6; eptaedro, i lo forman 7 caras, ete.

636.—Dos d@ngulos poliedros son iguales: 1° cuando tienen sus dngu-
los diedros 1guales formados por dngulos planos respectivamente tales
2y colocados de lo mismo manera; Y 2° cuando tienen sus aristas para-
lelas y distribuidas en el mismo frden (fig. 294),

17

*

1? 8i los poliedros S v S’ tienen sus dngules

diedros respectivamente igunales formados por

caras iguales dispaestas en el mismo orden, y

s1 por una de sus afistas S B y 8’ I’ tiramos

ey planos § todas las demds, para probar que son

iguales demostrarémos que lo son los friedros en que quedan descom-
puestos.

El triecdro SABE—S' A’ B’ B por teuer el diedro S A—S’ A’ for-
mado por dngules ignales A S B—A’S’ B’ VASE=_A'S R [632—1°]
De esto resulfa: 1° que el dngulo diedro A E S B__A° BS PR, y2
que Ia cara E S B—F’ 8 B,

Para demostrar que el triedro S E B D=S B’ B’ D’, tenemos: que
si de los Angulos diedros A B S D=A" B*S’ 1 restamos los iguales

AESB=APESP
nos queda BESD=BRES D

formados por las caras ignales ESB=F’' ' B’ YyESD—FE S D’ Ine-
go [632—1°] los triedros que consideramos son iguales; pudiendo de-
mostrarse lo mismo con los S B D ¢ ¥ B DC,

32 8i las aristas de los poliedros S y S’ son paralelas y estdn distri-
buidas en el mismo érden, los dngulos planos serin iguales [616], y
por setlo éstos lo serdn tambien log angulos diedros de los triedros en
que puedan descomponerse [631], luego ser4n iguales las partes de am-
bos poliedros. ;

63%.—La suha de los dnygulos planos A S B, BSC.... (fig. 295 )

Jformados en elvértice S de un poliedro es menor que cuatro rectos.

Cortemos el poliedro por un plano A BC D E, to-
memos en su interior un punto O y reaniéndolo con
los vértices A, B, C.... resultarin en O yen S tan-
tos triingulos como lados tiene el poliedro. Para sim-
plificar

harémos Ia suma de los 4ngulos A O B+B O C4+C O Bl —
) 33 >3 ASB+BS C+C SD....:S

Como los dngulos en O valen 4 rectos, vamos % demostrar que S<0,
23
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Siendo el niimero de trisngalos formados al rededor de O el mismo
que el de los formados en S, y como los 4ngulos de cada tridngulo va-
len dos rectos, la suma de los 4ngualos de todoslos tridngulos formados
al rededor de O serd igual 4 la suma de los Angalos de los tridngulos

en S. Esto es
O+EABLABC+....=StSAB+SAB+SBA....[1]

. _
Por otra parte [629] EAB<SAE+SA B
ABC<SBArSBC, ete.

samando ordenadamente estas desigualdades
EAB+ABOL.. <SAE+SAB+SBA+SBO+....[2]

restando los términos de esta desigualdad de los de la ecuacion [1] eo-
mo cuando el sustraendo aumenta, la restadisminuye [49], resulta que

dngulos en O>5

pero como los fingulos en O valen cuatro rectos, se infiere que la sama
de los 4ngulos planos fermadosen el vértice S de un poliedro es menor
gue enatro reetos.

CUERFP0S, 0 SOLIDOS REGULARES.

638 —Se Mlaman cuerpos, ¢ sélidos régulares, los que estdn linmtados
por caras que todas son poligonos requlares iguales entre si.

Vamos & demostrar que solo pueden formarse €inico cuerpos requlo-
res: fundAndonos en que la suma de los &ngulos planos de an poliedro

tiene que ser menor que 4 rectos, y en que el valor del fingulo de un
. : . 2.90°0 n—;
poligono regular se.determina por la formala: [467—I1] A=__.__Ln___z_)
n
en 12 que n representa el namero de lados del poligono ' Por medio de

esta formaula se encuentra que el valor del

angulo del tridngnlo equildtero 60°
., del coadrado 90°
's» del pentigono regnlar 108°
53 del exdigono 5 120°

J-_;&hom bien: con 3 tridngulos equiliteros se puede formar un 4ngulo
z6lido 6 poliedro, supuesto que 33X 60°=180°<560° 6 4 rectos.

El cuerpo solido que resulta es el fefracdro, que tiene 4 caras trian-
gulares y cada uno de sus dngulos poliedros lo forman tres tridngulos
equiliteros.

_ Con 4 tridngulos equilateros tambien puede formarse un 4ngulo s6-
lido, porque 4X60°=240° <300°. E¥cuerpo solido que resulfa :é le 1a-
ma gclaedro compuesto de 8 caras friangulares y cada uno de sus 6 an-
gulos poliedros consta de 4 triangulos.

: 1Cﬁ:i'n o tridngulos equiliteros todavia puede formarse un 4ngulo s6-
i_ff:. 0, porque 5 60°=300°<360°. El cuerpo solido que resulta sellama
seosmedro, y estd compuesto de 20 caras triangulare%-y cada nuo de sus
12 4ngulos poliedros consta de 5 triangulos. -

Con 6 tridngulos equil&teros no puede formarse un dngulo poliedro
porque como 63X 60°=360°, en vez de poliedro resultaria L?Ha ficura pla’——
na, y con mis de 6 tridingulos no puede formarse ningan Angnlo po-
liedro supuesto que 60° por mas de 6 da un producto 1?]3}'01‘ que 361{;"

Con tres cuadrados si puede formarse un 4ngulo sdlido porqm;
3 X 90°=270"< 360.- El solido regular que resulta es el cubo‘,limitado
por 6 cuadrados, y sus ocho dngulos poliedros formados por 3 cuadra-
dos. Con cuatro 6 més cuadrados no se puede formar uﬁ angulo sé;i-
do, porque 90° multiplicado por 4 da 4 dngulos rectos y por més de 4
da-un producto superior 4 360°. =

Con tres pentigonosregulares puede formarse nn 4ngulo sélido, por-
que 33X 108°—324<360°. El cuerpo regular que resulta es el dof}eme—
dro_pentagonel compuestode 12 carag, y sus 20 dngulos poliedros estan
formados por tres pentdgonos regnlares. Como 43 108°=432>360°, re-
sulta que no puede formarse ningun poliedro con la reunion de Ti ni
con mayor numero de pentégonos.

Ei dngulo del exdgono regular vale 120°; y como 5 120°=360°, re-
sulta que ninguft poliedro puede formarse con el exéigono, sueedif;ndo
otro tanto con el heptigono, el octigono y demds poligonos regulares
ciyos fingules valen mis que el del ex:igono.

En restimen;, se ve que no pueden formarse més que cineo cuerpos
resulares que son el Zefraedro, el octaedro y el teosaedro con el frifn-
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gulo; el cudo con el enadrado y el dodecaedro pentagonal con el penti-
gono.

Darémos las siguientes reglas para determinar el niimero de aristas
y el de los vértices de cualquiera de los cinco cuerpos regnlares, cono-
ciendo la especie y el namero dé sus caras.

Parg determinar el wimero fotal de oristas de un cuerpo regular,
multipliquese el niimero de lados de v care por el niimero de coras de
que esid formado, 4 tomese lg mitad.

*lomando separadamente las carag del s6lido regular gue se conside-
18, la suma de las aristas seria el producto de las aristas do una cara
por el niimero de caras; pero como cada arista es comnn & dos caras;
es preciso tomar la mitad de escgproducto para obtener las aristas del
cuerpo.

Pare determinar el wimera de vértices 6 dugulos poliedros de un cuer-
20 reqular, multipliquese el wigmero de dngulos de cada cara pox el de
caras que limitan el cuerpo, y dividase el producto por el ndmero deca-
yas que forman cade vériice.

Bl ntmero de dngunlos planos de un cuerpo regular, es iznal, al pro-
dueto del nimero de 4ngulos de cada cara por el de sus caras, y como

~en cada dngnlo poliedro concurren cierto ntimero de caras; resulta que
el nimero de dngules poliedros serd igual al primer producto dividido
por ¢l numero de earas que forman cada vértice.

SEMEJANZA DE LOS CUERPOS SOLIDOS.

639.— 8¢ laman cuerpos ¢ poliedros semejantes los que tienern sus ca-
Tas semejantes; sus aristas proporcionales é iguales tanto sus dngulos
dredros como sus poliedros.

640.—Dos tetraedros;S A B €y 87 A’ B € (fig. 296) son semejon-
tes cuando tienen un dugulo diedro igual, A B = A’ B, formado por
dos caras semejantes colocadas de o misma manera.
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Si sobrepusiéramos el tetraedro 8’ A’ B €’
poniendo A’en A, A’ B’ sobre A B y el pla-
no A’ B’ C’sobre A B O, 4 causa de la igual-
dad "de los fingulos diedros A By A’B’, Is
cara A’ B coineidiria con el plano de la
A B S, y por la semejanza de las caras, sien-
do ignales sus respectivos Angulos, A’ § caerf sobre la arista A S, B’ §’
segun b s paralela & B S, y B’ € segun b ¢ igualmente paralela 4 B C;
puesel dugulo ABS=A"B'S’yABC—A’B (. Asiesqueel
tetraedro S° A’ B’ C’ definitivamente coincidirdeons A b c.

Ahoza bicu, el plano b s c que pasa por bsparalela e BSyporbe
paralela 4 B C defermina una cara paralela 4 S B C, y la interseecion
g ¢ serd paralela & 8 C. Asi es, que las caras todas de los tetraedros se-
rin semejantes, y por esto proporcionales sus aristas. TLos diedros son
iguales porque estin coincidiendo 6 formados por planos paralelos, y
los respectivos triedros son ignales por estar formados por dngulos pla-
nos iguales distribnidos en el mismo 6rden (632—37).

Se ve que i plano s b ¢ paralelo ¢ wre de las caras de un tetraedro,
determina otro que le es semejonte.

641.—Dos fetraedros son semejantes cuando lo son las cares de que
estan formados.

De la semejariza de las caras se deduce que lus aristas son proporcio-
nales, asi como que los dngulos planos de los triedros son izuales. Sien-
do iguales estos dngnlos |631] lo seran los &ngulos diedres y tambien
los &ngnlos triedros [632—3°]

642.—Se llama pirvdamide wn cuerpo S A B C D F [fig. 297 Limita-
do por wn poligons cualquiera A B C D E, que le sirve de base, y por
tridngulos S 4 B, 8 B U.... que concurren en un mismo punio S,
llamado vértice de la pirdmide.

Las aristas 84, 8 B.... [fig. 207 deo une pirdmide quedon corta-
das en partes proporcionales por: dos planos paralelos 4 C'y a c.

Siendo paralelos los planos A C y a ¢, lo serdn las rectas A Bya b,
B G ybe.... [604] intersecciones de los plancs de las caras de la pi-
ramide con los planos A O y a ¢. Estasrectas paralelas dan [510]:

SA:Sa=285B:8baAB:ab
SB:SbhbaoS0C:8c¢c::BC:be
p s e = SED s g 0D -e

€Le.

Y como estas proporciones tienen una razon comun, se infiere:
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3° SA:Sa:8B:Sh:SC:Sec..

que es lo que se queria demostrar;
y.2° A Bl BG agbiei-n G D saids o

esto es, los lados de los poligones que resultan en une pirdmide por lo
iniwseccion de dos planos paralelos, son proporcronales.

T)

643.—S1 wune prramide S (fig. 207) se corta por
wn plono & ¢ paralelo & su base, resultard wn poli-
gono a'b e d e semejunte ¢ lo base A B CD B,

Figura 297.

Acabamos de ver que los lados de los poligonos ABC D Eyabede
son proporcionales, y como ademais log angulos cuyos vértices (1119{3;1.1;
en la misma arista son iguales por estar formados por lades paralelos
{616), serin semejantes.

644.— Las dreas de los poligonos que resulian cortando ung pirani-
de S (fig. 29%) por dos planos paralelos, son proporcionales 4 los cueg-
dredos de sus distancias S H y Sk al virtice. -

Por ser los poligonos semejantes, se tiene (519):

s.up. deABCDE:abede:zAB:ab’... (1)

Bajando la perpendicular S H sobre los planos paralelos, y tirando
las rectas A H y a h, resulfan los tridngulossemejantesS A HySah,
que dan:

SA ARG ST S h
por otra parfe S-S a AR Sab
Inego SH::Sh*:=AB :ab*... %]

suprimiendo 1a razon comun en las proporeiones [1] y [2] se tiene:
4reas ABCDE :abede = SH:Sh?

que es lo que se debia demostrar.

645.—Toda piramide 8 A O (fig. 297) cortada por un plano @ ¢ pe-
ralelo & sw buse, da otra piramide S @ ¢ semejante ¢ la primerd.

Tias caras de las dos piramides son semejantes, por lo enal todas sus
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avistas son proporcionales.” Siendo igunales los dngulos planos de lasca-
ras que constituyen cada dngulo poliedro, seran iguales los dngulos de
los triedros en que pueden descomponerse, haciendo pasar planos por el
vértice 8 y los fingnlos de la base |631], y los poliedros mismos serin
iguales por estar formados de diedres ¥ caras iguales colocadas de la
misma manera [636].

646.—Dos piramides S A Oy S A € [fig. 298] formadas por ceras
semejantes y dispuestas en el mismo rden, son semejantes. :

Por Ia semejanza de las earas serin proporcionaleslas aristas € igna-
les log 4nguloes planes que forman los poliedros. De esta ignaldad Je los
dngulos planos se origina naturalmente la de los 4ngulos diedros de los
triedros en que pucden descomponerse las piramides, haciendo pasar
planos por los vérfices Sy S’ y los dngulos de lag bases [631], y 4 su
vez la de los poliedros. Asi, por ejemplo, 1a igualdad de las ecaras que
constituyen los poliedros.S y S’ produce la de los diedros; Tuego los po-
liedros S y S serdn iguales [636], y si los sobrepusiéramos en Sac,
siendo proporcienales las aristas, los planos A C y a c serian paralelos,
y por esto semejantes las pirdmides S A C y 87 A’ O,

647.—Dos pirdmides S A Cy 8” A° € [fig. 298] seran semejantes st
estin formadas de tetraedros semejanles dispuestos en el mismo érden.

Al ser los tetraedros SA EB, SBED yS B D C respectivamente
semejantes 4 los §* A” B B, S B’ B’ I, ete., las caras que forman los
poliedros S y S’ serdn semejantes, por lo cnal los 4ngulos planos serdn
iguales y lag aristas proporcionales, de lo que se deduce que los 4nga-
los diedros y los triedros de las piramides seran iguales, y por lo mis-
mo semejantes las pirimides que consideramos.

Como lo que hemos dicho y demostrado de las pirimides es aplicable
4 todos los poliedros, se infiere:

1° Que dos poliedros serdn semejantes cuando tengan sus ecaras se-
mejantes dispuestas en el mismo 6rden, formando éngules diedros
ignales,
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2° Que dos poliedros son semejantes cuando tirando respectivamen-
te de sus angalos sélidos homélogos planos que pasen por sus aristas,
quedan compuestos de tetraedros semejantes dispuestos en el mismo
6rden. ;

3° Reciprocamente, 103 poliedros semejantes pueden descomponerse
en pirimides semejantes, haciendo pasar planos por dos de sus dngulos
homologos y sus respectivas aristas.

-

FIGURAS SIMETRICAS.

648, —Dos puntos A y A’ son simétricos con respecto & un punito o
cuando las distancias 0 A y o A’ son izuales. El punto o se Hama cen-
tro de sumefria [fig. 299].

Se dice que los puntos A y A’ son siméfricos
B respecto & wna rectu d eje de stinetria X y, cuan-
do x y divide en dos partes iguales la recta A A’
y le ez perpendicular.

Los mismos puntos A'y A” son simétricos con
respecto ¢ un plano de stmetrin P, cuando la
recta A A’ es perpendicular al plano P, y éste
la divide en dos partes iguales. ;

Se llaman figuras simétricas respecto & wn centro, & wu eje b6 4 un
plans, aquellas cnyos puntos son de dos en dos simétricos con relacion
4 este centro, 4 este eje 6 4 este plano.

649.—Dos figuras simélricos con relacion d wn. ejo son iguales.

S, por eje‘mplo, tenemos el tridngulo A B C siméfrico con A’ B’ ¢’
€ hiciéramos girar la parte A B C al rededorde D o F, cada uno de
los puntos A, B, € coincidird con sus simétricos A2, B’y (7 al girar
1807, supuesto que B D es perpendicular 4 D o F & ignal 4 D B’ su-
cediendo otro tanto con 0 A y F C respecto 40 A’ y 4 I O

690.— Lo simotria con relacion 4 wn punto 6 & une recta, envuolve
stempre la condicion de simelria con respecto & un plano.
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En efocto, sean A v A’ dos puntos simétricos con
relacion al eentro o (fig. 300). Hagamos pasar un
plano P por o y tiremos B o perpendicular al pla-
- no. Vamos & demostrar que el punto A”, simétri-
A / A code A’ cou respecto al eje B O lo es igualmente

de A con relacion al plano P,

Sea a.el punto donde A A” encuentra al plano
P. Siendo C el mediode A’ A” y 0 el medio de A A’, A A” seré para-
lela 4 0 € (511), y por consigniente perpendicularal plano P. La recta
o a perpendicular & o C ser paralela 4 A> A”, y como pasa por la mi-
tad de A A’, el punto a seri igualmente el medio de A A”: luego los
puntos A y A” son simétricos con relacion al plano P.

S¢ ve, pues, por una parte, que la simetria de los pontos A y A’ res-
pecto 4 un centro, produce la simetria respecto 4 un plano, y por otra
que la simetria de A” y A’ con relacion 4 un eje B o, envuelve ignal-
mente la simetria respecto al plano entre A” y A. Ahora, como lo que
se ha probado de nn punto es aplicable 4 todos los de una firnra, re-
sulta que nos bastard ocuparnes de la simetria con relacion 4 un plano.

651,—8i Zres puntos A, B y C (fig. 301) estin en linew récta, sus
simétricos A%, B’y O con relacion d un plano lo estarén squalmente.

Las rectas A A’, BB’ y C (7, por ser perpendicu-
lares al plano P, serdn paralelas, y por pasar por la
recta A B C determinan un plano cuya interseccion
con P es la rectaa b e. Si se hiciera girar A B C al
rededor de a ¢ por ser perpendicnlares 4 ¢ a & iguales

Flgars 301, lasrectasCoye G, bByb B, a A ¥y a A7, los pun-
tos A, B y O caerian sobre A%, B’ y. (), y estando los primeros en linea
recta, se infiere que tambien lo estarin sus gimétricos,

Figura 300.

652 —Eu conseeuencia, para que dos rectas sean simétricas, basta
que lo sean dos de sus puntos.

653.—Se deduce tambien (651) que la distancio de dos puntos es
1gual & lo de sus simétricos.

654. —Cuando cuatro puntos A, B, Cy D (fig. 302) estin en un mis-
o plano, sus simétricos A B’ O y I’ tambien estardn en un plano.

Tiremos Ia recta D F' qre encuentre 4 B ¢ ¥4

CAen Eyen I. Estando D, E y F on linea recta

1o estaran ignalmente sus” simétricos I°, T y F7;
" pero E’ como. simétrico de E estard sobre la vecta

B> €’y B sobre' A €7, Tnego D’ que pertencee 4 la

Figura 302.




