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yecta B B’ tendri que estar sobre el mismo plano que ¢l Angulo
B ¢ A’, que es lo que se debia demosfrar. Ne

655.—De esto resulta que, pare que dos planos sean st uu_':f'r-t-cos’basm
quee lo sean Tres de sus puntos respectivamente, y para que dos plcf ego?a’u.s
6 poliedros sean simélricos, ¢s sufictente que lo sean sus respeciives ver-
tices. :

656.— Los trigngulos, ast como los dngulos simélricos, son agua%’f.‘s.

®&n efecto, en la figura 302 se tiene: A B=A" B, B Q:B’ (1
A=A’ (7, luego los tridngnlos’ A By A> B’ €7 serdn 1g}1ales. ;

Ademas de la igualdad de los triAngulos resulta que los dngulos si-
métricos son ignales: A CB=A"C B, C A B=E"A” B wcfe. :

657.—Dos policdros: simétrices tienen todas'sus partes respective-
mente tquales.

Las earas correspondientes serin iguales, porque pueden dcsgompo-
nerse en tridngulossimétricos y por lo mismo ignales. Sise consideran
tres aristas de un poliedro y'sus correspondientes del obro, por uni par-
te por ser simétricasserén ignales, y por otra los dngules simétricos que
forman tambien lo serdn. Siendo igualeslos &ngulos planos, 10 serdn
los diedros de los triedres en que pueden descomponerse los poliedros.
Esto es, serdn respectivamente ignales sus aristas, sus caras, sus anga-
los diedros y los triedros de que estin formados.

¥

SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

658.— 56 llama prisme. & un cuerpo 6 poliedro A ¢ (fig. 303) termi-
nado por superficies planas, siendo las bases 4 D y a d poligonss igua-
les y paralelos, y las ceras loterales A4 b, B e.. .. paraleldgramos, for-
mado cada uno de eflos por los lodes. A B gy a bov.. delas bases res-
pectivamente guales.
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El prisma pnede considerarse engendrado por el movi-
¢ miento de una recta A a que constantemente permanece
paralela & s misma ¥y uno de sus extremos A recorre el
e’ poligono A BCD E.
Las rectas A &, B bu:.. se llaman aristas laterales; y
las A B, BG...:ab, be.... aristas de las bases.

‘,?,ga,; e Altwra del prisma es la distanciade sus bases. Un pris-
ma e5 recto u oblicuo, segnn que sus aristas son perpendiculares i obli-
cuas con relacion & sus bases. Se dice auees ériunyular cuadrangular,
peniagonal. . .. cuando su base es un tridngulo, un cuadrilitero, un
pentagono....

Se llama prisma reqular el que ademas de ser recto, tiene por base
an poligono regular.

Todas las caras laterales de un prisma son paralelégraines, puesto
que segun la definicion de prisma a b=A B y paralelas (450).

Las bases 4 Dy a d, y las secciones como @ ¢ paralelas G éstas, son
tguales, snpuesto gue por nna parfe son iguales los lados de los poligo-
nos de estas seceiones y por otra lo son sns ngulos por estar formados
por lados paralelos (616).

Un prisma queda completamente determinado cuando se conoce la
posicion y magnitud de su base y de una arista.

659.— La drec loteral de wn prisme oblicuo es igual ol produeto de
wne de sus aristes A a por el perimetro dela seccion & 8 ¢ & (figura
304) perpendicular & ésta.

Bl 4rea lateral del prisma esigual 4 la suma de las
dreas de las caras laterales que lo forman; pero como
estas caras son paralelogrames, la superficie de cada
una es igual al producto de su base por su altura. Las
bases de los paralelégramos son las aristas del prisma,
que todas son ignales & A a, ysns alturas son los lados
de la seccion a’ b’ ¢’ d’ que por ser perpendicular 4 una

de ellas lo serd 4 todas las demas. Asi es que haciendo la suma de las
dreas de los paralelogramos, resnlta quela 4rea lateral del prisma es
igual al producto de una de sus arisbas por el perimetro de la seccion
que le es perpendicular.

660.— Lo drea loteral de un prisma recto es wgual al producto de su
arista por el perimetro de sw base.

Porque en el easo de ser recto el prisma, la seccion perpendicnlar 4
su arista es la de su base. De otro modo, si en la figura 304 Ja porcion
de prisma a’ ¢ la colociramos en la parte inferior haciendo coincidir las
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bases iguales a ¢ con A C, el prisma oblicuo se convierbe en recto con-
servando la misma 4rea lateral, cuyo valor es el prodncto de su arista
por el perimetro de su nueva base a’ b’ ¢ d.

661.—La drea tofol de un prisma cualgwiora ‘es igual & la loteral,
més la de sus bases. Lo total de uno reqular es igual al producto del
perimetro de su base por lo suma de su arista con el radio recto de la
Bise.

e La primera parfe no necesita demostracion.

Si llamamos A la 4rea total del prisma regular A d
{fig. 305], p el perimetro A B C D E dela hase, yt
el radio recto o n de este perimetro, tendrémos:

A=Aaxp+2pxitr=p(Aa+r)

Pizura 505, que es lo que se debia demosbrar,

662.—La drea de un trozo de prisma A d (fig. 308) es igual é lo su-
ma de las dreus de sus caras.

4 Se lama frozo de prisma la parte de un prisma com-
‘ prendido entre una de las bases A D y la seccion hecha
por un plano a d que no e3 paralelo 4 la base.

663.—Se llama paralelipipedo un prisma A ¢ (fig. 307), que tiene
por basewn paraleligramo. :
¥in este cuerpo las caras opuestas son paralel6gra-
mos ignales y paralelos. En efecto, en todo prizsma las
bases A C y ac son iguales, pero por ser paralelipipedo
el s6lido seran paralelégramos. Tas caras lateralesson
paralelégramos, y para persuadirse de que son igua-
les v paralelas por ej. las caras A'b vy Dic, bhasta ob-
S servar que los lados del dngulo A B b'son respeetiva-
mente iguales, y paralelos 4 los del D C ¢ (448). Lo mismo se verifica
con las caras B ¢ y A d porrazon del paralelismo ¢ igoaldad delas
rectas de los dngnlos b B Cya A D.
Reciprocamente, fodo cuerpo compuesto de seis caras paralelas de dos
en dos, es parglelipipedo.
Por ser a e paralela & A O, serd la recta a b paralela 4 A B. Por ser
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B c paralela 4 A d, serd B b paralela 4 A a; luego la cara A b serd pa-
ralelogramo; pudiendo demostrarseignalmente que lo son todas las de-
mis. :

Un paralelipipedo esté completamente determinado cuando se co-
noce uno de sus triedros A y la posicion y magnitud de las tres aristas
que lo forman. Cuaalquicra de sus caras puede tomarse por base.

664.—Le seceion A B ¢ d'que diterming el plano qLLe PAsq por: 4os
aristas A B y d ¢ opuestas de un poraleliptpedo, es un paralelogramo.

Siendo a b respectivamente igual y paralela 4 A B yade ABy
d ¢ serin ignales y paralelas (602), y por lo mismo Ia fisnra A e serd
paralelogramo (450).

665.—Las diagonales 4 ¢, B d, a €y b D (fiz. 307) de un paraleli-
Ppipedo, se cortan en partes miltuamente wyuales y en el mismo punio o.

Por serla seccion A B e d un paralelégramo, las diagonales AcyBd
se cortarin en partes mttuamente ignales en el punto o (451). Sicon-
sideramos ahora la seccion D A b ¢ hecha por las aristas opuestas D A
Y b ¢, resulfa que la diagonal A ¢ de este nuevo paralelégramo, debe
ser cortada porla D b en dos partes ignales, y por lo mismo tendrs
que pasar por el mismo punto o, y como otro tanto puede demostrarso
respeeto d la diagonal a G, resulta que las cnatro diagonales s¢ eortan
en partes mutnamente ignales en ¢l punto o.

566.—Cuando la base 4 € (bg. 308) de un paralelipipedo es un rec-
tangulo, y ademds las aristas lalerales son perpendiculares é las bases,
se dice que el paralelipipedo es rectangular.

En este caso todas las caras son rectingulos, y cada
una de las aristas es perpendicnlar & las que pasan por -
Sus extremos, asi como 4 los planes sobre qae cae.
Un parelelipipedo recto A e quedn dividido en das
prismas friangulares iguales 4 B.D ¢ y ¢ B D o por
un plono d b B D que pase por las diagonales d b y
rgmam,. D B de sus bases.

En efecto si hiciéramos coincidir las aristas ignales A a y € ¢, sien-
do las tres caras que forman el triedro C respectivamente ignales 4 las
caras que forman el triedro A (632—3°) estos triedros coincidirian.
Por la misma razon el triedro ¢ coincidiria con el a, y siendo comun
4los dos prismas triangulares la eara d b B D, so infiere que seran
iguales los prismas triangulares A BDayCBDe.

667.—Z1 cuadrado de la diagonal D b (fig, 308) de un paralelipipe-
do rectangular, os igual ¢ la suma delos cuadrados de las {res aristas
que forman uno de sus triedros.
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Por ser rectingnlo en B el tridngnlo b D B se tiene:
D =Bb +DB.... (1)
siendo el tridngulo D A B rectangulo en A, se tiene:
DB - DA* L BA? ... (?)

ssustituyendo en Ia ecnacion (1) y reemplazando por D A su igual B €
vesulta:

Dy¥¥=Bb*+BC +BA~.... (3)

gue es lo que se debia demostrar.

Como las aristas de: los friedros son respectivamente iguales, resulta
que en el paralelipipedo rectangular las diagonales son ignales, ademés
de verificarse en él las propiedades de los prismas y de los paralelipipe-
doz en general,

668.—Se Hama cubo wn poralelipipedo rectongulor cuyas seéis caras
{fig. 309) son cuadrados.

En el cubo las earas son todas ignales enfre si, asi
como sus doce aristas. Las caras y las aristas son res-
pectivamente perpendiculares. L gran simetria del
cubo ha hecho que se le tome para unidad de volimen
en los cuerpos.

Siendo las aristas:del cubo A B = Bb = B C igna-
les entre si, introduciendo estos valores en la ecnacion
(3) del parrafo anterior resulta:

Dbt =3 A B
esto es, en el culo el cuadrado de su diagonal es igual al triple del cua-
drado de una de sis aristos.

669.—Se llame superficie de revolucion la que puede concebirse eier-
drada por wno Hnea, redta 6 curve, 4 C'B D (fig. 310) que gire al re-
dedor dewna recto A B que le sirve de eje.

El eardcter distintivo deesta clase de superficies, es, que
sea cual fnere la linea géneratriz A C'1 B, cualquier pla-
no yperpendicular al eje produce por su ‘inferseccion una
circunferencia de circule. En efecto, una recta eualquiera
D o perpendicular al eje, deseribiri un plano perpendicu-

2 lar al eje, y como la disbancia o D permanece fija; el pun-
Tlewa 2. 4p D) trazard una circunferencia de eirculo.

Fignre 500,
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670.—Se Uame cilindro un prisme cuyas bases paralelas A By a b
(fig. 311) son clreudos.

Aunque las bases pueden ser otras curvas, en la geometria elemen-
tal 110/ se considera sino el cilindro de base circular.

Figura 311 Figura 812:

La linea € ¢ que une log centros de las bases, se llama eje del cilin-
dro. Cunando el eje no es perpendicular & las bases del cilindro, se lla-
ma.oblicuo, y cuando el eje es perpendicular 4 las bases (fig. 312) el ci-
lindro es recto. La alfura de un cilindro es la distancia de sus bases.

Lo mismo que un prisma, el cilindro puede coneebirse originado por
¢l movimiento de una recta A a piralclamente al eje, y de la que uno
de sus extremos recorre una circunferencia de circulo. De esto resulta
que cualgniera seccion paralela 4 las bases produce un circulo igual &
éstas.

El cilindro recto (fig. 312) puede concebirse engendrado por la ro-
tacion de un rectingulo A c al rededor de uno de sus lados C ¢, que
viene 4 ser el eje del cilindro.

671.—Como el cilindro es un prisma de base circular, y el ¢irculo
puede considerarse como. un poligono regnlar de una infinidad de la-
dos, resulta que lo drea loteral del eilindro oblicuo es iyuol ol produc-
to de su generatiiz A ¢ (g. 311) por lu longtinud de lo curve @ B de
la secevon que le es perpendicular.  (659)

672.—Por la misma consideracion Ja drea lateral del cilindro recto
es igual al producte de suw alture por lo circunferencia del ctrenlo de
su base.

51 Hlamamos s la drea lateral del eilindro; ¥ el ridio de sa basg, h su
altura y 7 Ia razon de la circunferencia al didmetro igaal 4 3141593,
Ia expresion del drea lateral del ciflindro recto serf:

S=%27xrh
6%3.:— La arex total deun cilindro es igual ¢ lo laferal mas la de sus
dos bases.

Lia dres totaldel eilindro recto tendré en econsecuencia por expre-
sion:




o
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S=2zrh +2xi
S:27zr(h+r)

5]

674.—S1 en el prisma A d [fignra
313] eoncebimos que la eara B ¢ gira
al rededor de la arista B b hasta colo-
carse-en la prolongacion del plano de
la cara* A b se formars el rectingulo
.| Ac’ Dela mismamanera, si nos ima-
s o1 £ A ginamos que la cara B a gira al rede-
dor de E e hasta ponerse en el plano de e D, en seguida que las dos ca-
ras se colocaran en el plano de ¢ D, y las tres caras girando sobre O ¢
se pusiesen en el plano de C b, y girando por tiltime todo el sistema al
rededor de B b se colocara en Ia prolongacion del plano de Ia primera
cara A b, resultaria la superficie lateral del prisma tendida en plano &
igual al rectingulo A a’. Las partes que componen este rectingulo son
respectivamente ignales & Tas que forman la drea lateral del prisma.
La 4rea de este rectdngulo es equivalente & la lateral del prisma, pues
uns y ofra tienen por valor el producto de la arista A a por A A” que
es el perimetro de Ia base,

Iia fignra A a o’ A’ se llama el desarrollo de la snperficie lateral del
prisma A di

Ignalmente el desarrollo de un cilindro recto es un rectingulo cuyag
bases son las eircunferencias del cilindro, y sn altura Ia de este cuerpo.

La superficie lateral de un cilindro oblicuo A b [fig. 314] tambien
puede desarrollarse en plano. Para esto tirarémos Ia recta 2’ 2’ igual a

o EERE WSS

8,

Figura 14,

la curya que daria la seceion hecha perpendicularmente 4 la generatriz
A a, que esa’ ¢’ b’ o’ a’; sobre esta recta se llevaran las partesa’ ¢,
¢ b’.... respectivamente iguales 4 las partes -de Ia curva rectificadas
&’ ¢, ¢’b....; porlospuntos de division a”, ¢. . .. se levantarin perpen-
diculares y sobre ellas se llevardin las partes a’ a—a’ a de Ja generatriz,
AdA=aA cle=¢ce 0 =010 .. y se tendrd Ia drea A a” ter-
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minada por dos curvas paralelas, que serd el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro oblicuo.

6%5.—La drea total de una pirdmide S A D Lfig. 315] es sgual ¢ lo

suma de las dreas de los trignguios que forman sus caras y I del poli-
gormo A BCD....desubase. - -

676.— La drea lateral de wna pirdmide reqular S A D
(fig. 315) tiene por valor la mitad del producto del peri-
meiro de sw base por ¢l apotema Sn.

B c
Figara 315.

Se llama apotema, lo altura S n deuno de los iridngulos de las caras
de la pirdmide. Cuando ésta es regular, su base esun poligono regular
y su altura S o es una perpendtenlar que cae en el centro de la base.
De esto resnlta que las carasde nna pirdmide regular son tridngalos
igunales, pues por nna parte sus bases A B, B C.... son lados de poli-
gono regular, y por otra los lados S A, S B.... son oblicuas que se ge-
paran ignalmente del pié de la perpendicular. Las alturas de estos tridn-
gulos son todas iguales 4 §'n.

Asi, pues, 1a frea lateral de la pirdmide seré ignal 4

38n(AB+BC + ....)

y si llamamoss esta drea, el apotema S n=A, y p el perimetro ABCD
de la base, se tendri:

area lateral dela pirdmide = s = 3 p A.
Para obtener Ia 4rea total de la pirdmide, 4 la Iateral debemos agre-

garle Ia del poligono de 1a base que tiene por valor 1 p. r, llamando r
el radio recto o p. Asi, pues,

area total de la piramide =8=1% PA+IpT
33 =) Byt =8=4% p (A+1)

617.—Se llama #roz0 de piramide la parte de una peramide compren-
dida entre lo base 4 D y la seceion hecha por un plano « d (fig. 316)
que le es paralelo.
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