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La diea lateral de un ftrozo. de pirdmide, recla
tiene por valor el producto de la dltura b de une
de sus caras por o semisume. de los perimefros de

sus bases.
Figura 316.

o Las caras del trozo son trapecios iguales, cuyas zyl‘c—uras todas son
ignales 4 h, y como Ia drea de cada trapecio (565) es igual al producto
de su altura por la semisuma de las bases A B+ab, la de todo el trozo
tendr# por medida el producto de la altura de una de las caras por la
semisuma de los perimetros A B ©.. .. +a b ¢ de sus bases.

678.—Se llama eono une pirdmide S 4 B (fig. 317) cuya base.es vn
cireuwlo.

Aunque la base puede ser una curva cerrada cualguiera, en la geo-
metria elemental s6lo se considera el cono de base circalar.

Lia Teeta S o que une el vértice con elfeentro de la base, se lama (,j;:F
del eono, que s reco coando el eje es perpendieular 4 la base, y c-:bh-
cuo en el caso contrario. Alfure del cono esla perpendicnlar bajada
del vértiee sobra la base. i

Bl eono puede concebirse originado por ¢l moyimiento

de una recta S A sujeta & pasar constantemente por un

»yunto S y recorrer con el otro extremo la circunfercncia

A B, la cual trazs otra capa conica superior S ab que

rara vez se considera. Cuando el cono es recto, como en

la figura 817, puede considerarse engendrado por la revo-

lucion de un tridngnlo rectingulo S o A girando al rede-

dor de uno de sus eatetos S 0. Poresta razon (669) cual-

quiera seccion C D hecha paralelamente & la basc en el eono, produce
un circulo,

619.— La drea lateral del cono recto tiene por valor la mitad del pro-
ducto de su generatriz 8 A por la eircunferencia de la hase. =

Esto resulta de que el cono es una pirimide cuya base es un poligo
no regular de una infinidad de lados (676). Sillamamos Aellado SA
del cono, y r ¢l radio A o de su base, tendrémos:

4rea lateral del cono =s=m T A.

Para obtener la 4rea total debemos agregar la del circulo de la base,
por lo que
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drea total del cono =S=nr At7T’=rr (A+1)

s La drea lateral de un cono recto puede desarro-

A / S & llarse en plano, iy es un sector de cf'-rc-a;-fq SAB A
: (ig- 318) cuyo rddio es lu generalriz S A de lo fi-
gura 317, yel arco A B A esiqual & lo circunfe-

2 rencia de la base.
gnra 318,

Hn efecto, basta coneebir cortada la superficie lateral del cono segun
una de sus generatrices S A, para comprender que al extender esta su-
perficie se formatia un sector, supuesto que por una parte todas las ge-
neratrices vienen 4 concurrir al punto S, y por otra todosIos puntosde
la cireunferencia de la base conservan una distanciaignal 4 S A al vér-
tice 5. Ademds, 1a firea del sector (570) y la lateral del cono tienen por
valor Ia misma expresion, pues ambos son ignales 4 1 S AxXA B A’

Para determinar el nimero de grados del 4ngulo A S A’, observaré-
mos que la longitud del arco A B A’ que le sirve domedida, es la dela
circunferencia del cireulo O (fig. 317) base del cono. Por consiguiente
conservando las anofaciones de A para el lado S A del cono, y 7 para
el radio A O de Ia base; y representando por z el ntmero de grades del
angulo A S A’, tendrémos:
longitnd del arec A BA’—2 7z ¢

Por otra parfe, conocida esta longitud, se determinari el nfimero de
grados del arco A B A’ por 1a proporcion:
cirefo A S < arco AB A2 1 360° : x

‘97 A 2o 360° : xo=1: 360
A

680.—La drea loferal del irozo de cono recto A D g

(fig. 318) tiene por valor el producto de su generatriz Aa

/ . por la semisuing de las circunferencias de sus boses A D
A Q?E/)B yab.

Figura 318,

Aun cuando esto es una congecuencia de lo que dejamos probado en
el niimero 677, lo demostrarémos directamente.

Tlamemos R el radio de la base inferior cuya circunferencia es 27 R,
r el radio de la base superior cuya circunferencia es 2 z r, y 1 el lado
A o del tronco. La drea lateral que buscamos es igual 4 la del cono
S A D ménosla del cono S ab. Representindola por T tendrémos [679]
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T=nR. S A—rr. Sa....[1]
SA=1+8ay S A—Sa=l

ﬂuﬂtitu)em..o T—7z R (1+Sa)—7wrSa=z Rl+7Sa (B—1)....[2]
Vamos % determinar el valor de S a en funcion de los radios y del
, bara sustitnirlo en esta ecuacion. Comparando los trifingulos semejan-
PtesSAO y S a o, se tiene:
BR:r:z:S5A :Sa

1
Dividiendo Ber:r: SA—Sa:Sa= _ﬁ

sustituyendo en la ecuacion [2]

zrl
— ﬁR_
T=z R1+ R—r[ r]

reduciendo y sacando 1 como factor comun, se tiene por Gltimo:
T=1[zR+mr]....[3]

que es lo que se debia demosirar.
Considerando el trapecio a 0 O A [459], en el quel es el medio de

A a, se tiene:
multiplicando por 2 @

Im=% [B+r]
2w lm=3 [27 R+2 mr]
27. lm=mRimr

sustituyendo en la ecnacion [3] resulta:
T=Ix2r.1m
Esto es, lo area lateral del trozo de cono reclo iene por valor el pro-

ducto de su lado por le circunferencic del etrculo tivado & distancios
iquales de sus bases.

681.—8s Hlama esfera un cuerpo A O B N [fig. 320] limifado por
wng superficie curve cuyos puntos todos estdn & tqual distancia de une
anterior € llamado centro.
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La esfera puede considerarse engendrada por
la revolucion de un semieireulo A D B al rede-
dor de su didmetro A B. Cuando se corta la
esfera por tn plano que pasa por su centro O,
gse produce un circulo A O B N que se llama
clreulo mdzimo. Todos los circulos mdzimos de
wnw esfera son iguales, porque todos tienen por
rddio el de Ia esfera. De esto resulta que la es-
fera puede considerarse engendrada por la re-

e volucion de eualquiera de sus efrenlos maximos,
Un plano, sex cual fuere su direccion, coria lo esfera sequn un circulo.
Si este plano fuera por ejemplo F N, levantando cl didmetro A B per-
pendicular, podria suponerse la esfera engendrada por el semicirenlo
A F O B girando al rededor de este eje A B, y por consiguiente (669)
1a seccion hecha por un plano perpendicnlar al eje, tieue que ser un
circulo.
Todo circulo, cuyo centro no coincide con el de la esfera, frazado en
suw superficie, se llama circulo menor. ' Ny D @ son eirculos menores.
Se lama zona la parte de la superficie de la esfera F D G N com-
prendida entre dos circunferencias, cuyos planos son paralelos.
Se llama casquete esférico, 6 zona de una base. la parte de la super-

Jicie de la esfera ' N 4 limitede porunc circunferencio I .

682.—Se Hama plano tangente i la esfora el .ques como M (fig. 320),
no tiene mas que un punto B de contacto con ella.

Como toda recta diversa de C B tirada del centro de Ia esfera al pla-
no, tiene que ser mayor que su ridio, resulta que el ridio ¢ B es la
menor distancia del centro al plano, y por consiguiente le ¢s perpendi-
cular. Reciprocamente, todo plano M perpendicular al extremo de un
radio € B serd fangente 4 la esfera, porque debiendo ser cmalquiera
oblicna mayor que la perpendicular C B, el plano M no podra tener
mas que el punto B de contacto con la esfera.

S1 se hace girar un circulo y su tangente B E al rededor del diime-
tro A B perpendicnlar 4 la tangente, se engendrard la esfera y un pla-
no tangente al punto B, porque este plano M cs perpendicular al ra-
dio C B,

683.—Cuando un poligono reqular A B C.... (fig. 321) gire al re-
dedor del diametro A O del circulo inserito, engendra una superficie
que tiene por medida el producto dela cireunferencia del cérculo ins-

erito por la pr GJ&C!OH, de la parle del perimetro que se ca:zsedcm sobre .
el eje A O de revolucion.
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Para demostrar este principio en foda su genera-
lidad, consideraremos tres casos: 19, la superficie de
un cilindro engendrada por una porcion C D del po-
ligono paralela al cje A O; 2°, la superficie de un
trozo de cono engendrada por el lado B C, y 3¢ la
superficie de un cono engendrada por el lado A B.

Figura 321.

1° Ta superficie del cilindro originado por la rotacion de C D tiene
por valor (672): citef. D N'XC D y sustituyendo sus iznales: cirennfe-
rencia G O XM N, que es lo que expresa el principio que vamos demos-
trando.

2° La superficie de trozo de cono engendrado por la rofacion de B C
al rededor del ¢je tiene por medida (680):

€ B x cirefl. G P.... (1)

Comparando los trifngulos C BH y G O P que son semejantes por
tener sus lados perpendiculares, se tiene: 2

CBE:BH:GO :G6GP
GO:GP ::ecirefiGO : ciret. GP
Inego B EM = eiref. G O S ciref 6P

formando el producto de extremos y medios
C B x circf. G P=giref. G O X LM

y como el primer miembro de esta ecuacion es la drea lateral del frozo
de cono, se ve que esta segun lo expresado en el segundo miembro tie-
ne por valor ignalmente lo que indiea el principio que venimos demos-
trando:

3° I superficie del cono engendrado por la rotacion de A B al rede-
dor del eje tiene por valor (679):

T $eiref. BLX AB..., (R)

Comparando los tridngulos A B Ly A O F gue son semejantes por
ser rectAngnlos y fener el angulo A B Li=A O I cuyos lados son per-
pendiculares, se tiene:
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AT AR BT e )
BL :FO ::ciref. BL : ¢iref FO
luego: AL :AF cirel. BL :ciref. FO

formando el producto de los medios y de los extremos

circE BL X AF —eiref. FO X AL
sustituyendo  civefl. BL X + A B =ciref. GO <X A L

Expresando el primer miembro la drea del eono, se ve que tiene por
valor icualmente lo que indica el segundo miembro de la ecnaeion, que
es 1a expresion algebriica del teorema que venimos demostrando.

En consecuencia, cualquiera que sea la posicion del lado del poligo-
no generador de la superficie, el valor de éstase determina por la regla
que hemos demostrado.

684.—Cunando el poligono regular tiene an ntmero infinito de lados
la snperficie que engendra es la de la csfera, y por medio del principio
del parrafo anterior, podremos determinar la ares de este cuerpo yla
de sus diversas partes.

Si llamamos R ¢l radio de la esfera, y la alturas pde la zona F D
G N (fig. 320) la representamos por h, tendremos:

4rea de la zona esférica = s =2z R. h

En el casquete esférico si representamos por « su altura g A, tendre-
mos:

area del casquete esférico = s =27z R. ¢

Como la drea de la esfera ez la suma de las Areas de las diversas zo-
nas y casquetes que la forman, y la suma de las proyecciones de todas
las partes del semieirculo generador sobre el eje es el diimetro, resulta
que

ladreadelaesfera=S =27 R. =47 12

Inego la superficie de Ia esfera es cuddrupla de la de uno de sus circu-
los méximos.

o D =
Si por R ponemos su valor —, Hamando D al diametro, tendremos

por expresion del drea de la esfera:

Si—mp?




Teabiie: =
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Se lama. Zuso & la porcion dela superficie de lo esfera A O BH A
(fig. 320) comprendida entre dos semictroutos mdzimos que ferminan
en ¢l mismo didmetro A B. Si desdo el eentro € de la esfera so firan
los radios € O y C H perpendiculares al di4mekro comun A B, ¢l dn-
gulo O G H, que mide el 4ngulo diedro de los dos semicirculos que li-
mitan el huso, se llama dngulo del huso.

Si el arco O H, medida del 4ngulo del huso, se divide en dos partes
iguales y por el punto de division se tira un semicirculo que pase por
A B, resultard un huso que ser4 Ia mitad del primero por ser sobrepo-
nibles las porciones de la esfera de que estan formados. Si el arco O H
se divide en tres, cuatro 6 méas partes i gnales, el huso quedard dividi-
do igualmente en tres, cuatro 6 més partos iguales entre si. En conse-
cuencia, las superficies de los husos son proporcionales 4 sus dngulos, 6
& los arcos que los miden.

Si comparamos la superficie del huso con la de la esfera, tondremos:
sup. huso A O B H : sap. esfera :: arco O H : circf. cire. méximo
luego, Iz superficie de wn huso es igual G la do ln esfera multiplicads

por lo relacion que existe entre el mimero de grados del angulo del huso
9 360°

685.—Si al circulo A B € D [fig. 322]
circunscribimos un cuadrado EF ¢ H y un
trifngulo equilitero T J K y suponemos
que cste sistema gira al rededor del eje
I A G, resultard una esfera inserita & un ci-
lindro y 4 un cono, y vamos & determinar
la relacion que existe entre la superficie de
la esfera y las del cilindro y cono cireuns-

critos 4 ella.
Fizara 329. =

Llamando R el radio B O de la esfera, hemos visto ya que:
1° ¢l drea de la esfera = S = 4 7 B2

iespecto al cilindro [672] tenemos:

2° drea lateraldel cilindro = ' =T R X 2R =47 R}

5° area total del cilindro=8” =47 R’ + 27 R*— 6 7 R= [673]

Para determinar la drea del cono vamos # comenzar por establecer
el valor del ridio de su base J C, que por razon del tridngulo equildte-
ro es la mitad de su lado I J, en funcion del ridio de la esfera. Sien-
do equilitero el tridngalo que engendra el cono, el angulo IJ K vale
60° [465], y como los tridngales O L J y O C J son iguales, el angulo
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0 J C vale 30°, yel J OC, que cssu complemento valdra 60°. Ti-
rando la cuerda G M, ésta serd ignal al radio [497], y nos resulta el
tridngulo equilitero O M C en el que el dugulo O ¢ M = 60°. Si del
angulo recto O € J se resta el O € M, queda el dngulo M ¢ J = 30°.
De consiguiente el triangulo M € J sera isGsceles, por tener icualeslog
dngulos M J Oy M CJ, yportanto MJ = M € = R. Por filtimo
se tendrd, J O = 2 R.
Considerando el tridngulo recténgulo J O €, se tiene:

JC=J0*—0C*
y sustitnyendo JC=4R—R=3R
por ofra parte RIC=J1I

Ahora bien: la drea total del cono [679] es

SP=nJCRIC +IC]=37TC
¥ sustituyendo S22 =—9mR?

Hn resiumen: el §rea de la esfera
Ia lateral del cilindro
I3 tofal del eilindro
y Ia total del cono

De lo que resnlta: 1° que lgea de la esferra es ignal 4 la lateral de-

cilindro circunscrito; 2° que'€slos dos tercios de la total del mismo ci-
lindro; 3° que es los cuatro noyenos de la total del cono circumserito; y
4° que la area del cilindro es media proporcienal entre la de 1a esferay
la del cono, supuesto que

TR = ir B XD

686.— Las dreas de dos poliedros semejantes son proporcionales é los
cuadrados de sus lineas homologas.

Llamemos s, s, s”.... las dreas de las caras de un poliedro, y
S, ¥’ 87. ... las de su semejante: I, I', .. .. las lineas del primer po-
liedro, y L, I, I”.. .. las lineas homélogas en el segundo. Se tiene

[579]:
s:S:é A SaEeS . l’g:L"et-c-.

Por ser las caras gemejantes, tendremos:
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e P O B R E O e
elevando al cuadrado I* : T2 :: 1 : IZ - P2 - 12 ..
luego iRt e e T

y como la suma de los antecedentes es 4 la de los consecuentes, como
un antecedente ¢s & un consecuente [318—8°] resulta:

s+ + 8%, S+ 8”4
que es lo que se queria demostrar.

Las dreas de dos cilindros engendrados por rectingulos semejantes,
son proporcionalss & los cuadrados de sus alturas y d los de sus radios.

Si representamos por s y S las dreas laterales de los cilindros, por
r y B los radios de sus bases, y por h y H sus respectivos alturas. Co-
mo los rectangulos generadores tienen por lados los radios y las altn-
ras, y por el supueste son semejantes, tendremos:

he i bFermi=aR
porotraparte s:8 = 2mrh :27xRH.... [1]

multiplicando ordenanamente, y suprimiendo los factores comuncs, re-

suita; *

g8 o R
y st Ia proporcion [1] se multiplica por la siguieﬁte:

- £3 =H
resnlta: §:8 = hr: B?

gue es lo que se debia demostrar,

Las areas laterales de los conos engendrados por tridngulos semejan-
tes, son proporcionales ¢ los cuadrados de sus generatrices y d los de sus
1odr0s.

Representando pors y S las dreas laterales de los conos, poray A
sus respectivas generatrices, y por r y R los radios de sus bases: siendo
los tridngulos generadores semejantes, cuyas hipotenusas y catetos ho-
mologos son a, A y 1, R, sé tiene:
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& oA ers R
por obra parte [679] g: S umrra:nTRA

maulfiplicando ordenadamente estas proporcioncs y suprimiendo los fae-
tores comunes, resulfa:

gl S st iy
clevando al cuadrado los términos de Ia 1* proporcion:

Sele e

se tiene ignalmente B nal L A

Las dreas de las esferas son proporcionales & los cuadrados de sus 70~
dios y & los de sus didmetros.

Siendo la édrea de la esfera = 4 R* = 7 D? |684] si representa-
mos por s y S las Areas de las esferas, por r y R sus radios, ypordy D
sug respectivos didmetros, se tiene:

S Se dor i BRI e de o A)2

y suprimiendo los factores comunes resulta:
s:8 s iR :ad ;D

687.—PrOBLEMAS. —L.—Deferminar la superficic lateral de un pris-
ma recto de base pentagonal, cuyo lado es de 8 centimelros y su ariste
tiene tres melros iy medio. ,

Para que la superficie esté valuada en una unidad dada, comenzaré-
mos por expresar las dimensiones del prisma en la misma unidad li-
neal, en metros 6 en centimetros. Adoptandola primera, tendrémos
que el perimetro de la base serd = 008 X 5 = 0°40.

L arista del prisma = 3)1:50, y por ultimo, la frca lateral serd
s = 040 X 350 = 140

un metro cnadrado y 40 centésimos de metro cuadrado.

Si hubiésemos adoptado por unidad lineal el centimetro, Ia superfi-
cie la habriamos obtenido en centimetros cuadrados, é ignal 1400 cen-
timetros cuadrados.
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- IL—Se quiere determinar el lado de un cubo cuya diagonal mide
5,1961.
Si llamamos 1 el lado del eubo y dsu diagonal, hemos visto [668] que

=i

despejando 4 1 y sustituyendo por d sn valor, se tiene:

| 51961° :
lz\fﬁ—-——S metros proximamente.

s HIL.—Determinar la drea fotal de un cilindro recto, cuya altura es de
158 y el radio de su base 0°6.
La férmula correspondiente [673] es:

s=27r[h + 7]
sustituyendo los valores del problema

meed.

§ =2 X 83141593 % 06 X 18 = 678584

LV.—Determinar lo superficie lateral de una pirdmide exagonal voc-
la y reqular, en la que el lado de la base es de 3 pulgadas i su apolema
tiene 11 pulgadas.

El perimetro de Ia base serd 8 X 6 = 18 pulgadas, y la frea lateral
[6%6] es:

§=%p. A=1%18 X 11 = 99 pulg. euadradas.

V.—Determinar la superficie lateralde un trozo de pirdmide reqular
cuadrangular, en lo que los lados de las bases son 2% piés y 2 pibs, y
le altura de uno de los trapecios que le sirve de cara 1 pié y 9 pulgadas.

Bl perimeiro de la base inferior serd 21 X 4 = 10 piés.

E1 perimetro de la base superior 2 X 4 = 8 piés.

L 4rea lateral del trozo serd = 4 [10 + 8] 195 = 155 piés cua-
drados.

V’I.;Deter?az-a'}zaﬁ’ la superjicie total de wn cono reclo cuya generdtriz
es de 1125, y el rddio de su base 472,

Lia formula correspondiente [679] es:

S=m7rf(A + 1)

sustituyendo S = 3141593 X 472 % 1597 — 936,808
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VIL.—Calcular lo superficie de una zona glacial de la lierra, que es
wn casquete esférico cuya alture aprovimade es de 5266 kilometros 4
el rédio de la esfera 6 367 Eilometros.

La formula correspondiente (684) es

g — i Ra
Kildma.

Kkiléms.
= 2 % 3141593 X 6367 X 5266
21 066 657 kilometros cnadrados.

gustituyendo:

VIIL—Determinar lo superficie de une de las zonas templadas de lu
tierra, stendo sw altwra 3 305 Eilometros, g el radio de la esfere 6 367
kilgmetros.

La formula respectiva (684) es:

S—9. R

sustituyendo = 2 X 3¢141593 X 6367 X 3305
proximamente = 132 216 674 kilometros cnadrados 6 miriaras.
IX.—Dado el radio de wna esfera, que es de 6 367 Eildmetros, deter-
manar su superficie.
Para resolver este problema haremos ugo de la férmula:

S = 47 R* (634)
— 4 X 3141593 3¢ 6 367
= 509 424 070 kilémetros enadrados.

snstituyendo
proximamente

X.—8e quiere determinar ¢l didinciro de una esfera cune superficie
es de 282 14337 mefros cuadrados.
51 de la formula (684)

e

despejamos a D vsostituimos: D= N"5941503 =300 metros.




