Velimen de 10s cusrpos.

688.— Volumen es la extension en sus tres dimensiones, longited,
latitud 4y grueso.

: El volamen de un cuerpo es la extension
comprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Asi come Ja medida de una linea se obtie-
ne refiriendo su longitnd 4 la de otra linea fo-

mada por unidad y determinando el niimero:

de veces que estd contenida en ella, para valuar

un voldmen es necesario averignar enantas ve-
7 ces contiene 4 la unidad de volamen. Al expli-
“ car el sistema de pesos y medidas (182 y 185)

dijimos que la unidad de volGmen es el cubo,
que tiene la unidad lineal por lado. Asi, por ejemplo, si ¢l cubo a (fi-
gura 323) representa la unidad de volamen, y quisiéramos determinar
el volimen del cnerpo A, tendriamos que averignar cuintas veces el
primer cubo cabe en el segundo. En la figura de gue nos servimos,
pueden colocarse en labase del eubo A 16 cubos ignales 4 a, y cabiendo
4 hiladas, una encima de otra, de 16 cubos, diriamos que e} voliimen
del cuerpo A es de 64 medios centimetros ciithicos; porqué es el medio
centimetro ctbico el volimen que en este easo hemos tomado por uni-
dad. La medida 6 valuacion de volamenes raras veces pnede hacerse
el no es valiéndose de métodos indireetos.

Cuerpos equtvalentes en voliimen son. los que Henen volimenes iqua-
fes. Asi, por ejemplo, un paralelipipedo, en el que quepan 64 cubos
iguales 4 a, serd equivalente 4 A, sin ser igual ni ann semejante 4 este
CUETPO.

689.—Dos paralelipipedos de lo misme base & igual altura, son equi-
valentes en volilimen.

WIELR 5 Siendo las bases ignales, siempre se podrén
A /?’ haeer coincidir como en la figura 324, en A C,
< ’fr. y por ser ignales las alturas, las otras bases EG

¥ J M quedarin en el mismo plano H I.

Eisto supuesto, pueden occurrir dos casos:
1° Cuando quedan en un mismo plano las
caras A K y A T de los dos prismag, los tridn-
Elgura it gulos EAJ y FBL son iguales por tener

Figura 323.

ignales los dngulos en A y en B, formados por lados respectivamente
ignales como lados opuestos de paralelogramos. Ahora bien: los pris-
mas BE A J H y FBL G, que tienen los expresados tridngulos E A J
y F'B L por bases, son sobreponibles por tencr todos sus elementos
iguales, y si del sélido total B D H 1 se quitan sucesivamente los pris-
mag triangulares iguales A J Hy F B L G, nos quedaran los para-
lelipipedos B D N L y B D IL F, que serdn equivalentes.

2 Cuande no quedan en el mismo plano las
caras A E y A L (6. 325), si prolongamos los
Jados de las bases superiores EF, G H, J N y
LM, por sus respectivas infersecciones se for-
mari el paralelogramo O P igual 4 ellas, y por
consigniente ignal & la base comun A C. Si
nnimos los vértices de O P con los de la base
A C, se formari nn nuevo paralelipipedo A P
que se hallard en las circunstancias del 1% ¢aso
con los paralelipipedos A G y A M, y serd equi-

e valente 4 cada nno de ellos, luego estos parale-
lipipedos A G y A M serfin tambien equivalentes entre si.

690.— Un paralelipipeds cualquicra puede trasformarse en 01ro rec-
tungular reeto gue sea equivalente d él.

En los vértices de la base A B C D (fig. 326) del
paralelipipedo dado, levantemos perpendiculares ala
base, iguales 4 la altura del mismo paralelipipedo, y
se tendrd ofro paralelipipedo A C H B F recto y
equivalente al propuesto, que, para evitar conf_usiou,
no hemos representado en Ia figura. En seguida le-
vantemos en A y B perpendiculares 4 A B, y sobreel

Figora 35, rectangalo A J construiremos el paralelipipedo B M
equivalente 4 B E; por tener ambos la misma base A GyA L por al-
tura; Iuego el paralelipipedo recto y rectangular B M serd equivalente
al propuesto, que no se ha representado en la fizura.

691.—Dos paraleliptpedos rectangulaves de * misme, base son pro-
porcionales & sus alturas. -




208

Puede suceder que las alturas de los dos
paralelipipedos sean conmensurables 6 in-
conmensurables, y en uno ¢ en otro caso
haciendo pasar planos por los puntos de di-
vision, resulfarian paralolipipedos ignales
(fig. 327), y repitiendo el raciocinio que hi-
cimos en el nfimero 557 con las fignras 234
v 235, ficilmente demostrariamos la ver-
dad del teorema,

692.— Los volitmenes de dos paralelipipedos A P
y A p (fig. 328) reciongulares de la misma aliury,
son_proporeionales & lus superficies de sus bases
b5 Py Byp.

Siendo rectangulares los paralelipipedos, puede
hacerse coincidir uno de sus triedros B y ¢l plane
de sus bases. Prolonguemos la cara F p hasta Q H,
¥ nos resultard un nuevo paralelipipedo A Q. Lla-

2t marémos P al paralelipipedo A P, pal A p, v Q al
A Q. Comparando P con Q, que tienen la misma base A D, se tie-
ne [691]:

Sl

(5

P:Q B¢ :BEHE

Comparando Q con p. que tienen la misma base B F, se ticne:

Q:p =BD:BG
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta:
P:pizBCXBD:BEXBG

que es lo que se queria demostrar.

693.—Los voliimenes de dos paralelipipedps ree-
tangulares cualesquiera A Py B p (fig. 329), son
entre st como los productos de sus bases por sus
alturas. '
Si prolongamos las caras del paralelipipedo B p,
nos resultard uno nnevo B Q. Llamando P al pa-
~ raleligipedo A P, pal Bp, y Q al BQ, tendrémos,
e S “ comPBrando P con Q, que tienen la misma albura:

w
4

o i I K ; b o
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Comparando Q con p, que tienen la misma base, so tendra:
Q:puCO0p

multiplicando lag properciones, resulta:

P:p::GDXCQ:GBxCp

que es lo que se debia demostrar.

694.—Si en Ia hltima proporeion p nos representa un eubo que se
tome como unidad de volimen, por 1o que sus lados serfin iguales 4 Ia
unidad de Jongitud, 1a expresada proporcion se cambia en

P:1:0DxX0C0Q:1x1
Inego P:CDxUQ

Eisto es, cuanda se tona por wwidad de voldmen el cubo que tione por
lado la unidad lineal, el vollimen de un paraleliptpedo rectongular rec-
to tiene por valor el Dproductode su base por su altura: pero debe tener-
Se presente que las cantidades que forman la dltima ecuacion son nfi-
meros abstractos que representan relaciones con la unidad respectiva.
P representa el naimero de veces que el paralelipipedo que se considera
contiene al cubo.que s ha tomado por unidad, y expresard metros efi-
bicos, varas efibicas, pulgadas ciibicas, segun que sus dimensiones se
hayan estimado respectivamente en metrog, en varas 6 en pulgadas.
La base C D expresar4 las veces que Ia unidad superficial ests eonte-
nida en ella; y por filtimo, Ia altura C Q expresard las veces que la
unidad lineal esti contenida en dicha altura. Ademés el niimero P
que representa el volimen, tfiene que estar indicado en Ia unidad eo-
rrespondiente 4 la lineal que ha servido para estimar las dimensiones
del paralelipipedo. Por ejemplo, si éstas se han tomado en metros, el
volimen resultard valuado en metros clibicos; gl se han tomado en de-
cimetros, el voldmen resaltars en litros; si se han tomado en piés, el
volumen resultars en pics cabicos, ote.

Siendo el eudo un paralelipipedo recto cnyos lados son iguales, su
volimen tiene por valor lo 3° potencia de uno de sus lados. De aqui la
denominacion de cubo'4 Ia 3 potencia.

Comorel voltimen de un paralelipipedo oblicno es'cquivalente al de
uno recto rectangular de Ta misma altura y de base equivalente [689],
resulta: que el votdmen deun paralelipipedo cualquiera fiens por va-
tor el produsto'de sw'base por sw altura.
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695.—= Un prisma oblicuo A D (Gg. 3'30), 63 eqi=
valente d otro recto O.p cuye generatriz P p=2> J:J
of s base O P s la proyeccion de le A B del pri-
MET0. -

Prolongnemos las aristas C A, B D. e tiremos
el plano M N perpendicnlar 4 estas aristas, tome-
mos P p = B D y hagamos pasar €l pianp o P pa-
ralelo 4 M N. De este modo resalta el prisma réc-
to O p cuya generatriz esignal dlade A 1,)’ y:su

- base O P es la proyeccion de la base A B. Vamosa
Figora 330, o

demostrar que los pristnas A D y O pson ﬁqun'a'ientea. oo

Si consideramos los prismas truncados o D y O B, veremos t;l}lb_‘bemlal
iguales, pues por una parte sus bases O P. yp 1o sQnﬂcomta bi't:cl: ili
un mismasprisma O p, 'y por efra sus {51-18&&51 respectivas .:.un ) ::Emn_
son, estoes, PB=pD, OA =0 C,etc. En cfecto: 13?1 Pc?):t-) 1;
cion P p=DB D agregando 4 estas rectas la p‘a-n'te P B re:ultr‘m.‘ .)<_tl.1 =
y 16 mismo eon las demds aristas. Ahora bien, si de 1os l‘t-:_l‘ﬂ(?..b v:h 1!
cados'0 B y o D se quita la parte comun o B, resulta: pllima recto
O p = al oblieno A D; que 65 lo que teniamos que demostrar.

696.— Los prismas simétricos A f) i d (fig. 339) S?'ﬁé fﬂ[?ftrt;]iﬂ]{:;

Para que el prisma a d sea simétrico 2 A _D, e HGCT@ai a qga 51." =
tas D d, Cc.... sean perpendiculares al plano M N, y ademds que
PDP=4dP,00=0c¢,PB=PhOA=10a.... ; T

Pomeémos P p=P p’=D B y hagamos pasar por p’y_p plaim; p‘m ;x:
lelos 4 M N. Nos resultarin los prismas O py O P iguales, 1)(:»]1.50.‘
rectos, por tener la misma base & igua‘.,es sus generatnces.‘{&ll)mra; :11851{1, :
O p es equivalente & A D (695), y O P loesdad, Inego ADy<
rdn equivalentes; que es lo que se tenia que demostrar.

697.— Un paralelipipedo cualquicra A ¢ (fg. 321)
esta formado de dos prismas triangulares A BD bda
y C B D dbc, equivalentes entre si.

Si por las diagonalesdby D B c'-ie las bas:es se lxac?
pasar un plano, resaltarin dos prismas f;rlaygulam:
ADBayCDBe, cuyas par.i':es cousl:itutwa.s- gon
iguales, pero que, por no estar dispuestas en el mismo

S 6rden, no seran sobreponibles. Paf-a demostrar qu
Jos volimenes de estos prismas son equivalentes, tn'emo’s dos plan.o:,
a ¢ y A O perpendiculares & las aristas, y prolongando éstas nos re-

211

sultarin el paralelipipedo recto A ¢’ y los prismas triangulaves rectos
ABOayC B Oc¢. Estosprismasson iguales por serlo las partes
de que se componen, y estar en ambos distribunidas en el mizmo 6rden
(666). Ademds, el prisma recto A B’ 0 a os equivalente al oblicuo
A.B Db d a, porque tienen la misma generatriz A a y sn base A B’Q
es la proyeccion de Ia A B D (695). Pori

gaal razon, el prisma recto
O’ B’ O ¢ es equivalenteal CBD b a c;

luego siendo iguales los pris-

mas rectos, serin equivalentes entre si los prismas ABDbda y
por lo mismo equivalontes 4 Ia mitad del paralelipipe-

CBDhde, y
do A ¢,

698.—F1 voldimen. de un prisma cualiuiera tiene por
10 de la superficie de sw base por su altura,

i° Si el prisma es un paralelipipedo recto, hemos visto [694] que csa
es la medida de su volimen,

&° Si es un paralelipipedo oblicno, su v
ung recho de la misma altura

3° En el caso de que el pr

valor ¢l produc-

-

oliimen es eqnivalente al de
y de base equivalente en superficie [689].
isma tenga. poribase un triéngulo eomo
A BDbda (fig 331), Segun acabamos de verlo, éste sord lamitad del
paralelipipedo caya base fuera un paralelogramo A B € D doble del
trifngulo. Ahora bien, como el voliimen del paralelipipedo fiene por
cxpresion el producto de la superficie del paralelégramo de su base por
su altura, &1 volamen del prisma triangular serd. igual 4 la mitad de
esta expsesion; 6 lo que es Io mismo, al producto de la superficie del
tridngnlo que le sirve de base por Ia altura del prisma.

4¢ Si la base del prisma es un poligone, podemos
descomponerlo en prismas triangulares, haciendo
pasar planos por una de sus aristas laterales A A’
(fig. 332) y todas las opuestas, Siendo el volamen
del prisma poligonal A € Ia suma de los prismas
triangalares en que.ha quedado descompnuesto, si
representamos por V el voltimen- total, y por ¥, v,
v” los voliimenes respectivos de los prismas trian-

oo guiares, tendrémos:

V= i

Por otra parte, el voliimen de cada prisma triangular tiene por valor
¢l producto de su base por su altura. Asi ez que si observamos que Jag
alturas de fodos los prismas parciales son ignales i la del prisma total,
en razon de ser paralelas Iasbases A C y A’ €, representando por a es-
ta altura comun y sustituyendo enga ecuacion anterior, resulta:
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V=ABCxat+ACDxa+ADExa

y sacando & a como factor comun y reemplazando lasuma de los trian-
zulos por el poligono que forman, se tiene:

V=ABCDExa

que es To que debiamos demostrar. *

699.—8i Hamamos P el volumen de un prisma cuya basees B y A
su altura; y representamos por p el volumen de otro prisma euya base
gea b y a su altura, tendrémos:

P:piBxA :bxa

Inego los woliimenes de dos prismas cualesquiera son proporcionales d
los producios respectivos de sus bases por sus altwras. ;

Si lag bases son iguales, esto es, 8i B=b los volumenes de los prismas
gerdn proporcionales 4 sus alturas; ysi por el contrario, lar alturas son
iguales, sus volimenes serdn proporcionales 4 sus baseg. .

R00.—E7 voldmen de un cilindro, recto % oblicuo, tiene por valor el
producto de lo drex de sy base por su altura. :

Supuesto que nn eilindro 1o es mas que un prisma cuya base es un
poligono regular de nna infinidad de lados. Si representamos por v el
voliimen del eilindro, por v ¢l radio de su base, y por h su altdra, ten-
drémos como expresion del
volimen del cilindro v=z'1°h.

01.—PB1 voliimen de un tetraedro D A B €' (fig. 333) es la tercera
parte del de wn prisma A B CF D E de lo misma base y altura que él.

Figora 333.

Sobre la base A B C de nuestro.tetraedro; levantemos aristas ignales
y paralelas & D B, con lo que se formarf ¢l prisma A BCED Fdela
misma base y altura que el tetraedgo. Si quitamos éste nos quedaré la
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pirdmide cnadrangular D A O F B, que para miayor elaridad hemos re-
presentado en la figura 2*. En esta pirdmide el plano D € E la divide
en dos tetraedros, representados pdr separado en las fignras 3* y 42, de
los gque el C D E F es equivalente tantoal D' A B Ccombal D A C 1.
En efecto, O D E F es equivalente 4D A B ¢ por tener sus hases
ED F y A B Ciguales (658) y la misma altura, que es la distancia de
lag bases del prisma. El mismo tetraedro D ¢ B F es equivalente al
D A C E porque sus bases E G F y A C E son tridngules iguales y tie-
nen la misma altura, que cs la distanciade D 4 lacara A C F E. Lue-
go siendo eqnivalentes en‘re si los tres tefraedros en que hemos dividi-

do el prisma, el volimen de uno de ellos D A B C sord Ia tercera parte
del del prisma.

702.—Hacicndo pasar planos por Jas arisfas de una
sl >y Dpiramide S A B C.... (fig. 334) puede descomponerse
\Na.l57  entetraedros, que ticnen la misma altura que la piri-
\ E0 mide. Bl volamen de la pirimide es la suma de los vo-
limenes de los tetraedros, asi como su base es la snma
de los tridngulos qne sirven respectivamente de bases
a los tetraedros, y como el volimen de cada tetraedro
tiene por valor la tercera parte del producto de su base
por su altura, se infiere que el voldmen de una pirdmide cualquiera tie-
ae por medida la tercera parie del producto de su base por-su altwra.

Figura 335

703.—Como el cono es una pirdmide do base circnlar, el voldmen del
Con0 Tecty 1 oblicuo lene por velor la tercera porle del producto de sw
base por sw eltura.

Si representamos por v el volimen del cono, por r el radio de sn ba-
se y por h su altnra, tendrémes con expresion del voliimen del cono:

v=1zr*h

704, —Fl volamen de un poliedro cnalguiera se obtiene descompo-
niéndolo en pirdmides y valnando en segnida el volimen de éstas: su
swma dard el volumen del poliedro.

105.—Las pirdnides de igual aliura y.de bases equivalentes, tienen
el mismo voliimen.

Supuesto que el volamen de las pirdmides tendra por valor la terce-
ra parte del producto de fagtores iguales.

106 —Z volimen de wn trozo de prisma trianguiar A B € 2D E
{ig. 330) fiene por valor lo tevcera parte del producto de su base A B €
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por la suma de las distancias de los tres vértices D, B y B g la misme
base.

Rigura 332

Si en el prismatruncado A B F hacemos las mismas seceiones que en
el namero 701, primero con el plano D A C nos resultard por una par-
ie el tetracdro D A B €, que hemos representado en la figura 1* de aba-
jo, ¥ la piramide cuadrangnlar D A C F E. Esfa piramide cuadrangn -
lar, cortada por el plano D C E, se descompone en los tetraedros
DCAEyDCF B. Asi es que el volamen del brozo serd la suma de
los volumenes delos trestetrasdrosD. A B G, D CA Ey D CF E. El
primer tetraedro de la fignra 1% tiene por base ladel trozo A B C, y
por altura la distancia del vértice opuesto D 4 esta misma base, y su
voliimen serd el tercio del produeto de estas des cantidades, lo cual estd
conforme con el enunciado del feorema gue venimos demostrando. El
segundo tetraedro D C A E esequivalente al B ¢ A B representadoen
la figura 22 de abajo, que resuliaria haciendo pasar un plano por los
vértices B E € del trozo de prisma, porque tiene la mismabase C A E
¢ igual altura por serlaarista B D paralela'd la cara A E. Bl tercer
tetraedro D € B E esequivalente al B C B A, representadoen la figa-
ra 3* de abajo, que resultaria al corfar el trozo por un plane que pasa-
ra por los vértices®, A y'B, porque tienen bases equivalentes v la mis-
ma altura. Los tridngulos C F E y C F A que sirven de bages & estos
tetraedros son equivalentes, porque tienen la misma base C E, y por al-
tara la distancia de las dos aristas paralelas C F y A B, Lasalturas de
los tetracdros D C F E y B C F A son iguales, porque la arista D B es
paralela & la eara ‘A T del trozo. En altimo anilisis, el volumen del
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trozo A I es equivalente 4 Ia suma de los voltimenes de los tetraedros
de lasfiguras1%, 2* y 3* de abajo, que tienen por base la del frozo A BC
y por alturas respectivamente Ias distancias de los vértices opuestos D,
E y F 4 esta base; lnego el volamen del prisma tiuncade tendrd por
valor lo que expresa el teorema.

V07, —El volimen de un prisma truncado A I (fi-
gura 336) de base cualquiera, iiene por valor lo suma
de los voliimenes de los frozos de los prismas fricngu-
lares ABC A, ACD A, y ADE A’ en que se pue-
de descomponer haztendo pasar planos por una arista
A A° y las opuestas C ©7, D D’

Figura 336,

T08.— 1 volimen de wn trozo de pirdmide de bases paralelas, es igual
i la lercera parte del producto de lo altura del trozo por la suma de lo
base iaferior, mis la superior, mds yna médie proporeional entre
ambas.

Llamemos S la base inferior del trozo (fiz. 33%7),
5’ su basesuperior y a su albura. Completandola pi-
ramide de que forma parte del trozo, Hlamarémos: V
el volamen de la pirdmide fotal O S, y H su altura:
v el voliimen de la ptrimide superior O 8 y H sn
altura, El volimen del trozo que representarémos
por T, sera igual 4 V—v. Hsto sapunesto, tendrémos

V=18 H v=18 1 V-v—I{ S H-18"H’

Como H = a + H’ sustituyendo en el altimo valor

Figura 337,

—=T=18¢

ejecutando la multiplicacion T = 4

Vamos & deferminar el valor de H” en funcion de a,"S y »° para sus-
tituirlo en esta ecuacion. Conforme 4 lo demostrado en el namero 644,
se tiene:

S8 B o B

extrayendo raiz y sustituyendo

A S /St D H




