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formando & ignalando el producto de extremos y medios
Y fE=an S+ /s

W= aV¥§
VE—A/F-.-. 2)

sasbituyendo este valor en la ecuacion (1)

>

despejando 4

gante a V¥ (5—8)
E=dtba s =
VS — VS
sacando a como factor comun y considerando que

SEVE, S=4/57 que S—S'—( 5 +4/®) (/S —+/F) (251-3%)

tendremos:

L YF WE + ySI (/S — vg-‘))
ST
T=%4a(3+ %+ /5).... ()

T:-,.!;a(S

y finalmente

Gue es lo que teniamos que demostrar.

109.—Como el trozo de cono, lo es de una pirdmide cnyas bases pa-
ralelas son circulos, llamande t su volamen ¥ sustituyendo por Sy §°
sus valores, se tiene:

t=ta(x B L 21* &+ A
0 t=47za(RR+ 1+ Rr)

expresion que servird para valuar el voldmen de un trozo de eono,
710.—Un tridngulo A B C (fig. 338) que gura al rededor de wna rec-
ta cualquiora C I situada en su plano Y que pasa por wno de sus vorti-
ces C, engendra un volimen que tiene por valor la tercera parie del pro-
ducto de la perpendicular C D bajada de este vérlice sobre lo base A B,
multiplicada por la superficie engendrada por esta base A B.

o 5 . - :
S Llamarémos p 4 la perpendicular G D bajada
A

et sobre labase A B, R 4la A O, y para simplifi-
\ /P cardirémosvol. B A O para expresar el volimen

0 17:4 engendrado por Ja rotacion del tridngulo B A C

A - al rededor de C 1, y sup. A B paraindicar la su-
8| é perficie engendrada por la rotaoion de la recta

r ) A B. Esto supuesto, considerarémos tres casos:
Figars 338,
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1° Cuando el tridngulo € A B giraal rededor de ano de sus lados
C B (fig. 338). Se tiene:

vol.CA B —=—conoC O A & cono BO A
vol.CAB=17R(CO+0B)=1irR R X 6B

R X C B, que esel duplo de Iasuperficie del tridngulo G A B, es igual
a A B X p,y sustituyendo se tiene:

vo., CAB=I7sR AB xp

pero como m B, A B expresa la superficie conica engendrada, por la ro
tacion de A B (679), finalmente resulta:

vo. CAB — fsup. AB X p

que es lo que expresa el teorema. Cualquiera que sea el valor del &n-
gulo en A, serdn aplicables los raciocinios de esta demostracion.

2¢ Cunando el triangulo C A B (fig. 339) gira al rededor de una li-
nea exterior C 1. En este caso tendrémos.

VL. OCAB=vol. CAT—vol.CBI

sustituyendo los valores de vol. C ATyde vol. CBI
- canforme 4 lo demostrado en el primer caso, se tiene:

vo. CAB=4p.sup. AT— 3 p sup. BI
Fgamsw. 0 Vol. C A B=%p. (sup. A I—sup. BI)=1p.sup. AB
que es lo que se tenia que demostrar.

3> Cuando Ia base A B (fig. 340) es paralela al eje de rotacion, En
csfe caso se tiene;

vol. G A B—cilindro A B I E-eono & A E—cono O BT

sustituyendo los valores respectivos tendremos:

vol. CAB=2pEl + 17 p’CE—L 7z p’CI
=zpP (BEILICEICH=Llzp BEI+CE—CI)
=tzp BEI—EI)=1zp°2E1I

6vol. CAB=27pEIX{p=1sup A Bxp.

que es lo que se tenia que demostrar.
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711.—Este teorema nosservird de fundamento para determinar el
volimen de la esfera, del secfor y del segmento esférico.

A En efecto, si nos imaginamos un poligono re-
gular AB D B.... (fig. 341) circunscrito 4 un
circulo, y que éste gire al rededor de un didmetro
A C, el volamen engendrado por la rofacion del
poligono serf igual 4 la suma de los volimenes
producidos por los tridingnlos A B ¢, B D C,
D C E.... ytendri por expresion £ p (sup. A B
+sup. BD + sup. D E....) Esto es, el vola-

Firars it men engendrado por el poligono tienc por valor la
tereera parte del producto del rddio por la superficie engendrada por
los lados del poligonos. Cpandolos Tados de éstesean infinitamente pe-
quetios el voldmen sz convertivd en el de la esfera cuyo valor serd la ter-
cera parte del producto de su superficie por el rddio.

Y como lasuperficie de la esfera es cuadrupla de la de uno de sus
circulos méximos (684), el volamen de la esfera tendra por expresion:

Lt R xtR=%7 R
m D?

sustituyendo por R su valor en fancion del didmetro, que es 2.

V12.—Se flama sector exférico ‘la porcion de luwesfera C D B A (fig.
342) limitada por la superficie conica D C B que tiene por vértice ¢l
centro de lu esfera y por el casquete esférico A D B, El sector esférico
puede coneebirse engendrado por la rotacion del sector circular A G D
al rededor del radio A C.

Flvolinien del seefor esférico, conforme al teo-
rema demostrado (710), lendrd por valor la fer-
cera parte del producto del radio dela esfera
por lw superficie del casquete esférico D B A.

Llamando ¢ la albura A O del casquete esfé-
rico, ¥ recordando (684) que la reade éste esta
expresada por 2 © R. @, el volimen del scctor
esférico tendra por expresion:

713.—S8¢ llama segmento esférico la porcion de la esfera D E A (fig.
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342), engendrada por la rotacion del segmentocircular D O E A al re-
dedor de 1a flecha O A.

Bl volumen del segmento esférico es igual al del sector C D B A mé-
nos el del cono € D E, y tendra por valor:

Y=37TRa—37DO*%0C....(1)
D 0°=B 0x0 A (538)=(2 R—a) a=2 R e—a’
0 C=R—=a
DOX0C=RRa—0") (R—a)=2R*a—3 Ra*+a

sustitnyendo en [1]
v=%zRa—i7 [2 R ae—3 R ®+a’]

ejecutando la multiplicacion, redoeiende y sacande come factor comun
4 4 7 a%, se tiens finalmenfe:

volibmen del segmento esférico=v=2% 7 &* |3 R—ua]

El volamen de un segmento de dos bases paralelas F G E D, es igunal
4 la diferencia de los volimenes de los segmentos que se apoyan sobre
los cirenlos que respectivamente le sirven da bases.
Para determinar el volmen engendrado por la revolucion del seg-
mento circular A i B D [fig. 342 bis] girando al rededor del didmetro
E B ¥, sapondremos que para fijar la magnitud
,(T\f‘ del segmento se conozea la cuerda A B, y que
(¢ u 4 para determinar la posicion del mismo segmen-
to con relacion al eje de revolucion se dala pro-
yeceion O I de su eaerda A B, Esto supuesto
el yolimen encendrado por Ia revelucion del
segmento A 1 B D es igual al engendrado por
el sector A € B D ménos el engendrado por €l
triangulo A G B girando ambas figuras al rede-
dor de B F. Asi pues:

Fizora 342 bis.

vol. seg. A i B D=vol. seetor A C B D—vol. tridngulo A C B....[1]
conforme 4 lo demostrado [710]

vol. sector A C B D—sup. zona A D Bx5=27 RxH Ox¥ [684]
vol,sectorAOBDz-%?.:R"’XH (Bl St
Ahora conforme & lo demostrado [683 y 710]
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vol. tridng, A C B—2 7 CixH Ox§=270CiExH 0
como en el tridingulo rectingulo A i ¢
GELA oA Dﬂ;-}zs_é_;i
tendremos:

vol. trifng. A G Bz » 1 0 (R—-_.A‘_Lli) [3]

sastituyendo los valores de las ecuaciones [2] ¥ [3] en la [1] resulta:

vol. sez. A i BD—% 7 R*H 0—2 w H 0 (Rﬂ_ﬂ)
4

ejecutando fas operaciones y reduciendo:
vol.seg. AiBD—17HOXA B

que es la expresion del voltumen engendrado por la refacion de un seg-
mento circular en funeion de sn cuerday de la proyeccion de esta sobre
el eje de rotacion.

Se llama cuite d le porcion del volgmen delaesfera A B M A H (fi-
gura 342) comprendide entre dos semictlreulos mdximos que termingn
eh el misino didmetro A B y In superficie de un huso A H B 1.

Como si dividimos en dos, tres 6 més partes ignales el 4ngulo H C M
del huso que fija la magnitud de Ia cufia, resultari ésta dividida en
dos, tres 6 ignal nimero de partes, por ser sohreponibles las cufias de
Ia misma esfera que correspontden 4 husos ignales, resulta que los vo-
limenes de las enfias son proporcionales 4 los angulos de sns husos, y
siendo Ia esfera el conjunto de un namero dado de cufias igaales, re-
sulta:
vol. cufia A B M A H : vol. esfera :: como arco H M : eiref. cire. max.
Inego el woliimen de wna cuna es tgual al de la esféra multiplicado por
la relacton que existe entre ¢l nimero de grados del dngulo H C M del
bauso de T cusio i 360°.

I

714.—Si al cireulo A B ¢ D (fig. 343)
circunseribimos un cuadrado E B ¢ H ¥
un triingulo equiltero 1J K, Y hos ima-
ginamos que gira este sistema al rededor del
eje I A C, resultarin un cilindro ¥ un cono
cireunserifos 2 la esfera, y tendrémos:

1% El volamen de #a esfera que lo rerresen-

¢ taremos por v,
Figura 543
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v=3m R’
2° Bl del cilindro que lo lamarémos v7,
v=r R*x2 R=21 R?
3% El volamen del cono ecircunserito que representarémos por
v’ 4in CIEXCI

Ahora bien, hemos visto (685) que J C°=3 R* y que J I=2J C,
lnego J '=4 J C*=12 R* - :
Para determinar el valor de C I, considerarémos el tridngulo reelin-
guloI CJ, en el que
IC=4/J T—J =412 R"—3 =3 R
sustituyendo en el valor de v”los de C J% y de C I, se tiene:
v=4m3 Rx3 R=3 7 B*
En restimen; el volimen de la esfora = ¢ o R®
5 delcilindro =27 R®
1 delcgone =37 R

Comparando estas cantidades, se ve que son entre si como 4 : 6 : 9,
de lo que se deduce: 1° que el voliimen de la esfera es los dos tercios
de el del cilindro cirennserito: 2° que es igual & los cuatro novenos de
el del eono; y 3° que el volumen del cilindro es medio proporcional en-
tre el de la esfera y el del cono, supuesto que 6=a/4 X 9.

115.— Los volitimenes de dos pirdmides cualesquicre son entre si come
(05 productos de sus buses por sus alfuras.

Si representamos por P el volamen de una piramide cuya base sea
B y A sualtura, tendrémes (702): P=% B. A; y llamando p el vola-
men de la otra pirimide, b su base y a su altura, se tiene: p=2 b. a.
LEnego

Pap i1l B A :Tbh a
multiplicando por 3 la 22 razon
B pra e A, oh
que es lo que se queria demostrar. SO
16.—Los woliimenes de dos pilrdmides senigjanies son proporeionales
@ los cubos de sws alturas 0 al de sus lineds homologas.
Conforme al teorema del namero anterior, se tiene:
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P:pxBxA :bxa
por ser las pirimides semejantes (644)
Biceht w42 sl

multiplicando estas proporciones ¥ suprimiendo los factores comunes,
resulfa:

Boipes AS . 58

Y como por ser las pirimides semejantes, todas sus lineas homologas
son proporciouales entre =i; llamando I, v 1 las lineas que se escojan
se tiene; 3 ;

: A anaT o
) Y T o S
lnego P S\l Satea gy

7 e aYnlars ~ G I - Y

17— Los z,!oZu-ﬂw-;zas delos poliedros semejantes son entre si como los
cubos de sus linews homilogas.

o ¥ a1t 1 :

& 1}1511.111011103 V-y v los valiimenes de los poliedros; P, P, P”...... las
piramices en que se puede descomponer el primer poliedro V, y p, p’

*.... las pirfimides i i fo.
p as pirimides semejantes de que se compone el segundo polie-

drov; I, T2, I”. ... las lineas d& uno, y 1, I, 17, ..... las homdlogas
del ofro. Se tiene (716): -

i R B Prane s die )2 Ele
por ser semejantes los poliedros, lo serfn sus caras y tendrémos:
B (B
elevando al cubo (P B i,
luego Bep s By Pk

y como la suma de los antecedentes es 4 la de les consecuentes, como
un antecedente es 4 su consecucnte (318—8°) resulta:

PP P p e
b Vesoniaadii sl

que es lo que debiamos demostrar,
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718.— Los volimenes de los eilindros rectos engendrados por rectdn-
gulos semejantes son proporcionales & los cubos de sus radios ¢ 4 los de

Sus ulberas.

Representarémos por V el volimen de un cilindro, por R el radio de
su base, y por H su altura; por v el voltmen del otro cilindro, por r el
radio de su base, y por h su altura. Tendrémos (700):

Voyes o RUH aamiedth o5 i)

como los rectangulos genefadores son semejantes, y los lados e esfos
rectangulos son los radiozs y las alturas de los respectivos cilindros, se
tiene:

e th R

multiplicando ordenadamente v suprimicudo los factores comunes, re-

sulta:
Vv aaRiavr
Izualmente, si la proporcion [1] se multiplica por la

B E e
resnlta:
WieT s B R )

que es lo que ge debia demostrar..

719.— Los voliimenes de los conos rectos engendrados por tridngulos
rectangulos semejantes, son proporcionales d los eubos de sus lineas ko-
mologas.

Llamemos V y v los volamenes de los eonos, H y h sus respectivas
alturas, R y r sus radios, y A, a sus generatrices. Por ser semejantes
sus tridugulos generadores, se tiene: :

RS ¥ ¢ H e h ortA ool

Porotraparte (703) V :v & 3 R H : Lri*hil [ [?]

Elevando al cuadrado la primera proporcion de la sétie de razones [1]
R - HP o e

multiplicando los términos de esta proporcion por los de la [2] y su-
primiendo los factores comunes, resuléa:
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Ny Tl e
g elevamos al cubo los términos de las razones iguales [1] se tiene:

R oo HP o s A% 3
Inego Voov o REvd s P oS A5 &2

que es lo que se queria demostrar.

720.— Los volimenes de las esferas son proporeionales ¢ los cubos de
sus radios 6 ¢ los de sus didmetros.

Hemos visto (711) que el voltimen do Ia esfera tiene por expresion
$ TR 6 L 7 D%, asf es que si representamos por V y v los volamenes
de las esferas, por R y r sus respectivos radios, y por D y d sus didme-
tros, tendrémos:

VivagnR :4nr 10D s imd?
¥y suprimiendo los factores eomunes
Vv o P

que es lo que se queria demostrar,

121.—TLos voliimenes delos poliedras simétricos son iguales.

Si imaginindonos dos poliedros P ¥ I’ simétricos con relacion 4 un
plano, tomamos un punto O en el interior de uno do ellos, v su simé-
trico o’ en el ofro, y desde estos puntos tiramos rectas & todos los vér-
tices, nos resultardn divididos Ios dos poliedros en el mismo namero de
pirimides respectivamente simétricas. Bstas piramides tienen sus ba-
ses y sus alturas iguales [657], luego serin equivalentes en veliimen
considerdndolas de dos en dos, y en consecuendia Ia sima de todas las
que forman el poliedro P serA igual 4 la suma de lag piramides que
constituyen el poliedro P,

122.—PROBLEMAS. —L—Daterminar el volimen de an paralelipipe-
do vectangular, en el que los tres lados de uno de sus friedros miden:

?‘50, 42 contimetros y 50 centimelros.

Comenzarémos por expresar las dimensiones lineales referidas 4 Ia
misma unidad. Elegirémos el motro para que el volimen resulte en
meiros clbicos.  Llamando Vel voliimen que buscamos, tendrémos
(694):
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m ciih.

V = 150 % 042 x 050 — 0315

Si hubiéramos querido determinar el voldmen en litros, las dimen-
siones lineales las habriamos reducido 4 decimetros, y nos habria re-

sultade: V = Idé X 49 X 5 =315 litros.

Y. —Determinar ¢l volimen de un eilindro cuye base tiene 40 centi-
metros de radio, y 60 centimetros de altura.
La f6rmula correspondiente es [700]:

v:ﬂ'l‘eh

cant. cfib,
sustituyendo = 37141593 X 40° X 60 = 301 592928
Titros
= 301592 928
HL.—Calcular el voliimen. de un cono cuye altura es de 26 y el ra-
dio de su base de 0°30.
La férmula que expresa el volamen de un cono es [703]:

v=4=zrh

sustitayendo v =4 3441 593 X 030° % 2%

m. cfib.

litros.
de donde vV = 0235 619 475 — 235619 475
IV.—Caleular el voldimen de un trozo de cono, cuye allure es de 1°2,
¥y los radios de sus buses son 0°7 7 09,
Ia férmula respectiva es [709]:
v=47za(B+ 1+ Rr)

sustitayendo v =4 39141593 X 12 (0°9* + 0°7* 4 09 X 0%)

m. ¢ib.

v = 242530979

m

V.—Caleular el voliimen de una esfera euyo didmetro es de 12°.
29
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La férmula que expresa el yolamen de la esfera es [711]:
v=1zD?

sustituyendo v.= 13141593 x 12%5°

v

m. chb,

y resulta 1026537

litrog,
VI.—Delerminar el radio de una esfera euyo volimen ¢s de 21} 66 1.
De la formula que expresa el volimen de 1a esfera [711]:

— 4 e
= 37T

despejarémos 4

S AT TR T
sustituyendo r— |3 X 2144%61
4 ¥ 3141593
ejecutando la operacion resulta:
r = 8 que seran decimetros, por estar esti-

mado el volimen en litros.

VIL.—Determinar el voliimen de un sector esférico cuye altwre es de

m
455, y el radio de la esfera 12 metros.
La formula que expresa el valor del volumen del sector esférico s
[y ) .
(712):

v==2m Ra
snstituyendo v = 53141593 X 12* X 45

m. efily,

6 v — 1357°168

VL —Determinar el voldmen de un Segmento esférico cuya altura
es la mited del vadio de la esfera, que tiene 16 decimetros.
El voliimen del segmento esférico esta expresado porla formula (713)

vy=1 7 a¥(3 R—a)
sustituyendo v = 4 3141593 X 8 (8 %X 16—38)

litroe.

o v = 2680820
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IX.—8e quiere determinar el volimen de un cubo cuya diagonal es
de 8 dectmetros.

Representando por d 1a diagonal del cubo, y por a una de sus aris-
tas, tendrémos:

d* = B a’ (668)
y el volitmen del cubo v = a’ (694)

despejando en la primera ecuacion 4 a, y sustituyendo su valor en la
segunda, resulta: :

d-‘i

e

VAT

sustitnyendo el valor numérico de la diagonal del cubo en nuestro pro-
blema, se tiene:

1} litroa
V= —08%5344
AR

X.—Determinar grdaficamente el radio de una esfera C (fig. 344).

Tomemos dos puntos cualesquiera sobre la esfe-

ra, A y B, haciendo centro en ellos, y con un com-

pas de puntas curvas determinemos sueesivamente

con tres radios diferentes fres puntos D, Ey F

equidistantes de A y B, porlo cualel plano que pa-

; sa por D, Ey F serd perpendicular al medio de la

Figura 341, recta A B, y todossus puntos estarin equidistantes

de A y de B; Iuego pasarf por el centro de la esfera, siendo un cirenlo

miéximo de ésta la seccion D E F G. Esto supuesto, si sobre un plano

llevamos las distancias D E, E F y D F construirémos el tridangulo

D E P, ysi circunscribimos al tridngulo un cirenlo, determinando el
radio de este cirenlo obtendrémos el de la esfera.

HT N.




