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que son semejantes por ser rectangulos y tener el 4ngulo =B C D
como complementos ambos del mismo dngunlo B €%, se tiene:

S ¢:BC:BGC:BD

sustituyendo cosec.a: T i I:isen.d

W2
luego €0S€0.a—

gen.a
Comparando los lados homélc‘:g'os‘ de los trian-
| gulos semejantes B D C y T” B €, se tiene:

TE:EC:DC:BD
sustitoyendo  eot.a: r :: eos.a :sen.a

I. €0S.a
lnego Uah—m—
sen.a

Por altimo, comparando los lados homblogos de los tridngules seme-
jantes T E C y T A €, se tiene:

TEREQOC:ACAT

sustitnyendo cot.a: r i r: tang.a
2

lnego colrg—r—— =
s tang.a

Como se habri observado, para sacar las cinco altimas formulas, se
ha comparado el tridngulo de que forma parte la linea trigonométrica
cuyo valor se busca, con el tridngulo B D C en queentran el seno y co-
geno, excepto en el Gltimo caso que el tridngulo de que forma parte la
cotangénte se compar6 con aquel en que enfra la tangente. Ademas,
la primera razon la hemos formado siempre con la linea trigonométri-
ca euyo valor buscamos y el radio. La segunda razon, naturalmente
quedart determinada por los lades homélogos.

Para determinar el seno verso, basta observar, que

AD=AGC-DC
sustituyendo Sen.ver.a=r—cos.a

Para determinar el coseno verso, observaremos, que

ED=EC-—CD

y como C D’=B D sustituyendo, resulta:

cos.ver.a=r-—sen.a
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r*=sen’a + cos’a
sec’a=1"+tang’s
cosec’a—=1°L cotla

tang.a — I- Sen.2
cos.a

ol
C038.a3

cosge.a— r
sen.a

cotrg — 1216058
sen.a

r?

tang.a

cob.a =
de esta se deduce: fangg— T
cot.a
B€N.Ver.a=r—cos.a

COs.Ver.a—=r—sen.a

lasH::xlcl)s dxc]ltzo que genet:almente ¥ con cl fin de simplificar las f6rmu-
: ace el radio del circulo al cual se refieren las lineas trigonomeé-

Ollal & 13 lllilda.d. S er i&s iﬂl muias a li.e!' ores 1nt Hh{ 17o0s }8
=]
tIlOaS 1 i 1

8 r C

=1
se trasformarén en las siguientes, que son las que més 4 menndo se usan:
I1=sen’a+e08%.uu. ... ..y, i)
sec’a=1+tang%a.......... svesaa(2)
cosec’a=l+cot®a............ --(3)

sen.a
Cos. 8

tang.a = R (]




A e

1
coba=———
tang.a

fang.a= __.}_

cot.a

gen.ver.a=1——¢co8.3, ... ..

CoS.Vera—l—genia . us ... (11)
/: .

730.—NOCIONES SOBRE LA HOMOGENEIDAD.—En 4lgebra (241) ex-
plicamos lo que se entiende por gradn de un término, y por expresio-
nes homogéneas: ahora haremos notar, que al tratar algebraicamente
una cuestion de geometria, cada literal, por regla general, representa
una linea: de modo que & no puede introducirse en los eéleulos, si no
es refiriendo la magnitud de la linea que representa & la de otra que
implicitamente se ha tomado por unidad, como el metro, la pulgada,
ete., 6.4 la de otra linea & conocida. En el primer caso, a representa

; a
un numero conereto de metros, pulgadas, efe,; y en el Sﬁgﬂﬂdo.-{;

ser4 un namero abstracto, al cual se podré sustituir la relacion de otras

. ; R s e oe
magnitudes ¢, y d 4 condicion de que se tenga l= ecuacion S

No entrando en log cileulos sino expresiones homogéncas de la for-
ma %"ﬁ"’ como todas las operaciones y combinaciones que por las re-
glas del cilculo se cjecuten con ellas, como reduceion 4 un comun de-
nominador, adicion, sustraccion, mulbiplicacion, division, elevacion 4
la misma potencia y extraceion de raiz del mismo grado, conducen 4
un resultado homogéneo, resulta gue cuando no se ha tomado como
unidad una de las lineas que entran en la cuestion, y cada una de ellas
se representa por una liferal, todas Jas expresiones del céleulo, sea en
su origen al ¢stablecer las ecuaciones fundamentales; sea en las inter-
medias 6 en las definitivas, tendrin que ser homogéneas.

Para plantear un problema valiéndonos de las relaciones geométri-
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cas que forman parte del enunciado, no podemos hacerlo sino de dos
maneras: estableciendo proporeiones, 6 ecuaciones. En el primer easo,
siendo homogéneos los términos de las respectivas razones, lo seran los
miembros de las ecuaciones que de ellas resulten, sea dividiendo cada
antecedente por su conseeuente, 6 formando ¢ igualando los productos
de extremos y medios. Si se forma una ecuacion, habri que expresar
la igualdad de extensiones lineales por medio de términos de una di-
mension, 6 la equivalencia de valores superficiales 6 de voltimen in-
dicados por términos respectivamente de dos 6 tres dimensiones, como
x5 80 B abe |

Estando las ecuaciones fundamentales de un problema formadas de
términos honmogéneos, como todas las operaciones que con ellos se ha-
gan, tienen que ser iguales para que no se altere 1a ecnacion; se infiere
que cuando se ha representado por una letra cada nna de laslineas que
entran en un problema, las expresiones todas del edlenlo serdn homo-
géneas.

Al contrario, cuando por simplificar los edleulos y las formulas fina-
lgs, alguna de las lincas que forman parfe de 1a enestion, se ha tomado
por unidad, el resultado podrd dejar de ser hemogéneo, en razon de
que siendo lag diversas potencias de 1 ignales 4 1, el grado de cadz uno
de los términos en que entra esta linea puede resultar disminuido nna
0 varias unidades.

Por ejemplo: gn las formulas todas que hemos sacado representando
el radio por r, y las demas lineas de la figura por sus respectivas ano-
taciones, sea fundindonos en que el cuadrado de la hipotentsa es ignal
4 1a suma de los enadrados de los catetos, que €5 Una expresion de eqili-
valencia de superficies, 6 en la comparacion de tridngulos semejantes,
hemos obtenide resultados hamogéneos, tales como

F=sgerra-tcosa
secla=1*+ tang’a

g
tﬂﬂg,"& =T. gen.a
CO8. a

it

ot = ——
tang.a

pero cuando hemos tomado el radio del circulo ignal 4 1a unidad, estas
mismas f6rmulas se han trasformado en
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1=sen’ +cos’a

sefa=1+ tang’a

seh.a

tang.a =
S €os.a

1
tang.a

cob.a =

CUYas expresiones no son ya homogéneas.

Sin embarge, como en ¢ste altimo caso se sabe cudl cs la linea del
problema que se ha fomado igual § la unidad, basta multiplicar los
- términos por una potencia adecuada de e linea, que en nuestro ejem-
plo ha sido r, para tener desde luego Jas formulas que se habrian obte-
nido sin hacer esa simplificacion.

Asi, pues, en lo de adelante para facilitar los cilenlos snpondremos
el radio igual 4 1,y caando sea necesario restituiremos el valor de r
suprimido, multiplicando por una potencia adecuada de r los términos
que lo necesiten; para hacer todos los de nuestras £ormulas de igual
grado.

Repetiremos que €l grado de an término de Ig forma entera se esti-
ma por el niimero de sas factores literales; que.el de nna fraccion se
determina restando las dimensiones del denominador de las del nume-
rador; y que en nn radical hay que dividir por el indice del radical el
grado de la expresion que est4 dentro del radical. Sin embargo, debe-
mos advertir que algunas veces al estimar las dimensiones de nn tér-
mino, no s llevan en cuenta algnnos factores fun cuando sean litera-
les. Esto se hace cuando alyuna literal esti representando un coeficien-
te numérico. Por ejemplo, si x=n.a representa un arco miltiple de a,
como n estd en lugar del coeficiente 1, 2, 3.... 1a expresion x=n.a se-
rd homogénea, aunque aparentemente el 2° miembro fen ga dos dimen-
siones. sta observacion es'igualmente aplicable al caso en que una
linea trigonométrica venga 4 hacer el oficio de cosficiente. Por gjem-
plo: sen. 30°=4, y &i ¢n una expresion representamos 30° por m, sen.m
no deberd considerarse como factor, porqne esti en lugar del coeficien-
te 4; pero por regla general, Ias lineas trigonométricas representan 1i-
neas, y las expresiones en que entran deben ser homogéneas por indi-
car resultados de operaciones idénticas hechas con términos del mismo
grado. :
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131.—PROBLEMAS. =L.—Doterminar todas lus lincas trigonométricas
en funcion del seno.

De la f6rmula (1) n° 729 resulta: cos.a=4/1—sen%a

sen.a__  sen.a
€0S.2 4/7—sena

cos.a __ 4 1—sena

SCN. 8 sen.a

(4) tang.a =

cot.a =

sec.a— 2 = L

CO8. & 1—=sen®a

g
cosee.a =
sen.a

(10) sen.ver.a=1—4/1—sen%

(11) 3 cos.ver.a—1—sen.a

. —Delermingr todas las lineas trigonométricas en funcion del co-
Se710.

De Ia férmula (1) n° 729 resulta: sen.a=4/T—cova

@ tang.a= sen.a _ 4/ 1—cos’a

CO8.a CO3.&

€0S.a_  Cos.a

cotia= TR
.3 4/ 1—cora

1
5eC.a —
CO3. &

1 1

cosec.a = e i P
SeM.2  4/1__cosfa

sen.ver.a=1—cos.a

cos.ver.a=1—4/ I—cos*a
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111.—Determinar todas las lineas trigonoméiricas en. funcion de ie
tangente,

Hemos visto que

1
s tang.a ®)

seeta—Tbmmotn ool i Sl ()

" géc.a=A/ li-tang®a

COSCE ATl COb AL, st s s ()

\l 1 4/ 1 +tang®
cosec.a—nJ 1+ fang’a = tang.a

1
cogec.a= sras wenses
scn.a

1 fang.:
sen.a — —_ tang.a
COSEC. & 1+tang’a

-
ey -

sec.a — R S R S G Y
COS. &

I e tanga
seC.3 4/ 1+tang’a

sen.ver.a— 1—-008.3:1——__]_'__.._.._.
4/ 1+tang®
tang.a

4/ 1+ tang%a

IV .—Determinar el volor de la tangente en funcion de cada una de
las otras lineas trigondmetricas.
En funcion del seno:
_ Sena - sen.a

tang.a —=—— seina ey sse AR)
Cos.2 4/ T—sen’a

cos.ver.a—l—sen.a—1—

Sontal ./t oaay
Del coseno: tanga="N2_9/1cosfa .. ... .....(b)
oA €08. 5
1

De la cotangente: tang.a =
& = cot.a

De la secante:  como sec’a=1 +tangia
se tiene: tang.a=4/ sec’a—1

De Ia cosecante: tang.a = = L

cot.a  4/cosecia—1

Del seno verso: como, sen.ver.a=1—cos.a
se tiene: cos.a—1—sen.ver.a .

A/ 1—cos"a

tit d b) tang.a =
sustitnyendo en (b) tang.a =

A/1—(1—sen.ver.a)
1—=sen.ver.a

resulta: tang.a =

Del coseno verso: como, cos.ver.a=1—sen.a gy

se tiene: sen.a=1—cos.ver.a

S5CN. &

4/ I—sen'a

1—cos.ver.a
4/ 1—(1- cos.ver.a)

sustituyendo en () tang.a =

resulta: tang.a =

V.—Determinar el valor del seno en funcion de cada una de las ofras
dneas trigonometricas.

Al resolver los ematro problemas anteriores, hemos hallado ya el va-
lor del seno en funcion del coseno, de Ia tangente y la cotangente, cu-
¥os valores son:

gen,a=4/ 1—cos'a
tang.a
4/ 1+tang®a

1
feRng ———————
4/ 1+cot’a

vamos ahora & determinarlo en funcion de la secante.

sen.8 = Sema v )
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sec.a = L = :

~ cosa v 1—sen’a

elevando al cuadrado y quitando los denominadores:

sec’a—sec’a sena—1
despejando 4 sen’a y extrayendo raiz, resulta:

secta—1
gec.a

Een.a =

Para la cosecante tenemos:

COBeC.a—
. Sen. &

1

Inego 1Ty [Py —— S il
2 COsec. a
Para el seno verso tenemos:

sen.ver.a—Il—cos.a=1—4/ 1—sen’a
de donde 4/ 1—sen’fa—1—sen.ver.a

elevando al cuadrado 1—sen®a=(1—sen.ver.a)?
sen’a=1—(1l—sen,ver.a)* "

sen.a=4/ 1—(1—sen.ver.a)®
Para el coseno verso tenemos:

Cos.ver.a—1—sen.a
de 1a que sen.a—1—cos.ver.a

VI.—Construir graficamente un arco dade lalongitud del radio, y
ia de su coseno.

Sea r (fig. 349) la longitud del radio, ¢ 1a de su
coseno. Haciendo centroen C y con un radio A C=r
se trazard un arco de magnitud indefinida. Sobre
el radio y desde el centro hicia A se levari una
parte C D'ignal al coseno a. En_el punto D levan-
taremos una perpendicular y su interseccion con el
arce deferminara la magnitud del A F buscado.

Al resolyer este problema hemos prescindido de

g los signos que pueden tener el arco y el coseno,
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Porque todavia no hemos explicado los signos de las lneas trigono-
métricas.

VIL.—Dada o magnitud r del radio (tig. 350) y la s de lu secante,
determinar grdficamente ¢l dngulo & que corresponde.

Témese A C=1: tricese un arco de circulo in-
definido: prolénguese el radio 0 A" y tomando
C 5=, desde el punto S tirese 1a tangente S B,
cuyo punto de contacto determinara el 4ngulo
B C A buscado.
La determinacion del punto B se hace con més
A e exactitud grificamente valiéndose del seno 6 del
L[Fis. 350.] coseno, porque estas lineas eortan el arco proxi-
mamente en una direceion perpendienlar, mien-
tras que el punto de contacto, por finas que sean las lineas, se confun-
de en mayor extension con la circunferencia.

VIIL.—Determinar el valor de fodas las lineas trigonoméiricas del
arco de 30° :

Si el arco A B (fig. 351) es de 80°%.B D seré el seno de este arco.
Prolongando B D hasta B’ por ser el radio C A perpendicular 4 la
cuerda B B’ Ia dividird en dos partes ignales asi como el arco B A B’
(475), por consiguiente el arco B A B’ serd de 602, su enerda B B’ ignal
al radio (497), y el seno B D de 30° igual 4 1a mitad del radio. ‘Se vé,
pues, que el seno de nn #co cualguiera es igual 4 la mitad dé la cuerda
del arco duplo, y en ¢l caso de ser el arco de 30° siendo ol radio 1 ton-
dremos: :

sen. 30°=1
cos. 30°=4/1—senB0°=14/ I—t—1+/i3
o E

tang.30° ‘:MA:ﬁf_:_l__:_ N

2 cos. 30° 14/3 4/ 3 3 3
1 1

eot. 50°= =g —
: tang. 30° 2 3 %

sec. 00— L = 1 — 2 =24,

— > e VT

CO.,.,?)D %ﬂ ,\/ 3

Be vé, pues, que la sccante de 30° es doble de Ia tangente del mismo
arco




sen,ver.30°=1—ec0s.30°=1—14/ 3
€08, ¥er.30°=1—sen.30°=1—1=1

En restimen, las l{neas frigonométricas de 30° serén:

sen.30°=4, cos. =% /3 tang. =~ cobt.=4/3 se0. =2,
i) ’\/-3—” 3 & : _{—'3;

cosec, =2, sen.ver.—1—+% 4/ 3, cos.ver.=1 .

Tomando como base que €0s.60°=3 y siguiendo el msmo procedi-
m'ient.o se determinarian con facilidad los valores de todas las lineas
trigonométricas del arco de 60°; pero supuesto que las lineas: dircctas
de un arco son iguales 4 las indirectas de su complemento, tendremos
que las lineas trigonométrices de 60°, serin:

sen.60°=%,/73, cos.=4, tang.=4/ 3, eot.z__l__: gec. =2
2

cosec, 60° = 2 y EEILYVEr. =1, y cos.ver.=1—24,/3

L

IX.—Deierminar las lineas trigonométricas del
arco de 45° (fig. 351).—Siendo el arco E A de 45°
medidas del dngulo B G A, el tridngulo rectangulo
T A G de que hace parte la tangente sera isésceles,
supuesto que los dngulos T y T € A, valdran cads
uno 45°. En consecuencia, T A—A C luego:

tang 45°=1
gec,45°=4/ 1-+tangis® =4/ 1+1=+/ 2

1 , 1
sec.a= 0 CoRa=——
COS. 2 ECC. 8

luego 005.45":3;:1} )
T

Ao i
R20%=4/ 1—cosPdb=4/ 1—%:=1/_~1}=“17§=%‘\/2-

1

Cobye— e
tang.45°

sen.ver.45°=1—¢os.45°=1—

V2

cos.ver.45°=1—=sen 45° =1— _1_

2
En resumen, para el arco de 45° las lineas trigonomébtricas serdn:

sen.450—cos— L tang.45%=cob. =1, - sec.45°—=cosec. =4/

gen.yer.45°—cos.ver.— l—ﬂL

4/2

X.— Construir un dngulo de 30, de 45 y 60 grados.

Para construir el dngulo de 30° nos bastara tomar una recta izoal &
la mitad del radio, la cual nos representard el seno del arco buseado, y
el problema se convierte en este ofro: conocido el ¥adio y el seno, deter-
minar el arco, cuya resolucion hemos indicado {727). i

Si el 4ngulo que frata de construirse es de 45°, tatﬂdﬁem’osi‘ra tan-
gente 0 la cotangente de la misma magnitud que el'tadio. ;

Por filtimo, si elingulo que trata de construirse es de 607, tomure-
mos su coseno igual 4 la mitad del radio, ¥ procederemos eéomo én el
problema VI.

" Valores correlativos entre los arcos y sus lineas trizonométricas.

732.—Vamos 4 examinar los diversos valores que pueden fomar las
lineas trigonométricas cuando se hace variar el arco 4 que pertenecen
desde 0° hasta + o y desde 0° hasta — o, considerando sus signos,
sus magnitudes y los valores que les son correlativos en arcos menores
que 90%

Para facilitar la inteligencia de este importante punte, que servird -
de fundamento no solo 4 las especulaciones de la trigonomebria, sino
tambien 4 otros ramos de las matemaiticas, gonsideraremos, sneesiva-

4
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