e
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D Oy S B O.ignales, S0 serd ignal 4 S 0, pero de signo contrario,

luego:

§6C & — — sec (180" )

Si4 un arco A B se le agregan 180°, resultari el AC E F y como la
secante 5 O de A Besigual 4 la 8’0 dc A C E F tomada como signe
contrario, resulta que

see¢ a —=— see (180° + a)

751,—Los valores de 1a secanfe, como se hiabra observado, varian en-
tre + 1y + o, y entre — 1 y — o sin poder seren ningun caso.me-
nores que ¢l radio. Para obtener los valores extremos, basta tnza varia-
cion en el arco de 0° 4 180°, y si se prescinde del mgao serd suficiente
Ia de 90°.

752.—Dada la magmwd S O de una secante positiva, vames & de-
terminar todos los arcos 4 que puede pertenecer. St en.la fig. 357 lle-
vamos de O 4 S la magnitnd de Ia secante dada, y por S tuwamos las
tangentes S B y S H, dicha sccante pertenecerd & los arcos A B,
A CE G H ya todos lgs que resulten de agregarlcs una 6 varias veces
360°, Si representamos por a el arco A B=A H, porz y %’ los varia-
bles que pueden tener la misma secante, 'y por # un namero entero
cualquiera, gue puede ser cero, tendremos:

S O=sec x=sec x’
siendo x=3a-4+n.360° . X =(360°—a) +n. 3600'—‘3\)0(“*1)-«-«

Si la secante dadaies negativa; la llevaremos de O & * y tirando las
tangehtes S’ D y 8’ F, perbenecerd 4 losareos AD, AC E F v 4 los
que resulten de agregarles una 6 varias veces 360°. ° Si representamos
por @ el arco D E<90°, los areos & que pertencce 14 secante negativa
tendréin por expresiones:

x=180°—a+n.360° X’=180° +a+n.360°
==180°(2n {1)—a ¥=180°( n+1)+a

Conocido uno de los arces & que pertenece una secante, se deterni-
nardn todos los demas agregindole 4 éste, un namero par de semi-
circunferencias, que es un multiplo de 360°; pero si se le acfrtg% un
numero impar de semi— clrcunferencms, se obtendran los arcos & que
pertenece la misma secante pero con signo contrario.
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753.—VALORES CORRELATIVOS DE LA COSECANTE.—Dado el arco
A B (fiz. 358) su cosecante serd larecta Z O que consideraremos positiva
al estar medida de Z & O, y estimaremos como negatwaa las eosecantes
medidas sobre Z 7’ de Z’ hécia 0.

Si suponemos que partiendo del punto A, se mueve wn punto en el
sentido de Jos arcos positivos, éste engendrara todos los arcos positivos
imaginables, cuyas cosecantes tratamos de determinar.

Si B coincide con A el arco serd nulo, y como la tangente levantada
en A es paralela 4 Z O, la cosecante sera infinita; al crecer el arco A B,
la eosecante Z O serd positiva € ir& decreciendo hasta llegar 4 ser el
radio € O cnande elarco gea de 90°. Asi, pues, en el primer cuadrante,
la eosecante es positiva; deerece al aumentar el arco, e¢unando éste es
0%, cosee=co, y para 90°, cosee=+1.

Al pasar el punfo moévil de C, la cosecante del arco A C D, por ejem-
plo, es Z O posiliva, crece al aumentar el arco, y al ser éste de 180°,
la cosee=+w pm‘ ser ld tangente levantada en E paralela & 7 0.

: : 3 E.n el tercer cuadrante, Ia cosecante 220 del
arco A C E F es negativa, decrece al aumentar
el arco, ¥ para 270°, cosee=—1,

En el cnarto cuadrante, la cosecante Z° O
del arco A O E G H es negafiva, crece al au-
mentar el arco, y cuando éste llega 4 ser de-
360° sn. cosee=—uo.
754.—8i el punto movil recorre la cireunfe-
rencia en el sentido A H G F. ... engendrard,
los arcos negativos, y en el primer cuadrante
A G la cosecante Z° O serd negativa, decrecers
al aumentar el arco y para —90° serd igual &
—1. En el segundo cuadrante negativo G E la
) cosec. 7> O es negativa, crece come el arco y
para —180° esignal & —o . En el tercer cuadrante negative E C, la
cosecante Z O es positiva, decrece al aumentar el arco A G E D y para
—270° esignal & +1. En el conarbo enadrante tambien es positiva, pe-
To crece al anmentar el arco A G E C B, y para—360° es ignal 4 + oo,
Rezulta que la coseeante de un arco negative, fiene signo contrario al
que tendriasi el arco fuese positivo y experimenta variaciones idénticas,
por lo que

[Fig. 358

cosee(—a)——cosec.a

Como si & un arco se le agrega 360° una 6 varias veces, la cosecante
vuelve & tener el mismo valor con igual signo, ‘este arco de 360° eg la
amplitud del periodo de la cosecaite.




795.—Examinaremos Ia rclacion que hay entre la cosecante de un
arco y la de su suplemento. La cosecante del arco A € D esZ 0. Sito-
mamos A B=D E, suplemento de A C D, la cosecante de A B es Ia
mistaa recta 7O quelade A CD. Luego, lu cosecante de un arco es
1gual y del mismo signo que la de su suplemento.

Sial arco A B le agregamos 180° resultari el A € E F cuya cosecan-
te 2 O serd igual 4 Ia Z O de A B pero de signo contrario. Tmego,

cosec.a=—cozec (180 +a)

756.—Comp se habrd notado, los valores de la cosecante varian en-
tre +1 5+ yentre —1l y —ow sin que ¢n ningun caso S6an MENo-
res que el radio. Para que la cosecante obtenga todos los valores de
que es susceptible, basta una vatiacion en el arco de 180° pasando de
902 4 270% 6 de —90° & 90°,-y si no se atiende & los. signos, basta que
la variacion sea de 90° ;

Y57.—Vamos, por ultimo, & deberminar todos los arcos & gue puede
pertenccer 1a misma cosecante pesitiva O Z. Llevando de O 4 Zen la
fig. 358 la magnitud de Ia cosecante dada y tirande las tangentes Z B

. ¥ Z D, se tendrdn los arcos A B, vy A O D 4 que corresponde dicha co-

secante, pero ademas pertenecera 4 todos los que resulten de agregar
i estos una 6 varias veces 3609, Si representamos por. elarcoA B=D &,
JOR Ty 2’ los arcos variables que tienen la misma cesecante ¥ por 2 un
niimero entero cualquiera, se tiene:

7 O=cosée x=cosee X!
T—a-1.360° x’'=(180°—a) +n.360°
¥=—180°%2 n+1)—a : ‘

Si la cosecante es negativa, Ia llevaremos de O 4 Z’, tiraremos las
tangentes 2’ Hy Z’ F y la misma cosecante pertenecerd & los arcos
ACEGH, ACEF y4i todos los que resulten de agregarles una 6
varias veces 360°%. Llamande ¢ el arco A H—F E—B A, tendrén por
expresion los arcos que fiénen por secante 4 72’ O:

x —(360—a) +n.360=360(n+1)—a
x'—(180°+a) +n.360°=180°(2 n +-1)+a

Si se econoce uno de los arcos &4 que pertenece una coseccante, se de-
terminaran todes los demas agregindole un multiplo cualquiera de
360°, que es un numero par de semi-cireunferencias; pero si se le agre-
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ga un namero impar de semi— _circunfereneias, se obtendran los arcos

que tienen secantes de la misma magnitud pero con signo contrario.

No nos ocuparemos del seno y coseno verso por ser lineas trigonomé-
tricas de poco uso, hacxendo notar solamente que nunca son neg‘ttw'ls,
y que sns limites son 0 y 1. :

758.— A ROOS COMPLEMENTARIOS.—Del eximen- minueioso que he-
mos hecho de todos los valores que puedan tener las lineas trigonomé-
trieas, al pasar un arco desde —w hasta +o resulia, que cuando se
prescinde de 10 signos, una lnea trigonométrica adquiere todas las
magnitudes de que es su:cepubie cuando el arco cambia 90°% pero si
ademas de la linea trigonométrica directa, se considera la indirecta
que le es correlziiva, esto s, Ja que corresponde i su complemento, bas-
tard Ia yariacion de 45° para tener todos los valores de cada linea #ri-
gonomélrica. En efecto, por las definiciones de las lineas trigonome-

tricas indirectas, hemos visto que el coseno de un arco s el seno de su
complemento; que la cotangente de un arco es la fangente de sn com-

plemento, efc., y reciprocamente. Asi, pues,

sen.a—cos. (90°—a) ' cos.a—sen. (90°—a)

tang. a—cot. (90°—a) cot.a—tang. (90°—=a)
sec.a—cosec. (90°—a) cosec.a—sec: (30°—a)
sen.ver.a—cos.ver. (90°—a) cos.ver.a—=en.ver.(90°—a)

y como por otra parte hemos visto que cuando se bnsea la linea trigo-
nométrica de un arco = A de un gran niimero desgrados, hay siempre
un arco -=a<<90° que tiene la misma linea trigonométrica, resulta que
la determinacion de ésta queda reducida 4 Ja de arcos menores que
45° enando se tienen reglas para fijar los signes de lasexpresadas lineas
trigonoméirieas. :

Cuando se consideran arcos de un gran namero de grados, los com-
plementos se estiman con respecto 4 la linea que en nuestras fignras
hemos'sefialado de 90° & 270°, y se Uama complemenio de un arco loque
le falta 6 sobrd para un nimero tmpar cualquiera de cuadranies.

1,0s suplementos se estiman con 1'especto 4 1a linea 0% 180°, y se Ua-
ma suplemento de un arco lo que le falta 6 sobra para un wimero. par
de cuadrantes,

759.—LEYES DE TAS LINEAS TRIGONOMETRICAS BEDUCIDAS DE SUS
FORMULAS,—Ba todo lo que antecede hemos determinado los valores y
signos de las lineas trigonométricas, observando cn la correspondiente
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figura cuél es la magnitud y la direccion de la linea que se considera
para un areo dado; pero conociendo los valores del seno y coseno para
un arcoy puede deducirse el de las demas lineas trigonométricas anali-
ticamente, fand4ndose en las f6rmulas generales que hemos demostra-
do en el nimero 729.

De las consideraciones geométricas que hemos explicado en los nt-
meros 133 y 738, resulta que los valores y variaciones del senoy coseno
son las que constan en la siguiente tabla: -

En el 17 cua-fArco dej BEn el 2° caz- |Areo de| En el 3°T- emz- [irco del £n el 49 ena-
[ drante, e drante. 1300 drants, 210 dranfe

Seno | 0 |+creee +1 |+decrece | 0 |—erece —1 {—decreee
Coseno| +1 |+decrece | .0 |l —orece —1 |—decrece | 0 |+crece

Por ofra parie, las férmulas de las obras lineas frigonométricas, son:

1. 1
tang.a—"C04 oot el e , COSEC.8 =
0S8, tang.a cos.a sen.a

En consecuencia, el signo de (e fangente dependerd del que tengan
el seno y coseno. En los cuadrantes 1° y 3° en que ambos tienen el
mismo signo Ia tangente es positiva, v negativa en el 2° y 4° en que
los signos.del seno'y coseno son diferentes. Las variaciones de la tan-

; e gen. a
gente dependen de las que tengan los términos del quebrado = y
: €os.a
y ‘conio cuando el seno anmenta el coseno disminuye, y vice-versa, re-
sulta que ambas variaciones cooperan al mismo fin, asf es que'la tan-
gente seonird variaciones analogas a las que tiene el seno, que es el
numerador de su valor, 6 inversas 4 las del coseno; esto es, creceri en

el 1° y 3° cnadrante, disminuyendo en el 2° y 4°. ‘Cuando el numera- -

dor (el seno) sea 0, tambien lo sera el valor de la tangente, y euando
el denominador (el coseno) sea 0, 1& tangente serd infinifa. Esbo es,
serd, nula cuando el arco sex 0° v 180°, ¢ infinita cuando sea de 90° 6
2702,

: ; 1
Respecto de la cofangente, siendo su expresion e en la que el

ng.a

numerador es constante y positivo, su signo dependers y serd ignal al
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de la tangente, siendo positiva en el 12 y 8= cuadrante, y negativa en
el 22y 42, Como al crecer la tangente, que es el denominador de la
expresion de la cotangente, disminuird ésta, resulta quelasvariaciones
de Iz cotangente son opuestas 4 las de la tangente, esto es, decrece en
el 1° y 8° cuadrante, y creceen el 2° y 4°, Cuandols tangente esnula
en 0° 3 180° la cotangente serd infinita, g eu‘mdo Ia tangen«se esw en
902 y 270° la cotalwente serd 0,

En cuanto 4 la secante, cuya expresion es-_i*, su sigmo serd el del
e cos.a’: - :

COSeno eiendo posmwa en el 1°y 4° cuadrante, ¥y negatna cu el 2 3o
Las varigeiones de la secante sorin opuestas 4 las del coseno, esto es,
crecerd en el 1° y 3 cnadrante, y decreceri en el 22 v 4°. En los ar-
cos do-0° y 1802 en los que el coseno es-ignal & +1 y 4 —1 la seeante
sera 1y —1, y en los arcos de 90% y 270° en Tos que el coseno ¢& 0 1a
seeante es infinita, -

Por ultxmo, la cagercm!e enya expzesmn et ) fendrg ol mismo
8Ch. 4

signo que el seno, sienido positiva en el 1°.y 2° cuadrantes, y negativa
en el 3° y 4°. < Sus variaciones seréin opnestas 4 las del seno, que es el
denominador de su valor, por lo que decrece en ¢l 1° ¥ 9= Cuadmntew,

ycreceen el 22y 4°. Para los arcos de 0%y 180° omx los que el seno es
nulo, la cosecante es infinita, y para 90° y 270° en los que el seno es

+1 y —1 la cosecante es ienal § +1 v a —1.
g ¥

De la f6rmula gen®a 4+ cosfa—1

inferimos que cuando el seno aumenta, el coseno disminuye, supuesto
que la suma de sus cuadrados es constante, y que el mayor valor de cnal-
quiera de estas lineas es el radlo. en razon de gue un sumando no pue-
de ser mayor que Ia suma,

De la i6rmmula Sen.ver.a=—1—¢os.2a

inferimos que el seno verso nunea es Hegativo, supuesto que el coseno
no puede ser mayor que 1.

760. —REPRESENTACION DE LOS VALORES CORRELATIVOS. .—Con el ob-
jeto de facilitar 4 los alumnos que retengan en la memoria los ‘valores
8
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correlativos de las lineas trigonemétricas, indicaremes en la fiz. 359

los signos que tienen en cada cuadrante, y sus valores al principio y
fin de{cada nno de ellos. :

{Fiz. 359.]

761.—LEYES DE LOS VALORES CORRELATIVOS:—Vamos & proeurar
cifrar en un eorto nimero de reglas las leyes que hemos observado y
que se verifican en Tos valores de las lineas trizonométrieas al pasar un
arco positivo por sus diversas magnitudes. Consideraremos los 8ignos;
en qué enadrante erece y en criles decrece cada linea trigonométrica;
sus valores limites; la amplifad del perfodo; Ia relacion de las Tineas de
los arcos suplementarios y complementarios; y por altimo, haremos no-
tar las analogias que hay entre las variagiones de diversas lineas:

Staxos.—Tienen el mismo signo la fangente y Ia cotangente, el se-
no y la cosecante, el coseno y la secante. Todas las lineas trigonomé-
tricas son positivas en el 1°™ cuadrante, y lo son igualmente en el 22 el
seno y la cosecante, en el 3° 1a tangente y la cotangente, y en el 4° el
coseno y la secante; siendo negativas en los ofros dos cuadrantes.

VARTACIONES. —Las variaciones en magnitud de todas lad lineas son
alternativas al pasar de un cuadrante al signiente. Esto es, si crece en
el 1°, decrecerd el 29, crecerd el 3° y decrecerd en el 4% Todas las lineas
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directas, seno, tangente y secante crecen en el 1° y 3° cuadrante; y las
indirectas, coseno, cotangento y cosecante, decrecen en el 1°y 3% cua-
drante; experimentando unas y otras variaciones en sentido contrario en
los otros cuadrantes.

VALORES LiaiTEs.—El seno y coseno varian de 0.4 + 1y 4 —1. La

tangente y la cotangente de + w4 — . Lasecante y la cosecante del
w &1, - 2

AMPLITUD DEL PERIODO.—Para la tangente yla cotan gente es de 180°,
y de 360° para todas las demas.

ARCOS SUPLEMENTARIOS.—EI seno y Ia cosecante de un arco son
ignales y del mismo signo que el seno y la coseeante de su suplemento.
Las otras lineas son iguales pero tienen signo contrario.

ARCOS COMPLEMENTARTOS.—DPrescindiendo del signo, cualqniera 1i-
nea trigonométrica directa es ignal 4 Ia indirecta de su complemento.

A.\TALO(H s.—Tienen ol mismo signo el seno y la cosecante, 1a tan-
gente y la cotangente, cl coseno y la secante. En un cuadrante deter-
minado todas las lineas directas crecen 6 todas decrecen, mientras que

n ol mismo cuadrante todas las indirectas experimentan variaciones
contrarias. Los valoreslimites de las lineas direetas son ignales 4 los
de sus indirestas,

©62.—Terminaremos esta parte poniendo una tabla de los valores
correlativos de los arcos y de las lineas brigonométricas, que los estu-
diantes podran consulfar en easo de duda, y dando la siguiente

DErINICION.—Se entiende por valores correlativos, la dependencic
que existe entre la maguitud i signo de un arcoy el valor de sus respec-
tivas lineas trigonométricas.

Fl estndio de los valores correlativos tiene por objeto observar las
variaciones que en el valor de las lineas trigonométricas produce ¢l cam-
bio de magnitud 6 de signo del arco, y determinar el arco menor que
un cuadrante, cuya linea trigonométrica es igual 4 la del arco dado.
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TABI.A

‘DE LOS VALORES CORRELATIVOS DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS,

ARCOS Nt cos

. o0

—SEn a —cot a | - sec a |—eosec a

-cos a 3 +tang a | +coseca| + sec a

1 5 s 0 o

+€08 & —cob & | —tanga|—ecosecal + sec a

-
180°—a --sen a —tanga | —eoba| —seca|+cosee a

180° : 0 @® —1 @

180°+a +tanga| +cot & | —see a |—cosec a

290°—a |- +cota | +tanga|—cosecal —sec a

270° : w 03¢ tsats o

276°+a | — cot.a |—tanga|+coseca

360°—a ' —tanga| —ecoba| I seea|—coseca

360° i 0 ) 1

360°+a sen +tanga| + coba > & | cosec ¢

|
|
n, 360°—a sen & —tangal —eoba —cosec 2|

n. 360°ta | 4-se +lang al| I cota +-cosec a

2k+1)180°—a| +sen a —tanga| —cot a +cosec a|

+gen a +coba | + seca|--cosec al

(fE+1)180°+a| —sen a +tangal + cota —Ccosec aj

|
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163.—FUNCIONES INVERSAS.—Iias expresiones

y=senx y =cCcosx y = tang x ete.

en las que tanto 7. como el arco = son cantidades variables se les llama

funciones circulares directas. De ellas resultan las signientes:
— arc. (seny) x =arc. (cosy) x = are. (tang y) ete.

e3 decir, X = arco cuyo geno es y, X = arco ¢uyo coseno es v, etc., que
se les Hama funciones circulares inversas. Por lo que hemos explicado
antes, se ve quo las funciones inversas son completamente indetermi-
nadas existiendo una infinidad de arcos que corresponden # la misma
linea trigonométrica, Cuando se nsan estas funciones inversas, parael
seno, la cosecante, la tangente y la cotangente implicitamente se supo-
ne que los arcos estdn comprendidos entre — 90°y + 90°; y cuando se
usan para el coseno y la secante, se supone que el arco estd comprendi-
do entre 0° y 180°, Con esta restriceion las expresiones

X = arc. (sen y) x = arc. (cos y) ete.
resultan determinadas y pueden emplearse como funciones circulares.

T64.—ProprEMAs.—I. Determinar las lineas trigonométricas del ar-
co de 120°

Fl seno de 120° ser# igual al de su suplemento, gue en nuestro caso
es de 60° y del mismo signo. Con el seno de 60° = 1., /3

sen. 1200 =4 /3

El coseno de 120° serd negativo ¢ igual al seno de 30°, que es el ex--
ceso sobre 90°, Esto es:
cos. 10> ——1
: sen 120
tang. 120°=5—m v )
’ 1 1
cot. 120°— m —_ ;};
séegneie it
cos 1202 i
cosee. 120°— 1__:1 =3 4/3= s
sen. 120° A/3
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II.—Determinar las lineas trigonométricas del arco de 225°.

Estando el arco comprendido entre 180° y 270°, sabemos que en el
3¢ cuadrante son positivas la tangente y la cotangente, y negativas
todas las demas. Si del arco de 225° restamos 180° quedan 45° cuyas li-
neas trigonométricas tendrdn el mismo valor que las del arco de 225°
Por tanto:

— sen. 45°=— —

Tt
V2

1
AR

tang. 225° — col. RI° —+1

see. 2%5° = cosee. R25° — —
I11.—Deferminar las lineas frummmefrwm del arco de 2530°.

Si dividimos 2586° por 360° nos queda de resta 60°, Inego las lineas
trigonométricas de 2580° serén las de 60° y por estar este arco cn el 1
lmdmnte, todas las lineas trigonométricas serdn positivas. Esfoes,

sen. 2380° =1 4/3

COBE sy

tang.

IV. — Deferminar las lineas trigonométricas del areo negativo
t—R460°.

Dividiendo 2460° por 360° se tiene la resta 300°; luego las lineas tri-
gonométricas de 2460° fendrén la misma magnitad que las del arco de
300°. Para determinar sn signo, notaremos que en el 4° cunadrante ne-
gativo, el seno y el coseno son positivos, asi como todas las demas -
neas trigonométricas. Como la diferencia de 300° i 360° es 60° las li-
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neas que buscamos son las que corresponden 4 60° por su valor absoluto,
afectandolas del signo correspondiente 4 — 300°. Asi, pues,

sen. — R46(6°
. COS.

tang.

cot.

BCC.

cosee.

V.—: A qué arcos corresponden los mismos senos y las mismas cose-
cantes?

A los arcos suplementarios y & todos los que resultan de agregar 4
Tnno y 4 otro una y varias veces 360°.

VL—:A qué arcos corresponden las mismas tangentes y cotan—
gentes?

A los que resultan de agregar al arco que tiene la tangente 6 cotan-
gente dada, una 6 varias veces 180°

VIL.—; A qué arcos covresponden los mismos cosenos y las mismas
secantes?

A todos los que resulten de agregar una 6 varias veces-360% 4l arco
que tiene el coseno 6 la secante dada.

VIIL.—; Cuales son los valores de los arcos, cuyas lineas 1:11geuomu-
tricas sop: 1° seno =— —4; 2° tang. — — 1, y 3° see. =427

1° Siendo el seno — 4 negativo, corresponderd & un arco negativo 6
4 uno que esté en el 4° 6 3" cuadrante. Como 4 = sen. 30, tomando
el arco negativo podra corresponder 4 losarcos — 30, y — 150 que es
su suplemento y 4 todos los que resulten agregindoles una ¢ varias ve-
ces — 360% Tomando los arcos positivos, — £ es el seno do 180°+30°

— 30° = 330°, y ademas de todos los que resulten de

*wlegarles una 6 varias veces 360°

2¢ L tang. — — 1 corresponderd & un arco negativo une com-—
prendido en el 2° y 4° caadrante. Como 1— tang. 45° Los arcos nega-
tivos 4 que puede corresponder, serdn: — X = — 45 — n. 180° y los
positives x = (180° — 435) + n. 180° = 135° + n. 180°.
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32 Como la secante es positiva en el 1°y 4° cuadrantey 2 — sec. 60°
la secante igual 4 2 correspondera 4 los arcos de 60° ¥ 360°—60 =300°
¥4 todos los que resulten de agregarles n. veces 360°,

- IX.—;A qué arcos corresponden: 1° cofangente= — , /3, y 2°
cos. = £ 4/97

1¢ Considerando los arcos positivos, como la cotangente es negativa
en el 2° y 4° cuadrantes, como cot. 30° — 4/3 ¥ el periodo de la cotan-
genie es el arco de !80° resulta que los arcos 4 que pertenece
Cob.——4/3 serén: x = 80° <+ n. 180° Lios arcos negativos que tienen
la misma cotangente, serin —'x — — 30 — n. 180°.

%% Los arcos 4 que pertenece cos. — 3 4/3 serfin = 45° y + 315° —
360° —45 y todos los que resulten de agregarles = n. 360°.

Formulas generales de las 1fneas trigonométricas.

765.—FORMULAS RELATIVAS AL SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS
AECOS.— Conocidos los senos i cosenos de dos arcos a y b, se trata de de-
terminar la cxpresion del seno y coseno dela suma y diferencia de estos
¢reos. :

Sen AB=a(fig. 360) y BO=b; tendremos AC=4 b
BD==sen.a, D O==cos.a, ¢ E=sen.h, E O—cos.b

C H=sen. (a-+b), H O=cos. (a+b)

: Por ¢l punto B, pié del seno del arco C B, tire-

[Fiv. 3801, mos B F perpendicular 4 A O y E G paralela & este
radio, y nos resultardn los tridngulos E F O y B G O semejantes 4 B
D O el primero por ser £ F paralela 4 B D y el segundo por ser los la-
dos de E G € perpendiculares 4105 de B D 0. De la inspeccion dela

- fignra resulta:

G H=sen. (a+bh=E EF+ 0 &
H-O=cos. (a+tb)=0.F—E G........(B)

Vamos & determinar los valores de las cuatro rectas; B F, C G, 0 F
y B G, en funcion de los senos y cosenos dea v de &, 4 cuyo fin com=
pararemos los tridngulos. EF 0 y E G € con su semejante B'D 0.
Asi, pues, 3
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EF:EO=BD:BOGET:conb:: sena : 1 luego B F— #01-8 €05.

T

CG:CE:DO:BO CG:senbucosa-r  (G—"tnboosa
I

OF:BE0:DO:BO OF:t-cos.b::-eos.a:r 0 F— S08-a cos.b
r

HEG@G:CE:BD:BO EG :senb:sen.a-r EG:M
3 T

Sustitnyendo los valores de eslas cuatro lineas en las ecuaciones
(A) y (B), resulta:

sen.a cos. .y cos.
sen. (a+b)— en.a cos.b+sen.b cos.a
T
€084 ¢0S.b—sen. g .
cos. (a+h) — 3 C sen.a sen.b
=

y haciendo r—I1, como anteriormento, & fin de simplificar nuestras
férmulas:

sen.(a+b)—sen.a cos.b+sen.b cos.a....(12)
cos. (a-+b)—cos.a cos.b—sen.a sen.b. ... (13)

Como las formulas que anteceden se han sacado geométricamente de
una figara en Ia que se ha supuesto a+b<90° y én la que los arcosson
positivos, yamos & demostrar analiticamente que son aplicables 4 todos
los casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos. Para Hegar
4 esta conclusion general demostraremos: 1° que las expresadas formu-
Ias subsisten pava todos los valores de ¢ y de b comprendidos entre 0° ¥
90°; 2° que subsisten igaalmente cuando 4 cnalquiera de los arcos se le
agrega 90°; 3° que son aplicables para todos los valores positivos de Tos
arcos; y 4° que lo son ignalmente para los valores negativos.

1°.— Las férmulas [12] y [13] subsislen para todos los valores de a Yy
de b camprendidos entre 0° g 90°

Habiéndose establecido estas formulas parael caso en que &+ b<90°,
YAmos & suponer que sc tenga: ’

a-+b>90°

Sean a’ y b’ los complementos respectivos de a y de 4, tendremos:
1




