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32 Como la secante es positiva en el 1°y 4° cuadrantey 2 — sec. 60°
la secante igual 4 2 correspondera 4 los arcos de 60° ¥ 360°—60 =300°
¥4 todos los que resulten de agregarles n. veces 360°,

- IX.—;A qué arcos corresponden: 1° cofangente= — , /3, y 2°
cos. = £ 4/97

1¢ Considerando los arcos positivos, como la cotangente es negativa
en el 2° y 4° cuadrantes, como cot. 30° — 4/3 ¥ el periodo de la cotan-
genie es el arco de !80° resulta que los arcos 4 que pertenece
Cob.——4/3 serén: x = 80° <+ n. 180° Lios arcos negativos que tienen
la misma cotangente, serin —'x — — 30 — n. 180°.

%% Los arcos 4 que pertenece cos. — 3 4/3 serfin = 45° y + 315° —
360° —45 y todos los que resulten de agregarles = n. 360°.

Formulas generales de las 1fneas trigonométricas.

765.—FORMULAS RELATIVAS AL SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS
AECOS.— Conocidos los senos i cosenos de dos arcos a y b, se trata de de-
terminar la cxpresion del seno y coseno dela suma y diferencia de estos
¢reos. :

Sen AB=a(fig. 360) y BO=b; tendremos AC=4 b
BD==sen.a, D O==cos.a, ¢ E=sen.h, E O—cos.b

C H=sen. (a-+b), H O=cos. (a+b)

: Por ¢l punto B, pié del seno del arco C B, tire-

[Fiv. 3801, mos B F perpendicular 4 A O y E G paralela & este
radio, y nos resultardn los tridngulos E F O y B G O semejantes 4 B
D O el primero por ser £ F paralela 4 B D y el segundo por ser los la-
dos de E G € perpendiculares 4105 de B D 0. De la inspeccion dela

- fignra resulta:

G H=sen. (a+bh=E EF+ 0 &
H-O=cos. (a+tb)=0.F—E G........(B)

Vamos & determinar los valores de las cuatro rectas; B F, C G, 0 F
y B G, en funcion de los senos y cosenos dea v de &, 4 cuyo fin com=
pararemos los tridngulos. EF 0 y E G € con su semejante B'D 0.
Asi, pues, 3
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EF:EO=BD:BOGET:conb:: sena : 1 luego B F— #01-8 €05.

T

CG:CE:DO:BO CG:senbucosa-r  (G—"tnboosa
I

OF:BE0:DO:BO OF:t-cos.b::-eos.a:r 0 F— S08-a cos.b
r

HEG@G:CE:BD:BO EG :senb:sen.a-r EG:M
3 T

Sustitnyendo los valores de eslas cuatro lineas en las ecuaciones
(A) y (B), resulta:

sen.a cos. .y cos.
sen. (a+b)— en.a cos.b+sen.b cos.a
T
€084 ¢0S.b—sen. g .
cos. (a+h) — 3 C sen.a sen.b
=

y haciendo r—I1, como anteriormento, & fin de simplificar nuestras
férmulas:

sen.(a+b)—sen.a cos.b+sen.b cos.a....(12)
cos. (a-+b)—cos.a cos.b—sen.a sen.b. ... (13)

Como las formulas que anteceden se han sacado geométricamente de
una figara en Ia que se ha supuesto a+b<90° y én la que los arcosson
positivos, yamos & demostrar analiticamente que son aplicables 4 todos
los casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos. Para Hegar
4 esta conclusion general demostraremos: 1° que las expresadas formu-
Ias subsisten pava todos los valores de ¢ y de b comprendidos entre 0° ¥
90°; 2° que subsisten igaalmente cuando 4 cnalquiera de los arcos se le
agrega 90°; 3° que son aplicables para todos los valores positivos de Tos
arcos; y 4° que lo son ignalmente para los valores negativos.

1°.— Las férmulas [12] y [13] subsislen para todos los valores de a Yy
de b camprendidos entre 0° g 90°

Habiéndose establecido estas formulas parael caso en que &+ b<90°,
YAmos & suponer que sc tenga: ’

a-+b>90°

Sean a’ y b’ los complementos respectivos de a y de 4, tendremos:
1
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3

a—90"—3a
b=90°—b’

Samando estas ecuaciones: a+b=—180°—(a’+b’). Asi, pues, (a+Db)
‘es suplemento de {a’+b’) ; ;

Despejando @ +b'=180"—(a--b)

y como (a+b)>90° se infiere a’+ 1< 90°, por lo cnal lasférmulas (12)
y (13) seran aplicables para los arcos a’ y b’. Esto es,

sen. (a’+ b’)=—sen.a” cos:b’+sen.b’ cos.w’

y como el geno de-un arco (a’+b’) es ignal y del mismo signo- que el
de su suplemento (a+b); y el seno de un arco es igual al coseno de sn
complemento, y reciprocamente, sustituyendo en la filtima expresion,
resulba:

sen.(a+b)=—coza sen.b +cos.b sen.a
(6 . sen.(a+b)=sen.a cos.b-+sen.b cos.a

Inego la f6rmula (12) subsiste cuando (a+b)>90° lo mismo que cuan-
do era menor que 90°,

Siendo aplicable la formula (13) demostrada geométricamente para
los arcos a’ y b’ tendremos:

cos.{a’+b’)—cos.a’ cos.b’—sen.a’ sen. b’

Como el coseno de un arco (a’+b’) es ignal al coseno de su suple-
mento (a+b) tomado con signo, contrario, y el seno. de nun areo es
igual al coseno de su complemento y. reciprocamente, sustituyendo,
resulta:

—cos. (2+b)—sen.a sen.b—cos.a cos.h

cambiando signos  cos.(a+b)=—cos.a cos.b—sen.a sen.b
lnego la formula (13) subsiste para el caso en que (a-+b)>90°.

2°— Tas formulas (12) y (13) subsisien igualmente cuando ¢ cual
quiera de los arcos a 6 b se le agrega 90°. :
Por la hip6tesis, las formulas (12) y (13) siendo aplicables 4 los arco-
a y b, se tiene:
sen.(a-+b)=sen.a cos.b+=zen.b cos.a
cos.(a+b)=cos.a cds.b—sen.a gen.b

a1
St & uno de estos arces, a por ejemplo, Je agregamos 902, tendremos:

a’=a-+90°
de donde a=—a>—90°

Sustituyendo en las formulas anteriores, se fiene:

sen. (2 +b—90°)=sen. (a>—90°) cos.b+sen.b cos. (3™—90°)....(A)
cos: (a’ +b—090°) =cos. (a’—90°) cos.b—sen.(3’—90) sen b....(B)
Tunddndonos en que sen.(—a)—=—sen.a y cn que cos.(—a)=cos.a,

st representamos por x un arco cualquiera, tendremos en general:

sen. (x—90%) =—sen. (90°—x)=—cos.x

c08. (x—90°) =cos. (90°—x)—=sen.x
En vista de cuyos resultados puede trasformarse la expresion (A) en
—=¢os. (2’ + b)——cos.3’ cos.b +sen.b sen.a’
cambiando signos: cos.(a’+b)=—cos.a” cos.b—sen.a’ sen.b

y la (B)en sen. (a’+b)—sen.a’ eos.b+cos.a’ sen:h

luego las formulas’(12) y (13) gubsisten igualmente cuando 4 uno de
los arcos @ se le agrega 90°, y se trasforma en o’.

3°— Las formulas (12) y (13) son aplicables para todos los wvalores
posttives de los arcos a i b.

Supongamos, en efecto, que los arcos posifivos @ y & contengan res-
pectivamente el primero m cuadrantes y el segundo 7 cuadrantes, de
modo que

a=m.90°+a’
b=n. 90° +b’

Como & y b’ son ambos menores que 90°, para cllos seran aplicables
las formulas (12) v (13), y se tendri:

sen.(a’ +b’)==sen.a’ cos.b’+gen.b’ cos.a’

£os. (a2’ +b’)=ces.a’ eos.h'—sen.a’ sen. b’
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Ahora bien: como segun ¢l principio 3%, estas formulas subsisten si
sucesivamente sc agrega 4 a’ 6 b’ una, dos, tres.. .. elc., veces, 90°, re-
sulta que subsistirdn para el caso en que @ sc convierta en &’ +m 30°=a
y b’ se cambie en b’+n 90°=Db, en consecuencia las formulas (12) y (13}
son aplieables & dos arcos positivos, enalquiera que sea su magnitud.

4°— Las férmulas (12) y .(13) son tambien aplicables para cuando
a g b son negativos. ) :

Supongamos que cualquiera de estos arcos, 6 ambos sean negatbi-
vos, y designemos por m y # nimeros bastante grandes para que
m.360°—a=a’ y 1.360°—b=D’ dén los arcos @’ y &’ positivos. Para es-
tos arcos seran aplicables las formulas, (12) y (13) y se tendri:

sen. (a4 b?) =sen.a’ cos.b’ +-sen.b cosa’.. ... (12)
sustituyendo:
sen., [ (m +n)360°—(a+b)]=sen. (m.360°—a)cos. (n.360°—Db}
-+ sen. (1. 360°—b)cos. (m.360°—a)

Recordando que sen.m.360°—a=—sen.a
y que cos.m.360°—a—=+cos.a

tendremos: :
—sen. (a+b)=—sen.a cos.b—sen.b cos.a

y cambiando signos resulta:
sen.(a+b)=sen.a cos.b+ 5911;1) €os.a
que es Ia formula (12) aplicada & los arcos negativos a y .
Ahora - cos. (8" +b’)=cos.a’ cos.h’—sen.a’ sen.’. ... (13}
sustitnyendo: :
cos. [(m+n )360“—(&4— b)]=cos: (m.360°—a)cos. (n.360°—Db)

—sen. (m.360°—a)zen.(n.360°—Dh)
0 cos.(a-+b)=ecos.a cos.b—sen.asen.h
que es la formula (13) aplicada & los arcos negativos.

Tin consecuencia, Ia gencralidad de las fornsalas (12) 'y (13) quedas
completamente establecida.
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De paso haremes nofar, que como se habrd observado al tratar del
90 principio, 1a formula (13) puede deducirse de Ia (12) y reciproca-
mente reemplazando @ por 90°+a, 6 & por 90°+b.

‘
fl

"66.—SEND Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DoS ARCOS.—Slen las
formulas (12) y (13) reemplazamos +b por —b, y recordamos que
sen.(—a)=—sen:a y que cos.(—a)=cos.a, tendremos:

sen. (a—b)=sen.a cos.b—sen.b c08.a. ... ....(14)
cos.(a—b)=cos.a cos.b+sen.a senb........(15)

767.—SENO Y COSENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE VARTOS ARCOS.
—Si en 1a formula (12) reemplazamos el arco & por b te, tendremos:

sen. (a+b+-c)=sen.a cos.(b+c) +sen.(b+c)eosia  °

poniendo por cos.(b+-¢) y sen.(b+¢) sus valores conforme i las for-
mulas (12) y (13) se tiene:

sen. (2 +b+-c¢)=sen.a(eos.b cos.c—sen.b'sen.¢) + (sen.b cos.c+sen.c
cos.b)cos.a

sen.(a-+b+c)=sen.a cos.b cos.c +-sen.b eos.a cos.ctsen.c cos.a cos.b
—sen.a sen.b sen.c.... .. : (16)

Si en esta formula reemplazfiramos ¢ por ¢ 14, ficilmente obtendria-
mos la expresion del sen.(a+b+c+d), y se concibe el procedimiento
que habria que emplear para obtener el seno de la suma de un numero
cualguiera de arcos.

Ahora, si en la formula (13) reemplazamos b por 6+¢, tendremos:

cos. (a+b +c)=cos.a cos. (b+c)—sen.a sen.(b +-c)
poniendo por cos.(b-+ ¢) y por sen.(b+c) sus valores, se tiene:

cos. (a-+b+c)=cos.a (cos.b cos.e—sen.b sen.c)—sen.a {sen.b cos.c+
gen.c cos.b)

cos.(a+b +c)=cos.a cos.b cos.c—cos.a sen.b sen.c— cos.b sen.a sen.c
—cos.csen.asenb........ sos 1Y)

Si en las formulas (16) y (17) cambiamos signos & los arcos b y o,
vesulta: :




sen. {a—b-—c)=sen.a cos.h cos.c—sen.b cos.a COS.C—SCILC COS.2
oR Piien #GOT DISCHLD . st s i e sis sy Ao kLD)

cos. (a—b—e) =cos.a cos.b c0s.¢ — cos.a gen.b sen.¢ 4 cos.b gen.a

sen.e4-cos.c sen.a sen.b. .o ie s (19)

De cste modo pueden obtenerse las expresiones del seno y coseno de
1a diferencia entre un arco @ y un namero,cualquiera b. ¢, d-- -

# w68 TANGENTE Y COTANGENTE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA.—
“Hemos visto (729) que ° :

sen.a
fang.a=
COS,

5 luego

.(a+Db)
ang. b :M
e (a74) cos.(a+Db)
poniendo por sen. (a-+b) y por cos. (a+b) sus valores (12) y (13)

sen.a cos.b+sen.b cos.a
cos.a cos.b—sen. a sen.b

tang. (a+b) =

dividiendo todos los términos por c0s.a c0s.b, se biene:

sen.acos.b  semb cos.a
c0S.a COS.b  COR.a cos.b
tang(a+b) = 505 cos.b _sen.asen.b
cos.a cos.b cos.a cos.b

SeN. %

reduciendo, y teniendo presente que — —tang.a, resulta:

tang.a+tang.b ...(20)

tang.(a+b) = 1—_tang.a tang.b

8i cn esta expresion cambiamos +b por —Db, y recordamos que
tang. (—b)——tang.b, se tienc: :

_ tang. a——tﬂﬁg-b
tang.{(a—b) = TEE tang.a t-ang.b' '

Si en Ia férmula (20) reemplazamos b por &+¢, tendremos:
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e __ tang.a+tang.(b+c)
et C)—l—tan g.a tang. (b+c)

poniendo por tang.(b+-¢) su valor

l—t{mg, b mng'c
1—tang. o tang.bttang.c
1—tang.btang.c

tang.a -+
tang.(atb+e)=

incorporando el entero al quebrado, tanto en el numerador como en el
denominador

tang a—tang.a tang.b tang.e+-tang.b 4 tang.c
1—tang.b tang.c

0= 1—tang.b tang.c—tang.a tang.b—fang.a fang.c
1—tang.b tang.c

tang.(a +b+

multiplicando ¢l numerador y el denominador por (1—7ang.b tang.c)
y ordenando los férminos, resulta:

fang, (atbto)— tang.a-rtang,b +tang.c —tang.a tang:btang.c o,
1 —tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang.b tang.e

Si cambiamos los signos 4 los arcos & y ¢, sus tangentes serdn nega-
tivas y tendremos:

tang.a—tang.b—tang.c—tang.a tang.b tang.e
tank D ot g.a tang.b+tang.a tang.c—tang.b tang. (%)

Se comprende que empleando el mismo procedimiento obtendriamos
las expresiones de tang. (a+b+c+d+...) y tang.(a—b—c—d—....)

cos.a
Como cot.a= s tendremos:
gen.a

»

i (a+Db) cos.acos.b—sen.asen.b
oi{ath) ~sen. (a-+b) sen.acosb+sen.bcos.a

dividiendo todos los términos por sen.a sen.b

¢os.a cos.b  gen.a sen.b
sen.a sen.h  sen.asen.b
sen.a cos.b  sen.b cos.a
sen.a sen.b  sen.asenih

cob. (a+b)=




/ - COs.a
reduciendo, y en virtud de que Sen.a —oob.a, tesulba:
cob.acot.b—1

eot: (aE b=t i
=) cot.b+ecot.a

Si se reemplaza +b por—b, i se tiene presente que cot. (—a)=—cok.a,
se tiene:
—cot.a cot:bh —1

—cot.b+cot.a

cob. (a—b)=

cambiando signos al numerador y al denominador, resulia:

_ cob.a cot.b+1
cot.b—cot.a

OF

cob. (a—Db) e o 0o (P0)

~ Empleando el mismo procedimiento que con la tangente, se pueden
facilmente determinar las expresiones de cot.(a+b-+c), cob. (a—b—c),
cof. (azthEekd....)

769.—FORMULAS DE LOS ARCOS MULTIPLOS.—Si en la exprosion
1
sen. (a--b)=sen.a cos.b-+sen.b cos.a
hacemos b=a, resultara:
sen. 2 a==% sen.a cos.a.. ..
Si en Ia expresion:
cos. (a+b)=cos.a cos.hb—sen.a sen.b
hacemos d=a, resultari:

cos. 2 a=cos’r—sen’a

Para obiener sen.3 a haremos en la expresion (12) de sen, (a+b),
6=2a, y tendremos:

sen. 3a=sen.acos. 2 a+sen. 2a cos.a
sustituyendo por sen.2a y por cos.2 a sus valores (26) y (27):

sen. 3 a=sen.a (cos'a—sen®) + 2 son.a.eos.a.cos.a
=sen. & cos'a—sen’a 42 sen.a cos’a=3 son.a cosi—sen®a
=3 sen.a (1—sen’a)—sen’a
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sen. 3 a—3 sen.a—4sen’a. ..

Para obtener cos. 3 a, en la expresion (13) de cos. (a-+-b) haremos
b=2 a, y tendremos:

CO0S. 3 3—C08.2 ©05.2 a—sen.a sen.2a

Sustituyendo por sen.2 a y por cos.2 a sus valores, se tiene:

cos. 3 a=cos.a (cos'a—sen’a)—sen.a 2 sen.a 8.2
—¢0s%—cos.a sen’a—32 sen’s cos.a
—cos®a—3 cos.a sen’a=cos’a—3 cos.a (1—eos’a)

cos. 3 a=4 cos’a—3 eos.a

Ampliando este procedimiento pueden obtenerse las formulas de los
senos y eosenos de los'arcos 4 a, 5 a, ebe.

-\ Sien la expresion (20)

; = _ ‘tang.a itang.b
sl “1—tang.atang.b

haeemos b=z, se fiene

elind e (30)

fanoidia— =y U
3 1—tang?a

Si en la misma expresion (20) hacemos =2 a, tendremos:

; 2 tang.a
ang. artane. 28 fangaf— = —o
s ¥ 1-—tang’a

tang. 3 a= =
o 2 tang.a

—tang.atang.2a l1—tang.a- = .
l=ime £ " 1—tang’a

reduciendo los enteros 4 la forma de los quebrados que los acompafian,
y suprimiendo despues el denommador 1—£ang®, que es comun 4 los
dos términos del quebrado, resulta:

3 tang.a—tang’a (1)

tang. 3 a—=
2 1—3 tanga

~ Si en la formula (24)
cot.a cot.bh— 1
ot ) =ty =i
G el cot.b+cot.a
hacemos b=a, se tiene:
cot’a —1
eoh A e e (3D
2 cob.a ( )
8




