Dividiendo todos los términos de esta expresion por cof.a, se le pue-
de dar otra forma en que suele usarse:

cot. 2 a—% (cot.a— tang.a)

Si en la expresion (31) sustituimos: por lag tangentes sus valores en
funcion de la cotangente,

tang.a=
e cot.a
tendremos: B 1 3 eot’a 1
1 “cot.a cot’a _ cot'a cot’a
Cot3a 3  cota 3 cota
1— 7ot cota cot’a

AT cot*a—1
cof.3a  eot’a—3 cot.a

luego 4 cota—3 coba EiE e B
= A e

]

270 — FORMULAS DE LOS ARCOS DE LA MITAD. — Para determinar el
seno de un arco en funcion del seno y coseno de la mitad, si en la ex-
presion (26)

sen. % a — 2 gen.a Cos.a
reemplazamos por a, 1 a, tendrémos:
gen.a=2 sen. Fa cos. £a....

Para determinar el seno y coseno de Ia mitad de un arco en funcion
del coseno, si en la formnla (27)
cos. 2 a=cos'a—sen’a

reemplazamos igualmente @ por £ &, tendrémos:

cos.a—costha—sen®la.........oieei... (35)

Por otra parte (729) 1=sen’f atcos’i a

Con el objeto de eliminar cos’} a, que tiene el mismo signo en estas
cenaciones, restarémos de la @ltima ecuacion la (35) y se tiene:

1 —cos.a=2 sen’ a

de la que resulta:

»

sen. %a=Jl—003,3..................... (36)
2

Para climinar sen’} a, que tiene signos diferentes en las mismas ecna-
ciones, las snmarémos, y se tiene:

1+4cos.a=2 cos* a

de la que resulta: eos. $a :Jl + cosa
2

Estando expresados el seno y coseno de la mitad por un radieal de
2° grado, implicitamente precedido del signo =, cada una de estas 1i-
neas tiene dos valores iguales y de signoe contrario, habiéndonos resul-
tado ambas en funcion del coseno de @. La razon de esto es, que todo
coseno corresponde 4 dos arcos (738) que podemos representar por el
arco 1.360° 4 a y n.360° — a, en cuyas expresiones 7 es un namero
entero cnalquiera que puede scr nulo. De consiguiente, si se buseca
sen 4 a 6 cos. 4 a en foncion de cos. a, el cileulo debe dar al mismo
tiempo los senos de‘las mitades de todos los arcos comprendidos en las
expresiones n.360° -}-a yn.860° — a, asi como los cosenos de estas mis-
mas mitades; es decir, que se deben tener todos los valores comprendi-

dos en sen. (l____._L SGOOi’_‘) 6 en la de cos. (n_________. 3600:':3)
2 2

En la préetica, cuando se conoce el valor numérico del areo a 6 si-
quiera el cunadrante & que perltenece, valiéndonos de los valores corre-
lativos del seno y coseno, siempre es facil determinar el signo que debe
tomarse. Por ejemplo, si a <90° que es el caso mas comun,3 < 45,
y como el seno y coseno de un arco menor que 90° son positivos, toma-
rémos para sen. £ a y cos % a el signo + del radical. Esto es, nuestras

férmulas, sen 4 a :J i —Cos.8 yeos } a:J 1 + c08.a gop lasade-
2 2

cuadags para el caso en que el arco ¢ sea menor que 90°.

Considerando el frifngunlo rectingulo formado por el radio, el seno
y ¢l coseno, si ¢l dngulo del centro es menor que 45°, el 4ngulo forma-
do por el radio y el seno serd mayor que 45°, y eomo al 4ngulo mayor
estd opuesto el mayor lado, resmlta que para arcos menores que 45° el
coscno es mayer que el seno.




En las formulas obtenidas, el seno y coseno de la mitad estin en
funcion de cos.a Si se quieren determinar en funcion del seno opera-
remos como sigue. Se sabe que

1=—sen’$ 'L+cos‘% a
sen.a—R sen+a cos & a

Si se suman estas dos ecuaciones, se fiene:
1+sen.a=sen®} a+2 sen 4 a cosd atcos’l a=(sentatcos i a).. (A)
Si se restan las mismas ecuaciones, se tiene:
1—sen.a=sen§ a—2 sen } a cos. § a+cos’s a=(sen La—cos 1 a)..(B)
Hxtrayendo raiz 4 las ecnaciones (A) y (B) resulta:
4/1 ¥ scn.a—sen L atcosia
2/1 — sen.a = sen. +a—cos. L a

Conoeiendo la suma y la diferencia de sen. L a y cos | a, Ia mayor
de estas cantidades serd igual 4 la mitad (]B l.m suma mas la mitad de
Ia diferencia, y la menor 4 la mitad de la suma menos 1a mitad de la
diferencia (226 V) Asi, pues:

— 1
gen 3 a=31 4/1 + sen. 'ﬁ“zx/l—son a
cos } a=1 A/1 rsen.a—:4/1—sen.a

Cuando sen £ a> cos L a..

et 1
sen.ta=3 4/1 © sen.a—34/1—_cen.a

€0s.3 3=3 4/1 + sen.atz4/1—sen.a
Hgstas expresiones pueden reasumnirse en las dos siguientes:

sen. Ya=3 4T 1 sena~+ 2 4/1_sena
cos. $a==L § 4/T tsen.af %4/l —sen.a........ (39)
Cuyos signoes se determinaran conociendo el valor del arco « y sabien-

dosi el seno de } a es mayor 6 menor que cos.  a, segun acabamos de
explicarlo.

Cuandosen 1 a<< cosla..

7] 771 —TANGENTE DE LA 3TAD.—Fundindonosen la expresion (4)

O gen. 3
(729) tang.a——" " fenemos: .

e €

61

sen § a

tang. +a=
TS wipos A

Reemplazando por sen. 4a y por eos. § a sus valores (36) y (37) y re-
duciendo resulta:

tang. 5&-\]1—008& v, sl s 2l 0)
L 4 cos. ¢ :

& esta expresion se le suele dar otras formas. Multiplicando los dos
términos dentro del radical por (1+cos.a), se tiene:

fang. & ﬂ,.:4'(1 —cosa) (1 + cos.a) A/l—coss 4/ sen’a
(1+cos.a)? 1+cos.a  L+cosa
_sen.a

Inego: tang. 3 a =
1 + cos.a

Si los términos del quebrado de la expresion (40) se multiplican por
(1—cos.a), resulta:

tingita BB o R (42)
SCn. a4

Si ge quiere determinar el valor de tang. %a en fancion de fang.a,
procederémos como sigae:

La expresion (30) da:  tang. 2 a:_ia_ffng.a
1—tang.’a

Reemplazando a por & a, resulta:

2tang. 1 a

tang.a—
1—tang®ia

se trata, pues, de despejar & tang. 1 a de esta ecuacion. Quitando el de-
nominador, se tiene:
tang.a—tang.a tang?} a=2 tang. 1 a

trasladando y dividiendo todos los términos por tang.a, resulta:

2
1:tang”’g&+m tang. 1 a

Despejando 4 tang. 1 a en esta ecnacion mixta de segundo grado,
resulfa:

tang 4 a = =1 J 1 +
tang.a tang®a




mcorporando el entero al quebrada dentro del radical y sacando fuera
de éste el denominador, se tiene definitivamente:

tang. fa = — 1 A /1 + tanga---- (43)

tang.a tang.a

De esta expresion, resultan dos valores para tang. 1 a gegun sea el
signo que se tome del radical, lo cual procede de que como hemos visto
(745) toda tangente corresponde igualmente al arco a y 4 180° + a,
siendo como es 180° la amplitud del periodo de la tangente; pero cuan-
do se conoce el valor del areo @ 6 por lo menos el enadrante en que ter-
mina, desde luego puede determinarse el sigho que debe adoptarse pa-
ra tang. 4 a. Por ejemplo, si a < 90° tang. } a, lo mismo que tang.a,
seran positivas y la formula correspondiente debe ser en este caso:

1 =
tang. £ 4 = — ot L 1 + tang®a
tang.a  tang.a

COB. &
ge1.3 ?

} 772 —COTANGENTE DE LA MITAD. —Siendo el valor de cot.a—

__cos. ta

se tiene cof. 4 a
sen. 4 a

reemplazando por cos. 3 a y sen. 4 a sus valores (37) y (36) y reducien-
do, resulta:
el Fa— |l ECORTA a1
1 —cos. a
si se multiplican los dos férminos del quebrado por (1 + cos.a), re-
sulta:

1+cos. a
BG4

cob. 3 a— Snor o ()

y si se mulfiplican por (1 — eos.a), se tendra:

sen.a

COL i e
1—cos.a

.-+ (46)

Si se quiere el valor de cot. 1 a en funcion de cot.a, procederémos
como signe:

cot’a—1

= 39 .2a=
Formula (32) 2 2 cot.a

63

reemplazando @ por + 2, se tiene:

-~
-

cot.*a — 1
2 cot. 3 a

€ob. a—

quitando el denominador: 2 cot.a eot. +a—=cotta—1
trasladando: 1=cot*} a — 2 cot.a cot. } a

despejando 4 cot. % a de esta ecuacion mixta de segundo grado, re-
sulta:

eok: F8 =00b A" (/omaT e (D)

Despues de habernos ocupado de las f6rmulas relativas 4 la suma ¥
diferencia de los arcos, de las de los arcos miultiplos y delos arcos de 1a
mitad, vamos 4 establecer ofras expresiones que facilmente se deducen
de estas formulas.

773.—EXPRESIONES DEL CUADRADO DE ALGUNAS LINEAS.—Hemos
visto que

€08.2 a—cosa—sen’s. . .. formula (18)
reemplazando por cosa su valor: 1—sen®, se tiene:
€05.2 a—1-—2 sen’a

1—cos. 2 a

despejando & sen’a — 5

SaTELsate

si se sustituye el valor de sen’a—1—cos’a en la misma formula (18),
se tiene:

cos. 2 a=cos’a—1 -}-cos’a=2 cosla—1

1-+cos. 2a

despejando & cosfa — 5

boimea ek (00)

Dividiendo Ia (48) por Ia (49) y en virtud de que S€%:% tang.a,
CO8.2
sulta:

tan gza:___l—cos. 2a

CR




co8.a

3 B8
Sen.&

Dividiendo la (49) por la (48), y ey razon de que cot.a —

tiene:
g
e 1+4cos.2a
1—cos.2 a
Hemos visto (729) que
sen’a—1—cos’a
gen’b=1—cos’b
restando estas ecuaciones, miembro 4 miembro, resulta:

sen®—senh=—cos’h—cos’a

Y74 _ RETLACIONES DEL SENO Y COSENO DE LA SUMA AL SENO Y CO-
SEN( DE LA DIFERENCIA.—Hn el nimero 765 hemos demostrado las
signienfes expresiones:

formula (12) sen. (a +-b)=—sen.a cos.b +sen.b cos.a
(14) sen.(a—b)=—sen.a cos.b—sen.b cos.a
(13) cos.{a b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b
(15) c0s.(a—b)=—cos.a cos.b+sen.a sen.b

Dividiendo la ecuacion (12) por la (14), se tiene:

sen.(a+b) = een.aeos.hfsenh cos.a
sen.(a—Db) sen.a cos.b—sen.b cos.a

dividiendo los términos del quebrado del 2° miembro por cos.a cos.b,
resulta:

sen.(a+b)  tang.attangb 53)
sen.(a—b) tang.a—tang.b

i so dividen miembro 4 miembro la ecuacion (13) por la (15), se
tiene:
cos.(a+h) _ cos.a cos.b—sen.a sen.b
cos.(a—b)  cos.a cos.b+-sen.a sen.b

dividiendo 1ds términos del quebrado del 2° miembro por cos.a sen.b,
rezulba:
coc (a1 D) Sebeh tamga B0 (Y
cos.(a —b) eot.b+tang.a

-

G5

7¥5.—PRODUCTOS DE L0S SENOS Y COSENOS.—Considerando las f6r-
mulasg (12) y (14), tenemos:

sen.(a+b)=sen.a cos.b+sen.b eos.s
sen. (a—b)=sen.a cos.b+sen.b cos.a

Combinando estas formulas por adicion y sustraccion, se tiene:

sen.(a+b)-+sen.(a—b)=2 sen.a cos.b
sen. (a-+b)—sen.(a—b)=2 sen.b cos:a

De las que resulia:

sen.a cos.b=% sen.(a+b)+4 sen.(a—b)

sen.b cos.a=1 sen.(a+b)—3 sen.(a—b)......(56)
Las formulas (13) y (15):

cos.(a+b)=cos.a cos.b—sén.a sen.b
cos. (a—Db)=cos.a cos.b+sen.a sen.b

combinindolas por adicipn y sustraceion, dan:
¢os. (a--b) +cos. (a—b) =2 cos.a cos.b
cos.(a—b)—cos. (a+b)=2 sen.a sen.b
De las que resulta:
cos.a cos.b=4% cos.(a+-b)+4 cos.(a—b)........(5

ie
gen.a sen.b=% cos.{a—b)—% cos.(a--h)

4 776.—SUMA Y. DIFERENCIA DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.—En

“ el parrafo anterior hemos visto que combinando por adicion y sustrac-
cion las formulas relativas al séno 'y coseno de la suma de dos arcos con
lag de su diferencia, se tiene;

sen.(a+b) +sen.(a—b)=2 sen.a cos.h
sen. (a-+b)—sen.(a—b)=2 sen.b cos.a
cos.(a+b) +cos.(a—b)=2 cos.a cos.b
cos. (a—b)—ecos. (a+b)==2 sen.a sen.b

Ahora bien: si hacemos a+b=p, y a—h=q, resultari: (266 V.)

a=% (p+q) b=2 (p—q)

y sustitnyendo estos valores en las cuatro ecnaciones anteriores, re-
galta: '




sen.p+-sen.q==2 zen. & (p-Fq)cos. 4
sen.p—sen.q—==2 sen. + (p—q)cos. ;
cos.q+cos.p=2 cos. § (p+q)eos. &
« COS.——¢o8.p=2 scn. ¥ (p+qjsen. 4

Debemos haeer notar, que siendo el arco p>q se tiene cos.p<cos.q,
potque en el 1 cuadrante al aumentar cl arco disminuye el coseno.
Bstas cuatro tléimas f6rmulas suelen ser de uso frecuente, especialmen-
‘te para hacer adecnadas al empleo de los logaritmos algunas expresio-
nes trigonométricas, supuesto que una funcion de suma y diferencia se
trasforma en otra de producto.
sen.a , sen.b _ sen.a cos.btsen.b cos.a

i 1 w = =5
tang.a-tano.h ==
o5 2 ¢os.a  ¢os.b ¢0S.3 cOS.h

luego (12) tang.a+tang.b= S

£ _ sen.a sen.b _ sen.a cos.b—sen.b cos.a
tang.a—fangb=———_—— = —— -
: cos.a  cos.b ¢os:a ¢os.b

sen, (a—b)

luego (14) tanz.a—tang. b=
20 (14) tang 2 COs.3 cos.b

cos.a , cos.b_ cos.a sen.b-gen.a cos.b
cobia Jeeabh — ——=— L= e % e
sen.a  sen.b sen.a sen.b

o gen.(b-+a)
lneco (12) eot.atcotth =——'— " °/ Bl (65
gaslds) sen.a sen.b : (65)

__cos.a .cos.b  cos.a sen.b—cos.b sen.a

cot.a — col.b 5 Sifets
sén.a  sen.b sen.a sen.b

luego -(14), cot.a—cot.b ~ s,
: sen.g sen.b

777, -—RELACIONES ENTRE LA SUMA Y DIFERENCIA' DE TAS LINEAS
TRIGONOMETRICAS.—Lias siguientes expresiones se obtienen dividiendo
sucesivamente las ecuaciones:

sen.p-+sen.q  tang:
sen.p—sen.g tang

59 por 60 ysimplificando da:

59 por €1

a9 por 62

60 por 61

60 por 62

61 por 62

63 por 64

69 por 66

67

M.ﬂ'ﬂxirmg.:} (prq)-...-...(68)
€0S.q —+ COs. p

SIPHEINA _cot.d (P—a)-vev-nn-.(69)
€08.q—C0S.p

SORP—SOL _pana (P—9q)
€OS. (| +€05.p e

S S B S e
COS. | —COS. D

COSGHCOSD oot 1(p +q)eotI(p—q)-(72)

GOS.(—CO8.p

tang.at-tang.b  gen.(a-+h)
tang.a—tang.b = sen.(a—b)

cob.a+cot.h__sen. (b-+a)
cot.a—cot.b sen.(b—a)

778.—Las formulas fundamentales y las que hemos demosfrado en
los piirrafos anteriores, las reuniremos en la signiente tabla con el do-

ble objeto de que los alumn

os las graben en su memoria, y para que,

consulfindola, puedan ficilmente resolver cualqniera duda. En todas
se ha supuesto el radio igual 4 1. + :

Tabla de las principales formulas de Trigonometria rectilinea

I=gen®ateof’ac. . . ...

secia=1-+tanga. ... ... ie.

coseca=—1-tcot’a.....

Sen.a
lowg— o i o,

‘ CO5. 4%
i

sec.a— eralats
CO5. &
1
COSCC.a=— in
Sen.a
cobia = Eﬂ =
sen, &

........... .




1
tang.a
f
tang.a— _lb_.
cof.a

COLa—

sen.ver.a—1—cos.a

cos.vera—l—sen.a.....

sen.(a-+b)=sen.a cos.b+sen.b cosca..........

cos.(a+b)=cos.a cos.hb—sen.a senb. . .ove it iieiiiiiaieaee (13)

' sen. (a—b)=sen.a eos.b—sen.b cos.a. ... coiciiiii i (34)

cos. (a—b)=cos.a cos.b+sen.a sen.b.... (15)

sen. (a-+b-+c¢)=sen.a cos.b cos.c+sen.b cos.a cos.c
+8en.c cos.a ¢os.b—sen.a sen.bsen.C. . oy o avu .. (16)

cos.(a+Db+c)=cos.a cos.b cos.c—cos.a sen.b sen.c
—cos.b sen.a sen.c—eos.csen.asen.b.. .o ......... (17)

sen. (a—b—e)=sen.a cos.b cos.c—sen.b cos.a cos.c—
—sen.¢ cos.a cos.b—sen.asen.bgen.c.....c....... (18)

cos. (a—b—e)=cos.a ¢os.b cos.c—cos.a sen.b sen.c+

+cos.b gen.a sen.cteos.csen.asenbo. ..ot oo (19)
tang.a4tang.b

1—tang.a tang.b

tang. (a+b) = (20)

by tang.a—tang.b
1+tang.a tang.b

tang

ang. ang.b-+tang.c—tang.a tang.b fang.c
tang. (s +b+c) = ’ran,f, a-+tang.b+4-tang.e g.a tang g
: 1—tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang. b tang.c

tang.a—tang.b—tang.c—tang.a tang.bang.c
I +tang.a tang b+ tang.a tang.c—tang.b tang.e
cot.a cot.b—1
cot.b-+cot.s

tang. (a—b—c) =

col.(a+b) =
cot.a cot.b+1
coli{a bf————
cot.b—cot.a
gen.2 a="2 sen.a cog.a
c08.2 a—cos’a—sen’a

sen.3 a—3cen.a—4 sen’a, - .- .....

tang.2 a —
tang.3 a —
cob.2 a—

veoh.3 a=—

2 tang.a

/ ¢08.3 a—4 cos’a—3 cos.a.

I—tang®a

3 tang.a—tang’a

1—3 tang®a

eot’a—I1
2 cot.a

cot’a—3 cot.a
3 cot’a—1

SeN.A—2 5603 A COSE Bue et it ivyriains

cos.a—Ccos’f a—sen*L a.. .. ... ... ...

ol a=\| l—i-c:;os.a,- G,

gen.i a—=1 A/1 +sen.azt 14 1—sen.a..
cos.} a—=+14/ 1 psen.af L 4/ I—sen.a

fang.l a—
to ]

tang. 1 a—

tang.ta —

tang.t a— —

col.d a=

cot,t a—

cob. 1

1-+cos.a
gen.a
14-cos.a
1—ecos.a

SCh.a

Ly

. fl4eosa;;
1—cos.a
1-+cos.a
Sen. o

S sen. &
1—cos.a

1

S —_—

tang.a tang.a




L.

Bt P,

cot.] a—col.a 4/ Gorar1

1—c0s.2
sen’a— - 0_:;” sl

=

cofa— LHcos2a

2

e 9 <
fang— 1—C08.2 a

1+cos.2 a

.

T4cos.2 a

cot’a— :
1——cos.2 a

sen’a—sen*h—cos’b—cos’a

sen.(a+b). tang.a-ttang.b
sen.(a—b) tang.a—fang.b

* e

¢os.(a th) cob.h—tang.a
cos.(a—b) cot.httanga’

sen.s cos.b=1% sen.(a+b)+4 sen.(@—Db) . cceiviiiiiniioaa...
sen.b cos.a—1} sen.(a+b)—L sen.(a—b)--tooiieiiiiiiianen.
cos.a cos.b=L cos.(a+b)+1 cosi{a—b)i. .. i (BY

sen.a sen.b=% cos.(a—b)—feos.(@+b) i o iiiiiins aiaaa. (88)

gen.p+sen.q=2sen.3 (p+q) cos.3 (P=q).--+veveecraiceeern . (59)
1
1

sen.p—sen.g—2 sen.1 (p—q) cos.d (P+q).-.cevi ciiein.... (60)
€os.q+cos. p=2 cos.L (p+4q) cos.i (p—q).... 2 .. (61)
cos.q—cos.p—=2 sen.% (p+q) sent (p—q)-vevonnn . .t (62)

Bl thlus mEiE e (63)

tang.a+tang.b—
E €0s.a cos. b

som(a bifaeel Era (64)

tanc.a—taneb— e
w2 S C0S.4 COS.h

Gobateotbes i beea) AN ARl Sl al6h)
sen.a sen.b

e S e L e s g )
sen.a sen.b

onpasend. Bue b Ed) S e e Sl
sen.p—sen.q tang.} (p—q) s :

eI+ sen.q “
COs.q +QQS_P tﬂ!]g_% (P‘i'(]) el

sen.psen.q - s : 69
Cos.q—cos.p—wt'} (=)=t o v B e - (69)

S—G}}__pﬂ.ﬂ=f 1 1_‘ S
COS.q + €08 p ng.+ (p—1) -,

?E_ﬂ-p—*ﬁc]l.q £ Ak
€OS.q—C08. S

ggsij:eot,% {(p+q) cot.l (p—q)---.
COS.q—CO8.p

tang.a+tang.b sen.(a+Db)
tang.a—tang.b  sen.(a—Db)

cot.a+cot.b _ sen.(b+a)
eob.a—cot.b  sen.(b—a)

Demostracion geométrica de algunas formulas generales.

779.—Como habrd podido notarse, valiéndonos de las relaciones geo-
métricas en una figura adecuada, hemos establecido las formulas Ta-
madas fundamentales y las del seno y coseno de la suma de dos arcos,
y. en seguida por puros procedimientos algebraices, hemos deducido to-
das las demas; resultando que, siendo las primeras ciertas para cual-
quiera clase de-arcos, las ultimas, conforme al carficler de Tos métodos
analiticos, fienen Ia mayer generalidad, interpretando, como lo hemos
dicho, ¢l significado de los simbolos algebraices en los valores correla-
tivos de los arcos y sus lineas trigonoméiricas. Tos métodos de la geo-
metria especial, envuclven casi siempre, en opesicion de los procedi-
mientos analifices, cierto espiritn de individualidad, lo cual hace que
los teoremas demostrados por nna figura, no se les puede considerar
como ciertos, sino para los casos representados en clla; sin embargo,
como los procedimientos geométricos hacen méas perceptibles las ver-
dades, vamos % demostrar geométricamente, algunas de las formulas
deducidas per el cileulo, 1o cual serviri para hacer comprender 4 los
almmnes; la dependencia forzosa que siempre existe enfre unog y ofros
métodos. 3




