L.

Bt P,

cot.] a—col.a 4/ Gorar1

1—c0s.2
sen’a— - 0_:;” sl

=

cofa— LHcos2a

2

e 9 <
fang— 1—C08.2 a

1+cos.2 a

.

T4cos.2 a

cot’a— :
1——cos.2 a

sen’a—sen*h—cos’b—cos’a

sen.(a+b). tang.a-ttang.b
sen.(a—b) tang.a—fang.b

* e

¢os.(a th) cob.h—tang.a
cos.(a—b) cot.httanga’

sen.s cos.b=1% sen.(a+b)+4 sen.(@—Db) . cceiviiiiiniioaa...
sen.b cos.a—1} sen.(a+b)—L sen.(a—b)--tooiieiiiiiiianen.
cos.a cos.b=L cos.(a+b)+1 cosi{a—b)i. .. i (BY

sen.a sen.b=% cos.(a—b)—feos.(@+b) i o iiiiiins aiaaa. (88)

gen.p+sen.q=2sen.3 (p+q) cos.3 (P=q).--+veveecraiceeern . (59)
1
1

sen.p—sen.g—2 sen.1 (p—q) cos.d (P+q).-.cevi ciiein.... (60)
€os.q+cos. p=2 cos.L (p+4q) cos.i (p—q).... 2 .. (61)
cos.q—cos.p—=2 sen.% (p+q) sent (p—q)-vevonnn . .t (62)

Bl thlus mEiE e (63)

tang.a+tang.b—
E €0s.a cos. b

som(a bifaeel Era (64)

tanc.a—taneb— e
w2 S C0S.4 COS.h

Gobateotbes i beea) AN ARl Sl al6h)
sen.a sen.b

e S e L e s g )
sen.a sen.b

onpasend. Bue b Ed) S e e Sl
sen.p—sen.q tang.} (p—q) s :

eI+ sen.q “
COs.q +QQS_P tﬂ!]g_% (P‘i'(]) el

sen.psen.q - s : 69
Cos.q—cos.p—wt'} (=)=t o v B e - (69)

S—G}}__pﬂ.ﬂ=f 1 1_‘ S
COS.q + €08 p ng.+ (p—1) -,

?E_ﬂ-p—*ﬁc]l.q £ Ak
€OS.q—C08. S

ggsij:eot,% {(p+q) cot.l (p—q)---.
COS.q—CO8.p

tang.a+tang.b sen.(a+Db)
tang.a—tang.b  sen.(a—Db)

cot.a+cot.b _ sen.(b+a)
eob.a—cot.b  sen.(b—a)

Demostracion geométrica de algunas formulas generales.

779.—Como habrd podido notarse, valiéndonos de las relaciones geo-
métricas en una figura adecuada, hemos establecido las formulas Ta-
madas fundamentales y las del seno y coseno de la suma de dos arcos,
y. en seguida por puros procedimientos algebraices, hemos deducido to-
das las demas; resultando que, siendo las primeras ciertas para cual-
quiera clase de-arcos, las ultimas, conforme al carficler de Tos métodos
analiticos, fienen Ia mayer generalidad, interpretando, como lo hemos
dicho, ¢l significado de los simbolos algebraices en los valores correla-
tivos de los arcos y sus lineas trigonoméiricas. Tos métodos de la geo-
metria especial, envuclven casi siempre, en opesicion de los procedi-
mientos analifices, cierto espiritn de individualidad, lo cual hace que
los teoremas demostrados por nna figura, no se les puede considerar
como ciertos, sino para los casos representados en clla; sin embargo,
como los procedimientos geométricos hacen méas perceptibles las ver-
dades, vamos % demostrar geométricamente, algunas de las formulas
deducidas per el cileulo, 1o cual serviri para hacer comprender 4 los
almmnes; la dependencia forzosa que siempre existe enfre unog y ofros
métodos. 3




780.—DADOS EL SENO Y COSENO DE UN ARCO DETERMINAR EL SENO
¥ GOSENO DEL ARCO DUPLO. .

Seaenlafig.3610 A=1,AB = B0 =a,
AGC=Ra,AD=xsenas, OD=cosaCE =
sen. 2ay H O = cos. 2 a.
Siendo D I paralela al Jado C E del triingulo
CABE, ysiendo AD = D C, setendra E C =
D F, yAF=FE. [510] Por tanto,
sen.2a—0OE=2DEH.. .
(Piz. 361). cos. 2a=EKO=0F—AF.......... (2
La cuestion queda redueida 4 determinar las rectas D F, O By A F
en funcion del scno y coseno de A B. Para esto, considerarémos el
trifingulo rectangulo A D O que ha_quedado dividido en tridngnlos
parciales semejantes 4 61 por la perpendicular D F 4 1a hipotenusa, (630)
¥ se tiene: ; '

DE:AD:DO:AO despejando y sustituyendo D F—sen.aeosa.
OF:0D:=0D:AO = 0 F=cos™a
AF:AD=AD:AD e A F=sen’,

Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2) resulta:

sen. 2 a=—2 sen.a cos.s
cos. 2 a=—cos’a— sgen%

que son las expresiones (26) y (27) demostradas intes analiticamente.

781.—ENCONTEAR EL SENO ¥ COSENO DE LA MITAD DE UN ARCO EN
FUNCION DET COSENO.

En la fig. 362, harémos O A = [, A B = a,
Y por lo.que D O = cos.a es la.linea en funcion
§ de la que debemos expresar el seno y coseno
— n (e = s
iz, 202). Desde B tiramos las cuerdas B A y B By los
radios O C y O H perpendiculares & sus mitades; tendrémos que

BA=2AF =2zen. %3

BE=2BG=2F0=2cos}a
Por ofra parte AD=AO0—-DO = 1 —cos.a

DE=0FE+rDO=1+ cos.a

Se sabe (539) que una-cuerda es media proporcional enfre todo el
diametro y su proyeceion, por lo que

V3

ABR—ATR xA D 'SUStitH_Te-ﬂdO 4 SGBQ-%- a—2 (1——005.&)
Osen 3 a =J]—cos.a
9

B E—A ExD B 4 cos’d a=R (1+cos.a)

cos. +a =J1+cns.a
2

que son Jas expresiones (36) y (37).

782.—ESTANDO DADAS TAS TANGENTES DR DOS ARCOS @ Y § DETER-
MINAR LA TANGENTE DE SU SUMA.

B  En la fig: 363 tenemos O A — LA Bi—
§ BC=0, BD = tang.a, BE=tang.h, y A F=—
§ Lang. (a-+h).
§ Tirando E G paralela 4 A F, tendrémos, com-
parando los triingulos semejantes F A O y E G0
FA:A0:EG:GO
St _EG
— luego F A = tang. (a +b) S (1)
[Fig. 863].

Tendrémos pues que determinar E G y G O en funéion de B D y
B E. Los tridgngulos D B 0 y D G E son semejantes por ser rectangu-
loz y tener comun el dngulo en D. Comparando sus lados homélogos,
s€ tiene:

EG:DEzBO:DO . luggo EG-—tMEa+tangh -
g 50 (%)

Para determinar el valor de G 0. considerarémos ol trigngulo- B DO
y conforme al teorema del nfim. 534, tendrémos:

DE=E0*+D 0°—2D 0Ox0 G
Despejando 4 O G se tiene:

G 0_EO0+D 0D E' _E0*+D 0> (DB+B L)
2D0 2D 0 g

G 0=20+tD 0D B-2DBXxBE_B I
' 2D0
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v observando que E 0>—B E*=B 0*=1; quoj D 0—B D=B
" iuc B D—tang.a y que B E—tang.b, se tiene:
2—2%&ng_.a__fang.§

o o

, l—tang.atang.b (3)
dividiendo por 2 0 G= o
| i : 3 : resulba
sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) y (3) en la (1), re
finalmentes.

fang.a+tang.b
n (&+b)_1 — tang.a tang.b

que es la expresion (20) deducida analiticamente.

175 76 stguiontes:
w83, Demostraremos geométricamente las formula; SLYULL

sen.p +sen.q=% sen. {(p+q) cos %(p—-q)
sen. p—sen,q—=2 sen. (p—q) cos ¥ (p+a)

En la fig. 364 tomemos A B=p y A‘Cz—g c%
yos senos serdn respectivamente BEY e
Tiremos la cuerda C B y el radio O‘ D peq;,]’}&
dicular 4 su mitad. Por el punto P tiremos £ ;
alary P N paralela a‘l radio A O, gque

rpendi 2oy
e igual 4 la nnidad.

] 8 dremos
como sicmpre lo supondrem '
falti : . De
Tracemos, por tltimo, C'Q paralela a 0OA. D
1a inspeceion de la fignra resulta:

 (Eig 3641
B C=p—q BD—%(—9)
i ; A D=1 (p+9)

_onq D G=sen. } (p+q), B P—sen.}(p—q)
OIS e eos § (pra)s O P—oos. ()

A D=—A B=B D=—p—3 (p—9)

B E=3en.p,

BN

B Q  sen.p—sen.g

sen.p—sen.q  sen.p-feen.q
2 = 2

P M=B E — B N=sen.p—

] N, com-
4 d inar los valores de P M y B N,
Tsto supuesto, vamos 4 determinar los v

e

parando con el tridngulo D G O sucesivamente los trifngulos P M O
¥ BN P que son semejantes 4 éL

PM:P 0::D G:D O luego P M=%J_;"ﬂﬁ_—_senﬁp+q)cos. 1 (p—q)

B N:B P::0G:D 0 luego BN___S_('D-P—;%= e Ry

pasando el 2 al 2° miembro en las Gltimas ecuaciones, resulta:

SOILP+sen.q==2 sen. 4 (p+q) cos 4 (p—q)
Sen.p—sen.q==2 sen. 4 (p—q) cos } (p+q)

que es 1o que se tenia que demostrar,

-
784, —Demostrar geométricamente que lo suma de los senos de dos
arcos es d su diferencia, como la tangenie de lo. mitad de la suma de los
IISNOS arcos es d la tangente de lg som i~diferencia.

En Ia fig. 365 sca A B=p, A C=q. Si toma-
mos A-B'—=A B y frazamos ¢l seno O P yla
cuerda B B’, tendremos:

B M=DB’ M==sen.p, € P=N M=sen.q, N B’-———sen.13+sen.q
B N—sen.p—sen.q, ¢larco € B=p+qy B C—=p—q. .

Tiremos por €l punto € la recta € D paralela 4 A O y haciendo con-
tro en D tracemos un arco de circulo con el radio D E=A 0=1. B
angulo € D B’ tiene por medida el arco E Q, Y Por estar su vértice
sobre la circunferencia tiene igualmente por medida 1 C A B’, luego
EQ— (p+q)

Por ignal razon B R=1% (p—q). Sienel punto B levantamos Ia tan-
gente F E G, tendremos:

E G;ti{llg- é[_,f (p‘;‘q), y E F=ta]]g‘ ,%’, (p__q)
Por ser paralelas las rectas B B’ y F G quedarin cortadas en parfes

proporcionales por las lineas DB, DN y D B’ que parten del punto
D (526) y tendremos:




NB:BN:EG:EFE
y sus-titu}endo:
sen.p--seu.q ! sen.p—sen.q i lang. 1 (p+q) : tang § (p—9)

= 2 1 1 4 el
que es 1o que ge queria demostrar, y ¢nyo principio esta expresado en
la formula (67),

9K _ PROBLEMAS.—I.—Conociendo tang. § determinar todas las de-
mas lineas trigonométricas. '

Hemos visto, formula (30), que

2 tang.a

tang ——
1—tang*®a

D:.l

.
=

Reemplazando a por 3 a, se tiene:

2 tang. 3 &

tang.a—-———
s 1—tang? + a

ura vez conocida la tangente de @, se podran deferminar todas las
demas lineas trigonométricas, ‘como lo hemos hecho en el namero
731—IIL

11.—Por medio de la formula:

fang. 4 a— T 4 1 +/1+tang?a,

tang.a  tang.a

des‘er}ninar I tangente de 30°, y la de 45°.

Para que § & sea.de 30°, deberd ser a=60°, y como tangente de 60°
es igual 4 4/3 sustitnyendo en la férmula y tomando el signo 4 por
tratarze de un arco menor que 90°, se tiene:

e o

e NMaima=—— -
e Noaiys T

que como hemos visto es el valor de Ia tangente de 30°.

Para que # a sea de 45° necesitaremos hacer a=90° cuya taifgente

S 1 :
s oo ; Pero como en este suimesto el término t._._se convierte en ce-
ang.d
=
10, y por la forma que hemos dado al valor de la tang. 3 a entra como
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factor de todos Tos términas — 1
or.comnn ‘de todos los términas e resulta que no podemos
ng.a
hacer Ia suposicion de quetang.a=s, sino despues do haber trasfor-
mado la expresion

tang. da—=—_1 o | + tang®a

tang.a taug. a

para lo cual introduciremos dentro del radical 4 tang.a clevandola al
cnadrado; y ejecutando la division, tendremos:

tang. 4 o — — 1 :r-'_\Jﬁl 5
ES fang?a
o

haciendo ahora a——BU y tang.a=co, resulfa tomando el signo + por
tratarse de un areo menor que 90°:

tang, 45° — + 1

que en efecto es el valor de Ja tangente de 45°.

LI —Comprobar la formule tang. 3 a— S HitE ) e para
; : 1—3 tang.®a
cuando ¢l arco a=30°, 45°, £0° y 90°

-

Cuando a=30°, tang.a— — Sustituyendo en la formula se tiene:
(3]

e
1_,__1 A1

T_. :

tang, 90°

¢ LT el S E e ra 4
Cuando a—45°, tang.a=!. Sustituyendo en la férmula, se tiene:

tangi135°=

Cuando a=60°, tang.a—,/3 Sustituyendo en Is formula; se tiene:

V= /3 343-84/3

I. q 0—-—
do il e o




Cuando a=90°, tang.a—w0, y para evitar el inconvenicnte que ten-
dria sustituir este valor en la formula :

3 tang.a—tang.®a

tang. s a—
it i—3 tang.’a

1o gue haria infinitos todos sus términos, la trasformaremos préviamen-
te; dividiendo el numerador y denominador por tang’a, lo cnal da

3 .
Top tang'ml
tang.a =

tang’a tang.a

y sustituyendo se tiene:

tang. 270° =

IV.—Demostrar que et producto de las. tangentes de los {res angulos
de un trigangulbo es iqual & lu suma de las mismas tangentes, y compro-
bar este teorema cuando el tridngulo es equidngulo.

Si representamos por A, B y C los dngulos de un tridngnlo, se sa—
be que

A+B+C=180" laego A=180"—(B+0)

y como la tangente de un dngulo es 1gual 4 la de su suplemento toma-
da con signo contrario, tendremos:

tang. (B+0)=—tang. A

Y

2 L oy tang.B 4 fang.C
yeomo  (20)tang. (B+C) =

tang.B+tang.C _

=—tang. A
1—tang.B tang.C <

Jresulta que

quitando €l denominador:

tang. B+ tang.O=—tang. A + fang. A tang.B. tang.C

frasladando:
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,tang. A +tang. B +tang. C=tang. A. tang.‘_B. tang.C

que es lo que se queria‘demostrar., ”

En el caso do ser tridngalo equifngulo, cada uno de sus 4ngnlos val-
dr4 60° y su tangente serd ignal 4 4/35 Sustituyendo este valor en la.
nltima ecuacion, se tiene: :

A3 A3 TN =5 XaB X3

34/3 =/F=34/3

r

cuya identidad de resultados comprueba la verdad del teorema.

Célcnlo de las tablas trigonométricas.

786.—En las férmulas que anteceden han quedado cifradas las prin-
cipales relaciones que existen entre Ias diversas lineas frigonométricas
¥y algunas funtiones sencillas de éstas, como las del arco duplo, las del
arco de la mitad, ete., que pueden considerarse como ofras tantas li-
neas triconométricas nnevas; pero por numerosas y variadas que gean
estas relaeiones, no pueden aplicarse inmediatamente 4 nuestro objeto
definifivo, que es deferminar el valor numérico de los elementos des-
conoeidos de un tridngulo, sino sirviéndonos como magnifudes auxi-
liares entre los lados y los dngulos de un ftriangulo de los valores nu-
méricos de las lineas trigonométricas. Estas, como se habri notado y
se comprenderd mejor mas adelante, llenan las condiciones csenciales
de toda magnitud auxiliar; pues por medio de:ellas simplificaremos
nuestros cileulos, y existiendo una relacion constante entre la magni-
tud de un arco y la de sus lineas trigonométricas, siempre se puede de-
ducir del valor del arco el de la linea trigonométrica, y reciprocamente;
pero para que con su empleo podamos obfener la sencillez y facilidad
que buseamos en nuestros cdlenlog, es indispensable calenlar prévia—
mente y construir tablas-en las que econsten los valores de las lineas
trigonométricas ¢ sus logaritmos al lado de los arcos &4 que cada una
pertenece.

En este capitulo vamos & dar una idea de la manera con que se han
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formado estas tablas, cuyo trabajo, 4 semejanza del de los logaritmos,
se hace una vez para siempge, y contribuye poderosamente 4 expeditar
nuestras operaciones para resolver los triangulos. 3

Las magnitudes anxiliares tienen por objeto Iacililar las invesbiga-
ciones, y son de dos clases: unas gue sc conseryan hasta-el altimo resul-
tado, y otras que‘-na constando como datbos en el problema, desapaseccn
en el valor de la incégnita. Por ejemplo: al tratar de los volimenes de
los cuerpos hemos empleéado como auxiliar el radio de la esfera para
reemplazar 4 la relacion de los volumenes la de una expresion de esa
linea que se conserva en la expresion final del volimen de la esfera. Lo
contrario pasa con los logaritmos que son auxiliares intermedios gue no
constan en los datos del problema, y que sirviendo solo para simplificar
los chlcalos, desaparecen por completo en el @ltimo resultado. Las li-
neas trigonométricas corresponden 4 esta ultima clase de magnitudes
anxiliares, *

Ahora bien: si por una parte se inscriben todos los arcos de un cua-
drante de 10 en 107, y al lado de cada arco se anotan las partes del ra-
dio del circulo de que se compone el seno, eoseno.. .. correspondientes,
se tendrd una ides de una tabla de las lineas trjgonométricas naturales.
Generalmente al lado del arco se pone el logaritmo del valor de la linea
trigonométrica, y enténces tendremos tablas de los logaritmos de las Ii-
neas trigonomeétricas. :

Como hemos visto que por grande gue sea un arco, siempre hay
otro <90° que tiene las mismas lineas trigonométricas con igual 6 di-
ferente signo, es claro que bastard calcular los valores de las que cor-
responden 4 un cuadrante. Ademas hemos visto, (¥31—1) que conoci-
do el seno de un arco por medio de las formulas fundamentales (729)
preden determinarse todas las demas Tincas frigonométricas; y por ul-
timo (758), como el seno de un arce es ignal al coseno de su comple-
mento, resulta que bastara explicar el modo de obtener el valor de los
senos, de Tos arcos 0° 4 45° para comprender como pueden en seguida
formarse tablas de todas las lineas de 0° 4 90° aplicables 4 dngalos de
eualguiera magnitud, -

Esto supuesto, vamos & dar una idea del procedimiento que puede
emplearse para construic una tabla de los senos y cosenos de todos los
arcos de 0° 4 45°, demostrando prévianrente algunos principios funda-
mentalés.

787.— A medida que decrece un dngulo menor que 90°, la relacion
que hay entre el urco rectificado que le sirve de medida y su sent dtsmi-
nuge, aprocimdndose mds y mds ¢ lo unidad, que es su valor limite.
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En la fig. 366 sea el radio O A—1, Ia longitud ‘del
arco A B rectificado, las representaremos por «.
B P—sen a; 0 P—cos.a y A T—tang.a.
Si prolongamos B P hasta-B’ tendremos que

:1.;'co BAB>B B

y tomando la mitad
(Fig. 365.)

2 =, iy i -3 'S o = = L
Por otra parte, a superficie del sector A O B es menor que Ia super-
ficie del tridngulo A T' O, esto es: .

LAOXa<I AOXAT
a<ltang.a

ol ) s )
ﬂ<£ll—u

COS.a
dividiendo las designaldades (1) y (2) porsen.a,
it i

£ >1 e s
sen.a sen.a €08.a

&

lo cual hace ver, que Ia relacion del areo 4 su seno, est comprendida

entre 1 yla c«mﬂ::dadu‘i\E que es mayor que la unidad, porque eos.a®

.

es menor gue el radio, excepto cnando a—o; pero como 4 medida que
el angulo a disminuye, el coseno erece y s¢ aproxima 4 ser ignal al ra-

3 i ; .
dio, e decrece y se acerea mis y més 4 la unidad, de Ia que puede

diferir tan poco como se quiera, y como —% _ es menor que s

Sen. 8 COs.4
s¢ infiere que diferird dun ménos y que puede considerarse que tiene la
unidad por limite.

D 3 g : -
188.—La zelacrmT tigne tguwalingnte cuando el 2ree deerece, lu
tang.a =
unidad por limite.
Las desigualdades anteriores, dan:

a<{tang.a y a>sen.a




en.a

: 8
2 : rag] AN Ae— DO
poniendo por el seno sn valor sacado de la expresion tang.a o 3

tiene:

a4 >tang.a Cos.a

dividiendo por tang.a Ta primera y la ltima designaldad, resulta:

v

& L]
esllis ol S GiEa
tang.a ang.a

cuyas designaldades hacén ver que la relacion siempre mayo

tang.a’
que cos.a, estit comprendida enire 1y cos.a, y fiene por consiguionte 1

unidad por limite.

¥89.— La diferencia entre la longitud o del areo y lic de su seng; es
siempre menor que un cuario deb eubo de a.

De 1a designaldad a <tang.a resalta:

sen.la
' cos.t &

quitando el denominador: § ¢ ¢os.} a<lsen.j a
segun la formula (26) 2 gen.} a cos.d a—sen.a

multiplicando esta ecuacion por la designaldad anterior y suprimiendo
el factor comun sen.d a, se tiene:

apn il s
@ cos’} a<{sen.a a (1—sen®f a) <sen.a
o ' a—a sen’d a<lsen.a

trasladando a—sen.a<a senta. .

a
por otra parte conio sen.t a<§

5 a’ _
elevando al cnadrado sen’} a< e (4)

multiplicando ordenadamente las desigualdades (3) y (4) resnlta:

- @
sen’} a (a—sen.a) <—Isen’.12::a
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suprimiendo el factor sen®} a, tendremos:

as
(e I e e e e e
+

que es lo que se debia demostrar.

s PR . . T
790.—Estos principios van & servir para hacernos ver el grado de
aproximacion que podemos obtener al tomar-la longitud de un arco
pequefio como magnitud de sn seno. Consideraremos el arco de 10” que

es la base de las tablas trigonométricas de Callet. La designaldad (1)
da

seraidis s o naos LA

3
v la (5) da sen.a>a-—_§..,..........(B}

Calenlaremos la longitud del arco rectificado de 10”. Cuando el ra-
dio del circulo es la unidad, la circunferencia—2 7 r sera 2 7z y el arco
de 180° serd ignal & m=3141 592 653 589 793.. ... .. Por otra parte

180°=180 X 60%x 60°’—648000"
Por consiguiente 648000" :10” ::3141 592 653. . . : « longitud arco 10”
de donde a=—0000 048 481 368 110
sustituyendo este valor en las designaldades (A) y (B), resulta:

sen. 10”7 < 0000 048 481 368 110
3
sen.10 >0°000 048 481 368 110—§

si por e tomamos el valor aproximado 0000 05, tendremos que

%
%0‘000 000 090 000 032

Sustifuyendo y ejecutando la resta indicada en la tltima desigualdad,
se tiene: =

gen. 10" >0000 048 481 368 078
¥ que sen. 10%<0¢000 048 481 368 110

Se ve, pues, que el seno de 107 no eomienza 4 diferir del arco de 107
gino en la 13 deeimal, no Hegando la diferencia ni 4un al valor deuna




unidad de este 6rden. En consecuencia, conformandonos con la aproxi-
macion de 12 cifras decimales, vemos que

 5en.10°—0000 048 481 368
v si determinamos el logaritmo de este niimero, encontramos que
log. sen.10"=5%85 5749

e ¢s el mismo. que consta en latabla de los logaritmes de las lineas
triconométricas. e oy

St en la expresion cos.a—+/ 1——sen®a sustituimos por @ cl arco de
10" tendremos:

05, 10°—4/T—0°000 045. . ..>—0999 999 998 821 8

£ i = = ( r

y una vez conocidos los valores numericos del seno y coseno de 1 ]J -
o 3 A R0 . -

pueden determinarse los de fodos los demas arcos hasta 45° por medio

de las T6rmulas.

sen.2 a—2 sen.a cos.a

cos, 2 a—cos’a—sen’a
sen.{a--b)—sen.a cos.b+sen.b cos.a
cos. (a-b)—cos.a cos.b—-sen.a sen.b

Conoeidos los valores del seno y coseno de todos los arcos d§ 10 1en
107 hasta 45° se tendrian las tangentes y cotangentes por medio de las
formnlas:

Sen.a COS.%

anoe.a— cob.a=—
patea s sen.a

Los valores de las lineas trigonométricas de 45 & 90°, se deierm‘ma.n
fhcilmente por ser el valor de cualquiera de ellas, igual al de la ndi-
recta de su eomplemento. = 7

En la prictica, algo se simplifican los procedimientos que aca.bamos
de expliear; pero no enfraremos en los pormenores eorrespouc’ilen}tes,
porque nuestro objeto es dar una idea del modo con que pueden caleu-
Tarse las tablas trigonoméiricas y no poner 4 los a.]umr?os en estado de
repetir un trabajo que estd ya hecho con la aproximacion que se nece-
site en la praetica. : :

Como al efectuar cdleulos tan largos y penosos por una parte €s fa-
cil que se deslice una equivocacion, ¥ por ofra los errores de ‘a,proxur;a-.
cion pueden irse acnmulando; conviene caleular directamente el valor

85

de un gran nimero de lineas trigonométricas, para tener nfimeros que
sirvan para rectificar log cileulos hechos. A este fin, se émplean diver-
sos métodos, pero nos limitaremos & citar dos. Pueden caleularse di-
rectamente las cuerdas de los arcos correspondientes § poligonos regu-
lares de cualquier nfimero de lados y 1a mitad del valor de una cuerda
serd el del seno del arco respectivo; y tambien pueden calcalarse las
lineas trigonométrieas de un gran ntmero de arcos por expresiones
anflogas & aguellas de que nos hemos servido para fijar el valor de las
de 30°, 45° y 60°. Asf se caleulan los valores de las linens triconomé-
tricas de 9 en 9 6 de 3 en 3°, y se compruehar 6 rectifican los ya obte-
nidos. En cnanto al grado de aproximacion, dirémos, que partiendo
como se ha dicho del valor del seno de 10” con 13 cifras decimales en
el limite de los cfilculos, para el arco de 45°, el seno ¥ el coseno difie-
ren del valor exacto menos de £ de una unidad decimal, del octavo 6r-
den. Si se necesitase mayor aproximacion, seria preciso repetir los eil-
culos, tomando por base de ellos, el arco de 5° § ¢l de 1°.

Harémos notar, que no todas las lineas trigonométricas dan la mis-
Ina aproximacion para cnalquier valor de los arcos. En efecto, para
arcos pequetios, las yariaciones del seno son mucho mas rapidas que las
del coseno, y por tanto, en la practica, enando los angulos fienen va
lores que se acercan 4 0°, conviene emplear formulas en que cntren los
senos para tener los resulfados con mayor aproximacion, lo cual es ean-
2a de la necesidad de trasformar las expresiones obtenidas en funcion
del coseno., Lo contrario sucede euando los angualos ticnen valores cer-
canos & 90°. :

Por tltimo, diremos que unas veces se construyen las tablas de Ias
lineas trigonométricas refirendo su longitud al radio tomado por umni-

+ dad, y enténees se tienen.las expresiones lamadas nafurales de dichas

lineas, y otras se constroyen las tablas fomando los logaritmos de los
valores naturales.

En las tablas de logaritmos de Callet, para evifar el uso de caracte-
risticas negativas, se ha tomado el complemento aritmético de elias,,
por lo enal al introducir este sistema en los ealculos, segun lo deciamos
én. la segunda observacion al célculo de los logaribmes (337), debe te-
nerse presente que se ha omitido Ia resta de 10 en cada logaritmo qne
contiene un complemento aritméfico. por lo cudl es necesario algunas
veees expresar esta operacion sobrentendida, ofras es preciso suprimir
las decenas de la caracteristica, y otras, por tltimo, es forzoso agresar-
le las decenas necesarias para que ¢l resultado exprese el complemento
aritmético de la caracterfstica; procediéndose con los lozaritmos de Ias




