CArcuno bE B. : Cirguro pE C.
log. b = 1601 5168 b = 1%01 5168
loz. a = 2287 9584 : il — 2287 9584
log. sen.B= 9313 5584 . c0s. 0 = 9:313 :.':584: ,
B—=11"—5% 4621 € =18——13"°9
CALCULO DE C.

(a+b)=234 02
(a—b)=154 12

log. (a+3))=2‘369 2530_
]og_ ({5——})):0‘18? 8590

: 4557 1120
Tomando la mitad log. 4/(a+1) (a—Db)=2R18 5560=log. ¢
0=1899135

CoMPROBACION —Para rectificacion del cilenlo debemos tener B+C
=90°, y en efecto:

B=11°—52"—4671
C=78 — 7 —13 9
B+ 0=90°— 0 — 0

Para comprobar el valor de ¢ conociendo préviamente C, lo podemos
calcular por la formula (C); c=b tang. C

CALCTGIO DE C.
log.b — 14601 5168
log. tang. C= 0677 0392
e m
log. ¢ — 9978 5560=log. 189 ‘9135

I1.—Resolver un trifngulo recténgnlo (fig. 365) con log pignientes
datos:
m
a = 4935 20
B= 35°—14'—15”

Para determinar b, harémos uso dejla formula (A)

b=asen. B
Para ¢ de la (B) c=a cos. B
Paradeterminar C, dela(D) C=90"—DB
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CArcuno DE b, CALCcTLO DEC.

log. de 4935 ‘20 3693 3048 log.a — 3°693 3048
log. sen. 35°—14—15”...9-761 1510 .,  log. cos. B= 9-912 0984

(1)3454 4555 log (1)3605 4032

Al sumar esbos Jogaritmos. rebajamos una decena de la caracteristi-
ca por el complemento aritmético de Ias caracteristicas de los logaxit-
mos, del seno y coseno.

m m
b=2847448 c=4030911

Circourno pE (.
90°—00'—007
—B=35"—14'""—15"
=51 45— Aht

CoMPROBACION. Siendoa?’=b?+¢® debe tenerse:

¢ = 4/ (a+b) (a—h)

log. (a-+b)—3891 1275

log. (a—b)—3319 6759

Tog. (a+b )( a— b)—7210 8064
Tomando la mitad log. 4v/(a+b)(a—b)—3605 4032—log. ¢

c.—' 4030911

(a+Db)—7782648
(a—b)—2087752

Resolucion de los tridngnloes oblicudngulos.

808.—PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.—Comenzaremos por establecer
y demostrar los principios en que tendremos que fundarnos para resol-
ver los fridingulos oblicudngulos,

1° Fn un tridngulo cualquiera, loslados son proporeionales d los se-
n0s dé los dngulos opuestos.

Lo mismo que en los tridngnlos rectangulos, represenfaremos por A,
B y C los dngulos de los tridngulos; y por «, b y ¢ los lados que respec-
tivamente leg estan opuestos.

Consideremos primero el triongulo A B C, de la fig. 369, en el que
el fingulo C es agudo, y desde el vértice B bajemos la perpendicular
B D al lado A C, con lo cual quedard dividido en dos tridngulos rec-
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tingulos, en los que, conforme 4 la ecuacion (A) del pérrafo 804, se
tiene:

B D=A Besen. A=csen. A

B D=8 C sen. C=asen. C

Si se cousidera el tridngulo A B C en el que el dngulo C es obtuso,
tendremos:
B D=A Bsen. A=csen. A
B D=8 € sen. BCD=a sen. BCD

pero como B € D es suplemento de B C A, y el seno de un édngulo es
igual y del mismo signo que el seno de su suplemento, (735) se tiene,
tanto en el caso en que C es agudo, como cuando es obtuso que

B D=c. sen. A
B D=a. sen. C
laego c. sen. A—a. sen. C

y formando una proporeion:

t

ases:sen. A:gen. O

Si desde el vértice A bajiramos una
perpendicular sobre el lado B G, ob—
tendriamos:

ig. 869).

c:hiigen. Cigen. B

lnego en general a:c:b::sen, A:sen. C:sen. B

que cs lo que se trataba de demostrar.
Comunmente 4 esta série de razones iguales; se les da la forma de
ecaacion para la resolucion de los tridngulos, como sigue:

il e D e Ut it e e d S s g s ()
sen.A sen. B sen G
90 B euadrado de wn lado de un tridngulo cualquiera oS tgual dla
suma de los cuadrados de l-s ¢tros dos, menos el doble producto de estos
dos lados por ¢l coseno del dnguio que forman.
Bsto es, en la fig. 369 vamos & demostrar que

A B—B *+A 2. AOXBCxcos. ACB

(Consideremos primero el easo en que el angulo C sea agndo. Confor-
me al teorema demostrado en geometria (534) tendremos:
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AB=BC+ACG—2ACXxDC
0 sustituyendo: ¢*=a*+b*—2 bx D C

pero como el tridngulo rectingulo B D C conforme 4 la ecuacion (B)
del nim. 804, D C=B C cos C=a. cos. C, sustituyendo, resnlta:

& =a-bi—2a.b. cos €

Si consideramos el tridngulo A B C cnando el 4ngnlo C es obtuso,
conforme al teorema demostrado en geometria (533) tendrémos:

AB=BC+AC+2AE€x0CD

) ¢ =a*+b*+2 b

en el trifingulo rectingulo B ¢ D conforme 4 la férmula (B) se tiene:
C D=B Cxcos. BC D=a.cos. BCD

pero como B C D es suplementode B € A, yel coseno de un dngulo es
igual al coseno de su suplemento tomado como signo contrario, (740)
se tiene quecos. B € D= — cos, B C A, Inego,

CD=—a.cos. BC A
y sustituyendo en la ecuacion (2) resulta:
c=a’th—2abeos, C..
Inego tanto, cuando € es agudo como cuando es obtuso, se tiene:
e=atb 2 abicos. On. ... L T iAle s LU0 NG

Del mismo modo que hemos obtenido ¢ en funeion de a, &, yel
angulo opuesto C bajando desde ¢l vértice B, la perpendicular B D al
lado A C, si lo hiciéramos desde los vértices C y A, obfendriamos:

b*=a*+c*—2 ac. cos. B
a’=bh*4-e6®—2 bcicos A

3* B todo tridngulo, la swma de dos de suslados, es d sw diferencin,
como la langente de la mitad de la suma de los dngulos epuestos, es d la
tangenie de ta mitad de su diferencia.

Fn virtud de la eenacion (F) tenemos:

a:sen. Ai:b:sen. B
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fanddndonos en gue la suma de los antecedentes es 4 su diferencia co-
mo la de los consecuentes es 4 la siya, tendremos:

a+bia—b:rsen. A+sen. B:sen. A—gen. B

Por otra parte, en virtud de la f6rmula (67)

sen. p+sen. q_ tang.3 (p+q)
sen, p—sen. q tang.3 (p—q)

se tiene reemplazando p por A, y q por B:

sen. A +sen. B:sen. A—sen. B i tang. 3 (A +B): tang. 3 (A—B)
Inego a+b:a—b::tang. 4 (A+B):tang. 2 (A—DB)............(I)

que es lo que se queria demostrar.

4° Si desde el vértice B (fig. 370 y 371) de un trifingulo se bajauna
perpendicular B D al lado opuesto prolengdndolo si fnere necesario, se
tiene que, el lado sobre el cual cae la perpendicular es d la suma de los
0lros dos, como su diferencic es & la diferencia de los segmenfos ADy
D © euando la perpendicular cae dentro del tridugulo, 64 lg swma de las
segmentos cuando cae fuera.

Hsto es, vamos 4 demostrar que

bic+a::e—a: AD—DC cuando 1a perpendicular cae dentro.
bie+a::c—a: AD + DO cuando la perpendicular cae fuera.

Consideraremos, primero el caso (fig. 370) en
el que la perpendicular B D cae denfro del
§ triingulo. Haciendo centro en el vértice B,
desde el que se baja la perpendicular, y foman-
B do por radio el Iado menor B U, trazarémos un
§ circulo y prolongarémos el lado A B hasta E.
e Por la construceion de la figura, tenemos B €
(Fig. 870).
—=a=DB E=B @, y siendo BZD una perpendicular 4 la cuerda C F que
pasa por el centro, la dividiri en dos partes iguales € D=D F.
Ahera, fundindonos en que dos secantes A Cy A E, tiradas desde
un mismo punto, son reciprocamente preporeionales 4 sus partes exter-
nas A Fy A (, tendrémos: (540)

AC: AE :IAG: AT
6 sustituyendo: bredanig—aAD—D Q. oo 0(1)
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Si consideramos'el caso en que la perpentéli-
cular cae fuera del tridngulo, fig. (371) en vir-
tud del mismo teo®ma, tendremos:

AC:AE:AG:AF
ysustitnyendo b:c+a::c—a:AD+D C...(J)

que es lo que se queria demostrar.
A estos cnatro principios hay que agregar el teorema de geometria:

AEB EO—TE0R s e o et R s ()

809.—CAS0S PARA LA BESOLUCION DE LOS TRIANGULOS OBLICUAN-

GULOS.—Buseando, eomo lo hemos hecho al tratar de los tridngulos

rect4ngulos, el nfimero de combinaciones que pueden formarse con los

seis elementos de un tridngulo A, B, €, a, by ¢, tomfndolos de tres

en tres, por medio de la formula (5) del nimero 356, encontrariamos:
C 6_ 6xdox4 — 99

3  2x3

pero como vamos & verlo, se reducen 4 cnatro casos diferentes.
Sise dan A B y C, el caso es indeterminado y no debe considerarse
porque hay una infinidad de tridngulos con los datos del problema.

15 cAS0.—Duados dos dngulos y un lado, determinar los demas ele-
menios. Este caso ofrece nueve combinaciones:
A, B, a A C,a B, € a
A, B, b A, C;b B; ;b
A, B,c | A, Cyc 1 B, C, e

Cuando se conocen dos 4ngnlos, el tercero estd determinado por la
relacion

A+B+C=180°
20 ¢As0.—Dadps dos lados y wn dugulo opuesto & uno de ellos, ofrece
seis combinaciones
2, b, A a ¢ A b, e, B
a, b, B R b, e, €
3 ©As0.—Dados dos lados ¥y el dngulo que forman; quefofrece fres
combinaciones
a-hiGE]SatefBiolib e A
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42 €A80.— Dados (os ires lados, determinar los angulos, que ofrec
una sola combinacion:

@
a, b, e

En el 2° easo, como lo hemos explicado en geometria (443—VIIL),
el problema por regla general, admite dos resoluciones,

810.—PRIMER CA80.—Congcidos dos dngulos y un lado de wen Eridn-
gulo, determinar sus demuas elementos.

Para facilitar nuestras explicaciones, supondremos que CONOCEmMOs:
. A, Bya

pero naturaimente ol procedimiento de investigacion, serd ¢l mismo
dnn cunando se eambien las denominaciones de estos datos.
El tereer dngulo C, se determinari despejindolo de la eenacion (K)
que da;
C=180—(A +B)

¥

Conocidos los tres 4ngulos y el 1ado 4, los lados 3 y ¢ se delermina-

ran valiéndonos de Ia formula (F)

R o Rl R o CIG
senA sen.B . sen.©

que da
}, — & sen. B o B sen. (&
sen. A 7 sen. A
En este caso, para que el problema sea posible, se necesita que

A +EB<180°

811.—SEGUNDO ¢AS0.— Conocidos dos lados de un tridugule v el dn-
gulo opuesto & uno de ellos, determinar los demas elementos.
Supondremos que conocemos

a by A

La formula (F) da ensne DB )
)

Conocidos los dngulos A y B, de 1a relacion (K), sacamos:

C=180°—(A+B).........

A Fases e
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Por @iltimo, para determinar ¢, nos valdremos del 1¢ prineipio ci-
frado en la férmula (F), y tendremos:

o — A sen. ¢
sen. A

DiseustoN.—Como el valor de B esté dado por un seno en la cona-
cion (1), y el seno de un 4ngnlo es igual y del mismo signo que el geno
de su suplemento, pueden tomarse para B, por regla general, dos va-
lores: el que se encuentre en las tablas, siempre <902, que corresponde
& log. sen. B, y el de su suplemento que es nn dngulo obtuso. Sustitui-
dos estos dos valores, que llamaremos B y B, en la ecuacion (2), se
tendrén dos valores para C; los que sustituidos 4 su vez en la ecuacion
(3), daran pai'a ¢ dos valores. Se ve, pues, que en el segnndo caso de
la resolucion de los trifingulos eblicudingulos, puede haber dos tridn-
gulos que satisfagan las condiciones del problema; pero hay varias eir-
cunstaneias en las que el problema solo tiene una resolucion, y otras en
que no admite ningnna.

Aun cugndo ya hemos explicado en geomebria (443—VIIT), las dife-
rentes cireunstancias de este problema, volveremos & ocuparnos de
ellas para que los alumnos las tengan presentes en la redolucion de los
tridngnlos.

1°—Si el dngulo dado A (fig. 372) en vez de ser agudo, fuers recfo
1 obtuso, el otro dngulo B forzosamente seria agndo, (436), y ¢l pro-
blema no admitiria mis que una sola resolucion; pero para que el trifin-
gulo sea posible, es necesario tener a>>b para que al mayor ingnlo esté
opuesto el lado mayor.

2*—Si el dngulo dado A es agndo yse tiene b<a, ¢l problems no
admitird mis que una sola resolucion; porgue debiendo ser B < A (431),
no podremios tomar para el éngulo buseado el suplemento del valor que
para B dan las tablas, porque no puede ser obtuso. Por lo demas, el
tridngnlo siempre es posible.

3°—Si el angulo dado A es agudo y se tiene
b=a, no habrd més que una reselucion; pues
siendo el triangulo isosceles, debe tenerse B=A
(429), y tendremos que fomar para B ¢l valor
del 4ngnlo agudo.
4°—Si siendo el dngulo A agudo y a<b se
tiene que a=hsen. A, el problema no admitira méis que una sola re-

solucion. En efecto, hemos visto que €l valor de B se determina porla
ecuacion (1):




118

b sen. A
&

sen. B=

Ahora bien: siendo a=b sen. A, sustituyendo, resulta:
sen. B=1

y B=90° igual 4 su suplemento B’. En este caso, el lado C B toma la
posicion de la perpendicular C D en la figura.
5°—Si siendo A agudo y a<b se tiene a <3 sen. A; el problema es
imposible. En efecto, si dividimos por a los dos miembros de la des-
ignaldad
a<bsen. A

1<b gen. A
a

tendremos

y ¢l valor de sen. B dado por la ecuacion (1)

b sen. A
a

sen. B=

se trasformaria en sen, B>1

lo que es imposible; pues hemos visto que el seno de un 4ngalo no
puede ser mayor que el radio —1. En la figura esta circunstancia cs-
taria indicada cnando el lado B: C fuera menor que € D, cuya perpen-
dicular tiene por valor b sen. A, y enténces con los datos del problema
no podria cerrarse ningun fridngulo.
°__Por tltimo, cnando A <90° y a<b pero mayor que bsen- A,
el problema admitird dos resoluciones; pues como se ve en la fig. 372,
haciendo centro en € trazando un arco con el radio € B, se cortard el
lado opuesto en los puntos B y B’, resultando dos tridingulos ACBy
A C B’ con los datos del problems, en los que el éngunlo A B’ C=180—B.
En restimen: en el 2° caso de la resolucion de los triangulos obli-
cuéngulos conociendo A, @ y b el problema

SERA IMPOSIBLE: 1° cuando A—6>90°y a<b
Ve A<90°  ya<bigen.A
ADMITIRA SOLO UNA RESOLUCION: 1° cuando A—0(>90°
2° ¢uando siendo A<90°, sea b<a
32 32 i A<90° 5, b—a
A% S 5 A<90° ., a=bh, sen.A

ADMITIRA DOS RESOLUCIONES: Onando A <90° ya<b pero>hsen.A

*
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812. —TERCER 0A80.—Dados dos lados y el dngulo que formen, de-
terminar los demas elementos de un tridngulo.
Primer procedipiento. Supondremos que conocemos

a, b y el dngulo €

De la ecuacion (K) resulta: A + B=180°—C

i (A+B)=90°—_g....(1)

Conocida la mitad de Ia suma de los dngulos A y B, vamos & deter-
minar la mitad de sn diferencia, para Jo c¢nal nos valdremos del 3*
principio cifrado en la proporeion (H).

a+bis— b:: tang. 3 (A+B)¢ tang. § (A-B)=(=D) *‘““j’_‘g &b
&

y como 3 [A--B] tiene por complement-o%, tang. 1 [A+B]=cot.1C.

Sustitnyendo tendremos:

tang. 3 [A—B]= Q;E)f%tfﬂ ................ 2)

Una vez determinado % (A + B) y + (A —B) por las f6rmulas (1)
y (?), facilmente se calenlara el valor del angulo mayor, que es el opues-
to al mayor lado, y el del Angunlo menor (266—V). Esto es; suponiendo
A>B
A=1(A+B)+3 (A—B)
B=} (A+B)—} (A—B)
Una vez conocidos los tres Angulos, el lado ¢ se determinara por me-

dio de la formula (F)

_ p—sen C.a
; % =
sen A

....................... 3)

813. —Segundo procedimiento para resolver el fercer caso.
Conforme al 2° principio cifrado en la f6rmula (G) tenemos:

¢’=a'+b*—2ab. cos. C

Si multiplicamos (a®+b?) por cos’s €+sen’s C=1; y si por cos. ©
sustituimos su valor, (férmula 35) cos. C=cos’s C—sen®} O, la expre—
sion anterior e trasforma en




