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e'=(a® + 1) (cos* O+4sen’s G)—2 ab [cos’ 4 C—sen’s O]

ejecutando la mulfiplicacion y sacando cos?t C y sen*s C como factor
comun, se tiene: ;

e’=(a—D) o5’ C+(a+b)een?t C.........covinnsrnsa(a)

sacando (a—b)® cos’s C como factor comun, para lo eual debera divi-
dirse el 2° término, por esta cantidad fendremos:

T I i gt

extrayendo raiz cuadrada

c=(o=b) 024 €1+ BRI (o
(a—by =

con el objeto de hacer adaptable esta férmula al nso de los logaritmos,
introducirénos un areo auxiliar, haciendo el término:
ath

b C—lantpis T o

a—b

e

= 2
y enfonces: 5,]1 52 %_"L;)))‘, tang®4 C :\I 1.+ tang*d= sce. gvzcci:_?

Sustiluyendo este valor en la expresion (b) resulta finalmente:

{a—Db) cos. 30 :
COSB. SD

c = e

Por medio de las formulas (L) y (M) s¢ determinari ¢, y una vez
conocidos a, b, U y ¢, valiéndenos de la formula (F) se obtendrin los
valores de A y B por las expresiones signientes:

a. senC

b. sen C
sen.A=" - ()
¢

) T poe e e RS e
(&

La ventaja que tiene este procedimiento sobre el primero que hemos
indicado para resolver el 3 ™ caso, es que pueden rectificarse los ealeulos,
examinando si

A+B+0C=180°

La razon de esto, es, que en el 2° procedimiento se han deferminado
los valores de los dnganlos A y B por f6rmulas especiales; mientras que
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en el primer procedimiento hemos deducido esos yalores precisamente

de la expresion A +B-+(=180¢, por lo cunal no podemos servirnos de
ella para comprobar los cilenlos. *

814—CuARrTO 0AS0.—Dados los tres lados a, b y ¢ de un frigngulos
deferminar sus tres dngulos.

EI 2° principio cifrado en la férmula (@), da:
a'=b*+c~2 b c. cos. A

2 z 2
despejando 4 cos A:b__"ﬂ
: 2be
sustituyendo este valor en la expresion (37)
e
l+cos A |14+ 2be PBhetbitro—a
et ENtmaro T P) N ibe

poniendo por b*+2 b ¢+c* su valor (b +¢)? se tiene:

* Algnnas veces conviene dar otra forma 4 las expresiones (L) y (M)
por diferir muy poco la magnitud de @ y de 8, lo cual tiende & hacer
nulo el denominador del valor de tang. . En este caso, de la formula
[2], sacarémos eomo factor comun 4 (a+4-b)? sen’s ©, 4 cuyo fin divi-
dirémos por esta cantidad el primer término, y se ticne:

2 3 2T (a—b)?cos2 0
e={a+b) sen’} C( 1 +mm

exirayendo raiz cnadrada

c=(a+Db) sen. &CJl +

(a=—Db)’cot*} O
(a+b)*
introduciendo un arco auxiliar @ de modo que
a—b 1 )

_tang.ga=m cot4 € : : v
tendremos:

¢c—=(a+b) sen.3 C Vi+tang®p — (a+b) sen. 3 C see. @
6 finalmente

c=(a+b) gen.d 0. .

cos. @

16
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(b+e¢)*—a’
cosiA= =R

Como la diferencia de los cuadrados es igual 4 Ia suma de las canti-
dades por su diferencia (2561—1I1I) setiene que (b+ c)*—a?=(b+c+3)
[b+c—al, por lo cual Ja expresion anterior se convierte en

[(b+c+a) (b+c—a)
cos. A= E T

Harémos la suma de los tres lados
atb+e=2p
Restando 2a 4 los dos miembros, se tiene:
b+c—a=2(p—2)
Sustituyendo estos valoros en la ecuacion (b), y dividiendo por 4 los

dos términos del quebrado, resulta:

cos.d A= N

Por medio de esta formula determinarémos €l ngulo A. Cambiando
AenB, aenbd y reciprocamente tendriamos el dngulo B. Cambian-
do A en C, a en ¢y reciprocamente tendriamos B; pero como hemos
visto [797] que los valores son mas aproximados cualqmem que sea la
magnitud de los 4ngulos valiéndonos de la tangente, vamos 4 obtener
otra f6rmula andloga 4 1a [N] enla que el fingulo esté expresado por
una tangente. A este fin de la formula:

a?2—p L —2bec . cos A

e —a’
2bec

sustitnyendo este valor en la expresion [36]

despejaremos 4 cos. A=

B e=a

1

I—cosA | “2he 2 b e—b'—¢’4a’
sen §A=J— : — —_ l Tezad B

2 ~N 4bec

Como [b—c]*=h"—2 b ¢ + ¢’ cambiando signos tendremos:

—(b—e)’=2 b c—b*—c’;
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Inego sendA— i"-_i%:flf
¢

reemplazando la diferencia de los euadrados por el produeto delasnma

por gu diferencia
(a--b—c) (a+c—b)
sen .‘%AkJ— o

haciendo como fntes
at+bi+e=2p
restando sucesivamente de los dos miembros 2 b y 2 e, resulta:
a+ec—b=2 (p—h)
a+b—c=2 (p—c)

Sustitnyendo estos valores en Ia expresion (c) y dividiendo los dos
términos del quebrado por 4, resulta finalmente:

sen.%A:NI_(p_b}j (Ep——c) ssws i)

Dividiendo la formula (0) por la (N), y teniendo presente que

Een.a
CO8.a

—tang.a, tendremos definitivamente:

anriA— 1P=0) (Do)
ey EES S

que es la formula que usaremos para deferminar un 4ngula en funcion
de los tres lados, de preferencia 4 las (N) y (O), porque se obtiene ma-
yor aproximacion sirviéndose de las tangentes. Cuando el éngulo es
pequeiio, da mis aproximacion la formula (0) que la (N) sucediendo
lo contrario cuando el valor del dngulo se acerca 4 90°(79%). Cuando
ge quieran deferminar By C, las f6rmulas serdn:

_ [= 6= _. ..o [(=a)(p—b)
tang.3B — N s y tang. %C_\__W__c.).ﬂ__

en las que
p=% (a-+b+c)

La comprobacion natural y sencilla del cilenlo 4 que da lugar este
¢aso, es, quela suma de los tres 4ngulos encontrados, sea igual & 180°.
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815.—Este 4° easo puede resolyerse de otro mo-

de. Sea el tridngulo A B C, (fig. 373) y desde ¢l

vértice B, bajemos la perpendicalar B D al lado

e opuesto sobre el que determinarsg dos segmentos

F]_J 3) "% A DyOD que llamaremos z é y. Cuando la

1 TEk perpendicular cae dentro del tridngnlo, como en

la figura que consideramos, conforme al 4° principio (808) tendremgs:

b:a+tc::a—c:x—yqueda Xuy—_—(é"_'m_g@:ﬂ

Conocido el valor numérico de x—y, como b—x+y, podrid determi-
naxse el yalor de cada uno de los segmentos (266—V). Suponiendo que
x sea el mayor, tendremos:

K=1{_)_}_(a+c) (a—c)
2 2b
b (atc) (a—c)
2 2b
Una vez conocidos los segmentos « ¢ 7/, se resolveran los tridngulos

rectangulos BD A y B D C en los que, conforme 4 la formula (B), se
tiene:

cos. A— fi eos.c=f}§ y por dltimo B—180°—(A + ()

En el caso de que 1a perpendicular B D caiga fuera del tridnculo
(fig. 374) conforme al mismo 4° prineipio (808) tendremos:

b:c+a: c—a: x+y que da x—‘r-y.,——_(iiﬂg(_?___a)

(Rig. 374.) Conocido ¢l valor numérico de 1a suma de los
segmentos, como x—y—b; suponiendo que x sea
mayor que y, tendremos: (266—V)

¢ (c+a) (e—2) , b
2b 2

* (e+a)(e—a) b
Lene b wal
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Una vez conocidos los segmentos resolviendo los tridngalos rectén-

gulos A B D y C B D por medio de Ia formula (B) se deferminarin
los 4ngulos:

cos.A =§ cos.BC D= BOA—180>-BCDyB=BGD—A
2. }"
Se debe tener presente, que bajando lo perpendicular desde el vértice
opuesto al lado mayor caerd siempre dentro del tridngulo, y que el seg-

» et mayor X es el adyacente al mayor lado, Por ser su proyeccion.

El primer procedimiento es preferible al segundo, porque los #ngulos
estin dados por una tangente, y porque se tiene la comprobacion de los
cilleulos viendo si A + B+ C=180°. :

L 13

816.—RECTIFICACION DE LOS DATOS Y DE LOS RESULTADOS.—-Lo
mismo que indicamos al tratar de los tridngulos rectingulos (806), es
conveniente-en los oblicningules examinar si los dafos no emvuelven
algan absurdo, y comprobar los resultados de los cilenlos. Para el pri-
mer objeto, hemos dicho que debe tenerse presente que un lado cual-
quiera sea menor que la snma de los otros dos, y mayor que su diferen-
cia; que al lado mayor esté opuesto el mayor éngulo y reciprocamente;
y que la suma de los tres sea de 180°. Para comprobar los efilenlos he-
mos indicado que los del tercer caso, cuando se emplea el segando pro-
cedimiento, y los del cuarto se rectifican facilmente viendo si la suma
de los tres 4ngulos encontrados da 180°. Respecto al primer caso, al
segundo y al tercero cuando s¢ usa del primer procedimiento, 1o mejor
es suponer como datos las incognitas y ealenlar los ofros elementos del
triangnlo que deben ser ignalés 4 las cantidades conocidas. General-
mente la rectificacion se limita & buscar el valor de uno solo de losele-
mentos empleando un método diferente. :

Por ejemplo, en el primer caso conociendo A, B, y a, se ha encon-
trado el valor de C, & y ¢; pues bién: como rectificacion bastar bnscar
el valor de € en funcion de a, b'y ¢ por medio de la formuly ().

817 —FORMULA FUNDAMENTAL —Podemos considerar la’ formula
(G) en que quedo cifrado el segundo principio como fundamental para
la resolucion de los tridngulos obliendngules. En efecto, hemos visto
que partiendo de Ia formula

a—=bi+e—2 b ¢ cos.!
hemos resuelto el tercar caso empleando el segundo procedimiento y
el éuarfo caso. .
- Vamos ahora & deducir de Ia misma férmula el principio de que los
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lados son proporcionales 4 los senos de los ngulos opuestos, y la pro-
poreion (J):
b :c+a i c—a 1xky
Despejando de ella 4 cos. A, se tiene:
b +c—a®
2be

cos.A—

Sustituyendo este valor en la expresion sen’a—1—cos™a, tendremos:

sen”A=1—“( bee o} dbc (e g)
2be 4 b*e?

Si elevamos al cuadrado el trinomio (b’ ¢*—a*) multiplicindolo por

si mismo nos resulta:
, (BPre—ap—al+litd—2 o b*—2 a® &+2 b ¢

sustHuyendo en la expresion de senA y cambiando signos para cjecn-
tar 1a resta de las cantidades que quedan dentro del parénfesis, se
tiene:

S A__é bttt bt +2a 12 2’ 2 b &
4 b

Haciendo Ia reduccion de los términos 4 b ¢—2 b* ¢ y dividiendo
los dos miembros de la ecuacion por &, resulia:

genfA —at b o423 b H2a R0 ¢
a? R

Ahora bicn: si tomamos la ecnacion

b—a®+c—2accos. B

Despejando & cos. B y sustituyendo en la ecuacion: sen’B—=1—co0s'B,
s¢ tiene: '

a4 b2\ 4 adc—(al+c—bY)’
sen3B=l—( 280 ) 5 42’ ¢ :

clevando al cuadrado (a’+c—b?) y sustituyendo, se obtiene:

4 —(at+b rctt2 al 2 @ P2 b ¢)

sen’B=
4% ¢

ejecutando la resta indicada, reduciendo y dividiendo por b* los dos
miembros, resulta:

127

sen’B  —at— bt +2a2 b2 a8 P2 e @)
e ~dab e

y como los segundos miembros de las ecnaciones (1) y (2) son ignales,
se infiere que

gen’A _ sen’B

e
5 sen.A _ sen.B
0 que T— b bl

que es lo que se queria demostrar.
Deducirémos igualmente por medio del céleulo, de la formula (G) el
3¢ principio cifrado en la expresion: z

a-+b:a—b::tang} (A+B): tang} (A—B)........... LULE ()

se tiene: a? =b* + ¢ —2 be. cos. A
=g+ c—R2ac.coB....L.an «(?)
¢ =a'f+b*—2ab. cos.C

Sumando las ecuaciones (2) y (3)
b4+o'=2 a*+b*+—2 a ¢. cos. B—2ab. cos.C

suprimicndo en los dos miembros b*4-c?, dividiendo los términos res-
tantes por 2 a y despejando 4 a, se tiene:

a—=c. cos. B+Db. cos. C
Sumando las ecuaciones (1) y (3)
a2+ 0'—=2 b*4-a?+c—2 b e cos. A—2ab. cos. C

suprimiendo en los dos miembros a*+¢’, dividiendo los términos res-
tantes por 2 & y despejando 4 , se obtiene:

b=e. cos. A+a. cos. C
Sumando las ecuaciones (4) y (5)

a+b=c (cos. A +cos.B) +cos.C (a+D)
trasladando y despejando:

A hhal (cos.A + cos.B)
1—e0s.C
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Restando de la ecuacion (4) la (3)
a—b=—c (cos. B—cos. A)—cos. C (a—b)

alpCfcos B—cosd) o)

1+cos.C
Dividiendo la ecnacion (6) por la (7)

a.+b=Cos. A+cos. B 1+cos. ©
a—b cos.B—cos. A~ 1——cos. C

sustituyendo los valores de los dos factores del segundo miembro con-
forme 4 las formulas (72) y (44):

a“’ — ¢ot 3 (A + B).cob. 3 (A—B) cot3 ... 2 (8)

Como A+B+C=180°; 4 (A+B)=90"—3C, y por tanto:

cot.3 C=tang.1 (A+B)

sustituyendo este valor en la ecuacion (8) y los de las cotangentes en
funcion de las tangentes:

atb tang.*% (A+B)
a—b tang.t(A+B)tang.}(A—B)

y simplificando resulta por tltimo:

at+b_tan. 3 (A+B)
a—b tang.1(A—B)

que es la expresion del 3 principio gue 1nos propusimos dcducrir‘
Vamos 4 sacar finalmente de la ecuacion
a=b'te¢ 2 be cos.A
el 4° principio (808).

Trasladando b? 2 b’—c 2 bc. cos A

reemplazando la diferencia de 103 cnadrados, v sacando ¢ como factor

eomun:

.

(a+Db) (a—b)—c (c—b cos. A—b cos. A} ...cecv ne (3)
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En el triangulo reetfngaloCD A (fig. 375)
i sc ticne: (B)
y=bh. cos.A
B A—D A—c—y=—c—b cos.A=x

Sustituyendo los valores de c—b cos. A y de b. cos. A en la ecuacion
(3), resulta:

(a+b) (a—b)=c (z--7)
formando una provoreion eon estos cnatro factores, se obtiene:
c:athima—b:ix—y

que es lo que se queria demostrar.

818. — DEDUCCION DE LAS PORMULAS DE LOS TRIANGULOS RECTAN-
GuLos.—Siendo, como son, los tridngulos rectangulos un caso particu-
lar de los tridngulos oblicudngulos, naturalmente es muy sencillo de-
ducir de las férmulas que nos han servido para resolver los tridngulos
oblicuéngnlos las que establecimos para los rectingulos; pero, por ejer-
cicio las sacarémos directamente de la formula (&) introduciendo en
ella las condiciones de los tridngnlos rectingulos. Esto es,

A—90°, B=90°—C, ecos.A=—0 etc.

Si en la formula (G) a’=b*+c—2bec. cos A
L]
sustituimos ¢os. A=0

resulta:  a’=h*+¢’, ecomprobaciondela....... .

Decimos que comprobamos esta f6rmula, y no que la dedacisnos, por-
que en geometria nos fundamos en ella para establecer el teorema que
sirve de base 4 la formula (G).

Para dedueir la expresion b—a. sen. B de los trmn’rulos rectangalos,
de la férmula:

e2=a® 1+ h2— 2 ab. ¢0s.C
eliminaremos 42 y cos,C sustifuyendo sus valores:
2

a?=b? +c?

cos.O=cos (90°—DB)=sen.B
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con lo que se tendré:

c2=2 hz+c2—2 ab. sen.B
suprimiendo ¢*'y dividiendo por 9 b, resulta finalmente:

b—a sen.B....formula. . . .oooencien s « (A¥

Parasdeducir 1a expresion c—a. cos.B de los trisngulos rectingulos,
en la formula

&

b2=az +c®—2 a c. cos. B
eliminaremos 4 a? sustituyendo su valor '
a?—h? +e?
lo que da b2—b?+2 c*—2ac. cos.B
suprimiendo 6% ¥ dividiendo por 2 ¢, resulta:
¢c=—a. cog.B... . formula..... ST e (B)

Deducirémos 1a expresion: b=c. tang.B, dividiendo la ecuacion (A)

por la (B), 1o cnal da:

b_ sen. B
c cos.B

b—c tang.B, que es la formula. ... (©)

810, FGRMGLAS PARA DA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS ISOSCE-
1ES.—Igmalmente es ficil deducir de las f6rmulas generales de los tridn-
gulos oblicufngulos las correspondientesal caso en que el triangulo sea.
is6sceles, cuya circunstancia estaré indicada por la doble condicion de
que A=—B y a—b; pero vamos & indicar otro procedimiento mucho mas
sencillo que puede seguirse para resolyer los tridngulos isbsecles, y et
cual consiste en descomponerlos préviamente en dos frian gulos rectin-
ounlos ignales, y resolver estos en seguida.

1= Caso.—Dados A, B y a, determinar los demas elementos.

Por ser el trifngalo isésceles siendo A—B, se ticne =b.
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Enla fig. 376, el 4ngulo D C A=} C=00"—A ¥
A D=%Lc=bsen. $C

2° Caso.—Dadosa, by A, determinar los demas ¢lemen-
§ fos.

(Fic. 526). Por ser isosceles el trifngalo, se tendri B=A

3 C=90°"—A
y como antes tc=b sen. C

3¢t Caso.—Dados a; by C, determinar los demas elementos {fig. 376).

A=B—90°—4 C
Zc—bgen 3 C

40 C’cfso.—Da,dos a, by ¢, determinar los tres dngulos.
Considerando el tridngulo rectingulo A D C (fig. 376) de la formu-
la (A), resulta:

i
‘sen 3 =

TUna vez conocido O, se tiene: A=B=90°—}C

820.--Antes de ocuparnos de los problemas numéricos relafivos 4 la
regolucion d_e los tridngulos oblicu4ngulos, pondremos la siguiente

Tabla de las férmulas para 1a resolucion delos trifngnlos.
.

TRIANGUGLOS RECTANOULOS!
b—a sen.B
—3 cos.C
b=c tang. B
B=00°—C
a?=bh2+e?.......un Sl e S e
TRIANGGLOS OBLICUANGULOS:
S v b ¢
Son A L Ben.B FimemG. o EEd P =
a2—h? +c2-2be.cos. A, b2—a® +e2-2ac.cosB, ¢2=a% +b>Rab.cosC (G)
a-+b:a—b::tang. 3 (A+B):tang.2{(A—B)
fiz. 370 bict+ate—a:AD—D C........
fig. 371 bict+anc—a:AD+DC
A B8 s




