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resulta:

o 5=/ p (p—a) (p—D) (P—0€) weverrereens sl
en la que, como se sabe, p—*% (a+b+c)

T.a rectificacion de los cileulos para obtener la superficie de un trifin-
gulo, generalmente se hace determinando la misma superficie valién-
dose de otros datos, 6 se resuelve el tridngulo tomando como dato 1a
4rea encontrada y dos de los elementos del triingulo. (831 IVyVv.)

398, SUPERFICIE DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS,—Siendo los
tridngulos rectingulos un caso particular de los oblicuéingulos, para de-
terminar su superficie, bastard emplear las formulas anteriores, hacien-
do en ellas las modificaciones consiguientes 4 que uno de los angulos
valga 90°; pero es més sencillo el procedimiento, fundindose en gue si
se considera uno de los catetos & como base, el otro ¢ sera la altura del
triangulo; y por tanto, la superficie de un tridngulo rectingulo estari
expresada por

s=tbec
Ahora bien, como (804) h—a ser. B—a cos.0=c¢ tang.B—¢ cot.C
Sustituyendo por & sus diversos valores, se tendra:
s—1bec—%ac. sen.B=}ac cos.C=Lc tang. B—} ¢ cot.C

debiendo hacerse uso de una de estas cinco expresiones segun seéan 1os
latos que se tengan para caleular la superficie.

899 SUPERFICIE DB UN TRIANGULO £QUILATERD.—Cnando se tra-
ta de un trifngulo equildtero, se tiene al mismo tiempo:

a=h=0 y A:BﬁU .

Ademas, el valor de cada 4ngulo es de 60°.

Con éstas condiciones, como en los tres primeros casos, forman par-
te de los datos un lado y algun 4ngunlo, los tres se reducen 4 uno solo
que es, dado un-lado ¥y ¢l dngulo de un tridngulo equildtero, determi-
nar si superficte.

La formula fundamental

s—1 a bhsen.C

se trasforma en RS e

y serf Ia que nos servird para resolver los tres primeros casos.
Para cnando se nos dan los tres lados, tendremos, que
=% (a+b-Fc) se trasforma en

a
<

bin y prpmn et

Sustituyendo estos valores en la formula (T)

5=/ p (p—2) (p—b) (p—2)

; Sa.a |3
se tienc: S=J Exé-;,.- = 1%

o : 3 itz g At e S(G)

>

que serdi1a formula correspondiente al caso en que ¢ 1nos dé uno de
los lados @ de un tridngnlo equilatero.

Por lo demas, las formulas (V) y (X), sonidénticas, En efecto, sien-
do el triangulo equildtero, A—60° y sen.A—1% A/3. Sustitnyendo este
valor en Ia expresion (V), resultas

s—1a%*A3
como en la formula (X).

830, Reasumiremos las diversas expresiones de la drea de nn tridn-
aulo en la siguiente
x

Tabla de las formulas de Iz superficie de un tridngulo.

. sen A, sen O

>Pados A, Cyh o ST s
1°Dados A, Cy s—1 son (A+0)

)

i byA sen B=E%E_; ys—1abgen (A£B)....(S)

e T s—labsen O.........(Q)

_.,—a, by c p=Hat+b+oys=+p (p—2a) (p—b) (p—0). ()
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Para un tridngulo rectingulo:
s=}be=%acsen B=}accos C=} ¢ tang B=4 ceot O ...
Para un tridngulo equilitero:
sisedaa s—1 a® /3 =4 a® sen.60°.. (X)
834 —Prosrexas.—L—Deferminar la superficie de un trigngu loen
¢l que se conocen dos dngulos y un lado, cuyos valores son:
A— 9°— 7P—137°6 m
C=87"—14 —19 ‘3 h=198%7
A +C=96°—21 —32 9
La f6rmula correspondiente 4 este caso, es: (R)

1 J2 Sen A. sen U
sen (A+0C)
Por ser A+ (=—=06°—21’—32749, sen.(A +C)=cos. 6°—21"—32"9
fog b —2297 9136
log b —2297 9136
log sen A  —9°200 0577
log sen © —9-999 4954 —23795 3803

log sen(A +C)—9-997 3196
log 2 —0301 0300 —10:298 3496

m. c.d
log s = (1)3°497 0307 que da s=314073

I1.— Conocidos dos lados de un tridngulo y el dngulo qte forman. de-
“terminar $u superficie.
Sean: a—98478, h=—1049%54 y C—49°—18"—1577
La formula correspondiente & este easo, es:
g=tabsen C
log a —2093 3392

log b —3020 9990
logsen € —=9879 7746

(1)5°894 1128
Ménos log 2=0301 0300

e e m cd
log = —5%593 0828 lo que da s=391 81658
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IIT.—Dados los tres lados de un lridngulo, determinar st siperficis.

Sean: a=57394, b—49875 y c=637943

La formula correspondiente, es: s=4/p (p—a) (p—b) (p—<) (T)

a = 3739
b= 4987 - p=85%606 p=325606
c

— 63943 i bh=49875 0=03043

2p 171912 p—a —28912 p-b=35431 p—c=21663
p— 85606
log p = 1932 5042
log (p—a) = 1°450 4339
log (p—b) = 1553 0452
log (p—c) = 11335 7186
Tomando 3 de 6271 7019
m. cd
log s = 37185 8509 que da s=1367°26
IV.— Resolver un tridngulo conociendo sw superficie s, un lado a y
un gngulo C.
De la férmula: s=labsenC
despejaremos & & que es desconocido
s
asen G
y una vez conocidos a, b y C, el problema se trasforma en resolyer un

triangulo dados dos lados y el fngulo que forman, que lo hemos expli-
cado ya (81R) al tratar del 3% caso.

V.— Resolver un triangulo conoctendo s superficie 8 § dos de sus an-
gulos A y B.

El 3= 4ngulo se calculard ficilmente por medio de la expresion:

C=180"—(A+B)

La formula (R) da:
. sen Agen €

sen (A+0)

2 s sen (A+C)
™~ gen A. sen €

s=4%b

despejando 4 hi=




los otros dos lados se caleularan por formulas andlogas

— |2 s sen (B10) : 3 \12 5. sen (A+B)
% =" sen B.sen C J Pae sen A. sen B

832 PorraoNoMETRiA.—Hemos dejado indicado (723) que pudien-
do descompenerse nn poligono cualquiera en triangulos, los problemas
de polizonometria se reducen 4 los de trigonometria. Basta, en efecto,
concdkir que desde el vértice de un poligono se tiran diagonales & to-
dos los ofros, para comprender que los elementos del poligono, lados,
Angulos, diagonales y superficie, pueden sucesivamente irse determi-
nando cuando se conocen los datos necesarios para determinar los de
los tri4ngules de que estd compuesto el poligono. Xn la préctica gene-
ralmente lo fue se hace es, medir un lado de un trisngulo y todoslos
4ngulos de los triangulos gue forman el poligone, y en seguida se cal-
culan los elementos desconocidos por medio de las f6rmulas que hemos
establecido al tratar de los casos de los tridngulos oblicuéngules. Aun
cuando por este procedimiento general pueden resolverse todas las cries-
tiones de poligonometria, terminaremos ¢l estudio de la trigonometria
considerando algunos casos particulares de los poligonos.

333, PoricoNo0s REGULARES.—Cuando el poligono que se considera
es regular, es preciso conocer la longitud 7 de uno de sus lados y el ni-
mero de ngulos de que consta, En geometria hemos explicado (465)
¢6mo puede determinarse el valor de cada uno de los angulus del poli-
gono regular, por lo cual no nos ocuparemos ahora sino del calealo de
su superficie.

La 4rea del poligono regular AB D E......
(fig. 382), cuyo nimero de lados supondremos
que sea 7, serd igual & tantas veces el tridingu-

1o A C B como lados tiene. Esio es,

s=n. ACB
(Fig. 382). -
Liamando Z el 1ado A B del poligono, v C el dngulo A C B, en el
centro del poligono tendremos: :

sup. trifngulo A C B=3IXHC

En el tridngalo rectingulo A C H
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CH=A Hxtang. CA H=31 cot. $ C
luego, tridngulo ACB=%Peot. 3 C
s=+nl? cot. £ C

pero como el dngulo G en el centro de un poligono regular es ignal

-

4 360° so tiene finalmente:
n

s=} n {* cot. [1%?_01

- 834, — CUADRILATERO.— Consideraremos varios €503 para determi-
nar la soperficie de un cuadrilatero.

1° Dados los cuatro lados &, b, ey d y los dn-
gulos M y N (fig. 383), que forman los dos pri-
meros y los dos iliimos.

Si tiramos la diagonal P O, la superficie del
cuadrilatero serf ignal 4 1a suma de las Greas de
los tridngulos P O M y P O N, pero (822-Q).

POM=4%absen.M
PON=1cdsenN

Iuego llamando s la superficie del cuadrilitero
s=labsen.M+4cdsenN

9 Dadas las dos dicgonales (fig. 383) P O=D, M N=D'y ¢/ dn-
qulo que forman P A N=A, determinar la superficie.

La superficie del cuadrilitero esignal 4 la suma de las superficies de
los cuatro triangulos PAN, NAO, OAMy M A P. Tlamandoz ¢
y los segmentos P A y A O de la diagonal P O, yzyu los de la M N,
conforme 4 Ia formula (Q), representando por s la superficie del cua-
drilatero, y recordando que los angulos opuestos al vértice son ignales,
v que el seno de un éngnlo P AN esigual al desn suplemento N A O,
se tiene:

—1 x. u sen.A+3uy. sen.A+3 yzsen. A+ z X son. A
sacando como factor comun 4 4 sen. A, asicomo 4z y & y

—1sen.A [x(u+z)+y (au+3z)]
s=3sen. A (u+2) (x+¥)
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y sustituyendo por (n+z) y por (x+y), D’y D, resulta:

s=1 D. D’ gen. A

30 Dados los lados de un cuadyildtero inscriptible ¢ wn circulo, deter-
minar el valor de sus dngulos 1y su superficie.

En razon de poderse inscribir el cuadrilitero
AB €D (fig. 384) 4 un circulo, los angulos
opuestos (49{) serdn suplementarios, y por tanto
sus senos serdn iguales y del mismo signo, y s08
cosenos ignales, pero de signo contrario.
B  Tiremos la diagonal A C y representemos los
lados A B, BO, CD, DA pora, beyd la
(Fig- 58] diagonal A € por, y Ia drea del cuadrilatero
por s.
Conforme & la ceuacion (G) néim. 808, en los tridngulos ABCy
A € D ze tiene: ;

x*—a’+b*—2abcosB
x'—c? 442+ 2 ¢ d cos. B, porque cos.D=—cos.B

igualando estos dos valores y despejando & cos.B, ten dremos:

e
e iR s 1y

2ab+2ecd

Tsta formula no es caleulable por logaritmos, pero puede deducirse -

de ella una que lo sea. En efecto, se tiene:

o le—cos.B y  cos'd BH 1-+cos.B

T 2
sustitnyendo en estas expresiones el valor de cos. B, se tendra:

@

Sabt2cd _ (c+d)P— (a—b)
2 4 (ab+cd)

_ (b+ct+d—a) (a+c+d—b)
4{ab+ed)

" I

b= =et—q
b d
o eihr (o)

2 4 (ab+cd)
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che P @R E e e e B oo | 20 il 23)
4 (abtecd)

Hagamos ¢l perimetro del enadrilatero:
at+h+etd=2p
y restemos sucesivamente de los dos miembros de esta ecnacion 2 a, 2 b,
2eydd:

btetd—a=2(p—a), ate+d—b=2 (p—b), a+b+d—c=2 (p—=¢)
at+b+e—d=2 (p—d)- ' 5 '

Sustitnyendo estos valores cn las ecuaciones (2) y (3), reduciendo y
extrayendo raiz, se obtiene:
(p—a) (p—b
| B J (p=h)

abtecd

. | —o) (=)
£ 13—4 ab+cd

Dividiendo la formula | 4| por 1a [5], se obtiene:

(p—2) (p—b)

tang. 4 B= T (P-tﬁn

que es formula adaptable al uso de los logaritmes, y por medio de la
cual se calenlard el valor del 4ngulo B. " Por an procedimiento idénti-
co, sc obtendra para A: e

(p—a) (p—4)
(p—b)(p=¢)
Ton enanto 4 los olros dngnlos; C es suplementode A, 3 Dlocsde B.

Para determinar la superficie del cnadrilitero, lo consideraremos di-
vidido en dos tridngulos por la diagonal A C, y se tiene:

fang. 2 A=

s=%ahbsen B+4ecdsen D
s—t{abired)semb. - oo e Sy

como por ofra parte (34) sen B=2 sen.y B cos.1 B
multiplicando las ecnaciones (4) y (5), y tomando el doble, se ticne:

2 4/ (p—a) (h—b) (p—¢) (p—d)
abt+ed

gen B =
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sustituyendo este valor en Ia expresion (7) ¥ reduciendo, resnlfa final-
mente:

s=4/ (p—a) (p—b) (p—cy (p—4)
siendo p=% (a+b+c+d)

835. 'TRAPECIO.— Vamos 4 delerminar la superficic de un trapecto
conociendo lo maghitud de sus cualro lados.

En W fig. 385 supondremos que las bases paralelas son loslados @ y b.
Tirando la recta M N paralela al lado ¢, nos resultars un triangalo
cuya superficie llamaremos s> y que tiene la misma altara % qoe el tra-
pecio. Representaremos ¢l perimetro del trapecio por

2 p=atbtectd
y su superficie por S. El perimetro del {ridngnlo M N O lo haremos
igual 4 2 p’. Esto supuesto:
a+b I
1
2

sup. del tridngulo o ibo iy

sup. del trapecio S —

28

1 i I é - l =
despejando e

snstitnyendo en la primera ecuacion, se tiene:

g ﬁ:‘; D e - Ny @)

(F‘ig. ).
La firea del tridngalo M N O en funcion de sus tres lados (formula T)
es:

s=v/p p—b+=) (7—0) (P—0D)
Por otra parte 2 p=atbtec+d
2 p’=b—a+tc+d
restando la dltima eenacion de la que le antecede
2p—=2p=Ra
de donde pP’=p—a

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2), se tiene:

=
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s=v (p—a) (p—b) (p—a—c) (p—a—4d)

Reemplazando este valor en la ecuacion (1), resulta finalmente:

5 — f:;ii W (p—a) (p—b) (p—a—c) (p—a—1d)....(3)

siendo p=1(a+b+e+d)

836.— PARALELOGRAMO.— Dados dos lados a y b de un paraleligra-
mo y el dngulo M que forman, determinar sw superficte.

Si tiramos la diagonal O P, (fig. 386) quo-
dar4 dividido el paralelogramo en dos tridn-
gulos iguales, en los que, por ser la figura pa-
ralelégramo, ¢l &ngulo M=N asi como los

: lados opnestes. En consecuencia, la superficie
ik del paralelogramo serd igual 4 la suma de la
[Fig 586.] de los triangulos que lo forman

s=labsen M+4absenM
s=a b gen M

que es la expresion que buscibamos.




