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GEOMETRIA

ELEMENTAL

NOCGIONES PRELIMINARES

& I. Linea recta y plano. — Linea quebrada, — Linea curva.

1. Se llama voliimen de un euerpo el lugar que este-ocupa

eén el espacio; y superficie del mismo cuerpo el lTimite que lo

separa del resto del espacio.

Linea escel lugar en que dos superficies se cortany6 fam-
bien el limite de una porcion de superficie.

Piaito es el extremo de wna porcion de linea 6 la intersec-
eion de dos lineas.

Q. La linea recla es ta mas sencilla de todas < swnoeion es
familiar & todos y podemos I'<'|ll'!‘,\ﬁlll:‘il'llﬂ*]:i mediante un hilo
estendido. Se admite como evidente que por dos puntos no puede
piisar as que unh recta, y'que la
Iinea recta que los une es el /I-~ —=¢

canino mas corlo entre ‘ambos. A ’\\D
<
= . Fig. 1.
3. Linea quebrada se Uama

4 la que esti compuesta de vapas reclas, como la ABCD
(g, 1).




NOGIONES PRELIMINARES

4. Linea cwrva se lama & la que no es ni recia ni com-
i

puesta de rectas, como la AB
(fig. 2).

3. Se llama plano 6 superficie

plana Ia que es de tal nataraléza,

que juntando mediante una recta dos puntos cualesquiera de
olla. 1a recta comeide en loda su estension con dicha super-

&) sucederia ;yphr;m(ln una regla sobre un eristal

ficie, como ¥.
pulimentado.
Se Hama. superficie curda & la que mi es plana i eom-

puesta de superfieies planas.

6. Todo conjunto de puntos, lineas.6 superficies se deno-
mina figura geomelrica ; y esta se Hama plana st toda ella
pstd sitmada sobre un mismo plano

7. La geometria _ticne por objetocesiudiar las propiedades de
las figaras v medir la estension de estas.

Sucle! dividirse ¢n geomelria_plana 6 estudio de las figuras
planas 3y geometria del espacio que liene por objeto estudiar
fas figuras que no son planas.

8. Dos firuras se Haman iguales enando pueden aplicarse Ia
una sobrella ofra & superponerse, de manera que coieidan
en todas sus: paries.

9. Unasverdad que se traia de demostrar es lo que se llama
un feorema- El enunciado. de ésta verdad se eompone de dos
partes : de una hipotesis como ) premisas y, de la eomelusion
que de lis premisas se deduce mediante Ta demostracion. Dos
teoremas se laman reciprocos cnando la hipotesis del uno es
conclusion del ofro y reciprocamente.

Se llama corolario 4 una consepuencia de un teorema; lema
la proposicion preliminar fque facilita la demosfracion de un
teorema; y problema, 4 la guestion que esti por resolver.

PRIMERA PARTE

GEOMETRIA PLANA

LIBRO PRIMERO
DE LA LINEA RECTA

S 1 Anculo. — Generacion de los dngulos mediante la rotacion de
oia recla alrededor de uno de sus extremos. — _»'\u;_"ulu recto.

10. Se llama dngulo la figura formada por dos rectas AB,

AC/que parten de un mismo. punto A,
signiendo direcciones diversas (fig. 3).
Bl punto del cual parten las reclas se
Hama vertice del dugulo. y las rectas,
lados del mismo. El dngulo se lee con
las tres letras BAC, colocando en medio
la del vértice; 6 con-la letrardel vérhice
solamente, diciendo el dngulo AL

11. Dos dngulos BAG, CAD se laman ‘adyacentes cuando
tienen un mismo vertice, un lado .
comun y estan situados uno 4 un la- cl
do yootre @ otror del lado jcomun
(fig. 4):

A12. Se suman dos Angulos, colo-
candolos uno al lado del otro. en
términos que sean adyiacentes
asi el dngulo BAD es la suma (e

los BAC v CAD.
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GEOMETRIA PLANA.

Un dngulo es doble, triple, cuadruplo, ete., de olro cual-
(uiera, cuando representa la suma de 2,
5. &, etc., angulos ignales & este.

15, Podemos imaginarnos que todo dn-
gulo's¢ ha engendrado por el moyimiento
de una recta méyil que aplicada al prinei-
piosobre ofra recia fija AB (fig. 5), sesepara

airando sobre ‘el ipunto A, en cuyo caso el, angulo GAB for-
mado por la recta mavil y la fija ird aumentado & medida
que la inoyil Se separe mas yimas de la fija.

1 4. Guando una recta CD encuentra d ofra AB (fig. 6) y forma
con ella dos flll:_;lll-n ;Hl_\:n‘&'lll!'.\' i!]llll‘
Jes ACD. BCD, se dice que I recta
GD es perpendicular & AR, v los dos
angulos adyacentes irnales ACD, BGD,
se¢ Uamen angulos rectos.
Una reeta que encuenira a otray
no le-es ‘wr|n-m|irl||;|r. es oblicua
con relacion 4 la linea encontrada.

15, Dos dngulos son opuesios por el vertice cuando los la-
(‘(\.\ del uno son lvl'lilnll'_{;u'i'llh'> de los d{" olro.

16. Biseclriz de un dnguloies la recta que lo divide en'dos

partes G angulos iguales.

17.. Teoreya. Por un punto U tomado sobre una recla
AB puede stempre trazarse una ]n'r/u'/uliruhzr { dicha tec:
ta, y no se puede trazar mds que un@fhig. 7).

Supongamos en efecto que una re€ta mévil 06 aplicada al
prineipio sobre OB gira alrededor del punto O en el sentido
de la flecha, y resultard que el Ansulo BOG crecerd continua-
mente deside cero a una cantidad muy arande, y que el ingulo
adyacente GOA muy crande al prineipio, decrecerd conti-
nuamente hasta cero.

DE LA LINEA RECTA.

La recta movil 00 HNegard & tener unaposicion OD en que los
dos dneulos antes mencionados seran
izuales. y la recta OD serd perpendi-
cular a AB.

Si Ia recta 0D se separa de su po-
sicion, uno de los dngulos que forma
con AB aumentard y ¢l ofro dismi-
nra, dejardn de ser iguales; y por

consiguiente 0D serd la tinica perpendicular que pueda desde
el punto O trazarse 4 la linea AB, queé era cabalmente lo que
se deseaba demostrar.

18. Cororario. Todos los dnqulos
(fig. 8). i

Llévese el angulo recto DEE sobre Al
el recto ABC de manera que el lado
EE quede aphcado sobre BC y el
punto E sobre el B,y resultard que la
linea ED perpendicular & EF comei-
dird con BA perpendicular & BC en

veclos son iquales
I

virtud del teorema precedente, y por consigniente los dos fn-
gulos rectos ABC, DEF son iguales (8)1.

19. Se llama dngulo agudo i obtuso al que es menor 6
mayor, respectivamente, que un dngulo recto.

00 Dos Anoulos : ;

20). Dos angulos son suplementarios cuando la suma deellos
esigmal 4 dos rectos; v complementarios, cuando es iguald
un recto. A

L3 e < S WS 4 1
21 . Teonews. Toda linea vecta CI) que encuentra d otra AB,
forma con ella dos dangulos adyacenies suplemeniarios
(hg. 9).

Con efecto : en el punto C levantamos la linea CE perpendi-
cular 4 AC; y tendremos :

’

1. Los mimeros entre paréntesis son una lamadagelesslonphie swaran 1)




GEOMETRIA PLANA.
ACD = ACE + ECD,
BCD = BCE — ECD.

Si se snman los miembros de estas
dos ignaldades, el dngulo ECD. desa-
parece. y resullard :

AGD = BCD — ACE +-BCE

—9 pectost. 0. BE. L. D. %

9. (ononsnio I. La stuma de los dnqgulos conseculivos
ACD, DCE ete., formados alrededor
/l»: de un punta G y de un mismo

D g \ lado . de una “recta AB, es igual
A% / A @ dos rectos (hig. 10).
N ,/ )
___’_,\Q!._’— = Parque en efecto =
A C ik 4 5 et =
H ACD +4-DCE + ECF +FCB
— ACD - DCB =2 rectos.
9% Cororario 1. La suma de los dngulos AOB, BOG, ete.
formados alrededor del punio O, y
cubriendo todo el plano, es iqual d
cuatro reclos (fig. 11).
Si se prolonga la recta AQ resulta-
ra :

AOB - BOC -+ COD -+ DOE -+ EOA
— AOB —+BOC 4 COF
-1 FOD - DOE—+-EOA =2 reclos
—+-9 rectos = ki rectos.
Q%. Tropemr. Si dos dngulos adyacentes ACD, BCD son
s:up[vmvnIurius. sus lados exteriores AG, CB son una masma
vecta (fig. 12).

1. Para abreviar, diremos un reglo, pora dngido reclo; una recta.
por una linea res ta.
9. Las letras o- B. L. D. S0N niciales de : ')|l~~~r1':\~1u-~s1.~nu.v>|rnl»l‘-.

DE LA LINEA REGTA. 7

Efectivamente : si se prolonga lalinea AC mis alli del punto
€, Ia prolongacion formaria con DU un
dngulo suplementario de ACD (24);
este anzulo seria, pues, igual & BCD, y
por tanto la prolongacion de AC coin-
¢ide eon CB. ¢. E.-1. b.
Orservacion. El teorema anterior es
el r(‘('ilirn(;n del que se demostré en el
n.221.

93. Teorema. Dos dngulos AOD, BOG apuesios por el ver-
tice son iquales (fig. 15).
Los 4ngulos AOD, AOG son suplementarios
(21), y lo mismo sucede 4 los angulos BOG,
AOC; y por tanto los dos snculos AOD, BOG
que tiene el mismo suplemento, son iruales.
Q. E. L. E.

06. Cororario 1. Si dos lineas indefini-
das se cortan y forman un angulo reclo,
los otros (res son tambien rectos (hig. 14).

Con efectoz si el dngulo AOC, por ejemp.. es reclo, el
dngulo opuesto por el vértice BOD que
le es igual, serd recto, y lo mismo ocu-
rre respecto de los angulos AOD y BOG
que son los suplementarios de los an-
terores.

Pe lo dicho se deduce con toda evi-
dencia que : st una recla es perpen-
dicular @ otra, reciprocamente, esla
[0 serd & la prinera.

0% (ovoranio H. Las bisectrices de aos dangulos adya-
centes AOC, COB' formados por dos reclas que se cortan son
perpendiculaves, y las biseclrices de. dos dngulos opuestos
por el vertice son la una prolongacion de la otra (fig. 15).

Siendo, en efecto, OF y OF las_bisectrices de'dos dngulos
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advacentes AOC y GOB; ¥ puesto que la suma de estos dos
snoulos esicual A dos réclos (21), es evidente que la suma de
\ ‘ sus: mitades EOC y COF es igual & nn
recto, (ue es tanto eomo deecir que OF
es [H‘I'[i"illlll'ill-ll‘ a OE.

Sea 0G Ia prolongacion de OE, y
tendrémos que los angnlos BOG y DOG
son respectivamente iguales los fin-
aulos AOE 'y COE (25) : estos dos
Iy Gltimos son iguales entre si, y por
Figa2. tanto,B0G=D0G, lo que ului\nl«f A
decir que 06 es Ia bisectriz del dngulo BOD, v de todo lo caal
resulta quelas bisectrices de dos Angulos AOG, BOD opuestos
por el vértice son [ll'”[ull‘_’:lv‘iun la una de la ofra. Lo misuio
Sieede 4 las hiseclrices de los dngulos B G yAOD.

Yesulta de lo antevior que las bisectrices de los cuairo
(in_gu[ns /;u'///m/r)x por dos vectas tndefintdas que se corfan,
AB 'y CD son dos rectas indefinidas EG y FH perpendiculares
und @ otra.

§ TH. Trangulos. — Gasos mis sencillos de ‘igualdad. — Propiedades
del trigneulo 1woseeles. — Casos de igualdad del triangulo rectingulo.

98 Se llama Grigngulo a la porcion de plano cerrado
por ires {ineas rectas que seé cortan dos & dos. Las rectas sen
Tos lados del trunculo; los tres dngulos que forman se
Haman dngulos del triangulo, y los vértices de estos, verlices
del triangulo.

Un toiangulo. és isoseeles cuando tiene dos dados ignaless
equildtero cuanido-tiene los tres isualess v equigngulo cuando
los tres Anzulos son ignales.

En un (ridneulo isdsceles se demomina especialmente ver-
tice el punto en que se cortan los dos lados izuales; y al lado
(\plh'.\‘lu se llama base.

Un tridngulo se llama rectdngulo cuando tiene un dngulo
recto : ¢l lado opuesto 4 este se denomina hipotenusa.

DE LA LINEA RECTA. 9

9. TeoreMa. En un tridngulo ABC un lado cualquiera
es menor que la suma de los® otros
dos y mayor que su diferencia (fiz. 16).

1.9 La linea recta BC es el camino
mas corto enfre B y Gy de aqui que :

BC < AB-+AG

9.0 En virtnd de lo demostrado en la primera parle del
teorema, tendrémos :

BC+AC>AB

y de aqui, restando de ambos miembros de la desigualdad la
cantidad AC, que: .

BC > AB—AC: Q. E. L. b.

A250. Corovario. St.el punto O interior en un trianqulo se

une con dos vertices B 4G, la su-
ma; de las dos rectas OB, UG es
menor que la de los lados AB y
AC (fic. 479).

En efeeto ; pl'nlnllu‘:\lnlu BO hasta
encontrar ¢l lado AG en D tendre- B
mos en razon del teorema’ preceden-

e que

BO+0D<ZAB—+AD
OG<_0D + DC

Y sumando miembro 4 miembro las dos desigualdades ante-
Fiores gue :

OB+ 0D - 0C < AB+ AD 4- 6D+ DE.

Si ahora notamos que OD se halla en los dos miembros y
por tanto que podri suprimirse sin alterar la desigualdad 3
. . ” 1 =0 7
que AD--DGC es igual & AU, resultard:

OB+ 00<<AB+-AC.
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=1. Trorea. Dos trignqulos que tienen un lado iqual €
iquales n'spm'lil‘um:’nlr’ jos danqulos /]-rnuulus en cado
extremn de dicho lado igual, son iquales.

Sean los dos triangulos ABG, DEFE (fiz. 18), que tienen *

AB—DE; ¢l dneute A — D: el dngulo B= E.

Qi s lleva el trianoulo DEF, cobre el ABG de modo (ue
DE comeida con Su guall AB, cayendo el punto D sobre el B3
siendo el fnguloid igmal al angulo A, e lado DF tomard la
direceion AC y el punto E caera sobre uno cualquicra. de AC.

<

i

W
// ; A
e Sl T ]

Fig. 18,

Jie igual suerte, siendo el dngulo E-igual al angulo By el lado
FF tomara la direecion de BG ¥ el punto F cacra sobre BC.
Teniende por olro lado | que eder el punto F sobre AG y BG,

A omeidir con el punto (, y por tanlo, habiendo

fendra (ue«
coincidido. todos los elementos de ambos triangulos, €SIOS

rosnltan iguales. ¢. E. L. D-
Orservacion: Las icualdades

AB=—DE, A=D,

Hevan como consecuencia estas otras:

AG=DF,  BC= BE. | G=K-

2. TeoreMa. Dos tridangulos que tienen un. angulo wqual
r'lmzprt'lulhlu entre dos lados que 01 respeclivamente iquales,
son iquales.

Sean ABC, DEF (fig. 19) dos triangulos en los cuales tene-
mos :

|

Bl dngulo G= al dnculo’F; - CA= FD: CB=FE.

DE LA LINEA RECTA. 11

St ol b i
l l_[ l]“t ll.l’ll\.\' el |H.|]]j_:ll|4\ DEF sobre el ABC de mode ]
| ey : ‘ : ABC ) (e e
I_.(.. L m]uu ida con su igual CA, y supuesto que el e ;
§ es icual al dng P! I F { SR
ngulo G, ¢l lado EE tomard la direccion del
IS

c
N\
Zan\
e

.\\ v :
B D

Fig, 19.

cll < 3 3 Y apTa
m.. ‘\Il’ punto E caerd sobre B, por ser FE—CB; los lad
S ‘ Ak . : o : — b N aaos
o AB cuyos extremos han-coincidido, conerdirdn en toda su
stension, y por tanto los trid in 1 ; -
. 1 s tridngulos serdn iguales
i , aulos serdn iguales. 0. E
Osservacion. Las igualdades ) g

C=F W CA=FDy CB—=EKE

dan como consecuencia

A=D;, PB=E, FAB—=DE:

35. TeoreMa. Si dos trid 1

7 Ti} :u[.uu. Si dos tridnqulos tienen un danqulodesigual
comprendido enlre lados respecti y v

s respectivamente g

o . wales, dos ter-
ceros e S S 7S 8 % ’ S
70 lv/u:\ son desiquales, y el opuesto al dngulo n X
serd tambien el mayor. : &

Sean ABC. DEF (fiz. 20) dos

T T triinculos en los cuales

CA—FD, AB==DE, CAB>D.

St super 5 >
i superponemos el tridngulo DEF al tridngulo ABG d
Az A DU L&
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manera que el lado ED coincida con su jenal BA, como el
sneulo D es menor que el A, ol lado ED caerd dentro del dn-
sulo CAB, v el tridngulo DEF ocupara la posicion ABG. Tra-
zamos luego la bisectriz AH del 4ngulo GAC que corta en H el
lade BO. viunimos ademas G con il mediante la recta GH. Los
dos. trisngulos AGH, AGH tienen un lado comun Al; el lado
AG se ha supuesto igual & AG, ¥ ol dneulo GAH=CAH por
construecion, - 1nego) son i;;n;«l-w (B2) ¥ de ello resulta que
Gl = GH. Ademas tenemos que BG < BH-+GH (29). Si
aliora reemplazamos BG por su ioual BEF y GH por su igual CH,
resullard :
EF < BC. Q. E. L. D.

m%. Teomema. Reciprocamente, si dos tridngulos ABC, DEF
sienen, dos  lados  iguales respectivamente AB=DE .y
AG=— DE g los lerceros lados BG~y EF son desiquales, los
dangulos Ay D opuestos respectivamente d los lados desiguales,
som. desiquales, y-el mayor dngulo es el opuesto al mayor
lado fhig. 20).

(o electo = los angulos Ay no pueden ser iguales, porque
sido fueran, fos tridngulos ABC, DEF tendrian un angulo igual
comprendido-entre lados izuales respectivamente, & iguales (52)
tambien Jos terceros lados BC y EF, lo cual es contrario a la
hipotesis, y por tanto hay que admitir que son designales.. En
virtnd del teorema precedente, ¢l 4ngulo mayor se opone al
lado mayor. Q. E. L. D.

= Trorena. Dos fridngulos que tienen los tres lados
iquales respectivamente, son iquales.

Sean 'ABG, DEF (fig. 19) dos triangulos en los cuales te-
menos <

AB—DE, AC=DF, BG=EF;

y decimos que el dngulo A es igual el 4ngulo D, porque si
fueran desiguales lo serian los lados opuestos BC y EF (35),
lo enal es contrario 4 la hipétesis, y por tanto el dngulo
A—D y lo mismo los dos tridngulos en cuestion, en yirtud
del teorema n.° 52, ¢. E. L. D.

DE LA LINEA RECTA.
Opservacion. Las igualdades
AB—DE, AG=DF,. BC=EF
llevan como consecuencia, las siguientes :

A=D, B=E; G=F.

%6. Opservacion GENERAL. Los teoremas de los niimeros 51,
52 y 35 constituyen lo que se llama los tres casos de igualdad
de los triansulos, tan frecuentemente usados en geometria.
Dichos teoremas muestran que si los fres elementos de un
tridnoulo. dnculos ¢ lados, convenientemente elegidos, son
iguales 4 los tres elementos correspondientes de otro tridngulo
cualquiera, los dos trianculos son iguales en todas sus partes ;
de tal suerte que la igualdad respectiva de los tres Primieros
olemenios, lleva eomo consecueneia-la-de los-tres segundos.
De tales teoremas puede, pues, sacarse gran partido, euando
<o tratade demostrar la igualdad de dos lineas 6 de dos angulos
que pertenccen 4 una misma figura 6 4 figuras diversas. '

Es esencial notar que en dos fridngulos ignales los lados
izuales son siempre opuestos & angulos iguales.

57. Teoresa. Bu un (ridngulo isdsceles. losgidngulos
opuestos a los lados iquales; son iquales.

i ol lado AB = AC (fig. 21), el dngulo G
es igual al dngulo B. En efecio, uniendo el
vértice A del trigngulo al medio D de la
base BC, los tridngulos ABD, ACD tienen-el
lado AB—=— AC por hipétesis; BD y DG, por
construeeion; y AD comun, y por consi-
owiente sonviguales (85) : luego los éni-
aulos By 6 opuestos al lado comun AD son
icuales. 0. E. L. D.

%8. Cororarto 1. Todo tridngulo equilitero es al mismo
tiempo equidngulo.

=9. Cororario L. De la icualdad de los tridqngulos ABD, ACD
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se deduce que los dngulos ADB*y ADC son iguales, asi como
los dngulos BAD y CGAD; y por tanto : en un tridnquio isos-
celes la linea que une el vertice con el medio de la base es
perpendicular a esta base, y divide el dngulo del vertice en
dos paries iquales.

40. Teorewa. St dos angulos de un triangulo son iguales,
los lados opuestos @ estos angulos son iquales, y el tridngulo
es isosceles.

Sicel singulo B=—0C (fig. 22), decimos que AG=AB.

Para demostrarlo eonsiruyo un tridngulo A’BC’ ignal al

triangulo ABG y le llevo

sobre este, volviéndole,

A N
A
\ >
/ en términos que el pun-
; to (7 caiga en ¢l punto
\ \ B, y el B! sobre el pun-
/ \
\

to G. El dngulo B'=B
/ por construecion ; el
o L . B=10_ por hi|u')l(-\i\'
Fie. 93 Ilu oo son iguales B
; 1. Por estarazon el |nlu
B’A’ tomara la direccion CA; por i-_‘nnlvs razones G/A’ tomard
la direceion de BA, y el ]nmtu A’ caerdien A. Luego B'A’—=CA
y por tanto BA —C e iy

ZA . Cororarmie. Todo tridngulo equidngulo es al misino
liempo equilitero.

A2. Teorema. Desde un punto ) fuera de una recta AB,
1.9 se puede trazar una perpendicular @ dicha vecta; 2.° pero
no puede trazarse mas de una (fig. 23).

1.0 Doblemos el plano 4 lo largo de AB. rebatiendo la parte
superior sobre la inferior; el ,punto O caerd sobre 0, cuyo
punto, volviendo 4 desdoblar el plano lo nnirémos con € me-
diante Ia recta 00, que serd perpendiculir & AB. Si en efecto
se dobla de nuevo el plano, el dngulo OCD coincidird con
O'CD; de lo que se deduce que estos dngulos son rectos y la
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eeta AC p(-r[u‘miirul;:r 400 (14). lo que es tanlo conio
decir  que la recta 00 lo,es 4 AB. -
Q. E. L. D.

90 Sea OD otra linea. Si frazamos
la recta 0D, los dos tridngules ODG,
(PG serdn icuales por tener comun
el lado GD; ¢l OC = CO" por cons-
truccion, v OCD=0CD como rectos.
Los ;’m:nli»s ODG O'DG son iguales por
consigiiente, pero su suma no vale dos
rectos, puesto que 0D no es la prolonga-
¢ion de OD (24), de donde se infiere que ODG no es recto. v
que 0D es oblicua 4 AB. ¢. E. L. b.

(pservacioy. El punto en «]m la perpe mdicular bajada desde
olro’ puifo sobre-una recta corla 4 dicha recta; se lama pie
de la perpendicular.

45. Teoreua. Si desde un punto O tomado fuera de una
recla AB se traza una perpendicular OG y diversas obli-
CUas

1.2 La perpendicular es mds corta que lodas las obli-
CUaS

9.0 Dos oblicuas que se alejan igualmente del pie € de
la })l’/]u ndicular son iquales.

5.9 De dos oblicuas que se alejan desiqualmente del
pie de la perpendicular, es mayor la que se aleja nds
(fiz. 24).

.o I;An [u-rln-ndirul;n' 0C es mas corla que la oblicua OD.
En efecto : prolonguemos la perpendicular OC de una cantidad
(0" 1enal & su lnn"llml y unamos los puntos 0"y D mediante la
recta O, Los dos tridngulos COD. ( H D tienen comun el lado
G, el lado €O =CO’ por construceion y el dngulo DEO =DEO*
por ser rectos ; ¥ por lanto (52) son ienales ¢ iguales los lados
0D y O0'D. Se ntado esto, es ademis evidente que [ linea recta
GO es mas eorta que la_quebrada ODO',

00" << 0D =+ D0,
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lo la mitad de ambos miembros

16

de donde se deduce, foma
06 < 0D. Q. B. L. D

On). icualmente separadas A<l<-l pié

Cde la lwrpvnnlirul;u' son |:u:|ln--.~_

Eaefecto - Tos dos triangulos OGD,

9 o [as dos oblicuas OE;

OUE Genen comun el lado (N:},
iouales ‘los lados GD ¥ CE por ||l—
ll-l'lh'\i\‘ y el 4ngulo Och = (l(:l‘.
por ser reetos, y por lanto die-

oy R
hos friangulos son iguales (32)

por ello 1o-son los lados OD ¥ OE.

Q. B. L./ D. -
' 5.0 De dos l‘ll“l'llii.\("‘t, OF des-
jrualmente | separadas del pié u|<t
fa |u'r[u-mli('ul;n', la oblicua OF
separa mas, €s Ia mayor.
En ofecto : tomemos sobre la recta CF una |i:ll'|:,' ".l)I.:,‘-,:.‘:,‘
y umamos. el punto- O con D. l,l.ll‘:u ‘n.“‘”“:‘m]:"T‘,;‘.,l”v'
iwndi('ul:ll‘ (O}, tanto  como vll.{ tiene de ‘.Irln;nlnlq_‘, ' |. |..|”|:
Las lineas DOy DO" son t\lr'lt'll:l,\' i 00" que ‘,l:'-“l;‘, 1__“.)’
mente del pie G de a |n-r[n'n-|u-nl:n‘ DG puesto <|\|a-‘,‘. S
DO — DO’ ; y por la misma razon

!lll\‘ Se

De aqui resulta (ue ;
FO — F0’. Ahora bien : sabemos (30) que
DO —= DO/ << FO -+ L0’

y por lanlo, tomando la mitad de los dos miembros

DO < FO;

v como ademds 0D = OE (2.) resulta tlcl'mili\".nncuh‘_qm'

OE <~ OF. 0. E. L. D.

1 P ) se [“7
A%. Corouario. De un punto O @ una recta AD, no se

pueden trazar mas que dos lineas iqual

43, Opsgeavacios. Siendo la lu-rpmnlicul;u‘ la linea mas corta
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PAB serd isésceles. la linea PC. que une el vértice P de dicho
‘rianculo con el medio de la base. es perpendicular & ella, ¥
por fanto el punto P esta en Ia perpendicular DC. o. B. 1. n.

49. Osservacioy. Cuando hay puntos que gozan de una pro-
piedad comun, se Hama lugar geomeétrico 6 simplemente lugar
de estos puntos & la linea que los contiene fodos, Y Cuyos pun-
tos wozan todos de la misma propiedad.

Asi, en virtud del teorema precedente, la perpendicular ele-
vada en medio de la linea AB contiene todes los puntos equs
distantes de los puntos A y B, vy ademis todos los puntos de
esta perpendicular equidistan de los puntos Ay B, pudien-
do por ello reunirse las dos parfes de este teorema en el enun-
crado siguiente :

La perpendicular elevada en medio de una recta es el
lugar: geometrico de los punlos_equidistantes de los dos ex-
tremos de esla recta.

50. Teorena. 1.2 Tado punto tomado en la bisectriz de
un dngulo estd equadistante de los lados del angulo.

2.2 dodo punto tomado en el interior deun dngulo i iqual
distancia de sus dos lados pertenece a la
bisectriz de dicho angulo.

1.2 Sea M un punta tomado 4 volunfad
en la bisectriz AD del angulo. BAC
(fig. 27); y decimos que este punto M esta
igualmente distante de losidos lados AB v
AC. ‘

En efecto: la distaneia del punto M al
lado AB es Ia longitud de la perpendicu-
Lir ME bajada desde el punto M 4 la recta
AB (45): y de ignal manera la distancia del punto M al
lado AC se aprecia por la perpendicalar MF tirada tambien
desde el punto M sobre AC. Probando ahora que ME = \”‘qnv-
davd demostrado ¢l teorema v para ello decimos que los dos
tridngulos rectingulos AME, AMF tienen la hipotenusa AM
comun, el dngulo MAE — MAF, puesto ¢ue la recta AM es
biseetriz del dnoulo BAC; los dos tridgneulos en cuestion son
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55. Teoreus. Por un punto tomado fuera de una recta
puede trazarse una parvalela d aquella, y no se puede trazar
mas que una.

por tanto icuales (46) y los lados ME y MFE opuestos 4 anculos
iouales, son tambien ienales. 0. E. L. D. . e,
~ 9.0 8ea M un punto tomado en el interior del angulo BACS
de tal suerte que las perpendicnlares ME y ME I|:|_|:|!,l:x.\ desde
este_punto sobre los lados AB y AC del ingulo sean icuales; y
decimos que el punto M pertenece a la biseetriz del .‘Ill"_!l.l’lu. B focka ‘R os amil Lt AD. o5
BAC, (fic. 27). Para ello. trazamos la recta MA, 'y los dos 'l'!i\l;l- que estas dos lineas son perpendiculares

culos rectingulos MAE, MAF que tienen la l‘upuh*nu.jn; A e it Focia O L
comun vel lado ME = MF por el supuesto, son iguales (47) y
por {anto-¢l dnoulo MAE opuesto al lado ME es izual al dngulo
MAF opuesto al lado MFE. & en otros términos, la linea MA es
la biseetriz del angulo, BAC. . E. L. D.

1.2 Sea AB la reeta dada, G el punto exterior 4 dicha recta
(fig. 29). Del punto € trazo CD perpen-
dicular & AB, y Ia CE perpendicular 4 T = 8o

2.2 SE ADMITE SIN DEMONSTRACION que
por un ]/IIII’H no se /H(r'r/c' razar mas que una ['lll'l[{l’lll a
olra recia dada.

Esta proposicion que no se puede demostrar se llama
por esfa razon el Postorano de la teoria de las paralelas 6 de

12 V.8 4 isoctriz de un dnqulo es el lugar geo- 2
31 Gorowantv. La bisectinz de un ang gary Vi o0

mélrico delos puntos que, situados en el interior del anqulo,
estin equidistantes de sus lados. . = o ) ’
30 Opservacion. St dos rectas = ob. Uororsrio. Dos veclas paralelas @ una lercera son
definidas AB y CD (fig. 28) se corlan 1"’;”/‘ las entre si (fig. 30).
7 I 117 et 3 < | e F o S e - oo SR W
en un-punto O, el lugar geomelrico “"“.-\ y B dos rectas paralelas d la .
] - Ii EC < s X Vl ~ » » D —
de los punlos iqualmente distantes de recla (5 y fendrémos, que supuesto B TRl _
- l,lhl lml- U mismo ]'lllllu no I'U""l"“

trazarse dos paralelas 4 una fereera, ° -

eslas dos reclas se compone de las dos
bisectrices perpendiculares B y EH
Fig.-25. que dividen en dos partes iyuulvs los gt )
las rectas AB y CD (27). rarse, y por tanto serin paralelas entre si. 0. £ 1. p.

las "dos lineas A y B no podrin en- Fig.

cuatro dngulos formados por

o7. TeoreA. Si dos tineas son paralelas, toda recta que
1o los Apeulos de un ringilo. de un sea perpendiculay d una de ellas lo
poligono cuslquierd, — Propiedades de los paralelégramos. serd dlaotra (fig. 51). L ¥ L

& V. Reetas paralelas. — Suma (

\\'v;}n AB 'y €D dos paralelas y EF per- I

i _ ]’wlullt'nl.xl‘ 4 AB, y decimos, que porserlo, |

<tuadas en un mismo-planog no-se encueniran nunea, sea :x_.\l? lo serd tambien & CD; Desde tuewo r 3 ]
cualquiera la distancia que se prolonguen, dicha ‘recta no es .I"”'“I“l" & CD " puesto s

que por el punto E no puede trazarse 4 GD mas gue una sola
paralela que es AB. Sea alora F el punto de encuentro de GD

Dos lineas son paralelas cnando, al estar

T ) mendic s isma recla son
34, Trorexa. Dos perpendi ulares d una mis

};(u'ulnlu.\'.
(Con efecto :

]u'l'lll‘ll!“"\ll:ll’ 4 una recta, . :
y por lanto serdn p:nr:nlnl;w. 0. E. L. D.

v de ’H'. Y por el punto F tracemos una perpendicular 4 EF
Y serd paralela & AB (84); luego coincidird con CD (3) y CD
es perpendicular @ EF. o. £. 1. p UNIVERSIUAU DE NiIbY

BIBLIOTECA U
“ALFONSO REYES"
Aedo. 1625 MONTERREY, MEXICO

(|4-~1lv 1n l”‘“‘“ no l)lll"]-‘ frazarse mas lllll‘ s
lueco dichas l)l'l'lu‘lhlIl'|l|;|l‘l‘\‘ no

podrin encontrarse,
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58. TroremA. Guando dos reclas paralelas estdn f':‘n:'{(/:l:‘rs
por unasecante, los enatro angulos agudos formados son 1{/)11”-
les enlre si,y lo mismo los cualro dngulos obtusos (hg- "‘)f ‘

. Sean AB, GD dos p;lr;nlvlus. EF,
una secante que las corta en los
puntos GH; la linea EF forma con
cada una de eslas rectas cuatro an-
aulos de los cuales dos son agudos
I\ dos obtusos, salvo en el caso par-
ticular en que EF sea |u~r|w|n|i<-n—

Fie. 520 lar a |<v\.(|n.\ |mr;|l<‘l;x‘\x Esto sfknlu—
do, consideremos primero los dos
anonlos acudos GG, HGB, que decimos que son i;i|:|[«-s. l.nl!
vll"rln: |)l1,|r el “medio 1 de GH Ir(u-\-mu.\. ”“i pl'l*p‘(‘ll\h('lll:ll‘ ‘:n
AB; (ue serd por ello lu-r‘wn(lirul;n‘ 4 Cbh |u7).7 En este caso
los dos triangulos 1GK, IHE son rectangulos que tienen ta hipo-
fertusa I —1H por construceion fy los :’lll._’_’H‘lIS en I‘l‘_’I};ll'('_\ por
opuestos por el vértice, y por tantoson icuales (46) € iguales
los fmenlos 1GK, THE. . )

Los ofros dos angulos agudos son respectivamente l:ll;llx'ﬁ a
|u.\‘ pl'('l'tf(l!‘llh‘s COmo Ul)lll‘\li).\ Iml' l‘l \'c"l‘“('r‘. \ lml' ln ISTTHG
lo son los cuatro dngulos-agudos. Cada 4ngulo obtuso es el
saplemento de uno de los dngulos agudos (24) que siendo

ionales, resultan iguales tambien los obtusos.

9. (pservacioy. Se hadado nombre parficular 4 h‘u' .‘?Ill_‘_’ll«
lo s que nna secante formaeon dos \r«.*rl;ns. Sean ‘\.l"i‘_l.' las
dos rectas ‘v EF la secante (hx, aa).
Los dos Angulos no adyacentes situa-
dos en el interior de las dos lineas y 4
(h\‘l'r\“) Ii"l“ Ill‘ I;I \l'('“”h', Se ”H“l:‘“
dngulos altexnos inlernos,” como los
anculos 1 vy 7, £y 6.
Los dnculos 10 adyacentes situados
fuera ‘l"' las rectas y 4 diverso lado de
la scecante se llaman alfernos externos, €omo los 2y 8,9

y 9.

/se traza por el punto H una paralela
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Los dos dngulos no adyacentes situados al mismo lado de la
seeante el uno entre las dos rectas v el ofro fuersa. se llaman
correspondientes, como 1 Y O 22y h 23v7T, Av 8
Dos dngulos situados entre las dos reetas ya un mismo lido
de Ia secante se Haman interiores de an mismo lado, como

los dngules 4 y 6, 7 y 4; v exteriores los 3 y8, 2 v 5.

60. Cororsrio. Con referencia 4 la figurd 52 ¢l teorema
precedente puede sin duda enunciarse en los siguientes térmi-
NHos <
Cuando dos paralelas son cortadas por una secante.

1.2 Los dngulos alternos internos son iquales;
2.0 Los danqulos alternos externos tambien lo son :
Los angulos corvespondientes lo son tambicn ;

1.° Los dnqulos interiores de wwmismo lado son suple-
mendarios.

) Et

9.9 Fambien son, suplementarioslos exteriores de un mismo
lado.

64. Trorena. Reciprocamente: si dos rectas forman con una
secanle :

Angulos alternos internos iguales ;

Anqulos alternos externos ::}/uu[e'.\' 3

Angulosinteriores deun mismolado suplementarios;
Angulos exteriores de un mismo lado suplementarios;
Dichas dos ‘rectas son paralelas (fig. 34

%),
Supongamos, por ejemplo, que los dngulos alternos interne:

CHG, HGB sean iguales, v decimos
s
F

que las dos rectas AB, €D son para- v
4.

lelas. En efeetos: siimaginamos que /

Sl

7’/

a AB: esta linea deberd formar con #
la secante HG v sobre esta linea un 8/

dngulo igual al angulo HGR porque % 2

17,

los dos serin alternos internes. La

F

recta HC llena esta eondicion, nd esto que, segun el supuesto
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el 4ngulo GHG es igual al dngulo HGB; luego la linea HG
es precisamente la paralela & AB, trazada por el punio H.
0. E. L. D.

El mismo razonamiento se aplicaria sin duda 4 los demis

casos del teorema.

2. Tronema. Los dngulos que tienen los lados paralelos

39).

Hay fres casos diversos, que distinguir :

1.0 Los dos angulos BAC, EDF tienen los lados paralelos y
dirigidos en un mismo senlido; de-

sON ig/uulvs, o suplementarios (lig.

/ / dos rectas AG y ED no son paralelas y

b7 CclImos (ue son iocuales. En efecto : lus

G

"/ /i)
Ry
A /u :
%0 ralelas AB, DE cortadas por la secante
Kig, 5. A ¢l dngulo EDF —= EGC como cor=
n‘>|uu|(li\-n|vs formados por las |):||':l|l'|;l.\' ACS lll-'-ruri;nlns por
la secante ‘DG : laego los angulos BAC, EDE iguales. i un
mismo aneulo EGE son iguales entre §1. Q. E« L. D.

9 o Los dos anculos'BAC, GDH tienen los lados paralelos'y
dirigidos-en-sentido conlrario, y decimos que tambien son
i;_'_n:nilm. En efecto; prul-m::m«ln mas alld del vértice los lados
dol anzulo GDH, tenemos un angulo EDE queres jonal 4 DAG
EDE por opuestos: por ¢l vértice;

por consieuiente se encontrarin en un
punto G, yel dngulo BAG= EGCG como
correspondientes formados por las pa-

(1.9}, pero el angulo GDH
lueso BAC —=GDH. o. k. 1. D,

5. Los dos 4ngulos BAG, EDH tienen dos lados dirigidos e
el mismo sentido y dos en sentido conirario, y decimos que
son suplementarios. Gon efeeto = prolongamos mis alla del vér-
tice el Jado HD del segindo dngulo. Formamos deesta suerte
un angulo EDF ignal & BAG (1.°) ;" pero EDH' y EDF son suple-
mentarios (21); luego EDH y BAC son suplementarios,
Q. E. L. D.

€3, Teorrnr. Dos dngulos que tienen los lados perpendi-
culares son iquales o suplementarios (hig. 56).
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Sean ABC, DEF dos ;’lll;‘lllm‘ que fienen los lados [u‘l‘[u'n(lirll—
lares dos @ dos; y decimos que son iguales § suplementarios
I'.l} efecto = en el punto B elevamos 4 BC una |u'r1u'm|i('ll|:lll‘
BC’ situada al mismo lado que BA respecto de BC, v hace-
mos girar el dngulo ARC alrededor del vértice B hasia que ¢l
lade BC comcida con BC/, en cuvo
CAas0 l'l l:l(]“ ];.x \'d'lllh’;i |’. U(‘”’l:’lr
la posicion BA" y el dngulo A’BG/
serd igual al dngulo ABC: Los
CBCY, ABAY, son

tambien iguales, por que los dos,

i
A%\

('Il\ I‘III',;UIU\‘

si sa le agregan respectivamente
los dngulos AB(Y. ABC dan Ia
nusma suma GBA’ : pero el dn- Fie. 56
gulo CBC” es recto por consfriic- B
cion, luego ABAY lo es izualmente; v BA% es perpendicular 4
AB. Esto sentado, resulta que BA! v DE perpendiculares 4
una lercera recta BA. son paralelas >(‘J’l) y por igual |':1:z«v|1
30y EF son tambien paralelas; luego los :iu:nlllns A'BC!
N‘]!’ que tienen sust lados paralelos son icuales 6 .\upl‘vnu-;x:
!.‘Il‘l(b\' (62); y por consiguiente los angules ABG, DEF son
izuales 6 saplementarios. . E. 1. b.

Opservacion. Si los dos dngulos sen ambos agudos 6 ambos
obtusos, son iguales; y si uno es agudo y el ofro obtuso son
suplementarios. .

64. Dermicion. Se lama poligono ana poreion de plano Limi-
tado completamente por-lineas rectas. Dichas rectas se Haman
lados del poligono; los dngulos que forman, dngulos del poligo-
no; los vértices de estos angulos, vértices del ]H)[i:ﬂllu. vala l‘:-:('-
ta. que une dos-vértices no consecutivos., (li((f]rm;ll del 'lmli:unn_

La figura 57 representa un_poligono cuvos lados son las
rectas ',\l;' BC, CD, DE, EA; los vértices son los puntos A, B,
G, 0, E; 'lu.\ angulos BAE, CBA, DCB, EDC, AED, v la recta AC
es una diagonal. ‘ J

l',n suma de los lados de un poligono se llama perimetro del
poligono.
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J lizono se llama convero cuando prolongando indefi-
el nidamente todos sus lados, queda fo-
do ¢l situado 4 un mismo lado 'lf'
eada una de estas reetas. Si un poli-
oono Conyexo se corta lml‘ 1na l'l‘(";l.
no puede esta cortar el perimetro del
poligono més que en dos |>n||l'u.~'_.
Qe Hama fridngulo, cuadrilalero,
penldagono, exaqono, i'[)lll‘{/ullll’_ o~
‘ un poligono

togono, decdqgono, ete.,
' 7, 8, 10, efc.

que tiene 5, 4, 9, U,
lados.

ilitero cuvos lados sios

Se llama pmwlvlriqranm~‘| cuadrilitero cuyos lados opueste

Se Ham: (

alelos (fic. B8)
son paralelos (fig. 98). Ui . 1 A
\'n! Mama rambo el cuadrililero-que tiene sus cuatro lados

ienales (fig. 59).

ilidtero » {iene sus cuateo Angu-
Bl recldnguilo es un cuadrilitero que tiene sus cuafro 4

ety
los rectos ffig. 40).

Cuadrado es ¢l cnadrilitero fue tiene sus. lados iguales y

> A
los éngulos rectos (fig. i).
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Trapecio es un cuadrilitero que tiené dos Iados opuestos
paralelos, que se llaman bases del trapecio (fig. 42).

65. Tronems. La suma de los fres danqulos de un tridn-
qulo es iqual 4 dos reclos (fig. 45).

Sea ABC un tridngulo, del eual prolongo el lado AG en GD
y porel punto (i trazo la linea CE paralela’d BA. El dngulo A
del triangulo es igual 4 DCE
COnmo l'l‘)]']'l'.\l?““(]il'““'\ I'“]'”l”'
dos por las paralelas BA v CE
corfadas por la secante AD; el
angulo B del triznzulo es ional
al dngulo BCE como alterno
mterno formado por las para-
lelas AB, CE cortadas por la secante BC. Luego la suma de
los tres dngulos del tridngulo es igual 4 la suma de los dngu-
los DCE +-ECB 4+ ACB y como esta suma vale dos rectos. dos
rectos (22) vale tambien la suma de los fres dngulos del tri-
angulo en cuestion. ¢. E. L. p.

66. Cororario I. El 4ngulo BED formado por un lade BC y
la prolongacion de ofro lado se Wama exferior al trizngulo.
Resulta de la demostracion precedente que el dnqgulo exterior
de un tridnqulo es tqual @ la suma de los dnqulos mleriores
no adyacentes. Asi el dangulo BCD es izual 4 la suma de los
dngulos inferiores A y B.

67. CGororanio I El tercer fingulo de un tridnznlo es el sn-
plemento de la suma de los otros dos. Luego st dos tridngulos

tienen dos dangulos iguales uno d uno, los terceros anqulos son
lambien iquales.

68. Corovrario M. Un triangulo no puede lener mds que
un dngulo recto ni mds de un dnqulo obtuso.

69. Corotario IV. En un tridngulo rectdngulo los dngulos
agudos son complementarios.
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le los :jn.«/ulu.\‘ interiores de ui
peces dos 11‘11‘1']“[41.\' reclos
4%).

Y desde el vertice A
con lo cual el poligono
trianoulos

70. Teorema. La suma ¢
o es wqual a lantas

Sea ABCDEE un poligono conyexo,
as las diagonales posibles,

(|uvd:n'{| descompuesto en
vértice comun Ay en
ho ver-

weemos fod

(que tendrin por
los que los ladas, opuestos 4 die

fice son todos los lados del lll;“:'nnn.

&
(ue- parten del punto, A.
de estos triingulos-es, pues,
fidos del poligono menos
los angulos del poligo-
los de todos

.-\‘l't‘lv('iun de los dos lxdos AB, AF

El namero
joual al

nimero de
dos. La suma de
Ii misma que la de los angu
del teorema lm-w-dvnln.
lados ticne el pn“gunu

stos triingulos. Luego, en virtud es
fantas veces dos rectos como

suanenos dos. 0. E. L. D.
J

\|¥/

:‘\ I

74 . (BSERYACION. Sea.n ol niiero de lados de un ln,;ligon«):

suma de sus anzulos es roual @
9/ vectos >< (1t — N—(2n— 4) rectos.

79 Teonewa. En fodo paralelogramo,

{ o Los dngulos.opueslos.son iguales;

9 o Los lados opuestos son iquales.
'S por tener los lados pa-

2.%).

i trazamos la

1.9 Los fngulos opuestos son yonale
ralelos ¥ diriidos en distintos sentidos (62,
9. Sea el [v:il';xlr'|t3;1‘:||l|¢| ABCD (fiz. 45).

diagonal BD comun, los triingulos ABD,
CDB. tienen comun el lado B, el dn-
aulo ABD = GDB. como, alternos mier-
nos 4 las paralelas AB, DG cortadas por
BD, v el dngulo, ADB— CBD

la secante
rnos con I‘A'lilt'il)ll i'l

como  alternos mte
las paralclas DA. BG cortadas por la

socante DB. Dichos triingulos son, pues, jouales (31}, ¥ por
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mn'.q;:nu’nlv AD opuesto al fingulo ABD es igual & BG opuesto
al dngulo CDB v lo mismo AB—=CD. ¢. &. LD .

79. Cororario. Dos paralelas estdn @ iqual dislancia en
/fulu su longitud (fig. 46). Sean AB, ( -
l,!i dos [»;n'uln-l;n?: EF, GH dos perpen-
diculares 4 dichas paralelas, las cuales
son paralelas (54). La figura EGHF es,
pues, un paralelogramo y JOE consi-
guiente EF = GH. o. =. L. . Fig. 6.

74. Teorena. Sien un cuadrildtero los dngulos
son respectivamente iquales, el cuadrild ;({“ =t
e q , el cuadrildtero es un paraleli-

La suma de los cuatro dngulos de un enadrilitero es igual 4
enatro rectos (70); los dngulos opnestosson iguales «I}Ni‘: «ll "'
y por tanto la suma de dos ingulos mo llllll(‘ih);‘ \";Inll ‘-'(T"
mitad {l«~ cualro rectos 6 sean dos rectos, es d"('i;‘ (.m"l “ :
vulos inmedialos de este cuadrilitero e
son suplementdrios. Ahora
teniendo cuenta

ln‘u‘ll. .\i
esto en SHPONENIoS y
que/en el cuadrilitero ABCD (fig. 47) v
los dngulos A y (i son iguales asi como Aﬁ_/
fos dngulos B y D. resultard que losin- A 0
gulos Ay B, vo g son suplementarioss
pero_estos angulos son interiores de un mismo lado con rel
s ;. ; e . 3 < "Cla-
on i las dos lineas AD y BC cortadas por la secante AB; luew
fas lineas AD v BG son paralelas (61) y | 1 85
2yl y : ¢ ) ¥ lo mismo sucede 4 los
s lados opuestos, y el cuadrilitero es un paraleléor:
mo. Q. E. L. D. l‘ e

(E) ("H‘(H AR 4 recid i I ogramec O]
L OROLAR / ec ) 3 i ra ) n

“‘:. 5o ll 10, I (7 (4 /IIII((III ) €S U ])( K Ir’l I/ M ) }I ’n
(, SUS angios ll[illl'ﬁ 0S SOn 1guales l'll\' d llll\" l"““ 0 CLOS
l'llt' SOIL. v s

IR
76. Teore i e g 1
: fl.,(u.l MA. Si en un cuadrildtero los lados opuestos son
{ ,l o9 ] . .y M >y, > x 35
quales, el cuadriliitero es un paralelogramo (fig. 48)
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Sea ABGD el cuadrilitero en el cual tenemos:
.\“;.‘.lll', _\h:,: |'-(‘.
diagonal BD y los dos triangulos ABD, CDB
tienen el lado comun BD, AB—CD,
AD=BC, ‘.nr»-l snpuesto, y por tanto
son izuales (33) y lo mismo los an-
ailos ABD y CDB. Estos dngulos son
alfernos 1nternos con relacion 4 las
lineas AB y G, cortadas por la se-
canie l'.“; llh"_‘l) estas lilh‘:l.\ Son Il:l-
sngulos ADB. CBD son iguales y
v la figrraies por lo tanto un

Trazamos la

Fig. 48,

ralelas. De jgual manera los
las reetas AD, CB son p:n'ulwl;h.
|::n‘;l|rld:r.nnn. OB\ D

lin rombo es un pavaleligramo, porque

77. CoRroLARIO.
lentemente. iguales.

Lus angalos epuestos’ son evil
Bl enadrado es tambien un p:n‘;cluxlu:r;nnu.

78. TroneMa- Sien un cuadrilitero dos lados opuestos

son iguales y paralelos, ol enadrildtero es un paralelogramo

(o A8, bis).

Qua ABGD el cuadrilitero-en ¢l enal suponenos que el lado
AB es 1gual ¥ p:n’uh'ln al CD, v pre-
tendemos demosirar que los otros dos
lados AD y BG son tambien paralelos.
En. efectos tracemos. la diagonal BD y
los dos triangulos ABD, CHB tienen el
lado BD comun, el lado AB = CD por
el supuesto, y ¢l dngulo ABD = CPB
os internos entre las p:n‘:vl--lzl\ AB, €D eortadas porla
- Tneooel angnlo ADE = DB(.
rnos enfre las rectas AD, GB

Fig. .48 bis.

como altern

seeante BD : luego son icuales (52

Mas estos angulos son alternos e
cortadas por la secanie BD: luego estas rectas son paralelas

(G1) y el cuadrilitero ABCD es un paralelogramo.. @. E. L. D.
79. TrROREMA.

cortan mutualmente en dos partes iquales (Gig. 49).

Las diagonales de un paraleligramo: se

DE LX LINEA RECTA. ol

.\‘ i T 5 =] » - :
| ll ABED un ]m(.»!r-ln;rr;unn. AC, DB sus diagonales que se
(}orlLlH en 0; y 1lle‘r11u<.~>‘ que 0A =00 y l'“("(’“: 0D l;:u
n-‘h-wluz los dos tridngulos OAB. ocp i
tiecnen el lado AB = CD como lados
opuestos de un 1S araleléer X
(;'o, e uu.nzu |n.a|.)ln [6gramo
Q angulo OAB—=—00CD como al-
ternos internos, yel dngulo OBA—0D(
por Ia misma razon. Estos dos tridn-
gulos son, pues, iguales (51) v los Ia-
.[.;.,\ A0), LQ opuestos a los dngulos iguales ARO. GDO
les, y lo mismo puede decirse que OB=0D s. .
— . 0.

Fig. 49,

SON. 12ua-
E. L. D.

80. Cororario I. Las diagonales de un
rombo ABCD son perpendiculares entre si
(lig. 50). ' Ly

Tentendo el romhbo sus cuatro Iados jeua
ln-_.\. |u>‘ puntos B y D estin uno v otro i i:n":l
distancia de los puntos A y ‘:.>\ [l1'|‘!|'lt:t'4:ll
los «In.s 4 Ia perpendicular levantada en medio
de AG(48); por consiguiente BD es perpen-

dicular 4 AC. o. E. 1. p.

:;l ("’l'(” AR “ [I 7
- U o . LS ([l(ll‘ onales de eclanqgulo CD
Son ‘.1’1//1/(.\' (ll’ J'}, 4/ [l /( un 1 ”ll”‘/ [/ \“ “

En efecto: los H
: electo: los dos triingulos rectinculos ABC, BAD i
. : = U 2 iy D ‘e
el ‘lado ¢omun AB v el Tado BC=—A]) e
=0 X A : e
“"',-\ por tanto un ingulo 1wual com-
fn'«:-mlulu entre lados 1guales uno 4 uno-
HEgn ipuales (5 :
_ g0 ‘son iguales (32), resultando que
SIS hipotennsas AC v BD son fambien
icuales. . B. L. b
OUBsenvacion. El
SERV! o Y ('u;l('i‘:ultl e84 l'l Yes
S a4 lavez un rombo v 1
¥ un rec-

[ H.‘I'U l/l( ) ( es / l 1L~
4] : e ll S [ aqgor [/ / C o1 ]

t lu “ L 2 (! S (e un ’I[(Illl 110 Son pe (i

4(////)'#.\ €1l ///ll/("' enlre si ( /ll : / & /




GEOMETRIA PLANA.

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO PRIMERO
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. Si un punto fomado en- el interior de un trianzulo se
une con los tres vertices, la suma ‘de estas lineas es menor (ue
del ‘triangulo.

Jasuma de los tres Iados
uno de los vertices de un triangulo

9. La linea) que une
con el medio del lado opuesto {osta Jinea se llamauna mediana
del triangulo), es menor (e v semisuma de los ofros
dos lados.

5. Si ki linea que junta uno de los -vértices de un triangulo
con t‘l IHA‘I‘IU Ili‘l l;nln (v])lll‘>'|() eS pr]‘ln‘lnht‘ll‘:tl' a esle Luln,
ol trianzulo es isosceles.

%. Si la biseetriz de un angulo de
dicular-al lado opuesto, ol triangulo s isdsceles.

5:.Si la perpendieular hajada desde el vértice
gulo al lado opuesto divide este lado en dos partes izuales, el

un triangulo es perpen-

de un fridn-

triangulo es isosceles.
6. Si las |n*r}wln\irnl;m's hajadas desde dos vérlices
los--lados opuestos son 1rnales entre si,

de un

triangulo sobre AR

sngulo es isosceles.

7. Las |u‘r[u‘-n(lit'nl;n‘vs levantadas
cortan en un mismo punto.
tros dngilos de un' iriingulo s

enmedio- de. los . tres

lados.de un_tridngulo se
& [,:1.\' li-lﬁl‘l‘ll“l('x's de lus
cortan en un mismo punto.
9. Dadas dos lineas |»;»r:1|«-l;\<.
las dos primeras,
las rectas u.'nlnl‘rvndid;ns entre las dos paras

si se fraza ofra paralela
igual distaneia de aquella divide en dos
partes iguales todas
lelas dadas.

10. Si por cada uno de
una paralela al lado opuesto,
prnlun;::ulus. forman un nuevo triingulo que vale cuidruplo del
doble que los lades

los vértices de un tridngulo se traz
dichas rectas, suficientementd
primero y cuyos [ados tienen una longitud
del primero:

DE LA LINEA RECTA.

-

N
|l.‘ Las perpendiculares bhajadas desde los tres vértices de
un friingulo sobre los lados opuestos se cortan en un mis
punto. 5
. 12. St en un tridngulo Ia linea que junta uno de los vér-
tices ¢on v»l medio del lado opuesto es 1gual 4 Ia mitad de este
lado, el triangulo es rectingulo. ‘ it
l.l). S1 en un triangulo rectingulo, uno de los anculos
agudos es doble que el otro, la hi]mh,‘lllls;l es doble nlllt' 1;1
menor de los otros dos lados. i
14. ’.\1 se prolongan en un mismo sentido todos los Tades de
un lmll';ulnn convexo, la suma de los dngulos exteriores de --<l'.l
m;m.-'r:a formados es 12ual 4 cuatro dngulos reclos 2
‘ 15. “f'v.\‘ paralelégramos son iguales cuando tienen un
(m;ulu. igual comprendido entre lados que son respecliva
mente iguales. i’
6 N lae A rantiag 14
16. Si l.lm diagonales. de un cuadrilitero se cortan mitua
mente en dos partes izuales 114 : 6-
8 partes iguales, este cuadrilitero es un paraleld
T S un ]Mldl( G-
17. Si en un cuadrilitero las diaconales se cortan mitua-
nlu,nh- en dos partes iguales y son perpendiculares; el cuadri-
litero es un'rombo. ; .
\' N D S L “ 143 =
18. Si en un euadrilitero las diagonales son ipuales v se
corfan reciprocamente en parfes i . B o, oo
' partes iguales, ¢l cuadrilitero s
LT alero es un
( p H 3 — £ s
l] 9. La linea trazada por- el medio de un lado-de un trian
tr aralel: 4 i 1ol
gulo paralelamente 4 otro lado, pasa tambien por el medio-del
tercer lado, v su l 1 I : :
ado, y su longitud es la mitad de aquel {
) ' S | i aquel lado ; 1 eS8
paralela. l NOT

s)| P X 2 v
20. Si se unen dos & dos los medios de los lados de un

cuadrilitero ¢ , {

lu|nl.|ll« ro convexo, se forma un nuevo cuadrililero que es
un: paralelégramo : ;e S v i l
: parale légramo: jen qué casosera dicho paraleldgramo un
rombo ¢ un réctingulo? '

I-'l. En un trapecio los puntos medios de los lados no pa-
ralelos y de las diagonales estin en linea recta
99 S g ‘ s

22. En un trapecio isésceles, esto es, aquel en que los lados
no paralelos son iguales entre si, los dngulos
N 4 » los ingulos opuesio son
suplementarios.
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PROBLEMAS PARA RESOLVER

]. ;Cuil es el lugar gedmetrico de los medios de las ractas
trazadas desde un, punto fijo & una recta?

9. Dosipuntos A y B y fna recta MN dados (fig. 52); deter-

yanar-sobre la recta MN un punto

G tal quetel dngulo ACM sea 1guoal

al BCN (Problema del billar). De-

mostrar gue la linea quebrada ACB

determinadia de este miodo, es mas

corta que toda otra linea quebrada
obtenida mediante 1a union de un punto de la linea MN & los
l»lllllu_\ A \ B.

5. Dadas dos paralelas y dos puntos-A y B situados fuera
de ellas y en lados ‘diversos, encontrar ¢l eamino’ mas corto
desde Ad B mediante una linga quebrada tal que la porcion
comprendida._entre las dos paralelas tenga una direceion
dada.

k. Cudl es el yalor del angdlo de un tridngulo equi-
litero?

5. Unio-de los fingules agudos de un triingulo rectinzulo
es los 2 de un dngulo recto; ;cudl es el valor del otro?

6. Eldingulo del vértice deun tridngulo isosceles eslos & de
un angulo recto; ;cuinto vale cada uno de los dngulos de
la hase™? ]

7. ‘Cada uno' de los angulos'de la basede un triingulo. is6s-
celesesignal & 2 de un recto; g cudl es el valor del angulo del
vertice ?

S 1T suma de los dngalos: desun poligine convexo. es 1grual
4 9% angulos rectos ; ;. cuintos lados tene este poligono ?

9. ;Cudles son las propiedades del cuadrilitero formado por
las biseetrices de los angulos de un paralelégramo, y del cua-
drilitero formado por las bisectrices de los dngulos exteriores?
(Concurso académico de Dijon, clasede lereera, 1R66).

10. Si en un trapecio ABCD (el lector tendrd & bien ima-

DE LA LINEA RECTA. 5

i,rm;ln_‘&' la figura) euyos lados paralelos son AB y CD, se trazan
as biseetrices de los dngulos ;e $ Angn 5 i
e Sl m|‘”|l.m A y D, ; en qué dngulo se cortarin?
(l‘r) e cgion de la u:«'ln que une el punto de encuen-

0 de las bisectrices de los dngulos A y D con el punto de

encuentro de las bisectrices de los angulos B y G? (Goneurso
académico de Dijon, elase de tercera, 1868) : .




LIBRO Il

DE LA CIRCUNFERENCIA

§ VL. De la ¢ircunferencia. — Dependencia mitua de los arcos y de las
cuerdas, delas cuerdas y de sus distancia al cenfro.

80 DermvicioNes: La/ cireunferencig  es una linea curva
ARG (fig. 55) cuyos puntos equidistan de uno interior (0 que
so llama centro. Cireulo es la |H~1‘ciuli deé plano limitado por
la errennferencia.

2idio se llama foda recta, como OA que va desde el centro

4 un punto enalquiera de la emrcunfe-
rentia. Por la definicion, todos los radios
soniguales. Todo punto mterior 4 la
circunferencia estd i una distaneia del
centro menor que el radio; y todo
punto” exterior, & una distanera mayor
que el rédio.
Bos circulos del mismo_radio_son
i_:ll:lll,\\. |n<!l't|ll«‘ .\i S¢ |n.\ >ll]n'l‘|mllo‘ lll,‘.
modo'que los ¢entros coineadan, la icualdad de los radios hard
que coineidan evidentemente 1as dos eir¢unferencias.

Se llama arco una porcion cualquiera BC de la eirennferen-
cia; y se llama cuerda la recta que une los dos extremos del
arco. Se-dice {recucntemente que-la cuerda subtiende al arco
6 que el arco estd subtendido por la cuerda.

Se llama segmento de circulo la porcion de este compren-
dida enfre un arcoy su cuerda.

85. Teoreya. Una recta no puede lener mas que dos
puntos comures con una circunferencia.
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Porque desde un punto no pueden trazarse 4 una recta mas
que dos lineas izuales (44): luego desde el centro no podrin
frazarse 4 la recta mas de dos lineas ignales al radio.

Opservacion. Por esta razon se diee que la eircunferencia es
1Na Curya converd.

84. Dermniciongs. Se llama secante de una eircunferencia la
recla (que la corfa en dos [:Illllm.

Didametro es una recta que pasa por el centro y termina por
sus dos extremos en la cireunferencia. El didmetro es el doble
del ridio, y por tanto todos los didametros son 1ouales.

85. Teonema. El didmetro es la mayor de las cuerdas
(i, 54.)
* Sea AB una cuerda, BO un difimetro
de la circunferencia 0, y tracemos el
radio OA. La linea reeta AB es mas
corta que la linea quebrada AOB, 6 lo
que es lo mismo, la cuerda AD es me-
nor que- el doble del radio. menor,

pues, que el diametro BGL o. E. 1. b,

86. Teorexa. Todo diametro divide la circunferencia en

dos partes iquales, y lo mismo. al civculo (fig. 95).
Doblemos la figura por el diimetro

AB nasta que la parte superior del plano

seaplique sobre lainferior. Un védio OM

cualquiera tomard una posicion ON for-

mando con OA un dngulo AON=AOM;

¥ como todos. los ridios son iguales, el

punto M caerd en el punto N situado en

fa parte inferior de la circunferencia.

Todos los puntos del arco AMB caertin

de 1gual modo sobre el arco AND, luego estos dos arcos coinei-

dirdn, con lo cual queda demostrado el teorema.
OsservacioN. Una cuerda que no pasa por el centro divide

la circunferencia en dos arcos desiguales el uno menor que la
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semi-cireunferencia, v el otro mayor, y dicha cuerda sub-
I.ia'llllt,‘ I(L\' 11(»5 arcos |n1‘(|«‘inn:u|n>. |lc' lns ('u:ilt's, urllill;ll‘i(l»

mente no se considera sino el arco menor.

(Jé;/ Trorewa.— Por {res punios que no estdn en linea
revte; se puede siempre hacer pasar uha circunferencia peo
no mas de una (fig. 55).
Sean A, B, € los puntos dados: unimos AB y BG. En medio
L de’' AB levantamos la perpendicular DE 4
/b7\"\\_ dicha recta, y en medio de BC la EG per-
/ \ N pendicular & BE. Las dos lineas DE y FG
n,\!’ g A" mo son paralelas porque las perpendicula-
/o1 res BA. BO trazadas 4 estas dos rectas por
U mismo punto, no estan en linea recta.
Sea ahora (el punto en que se encuen-
tran aquellas dos rectas, y resultard que
el punto' O halliudose en la recta DE per-
pendicnlar en medio de AB, estd igualmente distante de los
puntos A y B (46); esie mismo punto por hallarse en KG
estd tambien 4 icual distancia <de los puntos By G; esta
pues’ i igual distancia de los tres puntos A, B, G, 6 lo que es
lo mismo. es el centro-de una circunferencia que pasa por
dichos tres puntos AL B, .G
Decimos ademds que por ellos no puede pasar mas que una
circunferencia; porque el centro de toda circunferencia que
pasara por A y B estaria igualmente , distante. de_dichos, dos
puntos, y seria_un. punto, de DE (48). Por iguales tazones el
centro de foda eircunferencia por pasando B y G se hallaria en
Ia recta FG. Lueco si una circunferencia ha de pasar por los
tres puntos A, B. G, su centro se hallard & la vez sobre DE y
sobre FG. y coineidira eon el punto 0, de: donde resulta que

wor los tres puntes A, B, (, no puede trazarse mas que und
I ! ; ;

eircunferencia.

88. Cororario I. Si unimos AC y elevamos. una perpendi-
cular en medio de esta linea, deberd contener tambien: el
punto O que esti igualmente distante de los puntos Ay .
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Por consiguiente : las perpendiculares elevadas en la mitad
de los tres lados de un triangulo se cortan en un mismo
punto que es el centro del civculo eircunserito al rian-

qulo.

89. Cororario II. Dos circunferencias no pueden tener
mas de dos puntos eomunes sin coincidir.
e > e
((90./Teorena. En un mismo civeulo ¢ en cireulos iguales:
49 A areos iquales corresponden cuerdas i’r/utl/:".\‘.:

<)o >

St dos arcos menores que una Semi-cireunferencia
son destquales, al mayor corresponde la cuerda mayor
(fig. 56)- =
{.2 Sean dos arcos AB, €D iguales tomados sobre las ecir-
cunfereneias ignales O
¥ 0. Lleyemos la eir-
cunferencia O de ma-
pera que el ridio O'C
comncida con su igual
0A : las eireunferen-
cias comeidirdn, v co-
mo el arco CD es ;:_‘_H:II
alarco AB, el punto D caerd en el punto B; y las cuerdas AB
y CD coineidivan. . E. L. p. i
2. Supongamos. que-los arcos AE, CD tomados en las cir-
cunferencias iguales 0 y O y sea AE el
mayor; y decimos que la ¢uerda AE es mayor q}u* la cuerda
0D En efeeto - tomemos sobre AE un arco AB izual al arco
CD, y evidentemente el punto B eaerd entre A y E. Tracemos
los ridios OA, OB y OE. El dngulo AOB serd menor que AOE.
Los dos, tridngulos, AOB, AOE. tienen comun el lado OA, el
lado OB—=0E, como midios, el ‘inculo AOB<"AOE: lieco
(93) el lado AR es mas pequeiio que AE. La cuerda AE=C(D
(1-9), huego, iltimamente la cuerda CD es menor que la AE.

sean desiguales

91. Cororario. Las reciprocas de los teoremas precedentes
se deducen con facilidad.
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En un mismo circulo 6 en circulos i_{/(l(l/e’.\‘ :

1.0 Cuerdas iquales sublienden arcos wquales.

9o Si dos cuerdas son desiquales, la mayor subliende al
arco maiyor.

Porque en virtud del teorema precedente, las cuerdas son
icuales 6 designales segun-que los arcos mismos son iguales 6
desicualess lnego 1as ¢uerdas no pueden ser iguales, si los
aveos son desizuales, i las cuerdas desiguales, si los arcos
son iguales. Ademds, euando son desiguales, la mayor sub-
tiende necesariamente el arco mayor.

(OBservacion. Los enunciados (ue preceden suponen expre-
samente (que se trata de arcos menores (que la semi-cireun-
ferencia.

92. Teoreys. El didmetro perpendicular d una cuerda,
divide la cuerda y cada uno de los arcos que subtiende en
dos partes iquales (fig. 58).

¢ Sea CD el didmetro perpendicular &

> la euerda AB, E el punto de intersee-

cion. Tracemos los radios OA, OB. Estas

dos lineas son oblicuas y como son igua-

les, distan i:ll;llm('nl(' del pi(‘ de la per-

pendicular OE (43), luego AE=BE:

Tracemos despues las cuerdas CA, €1,

DA, DB. Puesto que [ es el medio de AB,

la oblicua CA es izual & CB, luego (88)

los arcos GA, CB son iguales, y lo mismo los arcos DA y DB,

9%. (pservacioy. Resulta que el medio de una cuerda, el
medio de-los dos arcos que subfiende y el centro del circulo
son cuafro puntos cn linea recla, y dicha recta es perpendi-
cular 4 la cuerda, lo cual equivale 4 decir que la vecta CGD
tiene 6 cumple cinco condiciones. Cuando dos de eslas cineo se
cumplen, se cumplen tambien los ofras tres, lo cual hace que
el teorema precedente pueda enunciarse de “diez modos dis-
tintos«
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94. TroreMA. En un mismo civeulo ¢ en cireulos iquales :
1.2 Dos cuerdas iguales, eslan iqualmente distantes del
cenlro.
2.° De dos cuerdas desiquales, la menor es la que mds
dista del centro (fig. 59).
1.° Sean AB, €D dos cuerdas iguales en la ecireunferencia
0; OE y OF las perpendiculares bajadas
d('Sllc' |‘l ceniro i'l «'.‘n';l Hna ('l' ln\‘ cuer-
das. Segun lo dicho (92) las dividen en
dos partes iguales y por tanto CF = AE.
Tracemos los radios OA, 0C. v los triin-
gulos OAE, OCF que son l‘«'l'liill'_{lllwh {ie-
nen las hipétenusas OA, OC iguales como
didios, y AE = CF; luego son iguales
(47 ), é ignales tambien OE y OF. ¢. E.L.D.
2.° Sean Al, €D des cuerdas desiguales v SUPONZainos
Al > CD. Elarco AT serd mayor que el arco CD (91). 'll-'l"u'vl-
mos desde el eentro sobre las dos cuerdas las l)(‘l‘[)('ll.(“('llI:H'Os‘
0z, OF y decimos que :

0G << OF. Con efecto, tomemos sobre
¢l arco' Al un arco AB

: n ignal al areo)CD, v tracemos la cuerda
AB. que serd 1cual 4 la cuerda GD yla perpendicular OF = OF
(1.9). Esto supuesto, cayendo el punto B sobre el arco Al la
cuerda AB y el centro (O se hallarin en lados diferentes de Ia
IA““:“ Al y OF cortara & Al en un punto H situado entre 0
v E5 de donde resulta OH="0E: 06 = 0H puesto que 06 es
perpendicular y Ol es oblicua 4 Al : luego d fortiori 0G << OE
0. bien OG < OF. . E. 1. p, B\

95. Cororarto. Reciprocamente, en un mismo circulo 6
en circulos iguales, las cuerdas igualmente distantes del
centroison iquales, wyide dos cuerdas desiqualmente tli.\[(lu(r»;s
del centro, la’ que mds se aleja es la mds pequena. ‘ ‘

fpot?”
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& VII. — Tangente al eirculo. — Interseccion y econtacto de dos cirenlos,

96. Dersiciones. Se llama fangente del circulo una recia
que no tiéne mas gque un punto comun con la circunferencia.
Dicho punto se Hama de contacto 6 langencia.

Dos circanferencias son tangenles cuando no fienen mas
que un punto comun, que se Hama tambien punto de contacto.
Cuando dos cireunferencias fienen dos puntos comunes se 1la-
man  secantes, ') no pueden tener mas que los dos puntos
comunes dichos;

97. Teorens, Toda perpendicular al estremo de un rdadio
es tangente al circulo (fig. 60).

a linea AT pm'lwmhrulan‘ al ex-
tremo. del radio OA es tangente al
cirenlo, porque toda linea OB, por

X B T
= —<—/ <—~—\

ejemplo, trazada desde el centro la

linea AT es oblicua 4 esta linea, por

consiguiente mas larga que OA, y

por esta razon todos los Imllll).\‘ de AT,

: 4 escepcion del punto A son exterio-

res al eirculo y AT, por tanto, tangente i la circunferencia.

Q. E. L. D.

08. Trorewx. Reciprocamente, la tangente 4 la ‘circunfe-
rencia es perpendicular al extremo del ridio que termina en
el punio de contacto (fig. 60).

Sea AT una tangente al circnlo 0,y A el punto de contacto.
Todos los puntos de AT 4 escepeion del punto A'son esleriores
al eirculos Tnego OA es la linea mas corta que puede. trazarse
desde el punto O 4 la linea AT y por consiguiente (48) OA

es |wr|u~mlil-ul;n' 4 AT. . E. L. D.

99. Corarorio. Por un punio de una circunferencia no

puede trazarse mds de una tangente, porque no puede frazarse
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mas que una perpendicular al extremo del ridio que pasa por
dicho punto.

‘ 100. Teorewa. Cuando dos circunferencias se corlan, la
linea que une sus centros es per-
pendicular d la cuerda comun
pasa por el medio de esta (fig. 61 ).
Sean 0 y 0 dos «-irrunI},-rvm:i:‘l\'
que se cortan en A y B. El punto
0 estd izualmente distante de A y
de B, v lo mismo sucede al punh\
0. Luego los puntos O y () se en-
cuentran en la perpendicular elevada en medio de AR (48)
y por tanto 00’ es perpendicular en medio de AB. o. AE. L. D.
101. Teorewa. Si dos circunferencias O y O tienen un
punto comun A fuera de la linea de los centios, estas dos
mr::unﬁ'n)n('i(t.\' son secantes (fig. 61). e
_Con efecto = desde el punto A bajemos la linea AC perpen-
dicular 4 00" y la prolongamos una eantidad CB ::.(Z\I m-]n lo
cualiresulta que el punto O est4d igualmente (lisl:mlh" de los
plml.ﬂs Ay B (48) y el punio B estd én la circunferencia 0. ¥
por ‘f-"f"l"* razones en la circunferencia (' ; luego  dichas (in;
eircunferencias se cortan en los puntos A y B. 0.‘ E. L. nl.\ l

ST , Al : g .
102. Cororarto. Cuando dos civcunferencias son tangentes
el punto de contacto estd en la linea/ de los centros. \

105. UsseryacioN. Dos cireunferencias pueden ocupar una
eon rv[inrmn  otra cinco posiciones diferentes : l:uv](ivn n:n
le-.nvr ningun punto comun y ser exrleriores (fig. 62) » 6 nle-
riores (fig. 66), 6 tangentes exteriormente (fiz. ﬁ.'n. (7') inte-
rwrmente (fig. 65), 6 por fin pueden ser secantes (“,l,‘ 64) :

UVL Tx-'..unr.n.a. 1.2 Si dos circunferencias son exteriores
la distancia de los centros es mayor que la suma de /"'
radios. ‘ &
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1 ) snies erteriormente: la

9.0 S; dos l‘I}‘4‘Illl/i’)‘1"/lt’1vl.\‘ sSon [llII!/l nies exterion /1‘”1'.,[; L
distancia de los ceil ros esiqual d la suma de los rddios,

5.0 Si dos circunfevencias se cortan, la dislancia de los
centros es menor que la suma de los rddios, y mayor que
su diferencia. _ Ty W
4.0 Si-dos circunferencias son langentes interiormente,

la distancia de los cenlros es iqual d la diferencia de los

radios. 4 _ ) S
5.9.Si dos circunferencias son interiores, la distancia d

los centros es menor que la diferencia de los radios.
1.© Tenemos en la (fig. 62)
00" =0A 4 0'B--AB

luego ; y
= 00’ > 0A - O'B.

9.2 Bl punto de contacto A esl en la linea de las centros

(102)y comprendido entre los, dos centros; y. tenemos (fig. 65)

00.-=0A A0

5.7 Sea A uno de los dos pun-
tos de encuentro de dos cireun-
ferencias secantes 0, O {fig. 64)
y tendremos en el triangulo O°0A
(99)

=
\

00/ << 0A +0A
00" > 0A — A

Fig. 64

0 4 1 srencias tanoe <] Ne] o 3
4.° Sean 0 y O dos eircunferencias tangentes mnieriormente
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y A el punfo de contacto (fig. 65) que estd situado en la pro-
longacion de la linea de los centros (102) y lendrémos

00" = 0A — 0’A.

Fig. 65. Fiz. 66.
9.% Sean 0 y 0’ dos cireunferencias inleriores (fig.
tendrenios :

00" =0A—O0A—0A—O0B—BA:
Uego :
00" << OA —0/'B.

105. Osservacion. Las reciprocas de los cineo teoremas fque
preceden son verdaderas, y se deducen inmediatamente. porque
las condiciones relativas 4 eada caso se exeluyen miluamente;

ll('nm\‘lr:,‘nm.\. lm[' t'jl:llll»lu (llln' .\i l;l l“Sl;llll'i:l d:' ln.\ cenlros
s menor que la suma de los vidios v mayor que su diferencia;
las eircunferencias se cortan. En efecto: dichas circunferencias
no\pueden ser ni exteriores, ni tangenfes exteriormente, puesto
fquela distancia de los centros es menor que la suma de los
ridios ; tampoco pueden ser tangentes interiormente ni infe-
riores, puesto que la distancia de los centros es mayor que la
diferencia de Jos védios; lueeo son secantes, Q. E. L. D.

De igual manera se pueden demostrar las otras cuatro reci-
proeas.
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¢ Vill. — Medida de los fingulos. — ,'\u_t_vu|.y< inseritos.

Q Z i . . . 2 0
106. Dermvicionss. Se llama dngulo central :x-lxl-[l cuy
vérlice esta en el centro de una circunferencia, y a@nguto uz.;-
erito el que estd formado por dos cuerdas (ue se corfan en
cireunferenca.

107. Teorena. En un mismo civeulo o civculos lg/llz{lvs <
§ j I > > ey > "COS a-
1.0 dos dnqulos centrales iguales inlerceptan dos arcos f{/u{ .
les ;2.0 Dos dnqulos centrales desiguales I'I'HII]'H‘PINIt n dos
it , arcos desiquales, iy al
danqgulo mayor corves-
ponde el mayor arco
(fig. 67.)
N ) 14
| .oSean AOB;A'0'B
dos Angulos cenirales
iruales en los circulos
ignales O y 0. Una-
mos AB y AB, y los
TR . 0
i ( i ] dng }— AOB" por el
tridnmilos AOB, A'O'B’ tienen el dngulo AOB=A o ;‘” S
SU )ll("s‘lu OA=0'A". OB=0B’ como radios de cireulos I,"ll‘
Koy poiid i riangulos irales v AB=—=AB’: y
les, v por tanto dichos - triingulos son g \ )
i idos » cuerdas wruales,
fos arcos AB y A’B’ que estin subtendidos por cu rdas 1zua
son iguales. Q. B L. D. _ Mo
9 o Sean AOC = A0B’ v decimos que el arco ! G2 :
9.0 Sean AOCG \ ’ 0L .
AB’. Con efecto = si formamos el dngalo AOB =— A0 138 ;
finea O] 1 i { : anto ‘e
Imea OB caerd en el interior del dngulo AOG; y por flllll\(‘
' ¥ are, Y — arco AG.
punto B caeri sobre el arco AC3 lnego el arco AB < areo
r ' 1 - . . H . g A
v como el arco AB=—arcoA’B" (1.°) resulta al fin que arco
A’B' < arcoAC.70: (E. L. D

Fig. 67.

108. Cororario. Los dngulos «'z‘zzlm[.'s_ que mm]r‘rz'nrhr{{
arcos iquales en circulos iguales, son iquales, l"ml;,“.i N
fueran desicuales, los arcos comprendidos entre sus lados,
serian desizuales, lo cual es contra el supuesto.
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109. TeoreyMa. Er un mismo civeulo 6 civeulos tquales,

la velacion de dis dngulos centrales es wqual i la relacion
de los arcos que comprenden entre sus lados (fig. 68) 1.

Supongamos que los arcos AB v DE tienen una medida
comun (V. la Arithmetica) que esté conlenida, v, &
en AB v ¢inco en DE, y tendremos :

. tres veces
arco AB

Unimos los' puntos

de division de los dos arcos con sus
cenlros rt‘ﬁl'n'«‘liw»s 0y G, v los dos angulos AOB, DCE que-

dardn divididos en pequenios angulos, iguales enfre si, puesto

que comprenden arcos ignales (108) : luego el angulo AOB

15 Recordamos aqui que se Nama relacion de dos magnitudes de la mis-
ma especie al nimero ealero 6 fraccionario que expresa la medida de la
prin_n-ru. cuando se toma la segunda por unidad, ¢ el ndmero que indica
35 yeees que_la. primera, magnitud. contiene-Ja segunda, 6-qué’ fraecion
de la sezunda magnitud representa la primera. Asi, decir que la relacion
el primero_contiene tres veces:la
9.* parte del 2.2, 6. mas seneillamente. que el primero vale los & del se-
gundo.

de dos dngulos es ignal 4 3, o5 decic que

Notese tambien que para abreviar el lenguaje, represent
cion de dos cantidades de la misma e
namerador la primera ecantid

aremos la rela-

specie por una fraceion que tenga por

ad y por denominador la segunda, aun en el

easoen que estas dos cantidades no. se expresen en nimeros
arco AB .. .. 3 T A o

g = significa Ta relacion del arco AB al DE. Si las dos magnitudes
arco DE

: asi la [rac-

estuvieran reducidas 4 nameros, su relacion, como se sabe, se expresaria
lo, 6 por la frae-
tion que tenga el primero por numerador 'y el segundo por denominador.
{(Yease la Ardmetica).

realmente por el cociente del primer numero por el segun

&,

A& g UORY
RATONIU
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contiene 5 v el dngulo DCE contiene 5; de donde resulta :

ing. AOB 5

ing. DOE O’
y por consiguiente

g. AOB arco AB

;'.711(2127;11*“. e Q. E. L. D.

Stendo ‘verdadero el teofema, por muy pequena que sea Ia
medida comun de los areos AB v DE;. serd verdad cuando los
arcos son ineomensurables.

110. Trorexr. St se. toma eomo unidad de dngulo cen-
tral el dngulo que comprende, entre sus lados la unidad de
arco, la medida de un dngulo. central-es la misma que la

del avco comprendido entre sus lados (fig. 68), 6 mas breve-
mente, el dngulo-central iene por.me-

B . .
/\—\rf, dida el arco comprendido entve sus la-
N,
/ / N\ os.
il / \
/ 5
ol )

Sea AOC el dngulo que es necesario

medir, AOB la nnidad de dngulo: Desde

/ el punto O como centro, con un radio
A cualquiera describo una circunferencia.

L Lawumidad de =reo serd por el supuesto ¢l
SIS arco AB comprendido entre 1os lados de la
anidadde-4ngulosy luego la medida del dngulo-AOG serd (V. Ja
Y. . ang. AOC ! B
Aritmelica) la relacion s AUB Y la medida del arco AC sera

arco AC

la relacion - v como estas medidas son iguales segun el

Arco \” g
teorema precedente, luego, efc.

1114 Si se toma el 4ngulo recto por unidad de angulo, 1a
unidad de arco serd evidentemente la cuarta parte de la cir-

cunferencia, 6 sea el cuadrante.

142. Para comparar con mas facilidad los arcos, se ha divi-
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dido Ia eirennferencia entera en 560 partes 1guales llamadas
_.]rm/uc. cada erado en 60 minutos v cada minulo en G0 se-
qundos, y segun esto, se dice dngulo de un grado, de un mi-
puto, ele., al dngulo central que \'u,illllu"'lul(' un arco de un
grado, de un minuto, ete.

IAN :]’;llll).\ Se ilnlit':lll ]ml' l‘l \i;,'!ln |'>‘). |n\ lllillllh),\‘ l-nl' ('l
.\‘i;.'ll” () \ los \'!"..'Iilhln\ por I’,?I y asp 18 g rados v 25 ]ni“u[“::
180, 957, 43",

Si un angulo central comprende entre sus lados un areo de

v 15 serundos se eseriben asi :

95° por ejemplo, este dngulo serd 25 yveces mayor que el dn-
gulo de 1% y se dice por esta razon que este es un dngulo de
95%; de 1zual manera, si un anzule cenfral comprende entre

e

sus lados un arco de 25°, 157, 45", este serd un dngulo de

2% 3%y 4"

El ;.Illz'llll“ recto vale 90° 6 5400" 6 3240007,

115. Teorens. La medida de un dngulo inscrito es iqual
dla mitad de la medida del apco com- ; :
prendido_entre sus lados 6 mas breve : A
un dngulo insevilo tiene por medida la /"/ '
wilad del aveo comprendido enlre sus |
lados.

Hay que distingnir tres ¢asos :

1.° Que uno de los lados del angulo
wmsertlo. pase por-el-cenlro; como ABG
(liz. 70). ‘

Unamos el punto A con el 0, y resulfard que el fridngulo

~

N
-

Fig. 0.

A5
\
N
s

“‘\“ os asosceles [lll(‘\ln que OA =08, y por ‘-““\i.u”'“-“h. el
angulo A=8 (57). El dngulo AOC exterior al tridingulo AOB
es mal 4 la suma de los dos angulos A v B no advacentes
{66) v por tanto esdoble queel ingulo B, 6 en olres érminos,
el angulo B es la mitadidel langnlo AOC. Este tiene por medida
el arco AC (‘Olll,ll'l'?llhllll entre sus lados (110}, luego el 4n-
gulo ABC tiene por medida la mitad del arco AC. Q.. E. L..D:

2.0 Que el centro O esté en el interior del dngulo ABG
(fig. 71). ;

Trazamos el didmetro BD, y resullard que el 4ngulo ABG es

£
4
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la suma de los ABD y DB ; y como la medida (1.2) de ABD o
arco I(;

AD o
arco —— y la de DBC » resulta que la de ABE serd

)
&

arco AD

arco DO arco A(
5 == - ——5— Q.. L. D.

= A : o
9.9 Que el centro O sea exierior al dngulo ABC (fi.

Fig. ™.

Trazando el diimetro BD, resoltard
ABG — ABD — CBD.

areo CD

La medida de ABD es 1’) 3 la de CBD =——

luego la medida de ABC es

arco AD arco €D arco AC

e e e e S
2 2 2

Esewrro. Supongamos, que el arco AC comprendido entre
los lados del dngulo inserito ABC valga 69°,357,427: el dngulo
ABG valdrét la mitad de este mumero 6 sean 540, 47" y o1
en térmmos mas exactos, ¢l dngulo mscrito ABC serd Ia mitad
del dngulo central que comprenda entre sus lados un arco
1zual § AC.

144. Corarario I. Todo dngulo inscrito en una semi-
circunferencia es recto (fis: 73).
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Porque tiene por medida la mitad de una semi-cirennfe-
rencia, O cuadrante y por tanto esrecto.

145. Cororamo 1I. Todo angulo inscrito en un seqmento
mayor que un semcirculo es agudo ; y todo dngulo inscrito
en un seqmento mas pequeno que un semicirculo es obluso.

Fig. 73.

El dngulo: ADB, por ejemplo, (fiz. 74) inscrito en el seo-
mento AGDEB mayor que un semicirculo tiene por medida
la mitad del arco AMB, menor que una semicircunferencia;
su medida es, pues, menor que la de un dngulo recto, 6 en
en otros términos, el dngulo es agudo.

Ignalmente claro resulta que el dngulo AMB inserito en un
segmento menor que un semieirculo, es obtuso.

116. Gororario. ll. Todos los dngulos inscrilos en un
mismo seqmento son iquales (fig. 74).

Los dngulos ACB, BDA, AEB son todos izuales porque todos
tienen' por medida la mitad del arco AMB: El sezmenta ACDEB
suele llamarse el segmento capaz del dangulo ACB.

117. Cororanio IV. Los dnculos ACB, AMB. (fiz. 74) ins-
critos en los dos segmentos determinados por la cuerda AB, son
S\q:lwnn-nt:nrin\‘: porque la sunta de sus medidas es 1oual 4 la
semi-circunferencia. Asi pues, en un cuadrildtero inserito
los angulos opuestos son suplementarios.

una langente 1

118. Teorems. El dngulo formado por
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una cuerda trazada por el punto de contacto tiene por
medida la mitad del arco comprendido entre sus lados
(hg. 75). ¥
Sea AC una cuerda, y BA la fangente en punto A. Por este
mismo punto razo una seeante AD, ¥
el dngulo inserito CAM tiene por ne-
dida_la mitad del arco CM. Si ahora
la seeanfe-AM gira sobre el punto A de
manera que el segundo punto de intep-
seccion M se acerque cada vez mas al
punto A, hasta confundirse con él, Ia
secante llegard & ser 'la tangente, y se
A confundiri con AB. Sienipre resultard
fue. por mis proximo que el punto M esté del-punto A, el fn-
gulo CAM tiene siempre por medida la mitad del arco AM
comprendido entre: sus-lados. Lo mismo sucede cuando ;«l‘li-n
el punto M llega 4 confundirse con el punto A, PO consi-
guiente el dngulo CBA tiene por medida Ia mitad del arco GA
comprendido entre sus lados 0. g. L. p.
119. Teorews. El dngulo formado por dos cuerdas que se
cortanen un circulo tiene por medida
la semi-swma de los arcos comprendi-
dos entre sus lados y las prolongacio-
nes de estos (fiz. 76). i
Sea ABC el dngulo dade, BD. BE las
prolongaciones de sus lados : v tinase el
punto A con el E; El 4ngulo ABC exte:
Fig. 76, vor_al treidnmilo, ABE es ioual 414 suma
de los dngulos interiores A v E (66). Ll

arco AC  arco DE
o Vo (D)

dngulo Ay el E tienen por medida

[Alll‘g‘fl el J'illj_{’ll]l) AB( tiene por medida :Ml,l“) Dl_',

9
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120. Teorena. El dngulo formado por dos secantes d un
eireulo que se cortan fuera de la cireun-
ferencia, tiene por medida la semi-dife-
rencia de los arcos comprendidos entre
sus lados (ig. 77).
Sea ABC el dngulo dado; trazemos la
cuerda AE, y el dngulo AEC exterior al
riangulo ABE es igual & la suma de los
dngulos A y B (66). Luego el dngulo B
es ignal al esceso de AEG sobre el dngulo A.
Lamedida de AEC es ”“li; 24
arco DE arco AC — arco DE
——— luego la del dngulo ABC = ——F———-

~

, ladel dngulo

124. Trorews. En la porecion de plano situado sobre una
recta AB, el lugar de los puntos desde
donde esta recta se ve bajo un dngulo
dado, es un arco de circulo que tenga da
AB por enerda (fig. 8).

Sea € un punto del lugar : por los fres
puntos A, B, (, se hace pasavun circulo,
y decimos que el arco AGB es el lugar pe-
dido.

En efecto : 1.0 desde todos los puntos
de este arco la recta AB se ve bajo el mismo dngulo (116).

2.0.Sea D un punto interior al-segmento ACB, el dngulo
arcoAB-+arco EF

9

-

7. 78,

ADB tiene por medida (119); luego es mayor

e ’ : arcoAB ‘
que el dngulo ACB cuya medida es —;—- Sea G un pun-

to exterior al seomento. Bl dngulo AGB tiene- por medida
arco AB — arco HI . :
S ——— (20): luego es menor que ¢l dngulo ACB.

Los puntos del arco ACB son pues los tinicos desde donde la
recta AD es vista bajo un dngulo igual al éngulo dado.
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122. Osservacion. Si el dngulo dado es recto el lugar es la
semi-circunferencia descrita sobre AB como. didmetro por la
parte superior de esla recta; pero en la porcion de plano
situado bajo ella, el lngar de los puntos desde donde esta recta
se¢ ve bajo un 4dngulo recto es la otra mitad de la ercunfe-
rencia descrila sobre AB como diimetro; luego.

El lugar geometrico de los puntos del plano desde donde
una recta dada se ve bajo un dngulo vecto, es la circunfe-
rencia descrita sobre esta recta como didmetro.

8§ IX. Uso de la recla y del’compds en los trazados sobre”el papel.
Trazado de perpendiculares y paralelas; vso de la escuadra.

125. En las aplicaciones de la geometria es necesario frazar
las figuras con precision para determinar con exactitud Ia po-
sicion de un punto, la direccion de una recta, la longitud de
esta 6 la amplitud de un dngulo. En’ los problemas que si-
auen, todos los trazados grdficos que habri necesidad de
efectuar se reduciran al delineas rectas y circunferencias de
circulos: los instrumentos (ue deberémos estudiar al principio
son, pucs, laregla. que sirve para el lrazado de lincas rectas
y el compds para el de errcunferencias. Mas adelante darémos
i conocer ofros instrumentos que abrevian las operaciones.

124. La regla (fig. 79) es una plancha longitudinal, comun-
mente de madera, wno de euyas lados, por lo menos, debe
estar perfectimente recto. Para mmpm}mrln. se (raza‘con el
lado en cuestion una linea AB y se marcan los dos puntos A y

»

[LJ B i o]

B. Despues se vuelye la regla de manera que la otra cara, la
de arriba, caiga sobre el papel, y una vez aplicado el horde &
los dos puntos marcados, v partiendo aproximadamente del
mismo sitio en que coneluy6 el trazado anterior con relacion i
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la regla, se traza otro de nuevo. Si el borde estd perfectamente
rectilineo, las dos rectas asi trazadas comeidirin entre los pun-
tos A y B; en caso contrario resultardn dos lineas diferentes
tales como ACB y ADB (fiz. 80).

Cuando se quiere hacer pasar una recta por dos puntos da-
dos, se coloca la regla sobre el papel de modo que el horde
toque los dos y despues con la punta de un lapiz fino 6 con un
tiralineas se hace el trazo & lo largo del borde de la regla.

125. El compds (fiz. 81) es un insfrumento formado de dos
brazos umdos por un ege en torno del eual pueden givar rozando
suavemente. Estos dos brazos pueden terminar en
dos puntas finas de acero, en euyo caso se dice
gue el compis es de puntas fijas, 6 hien una
de ellas se sustituye por un lapiz 6 Gralineas. El
eze que une los dos brazes se llama cabeza del
compas. Sirve este instrumento para tomar las
distincias v trazar circunferencias. Para fomar

las distancias, se fija una de las puntas en uno

de los puntos, se abre el compis con precau-
sion y de una manera continua hasta que la otra
punta comcida exactamente con el segundo punto
dado. La distancia de las dos puntas es la de los etk
dos puntos dados; y levantando el compis sin Fig: Bl
variar la abertura de los brazos, podra trasladarse la distancia
sobre otra parte cualquiera del papel:

Cuando se desea describir una circunferencia euyo ridio y
centro son conocidos, se sustituye una de las puntas metilicas
por un lapiz 6 tiralineas; se coloca la punta en el centro, se
abre el compis de modo que la distancia entre las dos puntas
sea ignal al radio dado, y cogiendo el instrumento por la cabeza
se le hace girar cuidando de que la abertura no cambie, y de
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(ue el lapiz ¢ tiralineas no se separe del papel, hasta dejar
trazada Ia eivcunferencia pedida.

126. Propresa. Por un punto C dado en una recta AB,
levantarle una perpendicular (fig. 82).

A uno -y otro lado (dél ‘purite G tomamos sobre la recta AB
dos Jengitudes iguales CD y CE. Desde
el punto D como centro, con una aber-
tural de compis mayor que DC. des-
cribimos un arco de circulo, y desde el
punto £ como eentro, con la misma
anchura \de compas, deseribimos un
secundo arco de cireulo que corte al
primero en el punto K, el cual se une

con el punto ¢ mediante la recta FG que serd la perpendicular
}H‘i“('.’l.

Hacemos notar en primer lugar que los dos arcos de etrculo
se corfardn si se los prolonga suficienlemente; porque en
efecto, por una parte I distancia de 1os centros DE es menor
quc' I(! sSuma (h' lus r.'uliu,\', lnlr,\ln |lll|' |':u|;l no lll‘ (‘“lL~ s
mayor que la mitad de DE. Y por otra, la distaneia de los
centros DE ‘es’ mis grande_que la diferencia de los radios,
puesto que los ridios son iguales. De todo-ello resulta (105)
que.las circunferencias se_corlarin en dos puntos, de los que
no consideramos mas que el F.

Deeimos akiora: que fa linea CF: es perpendicular i Ab: por-
que, sezun la_construecion, el punto G y el Flestin equidis-
tantes uno y oteo de los puntos D y E y pertenecen ambos & I
perpendicular levantada en medio de DE (48) y por conse-
cuencia la linea CF que une estos dos puntos es perpendiculu
i DE 64 AB. 0-<E. L. D.

127. Proprema. Desde un punto fueva de una recta AB
bajar una perpendicular d dicha vecta (fiz. 35).

Desde el punto G como centro, ¢on una aberfura de compis
suficientemente grande describimos una cirennferencia que
corte & AB por los dos puntos D, E. Desde estos dos puntos
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como centro con un mismo radio mayor que la mitad de DE
describimos dos arcos de cireulo que se corten en I, y firamos
OF que es la |n‘l‘]u‘!ll“(‘ll|;|l' pm“l];l.

La demostracion es idéntica @ la que ha sido dada para el
problema precedente.

128. Proprema. Por un punto C dado fuera de una reeta
AB, trazarle una paralela (fig. 84).

Desde el punto G como centroidescribimos un arco de circulo
DE que corte & AB en el punto D. Desde el punto D) eomo cen-
tro v con el mismo ridio trazamos un arco de circulo CF que
pase por el punto Gy que eorte & Ab‘en el punto F. Desde el
punto D como centro con un ridio igual 4 la cuerda del arco
GF describimos un arco de circulo que corte al arco DE en el
punto E y unimos el punto G con el punto E y esta serd la
paralela pedida. En efecto : segun la construecion los arcos CF,
DE del mismo ridio- tienen las cuerdas, iguales \y por consi-
stiente son iguales (88). Los dngulos centrales CDE, DCE son
tambien iguales (108), y como son alternos internos, las rectas
que los forman son paralelas (61).

129. D 1A escoanna. La escuadra es una limina de ma-
dera que tiene la forma de un triangulo rectingulo (fig. 85) y
de la que podemos seryirnos para el trazado de perpendicu-
laves y paralelas.

Para que una escuadra sea buena, es necesario en primer
lugar que sus lados sean perfectamente rectilineos, lo cual se

comprueba como se hizo con la regla. Es menester ademis que
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su angulo sea recto, lo cual se comprobara de la manera si-
guiente. Se lraza sobre el papel una linea recta AB (fig. 86).

Fig. 86.

Se coloca nno delos lados del dngulo recto de laescuadraab alo
largo.de esta linea v con Ia punta de un lapiz se traza la linea ac
4 lo largo del otro ado del zn culo récto. Se vuelve luego la.escua-
dra, como lo indica la figura, de manera que el lado ba venga i
parar 4 ab’ y quede todavia aplicado a lo largo de lalinea AB.
Se (traza la linea ac en esta nueya posicion, y si coingide con
L primera, la escuadra esti |u;1.<1| porque en este easo’ los
dos 4ngulos adyacentes-bac, b'ac siendo ignales entre si, son
rectos por la-definicion misma del dngulo recto.

150. Prosrevs. Por un punito C tomado fuera de una
recta AB trazar una parale-
la d esta recta, sirviendose
de la vegla y la escuadra
(fiz. 87).

Se aplica uno de los lados
MN de la esenadra 4 lo laroo
de’AB, v se coloca una regla
EF 4 lo largo del otro lado
MP de/ la esenadra. Una vez fija
la Iegs sla EF, se hace (l(}.\“[;ll‘]:l
escuadra hasta (que el lado MN
Fig. 87. pase por el punto (.. La linea

“ \, S ]J ')II I] 'i ,n(]llll fll e 1'('112 [n\ an “L)\ \ “ I' \\”’

son evidenfemente icuales v como son correspondientes, las
rectas CD y AB que los forman, son paralelas (61).
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Ogservacion. Este modo de trazar las paralelas es muy sen-
allo y exacto: se ve ademis que no exige que el angulo de la
escuadra sea recto; basta que los lados sean perfectamente
rectilineos.

151. Prosuema. Por un punto tomado sobre una recta AB,
0 [uera de esta recta, trazarle una perpendicular, sirvien-
dose de la regla y la escuadra (figs. 88 y 89).

En la primera figura el punto M esti sobre Ia recta AB,
fuera de ella en la \c"lm(la pero la construceion es la misma.

Se coloca primero Taescuadra de manera que uro de los la-
dos del dngulo recto ab coincida con la recta AB. Se aplica
luego una regla 4 Jo largo de Ia hipotenusa, teniendo cuidado
de mantener la-escuadra en la posicion en que se habia eolo-
cado. Fijando despues Ja regla, se corre la escuadra & lo largo
de la regla hasta que ¢l ofro lado del dngulo recto ac venga a
pasar por el punto M. La es¢uadra ocupa entonces la posicion
a'b'c, y st se traza la linea MN 4 lo largo de a'c se tendri la
perpendicular pedida. La razon es obyia: la esenadra es
exacta, ac es perpendicular & AB y MN es una paralela 4 AG
trazada por el punto M (150); luego MN es perpendicular i
AB (B87).

Osservacios. El trazado de perpendiculares con auxilio de la
recla y el compds es preferible al precedente, que no alcanza
STan precision.
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8 X. Valuacion de los dngulos en grados, mmmutos y segundos.
Semi-cireulo graduado.

132, Hemos ya explicado cémo los dngulos pueden valuarse
en orados; sminutos v seaundos (142) ;. véstanos deseribir el
instruniento. mediante el que puede hallarse el mimero de
grados y fraceiones de grado que vale un dngulo trazado sobre
el papel : @ dicho insteamenito se le llama semi-cireulo gra-
duado.

Consiste en un semi-cireulo de asta trasparente 6 de cobre,

vacio (fig./90) en’ el centro, y-cuyo horde se halla divido en

180 partes igualeségrados, y si el didmetro es suficientemente

arande, cada grado se halla dividido 4 su vez en medios grados
y algunas veces en cuartos de grado.

Para.apreeiar un dngulo con el semi-circulo se coloca elcen-
tro del instrumiento en el vértice
del dngulo (fig. 91) y su didme-
tro sobre el lado OA; luego se lee
sobre el bhorde del semi-circulo la
division b.por la cnal pasa el otro
lado OB del dngulo.

El semi-circulo es un inslru-

menlo que carece de 'll‘(‘l‘i>illl!.
y aun en el caso que sea de grandes dimensiones y bien cons-
truido, eosa: rara, no da 4 conocer sino angulos con medio
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§XI. Problemas elementales sobre la construccion de ingulos y trifngulos.
— Trazar una langenie por un punto exterior & un circulo. — Trazar i
un circulo una tangente paralela & ofra dada. — Trazar una tangente a
dos cirenlos. — Describir sobre una recta dada un segmento que pucds
eontener un dngulo dado.

155 Provtena. Por un punio A dado sobre una rvecta
AB formar con dicha recla un dangulo igual d olro dado M
(fiz. 92).

Desde el vértice M como centro, con un radio cualquiera se
deseribe un arco de circulo NP y desde el
punto A como eentro y con igual ridio se
deseribe ofro arco de circulo (que corte & AB
en el punto C. Desde ¢l punto G como cen-
tro, con un radio 1zual # la cuerda del areo
PN se deseribe un-arco de eireulo que corte
al arco CD ‘en el punto D y se une A con D)
y el dngulo BAD es el dngulo pedido. En
gfecto ¢ los arcos CD y PN del mismo ridio
son ignales por-tener cuerdas ignales (91)

Fig. 92.

¥ por esta razon los dngulos centrales A y M que compren-
flen arcos iguales en circulos ignales,. son iguales tambien.

(108). 0. E. 1. D.

134. Opservacion. El circulo graduado podria igualmente
servir para resolyer-esle problema; para lo cual se defermi-
naria previamente el nimero de grados del dngunlo dade M
despues se colocaria el semi-circulo de manera que, estando
el centro en A, su didmeftro tomara la direccion AB, pava én-
seuida con la punta del lapiz marcar sobre el papel el punto
en que cae la division del semi-circulo correspondiente 4 Ia
medida del angulo M, y juntar luego este punto eon el punto
A. Pero este procedimiento hemos dicho ya que carece de pre-
eision.

155. Proeieus. Dados dos dngulos de un lridngulo cons-
ruir el tercero.

AD BE NBEVD

(A UNIVERSHT

:l':ll,l(‘ (l'.‘ error.
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Sean A y B los dos dngulos dados (fig. 95). Trazamos una
recta indefinida MN y en el punto O tomado. 4 voluntad sobre
dicha linea formo con OM un in-

~_ 0 gulo MOG

S igual al dngulo A5 en
TN

el mismo punto 0 formo con UG
un aAngunlo COD igual al dngulo B;
y eliingulo Iil)\ serda el pedidoy
porque la suma de este fngulo y
deifos Ay B es igual 4 dos rec-
tos (()m
Opservacion. FI problema no es posible sino en el caso en
que la suma de los dngulos A y B es inferior i dos rectos.

156. PropLevA. Dividir una rvecta dada AB en dos parles
iquales (hig. 9%).

De los puntos A y B como centros, con un mismo - ridio

mayor que la mitad de AB se describen

(_;'. dos arcos de eireulo que se cortan en (i

i por la_parfe superior de AB; y haciendo

I misma operacion por la parte de abajo

para determimnar el punto ), y uniendo G

con D, tendremos la perpendicular €D.

Con-efecto : los puntos € y D estin cada
uno 4 igual distancia de los punfos
A'yB; luego pertenecen & la-perpendicn=
lar levantada en medio de AB, (48) y CD
por tanfo es esta perpendicular |y el
punto E es el medio de AB.

Fig. 94.

1537. PropueMa. Dividir un arco de cireulo en dos partes
iquales.

Por iguall procedimiento  qiie ¢l anterior ‘se levanta una
perpendicular en medio de la cuerda, y dicha perpendicular
pasa tambien por el medio del arco luJ*

158. ProBLEMA.
1quales (fig. 95).
Desde el yértice 0 del dngulo y con un ridio cualquiera se

Dividir un dngulo AOB en dos partes
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deserihe un arco de cirenlo BA. Desde los puntos B y A con
mm radio mayor gue la mitad de la cuerda

BA se describen dos arcos de eirenlo que

se corten en G, v OC es la bisectriz pe-

dida. Evidentemente : fos puntos 0y G,

estando ¢ nln uno 4 igual distancia de los

puntos B y A, la linea OC es perpendicu

lar en medio de Ia cuerda AB; divide

por tanto al arco en dos partes iguales en :
el punto I (92) y por consecuencia los ingulos BOD, DOA
son 1guales (108).

159. Prosrema. Construir un triangulo del que se eonoce
un lado y dos dngulos.

Dados dos dngunlos de un tridngulo, se encuentra el fercero
restando de/dos rectos el valor de los dosingulos dados (4155).
Puede, pues, suponerse que se conocen un dngulo y los dos
dngulos adyacentes.

Sea, ‘esto sabido, ¢ el lado eonocida (fig. 96),
dos dngulos tambien dados

Ay B los

que deben ser adyacentes

al lado conocido. Sobre una

recta indefinida- tomenos la

ongitud AB igual & ¢; en

el punto. A formemos umn

dngulo BAC igual al dngulo

dido A en el punto B, un

dngulo ABC igual al dngulo dado B. Prolongadas las dos
rectas AC y BC se cortan en el punto G y el triingulo ABC es
el pedido.

Osservaciox. Para que el)problema séa posible, es necesario
e ta suma de los dngulos dados sea menor que dos rectos.

140. Propuesa. Construir un tridnqulo del cual se cono-
cen dos lados y el angulo comprendido entre los mismos.

Sean b y ¢ los lados conocidos (fig. 97) y A el dngulo dado.
Formo un dngulo igual & A, v & partir de su vértice, tomo
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sobre uno de sus lados una longitud AG=25, y sobre ¢l ofrd

Fig. 97,

lado, otra AB=¢. Unimos despues BC y el tridngulo ABG es
('l pl‘(liliu.

4/4. Prouiesa. Construir un tridnqulo del que se cono-
cen los tres lados.
Sean a, b, ¢ los tres lados conocidos (fic. 98). Sobre una
reclaindefinida tomamos
una longitud BE ignal 4
a; desde el punto B co-
mo eentro y con un ri-
dio igual 4 ¢ deseribi-
mos una eircunferencia;
y desde el punto C'como
centro deseribimos, con
un radio 1gual 4 b, otra
circunferencia que corta
4 la primera en dos pun-
tos A y A”. Los dos triingulos BAC v BA'C son iguales al pe-
dido )"('llzllquivl';t de ellos serd el (que deseamos.

142 Opseavacion. Para que‘el problema sea posible es ne-
cesario que lus dos’ circunferencias: se corten, y para cllo es
hastante que la distancia de los centros sea nienor que la snma
de los ridios y mayor que su diferencia; es decir, que el lado
a sea mas pequeno que la suma de los ofros y mayor que su
diferencia ; luego:

Para que pueda construirse un tridngulo con tres longt-
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ludes delerminadas como lados, es necesario que una de
dichas longitudes sea menor que la suma de las otras dos y
mayor que su diferencia.

145. Proprexa. Por un punto A dado en una circunfe-
rencia de circulo, trazar una tangente d esle civeulo

{fig. 99).

Trazemos el radio OA y en el extremo le levantamos una
perpendicular que serd la tangente pedida (97).

Fig. 99. Fig. 100,

La figura 99 indica la construccion llevada & eabo con la
recla y el commpas (£26); y Ia figura 400 la construceion me-
diante la regla y la escuadra. (151).

144 Prosuema: Desde un-punto A fuera de un civeulo
frazar una tangente al mismo
(fig. 401).

Unamos el punto-A con el cen-
tro O : tomenos la mitad G de la
linca OA. Desde el punio . como
centro, v con-un radio igual & €O
se deseribe una cireunferencia, de
la cnal AO es el didmetro y la cuoal
corta a la circunferencia O en dos Fig. 101
puntos D y E. Se unen despues AD y AE, que son las tangen-
les pedidas. En electo = tracemos 0D, OE y los dngulos AN,
AEO inseritos en semi-cireunferencias son reclos (144). Las
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reclas AD, AE son respectivamente perpendiculares en los
exiremos de los ridios OD, OF v por consiguienfe tangentes

al circulo O (97).

145. Cororarto. Los dos friingulos rectingulos AOD, AOE
tienen la hipotenusa AQ uunun 0D =0E como ridios, y por
consiguiente son iguales (47). Los lados AD y AE son “'lllll’\
y el dli“llln OAD —0AE, comio DOA=EOA. De aqui resultan
las luluplul"lt‘\ signientes = Si desde un punlo exterior ¢ un
circulo se le h(uun langentes, estas son iquales, y la linea
que junia el punto dado’con el centro, divide en dos partes
wuales el dngulo de las tangentes, y el dngulo de los rddios
lrazados d los puntos de contacto.

146. I‘Vnm)n Trazar una tangente 4 un circulo paralela-
menfe 4 una reeta dada (fig. 102:)

Bajemos desde el centro ‘una

perpendicular 4/1a recta dada. Di-

cha perpendicular encuentra al

circulo en dos puntos A v B. En

cada uno de estos ’Illﬂ]l»\' (razamos

una paralela @ la recta dada, y es-

fas dos son las tangentes pe didas,

porque son ]lt]ln Ihlu ulares en [(Js

“Fig. 102 extremos- del didmetro-AB.

A47. Prosievs. Trazar una tangente egmun @ dos ciy-
cunferencias.

Dos eircunferencias que focan una misma recta pueden
estar colocadas 4 un mismo lado de esta recta, ¢ en lados
diversos = en el primer ecaso la tangente comun sellama ea-
tervior; en el seaundo, uterior. .

Busquemos en primer lugar las tangenfes comunes exterio-
res a los circulos 0 y 0 Hi} 103). Sea AB una de eslas tan-
gentes. Tracemos los radios 0A y O'B que terminan en los dos
puntos de contacto, y ¢ por el centro ' de la circunferencia
menor, trazo 0'C paralela & AB. Los dos radios 04 v O'B per-
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pendiculares & una misma recla AB, son paralelos. Las lineas
0B y GA son tambien paralelas comprendidas entre paralelas
y por consiguiente son iguales (72). Ademis OC=0A—CA,
y como CA = 0B, 0C es igual 0OA — 0B, es decir 4 la dife-
rencia de los radios de las dos circunferencias. Tambien,

ig. 103,

OA- perpendicular 4 AB lo es tambien 4 GO’ paralela & AD

Resultando de todo que si desde el punto 0, como centro y con un

ridio OG deseribimos un circulo, la linea 0C es tangente & este

circulo, puesto que es perpendieular en el extremo del radio OC.
Se deduce de este anilisis la eonstruccion sigmiente de la

tangente exterior = desde el centro de la eircunferencia mayor,

con mna abertura de compisigual & la diferencia de los riadios

se describe una circunferencia, y por el eeniro 0 de la mener

se traza una tangente i

la cireunferencia que se

ha deserito. Se une el

punto de contacto C con

el “centro (), ¥ sé. pro-

longa estalinea hastaque

en \ se encuenire con

la cireunfereneiamayor.

Por el punto A se traza

una paralela 4 0'C, y

esta linea es la tangzente

pedida. Como desde el

punto O pueden trazarse dos langentes al cireulo 0C, se obtie-

nen dos tangentes comunes exteriores, AB, DE. 3
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Veamos ahora como se frazan las tangenles comunes inte-
riores. Sea AB (fig. 10%) nna de estas tangentes. Tracemos los
radios OA y O'B que terminan en los puntos de contacto. Por
el centro 0" de la una de las circunferencias trazamos una para-
lela OC 4 la tangente AB hasta que se encuentre en G con la
]nnlnn:.u ion del radio OA- Las dos lineas O'B y CA perpendi-
culares 4 la recta AB; ‘son’ paralelas, y como ademas estin
comprendidas entre paralelas, son iguales.

La linea OC esigual § 0A 0B 6-4 la suma de los radios
de las dos civcunferencias. Ademas Ia linea OC perpendicular
A AB lo es tambien i su paralela OC, v por tanto si desde el
punto () como centro, con un radio igual i OC se deseribe
una circunferencia, la linea 0'C serd tangente 4 esta circunfe-
FCHCIA.

De ello resnlta la construccion signiente : desde el centro 0
de una de las eircunferencias con una abertura de compas
igual 4 la suma de los radios se deseribe un circulo. Desde el
centro () de la otra eircunferencia se traza una tangente (/G
al eirculo que se ha trazado : se traza ademas el radio 0G del
punto de confacto, enyo ridio corta & la priméra'de las cireun-
ferencias dadas envel punto A y por este punto se traza una
paralelara O0’C que seri la tangente eomun pedida. Trazando
por el punto-0 la segunda tangente O'F 4 la circunferencia
OC se obtendra una segunda tangente comun interior DE.

148. Opservacioy I. Cuando las dos ecircunferancias son
iruales not puede aplicarse la construceion precedente en
cuanto i la tangente comun exterior; pero desde luego se nota
con facilidad que en este caso las tangentes exteriores son pa-
ralelas & la linea de los centros, por consiguiente, bastara
trazar 4 uno de estos circulos tangentes paralelas 4 la linea
de los centros, cosa que ya se sabe hacer (146).

149. Osservaciox II. Cuando las circunferencias son ex-
teriores una 4 ofra, como en las figuras precedentes; pueden
trazarse cuatro tangentes comunes, dos interiores y dos ex-
teriores.
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Cuando las dos eircanferencias son tangentes exferiormente,

pueden trazirseles dos tangentes comunes exteriores y una

sola tangente comun interior.

Si las circunferencias se cortan, pueden todavia frazirseles
dos tangentes comunes exleriores, ‘pero no tienen fangente. co-
mun interior.

Cuando son las circunferencias tangentes inferiormente, 1o
fienen mas que una tange nte comun :]nu es exlerior.

Finalmente, en el easo de ser las eircunferencias inferiores,
no lienen tangente comun.

130. Osservacioy I1I. Es atid lamar la atencion sobre el
método que hemos seguido para dar solucion al problema pre-
cedente, y que lleva por lo comun el nonibre de método ana-
litico. Hemos supuesto que el problema esta resuelto, que
esta trazada una de las tangentes comunes, y por un analisis
exacto de las condiciones que. debe reunir esta linea, hemos
hallado Ia consiruccion que es menester ejecufar para obtener
dichas condiciones. Cuando los problemas no ofrecen una
solucion. inmediata, suele emplearse este procedimiento para

hallarla.

151, Proprema. Deseribir sobre una reeta dada AB un
seqmento capaz de un anqulo dado K (fig. 105.)
Supongamos el problema resuelto y sea O el ceniro del eir-
culo huscado. Este eentro se encuentra en
Ia perpendicular levaniada en medio de la g8 m ]
recta AB (89). En el punto A trazamos
Ia tangente AC al circulo. El dangulo BAC
tiene por medida la mitad del arco AB
(148); luego es igual al dngulo inserito en

3 . 5
el segmento AMB y por consiguiente al

angulo K. Para oblener esta linea AC, se
formari en el punto A un dngulo igual al /
dngulo K. Despues se elevard en el punto l’i_n/l;!.',:.

A una perpendicular 4 AC. Esta linea pa-

sard por el centro (98). Este quedara determinado por el punto
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de encuentro de la recta AO con la |n"l‘,uf'l'l(“l:lll:ll‘ levantada
en medio de AB. Desde el punto O como centro, con OA por
radio, se frazard una cirennferencia cuya porcion AMB, sobre
AB serd el sezmento pedido.

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO 11
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

I. Dos secantes paralelas interceptan en'la eircunferancia
correspondiente dos areos iguales. — (aso en que una de las
secantes sea tangente 6 que lo sean las dos.

2. Dada una cireunfereneia O y un punto exterior A ; desde
el punto 0, como centro, se deseribe una segunda civcunfe-
rencia que tenga un radio doble del de i cireunferancia dada.
Desde el punto A como centro, con OA par ridio, una se-
gunda_circunferencia_que corte la precedente en dos puntos
By G. Jintese OB ¥ OC. Estas lineas cortan la circunfereneia
dada en dos puntos Dy E. Demostrar que AD y AE son fan-
gentes & la eireunferencia dada. -

9. St dos dngulos opuestos’ de un enadrilitero son suple-
mentarios, el cuadrilitero es mscriptible en un eireulo.

4. Si por el punto C, medio de un arco AB de una cireun-
ferencia se trazan dos cuerdas, la primera que corte la enerda
ABen D) y la circunferencia en E,

y la sequnda que corte
la cuerda AB en F y la circunferencia en G, el cuadrilitero
DEGE es inseriptible.

9. Las bisectrices de los dngulos de un cuadrilitero cual-
guiera forman un cuadrilitéro inscriptible,

6. Las perpendiculares bajudas desde los vérkices de
teidngulo sobre los lados opuestos son las bisectrices
angulos del tridngulo formado por los piés de
diculares.

un
(l(' l(l\'
> esfas perpen-

i. Si desde un punto cualquiera de una cireunferencia eir-
eunseritad un triingulo se bajan perpendiculares sobre los tros
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Jados de este triingulo; los piés de estas ]u'1'|‘n"n<lirul.:n't-> estin
en linea veela. ) . _

8. Si por uno de los puntos dv_ inferseceion de dos circun-
forencias secantes se trazan los didmetros de las dos circun-
ferencias; la linea que une los extremos de t'i!us dos 1lmnn~-‘
{ros pasa por ¢l segundo punto de llllt‘]\\'l‘(‘(‘lﬂll de !:» dos
gireunferencias y corta la cuerda comun en ;'m;_'nlaj recto.

9. Si por el punto de contacto de \lm‘ rl|‘«‘|)nlvrvn(-1;|>" fan-
santes se les trazan dos secantes cualesquiera, las cuerdas que
AI)ZISI!” INH’ IHS llll”l()\' (Il' illh‘l‘S(‘('t'l()ll (l“ ('.\‘l“\' N'l'llllt".\ con l'illi.l
circunferencia, son paralelas. ' |

10. Por un punto A exterior & un x"u'vnlu “'S(L' lmz:n. una
secante ABC, cuya parte exterior AB es igual al réddio; se junta
OB v OC v se traza el diimetro AOD que pasa por el |)|II'IIU Az
v esto asi, demostrar que el dngulo COD es triplo del dugulo
AOD, . o :

11. En un euadrilitero cireunserito 4 un cireulo, es decir,
que sus enatro lados son tangentes al cireulo, la >url'|m »dn [ut 1!1),\
Jados opuestos es igual 4 la de los otros dos; y reciprocame nh_.

12. Desde un punto A tomado en una rlmmﬁ-r’vnmu 56
frazan dos cuerdas 4 lados diversos th‘I punto Aj; la linea (IlH"
ane ol medio de los arcos subtendidos por Jas euerdas las
corta en dos puntos n-qniclishm|-'-> del punto A, :

19. Se da una circunferencia y dos tangentes a 1-||:1._quv
parten de un punto A. Se fraza una h‘,‘l"ﬂ?t‘l':l l:mf_fc‘nu_' \";n‘{nlil'lt-
que forma con las dos primeras un A“‘l,m"l“ub,‘_\“ﬁ_l-m”_'ll (n“
culo. Debe demostrarse que el perimetro de este trringulo; es
constante. como el angulo bajo el que se ve desde el centro el
lado opuesto al punto A, 'ruuhlulvru que sea Ia li—lll‘L’l‘Illl\'..T
. (6mo seria menester modificar el enunciado del l("l[‘(‘ll].l: s la
’l.;m:unh- variable estuviera trazada de modo que el ('1‘1"('u|u
fuera inferior al tridngulo formado por las trés fangentes:

1%. Las bisectrices de los :'m:.uhns formados por los lados
opuestos de un cuadrilitero mwj‘xln son prr;n-lulnrnl-;n‘rs..

15. En un trignzulo los medios de los vln'-,\ I;u?n.\. los |~u'j
de las perpendiculares bajadas desde los vértices a los Lnln.\:\
tos medios de las distancias del punto de reunion de estas per-
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pendiculares & los tres vérfices, son nueve punfos de una
misma eirennferencia.

16. En un tringulo isdsceles ABG en el que se supone
AB—=AC, se traza una circunferencia tangente al lado AB en
¢l punto B y con su centro sobre A€ : se prolonga Ia base BG
hasta que encuentre la cireunferencia en el punto N. Hay que
demostrar que el ridio que pasa por el punto

D) es perpendi-
eular 3. AC,

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Trazadas por todos los puntos deé una eireunferencia li-
neas paralelas iguales entre si y dirigidas en el mismo sentido,
hallar el lugar geométrico de-los extremos de estas lineas.

2. Dada una cirennferencia Y un punto interior, hallar ia
cuerda memor que pasa por este punto.

5. Trazadas en una circunferencia cuerdas que fengan una
misma longitad, hallar el lugar geométrico de los medios de
estas cuerdas. ’

4. Por un punto dado en el plano de un cireulo trazar una
secante gque sea tal que la cuerds comprendida por la cireun-
ferencia en ésta secante tenga una longitud dada. — Discusion
del problema. *

9. Por un. punto fijo tomado en el plano de un eirenlo
trazan secantes, y se desea hallar el lugar de
cuerdasicomprendidas en estas secantes.

Se

los medios de las

6. Por un punto de una eircunferencia se frazan una infi-
nidad de cuerdas, y cada una se I

rolonga ofro tante de su
longitud. ; Ciial es el lugar de

los extremos de estas rectas?
7. Sea un_arco-de- ecirculo y su cnerda AB.: Se eonsides
ran todos los' tridngulos. formados uniendo un punto cual-
quiera del arco de cireulo con las extremos de |
cada uno de dichos triingulos se bajan desde
perpendiculares # los lados opuestos,
el lugar geométrico de los
diculares. .

a cuerda. En
los puntos A y B
_\' Se ({l‘.\'l‘il Silln‘l' \'ll-"ll €S
puntos de encuenfro de estas perpen-

-
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i 3 3 e lano,
Q. Tomados arbitrariamente cuatro puntos en ”;“ I &
N Ex sl G ol PR P e
{razar por estos puntos cuatro rectas lm.nlr. las dos 4 « Y q
razi SL0S

1 Sus { as i TSt 'l'('il nes.
l‘ll'l]ll‘ll un ('ll;l']l'illl() ]ll(‘(llﬂl”(' sus mulnas inle mes
(|

i » pase por dos
9. Describir con un ridio dado un circulo que pase por

untos dados: _ 5 el
' 10. Describir con un ridio dado un circulo que pase |

i sea tange 4 una recta dada.
an punto dado tambien y que sea tangente 4 una

iscusion. ' a ; s
Dl\H Trazar con un ridio dado un circulo tangente
B 3 (Ldas ‘.li)n.
ectas dadas. Discus ‘ redesion
3 19. Trazar un circulo que pase por dos punfos 11.1;]:.1\ \ l!i\.
5 Az ; B e -
i su centro en una reeta 0 una cird unferencia dac
enga § !
eusion. s iy el 2T
15. Deseribir nn circulp tangente a ires n«l.ls[cl | \h -
i Seehi ancente @ una recta dada, s
4. Desoribir un circulo tangt nl Tects (AT
pase por un punto dado tambien y que tenga Su-©
- ste nlt to
ines y pase por este ultimo punto.
ana linea que pase po : |
l 15. C mlmlir un triangulo, conociendo dos lados y la m
5. Cons o
1 [ de ('“ns.
diana que cae en uno . .
16 l(‘uuﬁlruir un tridngulo, conociendo dos lados y la
). FAIN ; : ;
diana que cae sobre el tercero. I’l.\('l.lSIU;I. 4. e
7. Construi siangulo, conociendo un lado, el dng
\7. Construir un treing Ao { gl
nesto. vla distaneia del lado dado al vértice opue >In.|)m; s l
‘pl‘i Construir un fridngulo, conociendo un lado, el dngulo
8. Gons ang

ypuesto |\ St ) 14 dierencia (‘l' Il\\ olros dos I.Hl()b. hl\-
) 1‘ 1est Il suma « ‘ hl

cusion. . « ; : ‘ P
19. Construir un tridngulo, conociendo un lado, uno d

5 iferener: 3 S "OS 1|us

s oulos advacentes vy la sunia 6 la difereneia de los-otros
dngulos ady: S
lados. Je onilst s el doflis

90. Construir un tridngulo, conociendo 1os pi .| o

Seddicul iadas | dosde s frest verlices 4 los lados
p(‘l‘])('H(lu'\llul'(‘.\‘, lmJ:uLl.\ desde los tres

105108, il gy
”[H"l Construir un triangulo pectangulo, eonociendo la hipo

S o)

H ; ; ados del
tenusa y la diferencia entre esta linea ¥ uno de los lados d
enusa y k

angulo recto. s % P e
" 99 Construir un rectingulo, conociendo un lado yel dngul
Z. Lons ang

de las diagonales,
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25.. Construir un paralelégramo conociendo las diagonales y
su angulo.

2%. Constrnir un frapecio conociendo los cuatro lados.

25. Construir un pentagono, conociendo los puntos: medios
de los eineo lados.

26. Trazar por un_punto. exterior & una circunferencia
uni secante euya parte exterior 'sea igual 4 la cuerda eom-
prendida porla circunferencia.

27. Por uno de los puntos de interseceion de dos circunfe-
rencias secantes frazar una reeta tal que la suma de las cuer-
das comprendidas sobre esta reela por las des circunferencias
tenza una longitud determinada,

28. Trazar una cireunferencia que pase @ gual distancia de
cuatro puntos dados que no-estin en linea reeta.

29. Una eircunferencia gira sin' resbalar en el inferior de
otra circunferencia de rédio doble que la primera, y se deseq
encontrar la linea deserila por un punto de la ecircanferen-
eia movil.

20. Dado un eireulo y dos tangentes al mismo, trazar una
tercera, enya parte eomprendida entre las dos primeras fan-
gentes sea 1oual 4 una longitud dada. (Coneurso general de la
clase de tercera, 1868.)

o1, Dadas dos circunferencias 0 v 0" que se cortan, se
fraza por uno de los dos |lllll|n>‘ comunnes una secanle que
encuentra-la- eirennferencia O en un punto B'y la circunferen-
eia 0" en un punto B’, Se une el punto B con el centro () yel
punte B con el ceniro 0. Las dos rectas asi trazadas se corlan
en un punto M': y se pregunta cuil es el Tugar de este punto.
(Concurso general dela clase de tercera, 1875.)

52. Dos circunferencias se cortan en dos puntos. Por uno de
los puntos comunesise frazin dos rectis rectangulares cuales-

(’Hil“l. que’ prolongadas ‘euanto sea neeesario;- cortan Ia pri-
mera eircunferencia en los puntos A y By la segunda en los
A"y B'. Se trazan las dos lineas AR y A'B’, y se desea encontrar
el lugar de su punto de interseccion. (Concurso acadéniico de
Dijon, clase de tercera, 1869.)

3. Dada una recta AB vy dos puntos v D exteriores § esta
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rocta v situados & un mismo lado, encontrar en 'l:t recta un
pllnin‘.\l, fal que el dngulo CMA sea doble del “.\”r:' e

54. Se inseriben en un circulo dado todos los 'l:l:lnf_flllil,\.I‘l;
los cuales dos lados son respectivamente [l:il‘;lll'l”.\' :)l (‘.HS.'I.‘(;‘( :‘Iz
fijas dadas, y se pide el lugar de los centros de T ‘.;Al.l‘(.l ,ly.‘
inseritos en estos tridngulos. (Concurso general de la clase de
filosofia, 1875.)
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152. Dermvicionks. Se llama drea la extension de nna Super-
ficie. Las dos palabras drea y superficie, tienen sentidos diver-
sos, puesto que la segunda se refiere 4 Ia forma de Ta superficie,

y la primera 4 su extension. Guando no puede haber confusion,
én el lenguage usual se dice superficie por drea, y ofras veces
se emplea la palabra superficie como sinénima de drea.

Dos figuras equivalentes son las que tienen dreas iguales,
sean 6 no superponibles. Asi un trizingulo puede ser v-]uilx";tlcuh:
dunrectingulo, 4 un paralelégramo, 4 un un circulo.

155. Se toma por,unidad de drea el frvea de nn cuadrada
que tene par lado la unidad de longitud: por consiguienle
cuando se toma el metro por unidad de Tonzitud, es necesario
tomar porunidad de frea el metro cuadrado, 6 ¢l cnadrado (ue
tiene por lado un metro. Del mismo modo, euando se miden
longitudes por medio del décimetro,. se debhen medir las freas
tomando como unidad el enadrado que hene un - decimetro de
lado y que se Uama decimetro cuadrado v asi en adelante.
Segun esto, las unidades superficiales mnplc-:uigs en Francia son:
el miridmetro cuadrado, el kilometro cuadrado, ¢\ hectometro
cuadrado, el decametro cuadrado, el metro, el decimetro, cen-
timetro y milimelro cuadrados. En la medidi de superficies
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de los campos se emplean esclusivamente el heelémetro, deci-
mefro y metro cuadrado, 4 los que se les denomina para el
wso hectdrea, drea y cenlidrea, y & lodas se las lama
medidas agrarias.

154. El decametro cuadrado vale cien metros cuadrados.
on efecto = coloquemos diez metros cuadrados unos al lado de
oiros 4 lo largo de una recta AB, y obtendremos un rectingulo
de diez metros de largo por uno de ancho : coloquemos des-
ples unos al lado de otros diez rectingulos iguales il ante-
rior, de manera que se loguen por su longitud, y. formare-
mos evidenterente un cuadrado ABCD, que tendri diez metros
de lado, es deeir, un decametro cuadrado. Dicho cuadrado se
compone de diez rectingulos iguales, cada uno de los que con-
fiene diez metros cuadrados. Luego el
wmadrado en cuestion vale diez veces
diez. 6 sean ecien metros cuadrados
(bg- 106).

De igual manera se demostraria que
ol miriimetro cuadrado vale cien kilg-
metros cuadrados; el kilémetro cua-
drado 100 hectometros cuadrados, efc.,
y en general, que cada una de las
unidades de drea vale 100 veces la que lesique inmediata-
mente en orden inferior de magnitud. Resulta de esta sen-
ellez de relaciones que bastard para pasar de una de estas uni-

c

Fig. 106.

dades 4 ofva, multiplicar 6 dividir los niimeros que expresan
lis dreas, por 100, 10,000 6 1,000,000, ete. Lo endl se hace
ficilmente sin caleulo.

Cuando, v. g., se exprese un drea en hectémetros cuadrados,
bastard multiplicar el nimero que la. represente por 100 si
se desea expresarla en decimetros cuadrados; por 10,000 si se
quiere referir & metros cuadrados y asi en adelante.

183. Se llaman bases de un paralelégramo dos lados
opuestos cualesquiera, y altura la longitud de una perpendi-
cular comun # las dos bases. En un reetingulo la base y la




GEOMETRIA PLANA.

altura son dos lados consecutivos del rectingulo - se las llamg
en este caso usualmente dimensiones del reetingulo.

Se llama base de un tridngulo la longitud de un lado enal-
quiera; y altura, la longitud de la perpendicular bajada desde

el vértice opuesto i esta hase.

longitudes
de los lados paralelos, y alture la longitud de la perpendicu-
lar comun 4 las dos bases.

Por tiltimo, se llaman bases de un ir: apecio las

156. Teorema. El drea de un rectdnqulo tiene por medida
el producto de su base por su altura.

Considercmos primeramente el caso eén que los lados del
rectingulo son dos muiltiplos exactos de launidad de longitud ;
supongamos, por ejemplo, que la base del u{all,{l)lu» ABCD
(figy 107) sea ieual 4 einco metros, vy I
altura 4 tres. Dividamos AB en cineo parle
iguales; todas ellas seran metros. Por cada
uno de los puntos de division de AB
trazan paralelas & AD, v por cada uno de
los‘de AD; paralelas 4 AB. Estas lineas
rectingulo. en cuadrados que tienen todos
un metro‘de lado, y que son por tanto metros cuadrados. Basta
contarlos : einco de estos cuadrados se hallan colocados 4 lo
largo de AB y forman un trozo, y el rectingulo entero contiene

deseompondrin el

tres trozos- paralelos; eslo es; tres veces cinco metros cuadrados;
0 en ofros (érminos, su drea es igual 4 :

O >3 — 15 metros cuadrados,

y se halla perfectamente expresada por el producto de la hase
por la altara.

Suponganios en segundo lugar que lis dimensiones del ree-
tangulo no sean muiltiplos de Ia unidad de longitud - l.uuu-mns.
por ejemplo, un rectingulo cuya base sea ignal :
cuya altura sea 1m,85. Para referir este caso al ]I]uu'( nle,
tomo el centimetro por medida de longitud -y POr Consecten-
cia el centimetro cuadrado por unidad de drea; la

",m 9 y

base seri
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520 centimetros y la altura 183 cenlimetros; y el drea del

rectingulo serd, segun la demostracion precedente,
520 >< 183 centim. cuadrados

Ahora es necesario expresar este drea en niefros enadrados
pira esto sabemos que el centimetro enadrado es Ia diezmile-
sima parte del metro ecuadrado, y que por tanto para referir el
drea encontrada al metro euadrado como unidad, bastard di-
widie el nimero producido, por 10,000, es decir, separar cua-
tro eifras decimales de la derecha del 'u‘mlut'ln 520 >< 185, y
dara justamente el producto de los dos niimeros decimales 5,2

v 1,85, y el drea buscada serd por consiguien(e
v'.../'\ l t\.!__"'“‘ _)“;.

El drea se obliene en casos semejantes, tambien multiplicando
los ntimeros que representan la base y la altura del rectin-
gulo. 0. E. L. D.

157. Opservacioy, Es indispensable para que esle feorema
sea exacto que las.dos dimensiones del regtingulo se'expresen
mediante 1a misma unidad de longitud, lo enal resulta evidente
dé la demostracion anterior. Asi, cuando se pide ¢l ared de un
rectingulo’ cuya base es fgual & 67 metros y la”altura por
& decimetros, serd necesario en primer término referir
dos fineas & una misma unidad, al metro, por ejemplo, lo que
dards 67 metros; y 0°4 y por tanto el drea serd igual-a

67°>< 0,4 =26, 8.

estas

158. Corouario. El drea de un cuadrado liene por me-
dida el cuadrado de su lado.

Gion efecto : un cuadrado no és'otra eosa que un rectingulo
eayas dos dimensiones son iguales entre si, siendo necesario,
para obtener el aved, multiplicar el lado por si mismo, es decir,
formar el cuadrado de este lado.

Resulta de lo dicho que para obtener el lado de un (4}\
drado cuya drea sea conocida, serd indispensable L\QQ \("

\,( -

< .‘ \
PRt

e
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raiz euadrada del nimero que exprese la medida de este drea
Si el drea de un cuadradro es, pues; igual & 6% metros cua-

drados, el lado de este cuadrado serd \/64 6 sean 8 metros. ——

Arvicaciones. 1. Una parcela de tierra rectangular fiene
25896 de longitud y 125245 de anchura, y se desea hallar
el drea de dicha parcela y expresarla en hectireas, dreas y
cenliireas. )

El-dreaces igual a 258m 6 >< 195,45 — 31,9245 47 y
como el iirea es un decimetro cuadrado, vale por ('nn\'i;uivrnl;;
100 metros cuadrados, y como la hectirea vale 100 veces mas
6 10,000 metros cuadrados, el drea propuesta equivale 4 tres
heetireas, 19 dreas, 2% cenlidreas, 17 deeimetros cuadrados.

II. Uno de los lados de una habitacion es un muro de forma
rectangular que. tene 4,72 de largo por 3,40 de altura y
se (uiere cubrir ¢on pipel pintado cuya anchora es 00,465 -
euinto papel se necesitara?

Todas las bandas de papel puestas unas 4 continuacion de
ofras formarian una superficie rectangular 0= 465 de auchura,
equivalente 4'la del muro, es‘decir, & 42,72 >< 3= &) metros
cuadrados. Para oblener-a longitud del papel bastard dividir
Am 72 5< 52,40 por 02,465, y la longitud seria

KBTI R07 .
e i
con un centimetro de diferencia.

[l Una losa cuadrada tiene 27¢.5 de lado 2 ;eudl es su
area?

Basta formar el cuadrado de 27,5, que es 756,25, 6 de
otro modo 7 decimetros cuadrados, 56 centimetros cuadrados.
y venlicinco milimetros cuadrados. !

IV. El drea de un cuadrado esiigual'd 172,568 ; jeudl es
su lado ?

Basta extraer la raiz enadrada de 17,568, que da 42,167
con un milimetro de error.

V. Hallar el lado de un eunadrado equivalenle 4 un rectin-
gulo.cuyas dimensiones son : 52,2 y 43,75,
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Bl drea del cuadrado es ignal & 5,2 > 4.0 — 15me2 oy su
Jado seria igual & la raiz cuadrada de este numero, esto es, i
5m 858, con un milimeiro de diferencra.

159. Teorexa. El drea de un parolelégramo fiene por me-
dida el producto de su base por su altura Ui;:._ilr"\").

Sea ABCD el paralelégramo quese va i medir. Por los extre-
mos A v B de la base levanto perpendi-
eulares 4 esta linea hasta que encuen-
tren el lado opuesto en E y en F, for-
mando de esta suerte el rectingulo ABEF,
gue digo que es equivalente al parale-
lozramo ABCD.

En efecto : los dos tridngulos rectin-
gulos AFD, BEG tienen las hipotenusas AD y BC i;_Aunlv.‘\' como
paralelas comprendidas entre }Hll‘;llt:[ﬂh. y h.)T lados AF y BE
ignales por la misma razons fnego”estos ln:m;ulns SON igua-
les (47). Esto dicho, si del trapecio .\lH".l' se quita el tridngulo
ADF queda el paralelégramo ABCD, y si del mismo frapecio se
guita el triangulo BEC igual al primero, quulu el rwl;m;_-nl’u
ABEF, y por tanto este rectingulo es uqun;nl';'nl‘v al parale .In—
gramo. Abora bien : el area del rectingulo tiene. por mw'h'l:«
¢l producto AB ><BE; luego el area del |»;|1‘;||«-lngrmnu ticne
la misma medida, es decir, el producto de su base por-su al-
tura, AB>< BE. ¢. . 1. D.

160. Teoreva. El drea de un tridngulo tiene por medida
Ia mitad del producto de; su base por
su altura (fig. 109).

Sea ABC un tridngulo que tiene por
hase AB y por altura CE. Por los vertices
B y C se trazan paralelas (@ los lados A
opuestos y se forma de este modo un pa- SR B
palelogramo ABDC que lene la misma Fiz. 100,
base AB v la misma altura GE'que el
trianculo ABG. Los dos tridgngulos ABC, BCD son iguales por
fener los tres lados iguales, vy por lanto el trianeulo ARG es Ia

6
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mitad del paraleldgramo ABCD. El {rea de este tiltimo tiene
por medida el producto AB >< CE; Inego el drea del tridngulo
es igual 4 la mitad del producto de su base por su altura,
Q.-E. L. D.

161. Conorario L. Todo tridngulo es la mitad del reclin-
qulo que tenga la misma base y la misma altura. Esto es lo
que resulta relaeionando los feoremasn.>s 156 y 160.

162. Corouanio II. Dos trudngulos que tienen la misma
base y la misma altura son equivalen-
tes (fig. 110). Porque tienen la misma
medida.

_§_ Los dos triingnlos ABC, ABC que tie-

© . nen la misma base BG y sus vértices A
v A’ en una misma paralela 4 la base,
son equivalentes, porque sus alturas son iguales (75).

Fig. 110.

165. Cororario I, Dos tridngulos que tienen la misma
base, son enlre sitcomo sus alluras, y dos tridngulos que
tienen la misma altura son entre si como sus bases. Tomemos
primero dos’ triingulos que tienen la misma base B y sean H y
H’ sus alturas : las freas respectivas de dichos dos triingulos
serdn :

B, A p,

y larelacion de estas dos 4reas se expresard por el cociente
1
) B><H

1 B><H’

)
ayo cociente no cambiara si se dividen sus dos términos por
t : H As )
- B, resultando igual i s decir 4 la relacion de las alturas.
E: 'L Di
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El mismo razonamiento serviri para demostrar que la re-
lacion de dos friangulos de la misma altura es ieual 4 la rela-
cion de las hases. '

Oeservacion : Del mismo modo puede demostrarse que dos
veclangulos o dos paralelogramos que tienen la misma base,
son entre st como las alturas, y que dos rectangulos ¢ dos
paralelogramos que tienen la misma altura, son entre si
vomo las bases.

Arpicacioxes 1. La base de un trizngulo es joual 4 72m 9%
y su altura 4 45,40 ; y se pregunta cudl serd su area.

Serd 1gual 4

- 79 9% <

5 12,20>
2

22,70 =1640mc,075

6 bien 16 decimetros cuadrados, 40 mefres cuadrados, 7 de-
ecimetros cuadrados y 50 centimetros cuadrados.
[I. Hallar el fado de un enadrado equivalente al iridne
e I il ridngulo
Seri la raiz euadrada del nidmero 1640.075 que mide
el drea, esdeciv 40m 498 con menos de un milimetro de eXCes0,
1. El drea de un tridngulo es igual 4 T4decamete 469 v o
base & 401™.8 y se desea saber cuil serd Ia altura. )
Para ello comenzamos por referir el drea y la hase dadas 3
unidades correspondientes, el drea al metro ;'u;ulr;uln. puesto
que la base se refiere al metro. El drea sers, pues, T446me 9
Este nitmero es igual al producto de laibase por la mitad de la
altura, y por tanto se obtendria esta dividiendo el drea 74469
por la mitad de Ia base, por 200.9, de lo cual yvesultaria
51,068, con menos de un milimetro de exceso.

164. TeorevA. El ared de un trapecio tiene por medida
el producto de la semi-suma de sus bases paralelas por su
altura.

Sea ABCD un frapecio cuyas bases son AB y DG (fiz. 111) v
cuya allura es DH. Prolongemos la hase AB tanto :'Mlln.ﬂ':( Ia
longitud de la ofra base, BE—=D(. v tiremos DE que en-
cuentra en F el lado BC del trapecio. Los dos triangulos BEF,
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CDF tienen los lados BE y CD iguales por construccion, los 4n-
gulos BEF, CDF, iguales c¢o-
mo alternos internos forma-
dos por las paralelas BE y I)(;
cortadas por la secante l’l \
los dngulos EBF, DCE i_:u:\l«'.,\
por la misma razon, lnego los
des (riingulos son iguales

(41). Si los resto sucesivamente del polizono total AEFCD, el

trapecio ABCD 'y ‘el triingulo ADE. que obtengo como resi-

duos, son equivalentes. El tridngulo- ADE tiene por medida
: .

G AESDH abien 222 g nesto e AE = AB 4- D

lllt‘L’n el area ll('! ll';l]u‘l'in “t'llt‘ por ”]t‘(“ll;l la (‘xl)l‘i-,\iun

AB—+-CD

—5—><DH, es decir, el producto de fa semi-suma de las

bases por Ia altura, o. . 1. n.

465. Propiewa. Construir nn friznzulo equivalente & un
poligono dado ABCDE (fig. 112).

Sl‘ll:l]"‘llj()ﬁ del Pu“;nlll) un triin-
gulo ABC por la diagonal AC. Por el
vérlice B tracemos una paralela & AG
hasta que encuentre 4 D, prolongado
hasta F. y unamos A con F. Los tos
triingulos ACB, ACF tienen la misma
base. AG y sus vértices By F en una

: misma paralela 4 la base, v por tanto
son equivalentes (162), pudiendo reemplazarse el ll'i:iln;_vlllu ABC
por el ACE sin alterar el drea del poligono, v el nueyo que
resulta AFDE es equivalente al polizono dado, con' la_diferencia
de que tiene un' lado ‘menos. ' Signiendo en ‘esta manera de
proceder, se concluiria por legar 4 un trigneulo GAF equiva-
lente ¢l poligono’ dado. (

166. Prosvewna Hallar el drea de un poligono cualquiera,
Primer metodo. Se descompone el poligono  ABGDE
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(lig. 113) dado, en tridngulos por medio de diagonales proce-
dentes de un mismo vértice A. Ge
miden las dreas de todos estos triin-
gulos y se suman. Asi en la figurain- 7~ "1
dicada, en la cudl se han trazado las NS e
alturas de los diversos trringulos, el \"/.”\
drea del poligono tiene por medida Ia s
E

suma siguiente

A

Fig. 115.

Ll-, AC><BF+ k], AD><CGH- ;l) AD ><EH.

Sequndo metodo. En el poligono ABCDEFG (fig. 114)
trazamos una diagonal AE y desde todos los vértices se bajan
perpendiculares @ esta diagonal, descom-
poniendo._asi el poligono en trapecios y
en Iriingulos rectiangulos. Sumando las

Yo

dreas de los trapecios y de los triingulos,

tendremos el area del poligono. Estando A

las alturas de los trapecios y triingulos

dirigidas: @ la diagonal AE, basta para

tener todas las direas parciales, medir las

diversas partes de la diagonal y las per-

pendiculares BB, CC7, etc. El drea del poligono, tendrd, pues,
por medida la suma.

i 3B+ (0 oy CC DD,
sl:li’><\l;’»ﬁ—l—'ff—d—> . — <G

e Bl S e N
"}“"!,““,;K “’I“+5 l'*‘ /‘<Ll‘ = =3

5 GGAG.

Este método es el mas eémodo sobre el terreno.

Tercer metodo. Se transforma el poligono dado en un tri-
dngulo equivalente (165) y se mide el drea de este triingulo.
Este métodares el mas ripido, cuando el poligono dado estd
sobre el papel.
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Apricaciones 1. Medir el drea del poligono ABCDE (fiw. 115)

sabiendo que

AC=29m, CG=11m295
AD=21= 5(), EH—6s. -
BF—=17m 80.

El drea pedida es izual 4

5 22><17,80 4

) oA
21,5051 1,25+ - 21,30 >

o simplificando ;

H o< 17,804 10,65 ><17,25 —9205uc 9995
X 1. Medir el drea del-poligono ABCDEFG, (hg. 114), sabien-
10 que
AB" —=5m,80),
BC'—=5=,70, D'E =4%=;50),
EF‘—5m 80, GO =10=,82,
FG =11m.55, DD =Tm 50,
G'A =6=,75, FF" —=8=.70
BB = 6m,40, GG/ —=10m,

CD' =A10m 10,

El drea pedida serd izual 4

(1101 | —
= ,\f’i')-‘\“_P‘

b

6,40-3-10.892
T

10,824-7,50 750
o 2 PN () 02 Lk gy STOL e b
. 9 ! ¥ 473 00— 9 ,,bU
8,70-4-10_ 10

=% 11,55 = ><6.T5.

-

-

que haciendo todos los ciléulos serd en resimen 337me 6005
,6005.

3

3 g % ’ ’
. 1_67. Propreva. Hallar el drea aproximada de una ficura
]Hllllil(lll lNil' una curva. = ‘

nlos
pueda asi-

Yo a > ares. 2 v
Para ello se marcan sobre la curva una porcion de i
bastante préximos unos & otros, con el fin de (que
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milarse @ una linea recta la parte de curva comprendida entre
dos de ellos, y se reemplaza la linea curva por una quebrada,
eosa (que se obtiene uniendodos 4 dos estos puntos. El drea del
lmliunlm asi obtenido difiere poco del drea dada, y ]»m-dv substi-
fuirse una por otra. (omo se «'(nnpl'wmlu. el error cometido
¢s tanto menor mientras mas proximos se hallen los vértices

unos a ofros.

168. Trorema. El cuadrado BCDE formado sobre la hipo-
tenusa BG de un tridngulo rvectangulo ABC, es equivalente @
la suma de los cuadrados ABFG y
ACHK construidos sobre los dos
lados del dngulo recto (fig. 115).

Bajemos desde el punto A sobre
BE una perpendicular AL que se
prolonga hasta encontrarsecon DE
en M, y decimos que el rectangulo
LBEM es equivalente al enadrado
ABFG; porque, uniendo AE y CF,
los dos tridngulos ABE, FBC tie-
nen el fado AB=EB, come lados
de un mismo cuadrado; BE=B(
por la.misma razon, y. el dngulo
ABE igual al FBC, como formados los dos agregando un angulo
recto al ABC. v por tanto los dos  tridngulos son iguales. V

Ahora bien: el fridngulo ABE tiene la misma base que ¢l
rectingulo BEME y la misma altura, puesto que el vérfice A
del triingulo esti sobre la prolongacion de [a otra base ;s luego el
drea del rectangulo BELM es doble de la del tridingulo ABE

_—(164). De igual modo el trizngulo FBC tiene la misma base BF

que el cuadradol ABEG y Ia misma altura, puesto’ que su ver-
fice 0 esti sobre la prolongacion de AG; ‘luego el drea
del cuadrade ABFG es doble de la del triingulo FBC. Por
consigniente el rectingulo BELM es equivalente al cuadrado
ABFG.

Del mismo modo se demostraria que el rectingulo CLMD es
equivalente al cuadrado ACHK, quedando demostrado final-
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mente que GBDE que es larsuma de los dos rectinoulos. es
equivalente 4 la suma de fos dos cuadrades ABFG. ACHK
QL “E: L. D

ln:ins-tm'u:m.\. Kl «l«'\'vul{l‘iﬂ)iﬂlh» de esta propiedad notable
del triingulo rectingulo se atribuve “l fildsofo ariego Pita-

goras.

) ¥69. Corovario. El drea del coadrado construido sobre BG
!mnr por medida el enadrado del niimero que mida BC; v de
igual manera, lamedida ‘de los enadrades formados sobre AB
y sobre AG tiene respeclivamente por expresion los euadrados
de los mimeros que midan 4 AB v A(: Ineso el Leorema prece-
dente, puede tambien enunciarse de 12 manera signiente :

‘l‘,'l cuadrado - del nimero que mide la hipotenusa de un
Iridngulo vectangulo es igual @ la suma de los cuadrados de
los maimeros que miden los dos lados del angulo recto.

170. Prosews. Dos lados de un tridngulo rectangulo se
nos dan en nimeros, y se desea saber-cudl es el tercero.

Primer caso. Seé dan los dos lados del angulo recto.

Supongamos que los dos lados sean iguales uno 4 79,50, v
elotroa 10 el cuadrado de la hipotenusa serd igual 4 la suma
de los cuadrados de estos dos niimeros, es decir 4

7,50+ 10° =56,95+ 100 = 156,25

¥ por consigniente, se obtendri Ia hipotenusa, extravende Ia
raiz cuadrada de este ‘nifimero. que sera 12m.5. |

Para calcular la hipotenusa ‘de un tridngulo vectangulo,
cuando se conocen los dos lados del dangulo recto, no II(I;[ que
hacer mas que sumar los cuadrados de los niimeros dados ]
estraer la raiz cuadrada deesta suma. .

Sequndo caso. Se nos danla hipotenusa y uno-de los lados
fl'-l angulo recto. Supongamos, v. g : qu.'Af.'t hipotenusa sea
igual & 5 m. y uno de los lados del dngulo recto 4 3 m. El
cuadrado de la hipotenusa es ioual 4 la suma de los (‘ll;ull‘;nl':\
de |(.N dos I;HIU\' del angulo recto. Si, pues, del l'll:l(h'.'ulﬂ (l("
la hipotenusa se sustrae el cuadrado de uno de los lados del

BE LAS AREAS. 89

sngzulo reeto, se tendrd el cuadrado del otro lado, y en el caso
propuesto el cuadrado del lado desconocido serd igua 4

5 —31—=25—9=16.

Extravendo la raiz cuadrada de 16 se tendrd el valor del

lado, que sera 4 m.

Cuando se conoce en un triangulo rectingulo la hipole-
nusa y uno de los lados del dangulo recto, para averiguar el
valor del otro lado, se resta del cuadrado de la hipotenuse
el cuadrado del lado dado, y se extrae luego la raiz cua-
drada de la diferencia que resulte.

171. Prosueya. Construir un cuadrado equivalente d la
suma o d la diferencia de dos cuadra-
dos dados. ) cl

Primer caso. Propongimonos, pri= ™\
meramente construir un cuadrado equi-
valenfe 4 la suma de dos enadrados
cuvos lados son conocidos. Sobre los
lados de un dngulo recto, se toman &
partir del vértice A (fig. 116), dos lon-
gitudes ABy AC respectiyamente iguales 4 los lados de los cua-
drados dados; v uniendo B(, esta linea es el lado delenadrado
que se husca (168).

Sequndo caso. Propongimonos, en segundo tugar, construir

Fig. 116.

un cuadrado igual 4 la diferencia de dos cuadrados “dados.
Sobre uno de los lados de un dngulo’ recto tomameos, 4 parbr
del vértice A (fig. 116), fina longitud AB igual al lado del
menor de los dos cuadrados dados, v desde el punto B, como
centro. con un radio igual al lado del mayor enadrado,
deseribimos un arco de ‘circulo gque corte en C el otro lado
del dngulo recto: AC es ¢l lado del cuadrado que se busca.
En efecto : si juntamos BC se forma un trifngulo rectingulo
ABC. v resulta del teoreman.® 168 que el cuadrado construido
sobre AC es equivalente 4 la diferencia de los cuadrados

los cuadrados dados.

construidos sobre BC y sobre AB, es decir, & la diferengja¥&
~ W\ 3

Vi BN

™

R
AR
A\




GEOMETRIA PLANA.

Usseryacrox. El problema precedente podria seryir para
construir un cuadrads doble de un cuadrado dado. y tambien
para construir un euadrado equivalente 4 la suma de muchos
cuadrados dados mienos la suma de muchos otros cuadrados
dados tambien.

S XIH. Nociones de agrimensura. — Uso de la eadena v de la escuadra

de agrimensor.

172. Medir un terreno. es apreciar su superficie.
En l“ilu lo (ue .\'i_:ll(' .\'llptuuh'e'nlc_vs que el terreno fque se va
amedir es llano v horizontal.

Los téoremas (queacabamos de demostrar ensefian (jue para

obtener el drea de una figura plana hay necesidad de “medir
lineas rectas v perpendieulares & estas lineas: s menester,
pues, aprender en primer lugar 4 frazar lineas rectas en el ler-
reno, & medir longitudes, y 4 trazar per-
pendiculares i otras rectas.

175. Trazado de una linea rveola
sobre el terreno, Fs raro que se (race
efectivamente una linea recla sobre el
terreno: limitase la operacion 4 marcar
un cierto namero de puntos con auxilio
de senales Hamadas jalones, 4 lo cual se
Hamia jalonar una alineacion.

Un jalon es un baston de madera
(lig. 117) de uno 4 dos metros de l-

tura,  aguzadoren su. extreniol inferior.
v. hendido en ‘el superior longitudinal-
mente para recibir un cuadrado de papel
blanco ¢ una placa de hojalata pintada
de dos colores que se llama mira. Supongimos ahora que A
y G sean los dos extremos de una lineg recta, marcados por dos
Julones clavados perfectamente verticales ifig. 118), v que se
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guiere colocar un jalon entre ,'\ y (I' en la alimeacion determi-
nada por dichos dos |n1|nl<n>:. El agrimensor se coloca un poco
detrds del jalon A, y envia un ayudante que lleva un jalon
en ln direccion AC. Mediante sefiales hechas con las manos

Fig. 118.

hace variar la colocacion del jalon hésta que, mirando en la
direccion AC, el jalon A cubra simull:ilu-;mu-nh-. los jalones B
y (, en cuyo caso se estd seguro de que los pies de los tres
jaulumrs estan en linea recta. De igual manera iv.ml«u':m cuan-
tos jalones se desee, bien entre los puntos Ay C 6 sobre Ia pro-
longacion de la linea AC.

174. Medida de longitudes sobre el terreno. Golocindose
comunmente los jalones de veinte en \vinlf- uu-lrn.\‘f no h;e_\
que pensar en el emplo del metro para medir lul.-w dlSQ:l]ll'llei
s¢ emplea un instrumento llamado cadena de agrimensor. Esta
(lig. 119) se compone deeincuenta eslabones de hilo graeso de

-

lierro, cada uno de los enales tiene 20 centimetros de longi-

tud, de suerte que la cadena entera tiene la de 10 Illc'll‘u_\'(’) un
decimetro. Estos eslabones estin rennidos por anillos de hierro,
sustituidos de cineo en cinco por anillos de cobre que ilulinr';m
los metros: el medio de la cadena estd senalado por un anillo
de forma particular. Los dos extremos de la misma los forman
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dos asas de hierro, cuya magnitud esti tomada de los esla-

hones finales. Con la cadena se emplean diez agujas de hierro
de 50 & 40 centimetros de altura (figura 120),
que suelen Hamarse piquetes.

Para medir una recta AB (fiz. 121) jalonada.
el operador apoya contra el jalon extremo A y en
la_base, el asa de la.cadena; el ayudante, m-'ull
la otra con una mano 'y Hevando en la otra las diez
agujas, marcha en la diréecion AB, deteniéndose
cuando la cadena esti bien tendida sobre el suelo.

Fir. 120, Entonces el operador hace que el ayudante cambie
d-derecha 6 izquierda, segun convenga, hasta que

la linea trazada en el suelo per la cadena eoinc ida con la ali-
neacion AB. Entonces el ayudante clava en el suelo una azuja
en el extremo de la cadena y dentro del asa final que llevaba
¢l eogida. Hecho esto, operador y ayudante sé ponen-en marcha
la direccion AB, llevando lacadena. Una vez que el agri-

Fig. 121,

mensor_llega 4 la- aguja clavada se defiene, apoya ¢onlra
ella la cadena, y hace gue-el ayudante clave otra aguja, fe-
mendo cuidado, eomo la primera vez, de que la cadena esté
bien estendida y-en la direccion de la recta AB. Recose luego
la primera aguja. v asi continua hasta que el ayudante haya
| [ '.nlo al extremo B de Ia recla. Este apoya contra el |||llll
B (l asa de la cadena que 1]:-11 tendida en el snelo. El aerimen-
sor avanza hasta la 1iltima aguja P; cuenta las que lleva, te-
niendo en cuenta la del punto Py por ellas sabe el niinero
de decametros que b 1y entre Ay P Estando la cadena tendida,
aprecia el agrimensor el niimero. de metros vy dobles decime-
tros que hay en PB, y con el auxilio de un doble decimetro

dividido en centime nm puede apreciar la fraceion de estabon
que queda, si hay alguna, y por tanto puede averizuar la mag-
nitud completa de AB. \ulmn gamos por ejemplo que el niinero
de agujas clavada sea cinco, y que la linea PB contiene cuatro

DE LAS AREAS. 9%

meltros, fres eslahones y diez y ocho centimetros; la longitud
AB waldra 5 1|u‘|lm_llu.~‘ 4 me-
tros, 6 decimetros, 18 centime- A
ros, 0 H4m TR, 3
Opservacion, Para las peque-
fias distancias sustituye & la ca-
dena una einta de hilo engomada,
de diez metros de larga, divi-
dida en melros, decimetros y
centimetros. Esta cinta se enrolla en un carrete y el todo se
encierra en una caja cilindrica de cuero, cuyo pe-
queno instrumento  loma el nombre de ruleta
(liz. 122).

173. Trazado de perpendiculares sobre el
{erreno. El instrumento.que se emplea para trazar
sobre el terreno lineas lu-rln-mlin~l||;|n-~' a ofras: se
llama escuadra de agrimensor 6 simplemente es-
guadra. Consiste en una caja cilindrica 6 prismética
de cobre, de ocho 4 diez centimelros de alta por
einco 6 seis de didimetro, y cuyo contorno esta hen-
dido,por cuatro venianas verticales que determinan
dos lineas de vismalidad perpendicu-
lares. Tomemos, por ejemplo, una
escuadra prismitica - de ocho ecaras
(lig. 123). La cara A esta hendida en
su parte anferior por una hendidura
vertical, muy esireclia, ¢ en su parte
superior por una ventana rectan-
oular, dividida en sentido de su
longitud por un hilo muy fino cuya
direceion coincide con la de la hendi-
dura inferior : la reunion de - estas

dos aberturas asi* dispuestas se Hama
una pinula :
llama ojetillo porque se aplica 4 ella el ojo, y la abertura
rectangular se denomina ventana. La cara paralela y

Fig. 123, -
la ventana estrecha se Fig. 124,
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opuesta & la- A presenia una pinula enferamente semejante,

con la sola diferencia de que la mira estd arriba v la ventana
abajo. Si se aplica el ojo al ogetillo de Ia cara A y se ve ¢l
hilo de la ventana de Ia cara A’, queda asi determinada una
direccion perfectamente  definida - y lo mismo sucedera con
la direccion determinada por la hendidura de la cara A’y el
hilo de la ventana de la cara Ao Las caras By B’ llevan igual-
mente dos pinulas, y el instrumento. est construido de
que la linea de visualidad dada por estas olras
perpendieular 4'1a precedente.

modo
pinulas sea

La caja termina en la parte inferior por un cubo que sirve
para fijarla sobre ww baston ferrado que se coloca verticalmente
en el suelo, euando se quiere. hacer uso de Ia escuadra
(hz. 124).

Expliquemos ahora el uso de esto instrumento.

Hay dos pro-
Il]('lll:i.\' que resolver Sedun que

se quiera trazar una perpen-
dicolar 4 una recta por un punto tomade en ella, ¢ por un
punto exterior 4 dicha reeta.

1.0 Trazar-una. perpendicular ¢ una recta MN por un
punto A de esta recta (fic. 1925)

l] U'u'l‘.‘n]m‘ l'nlm‘;l en A 1'[ hu.\'h'oll
de la escuadra y hace girar el instru-
mento hasta que la linea de mira
determinada por dos pinulas opuestas
pase por- el jalon colocado en'M: Miri
despues en la direcion perpendicular,
y hace colocar un jalon en un punto
la ‘linea determinada por los jalones A
y B es la perpendicular pedida.

2.9 Trazar una perpendicular ¢ una reeta MN por un
punto A tomado, fuera de esta rvecta (fig. 126).

El operador coloca Ia escuadra en un punto 0. de
MN que le parece i simple vista ser el pié de

Bl de esta’ direccion -

I;l “n('u
Ia perpendicular.
Comienza por asegurarse de que el punto O esta en la linea
MN v al efecto gira la escuadra

hasta que 4 traves de dos pi-
nulas opuestas vea el jalon M. D

espués, 4 traves de las mismas

pinulas mira en diveceion opuesta, y si el punto O estd sobre la
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recta, deberd ver el jalon N. Esto hecho, el npf\r:ldur mira en
la direceion perpendicular, vy lo mas fieil
serd que Ia visual no pase por el punto
A, que quedari & derecha 6 izquierdz, Se o
: ]
fucre necesario, enidando de cerciorarse o
en ¢l nuevo punto de que se halla este

: : o8 O
sobre Ia linea MN. Fig. 126,

A

frasladari entonces la escuadra liicia donde

Después de algunos ensayos se lle-

giri & encontrar el pié de Ia perpendicular en el punto B.

176. Prosuexa. Medir un poligono (fig. 127).

Se colocan jalones en todos Jos vértices del polizono dado
ABCDEFG, y se jalona sobre el terreno una linea MN,
fa enal se bajan desde todos
los vértices las perpendiculares
AL, BB, G/, ete. Se mide
eon la cadena la porcion de la
linea MN comprendida entre
los piés A’ y-E' de las perpen-
diculares extremas, teniendo
euidado de anotar las distaneias
al punto A’de todos los Jalo-

sobre

nes B, €, I, F,G" que marcan los piés de las perpendiculares.
Se mide ademis el largo de. todas las perpendiculares; con

lo que se tienen todos los datos necesarios para calcular las

areas de los triingulos y

los frapecios, tales como

AA'H, AA’B'B, Y por con-

siguiente el drea del po-

ligono.

177. Medir una por-
cion de terreno limitado
por una linea curva. Fig. 128

Consideremos un terreno limitado en parte par la linea eurya
ABC (fiz. 128).

ek Lon
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Se buscan sobre esta curva los puntos P, Q, R, S. bastante
,n‘«'»\'imn\‘ para que el areo de curva comprendido entre dos
punios consecutivos difiera poco de la linea recta, que ha de
juntar los dos punlos, y se sustituye la curva ABC por la
quebrada APORSBC. Queda desde entonces la operacion redu-
cida & medir un poligono, como se hizo antes.

178. Medir un terreno cuyo interior no es accesible.

Se rodea el terreno de otro poligono que ordinariamente es
un rectingulo 6 un trapecio y s¢ mide de una parte este poli-
gono, y de otra el terreno comprendido entre el perimetro de
» este ||(\|ij.ulllu y el del ter-

reno - dado, hallando des-
pues la diferencia de Iln.\'
dos dreas. Asi para medir
el estanque ABCD.... U
(fig. 129) se rodea de
un - frapecio reetingulo
MNPOQ, cuya drea se ob-
tendria sin dificultad. Des-
pués, bajando de los puntos ABC.... U perpendiculares sobre
los lados' proximes del trapecio, -se miden las porciones de

Fig. 129.

terreno coniprendidas entre los lados y el borde del estan-

que. Se suman esfas dreas, y se restan del drea del trapecio
MNPQ y tendremos Ia superficie del estanque.

EJERCICIOS" SOBRE EL LIBRO TiI
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. Si‘se junta un punto-interior 4 un paralelogramo con los
cuatro vértices, los cuatro triangulos formados son tales, que la
suma de los dos triingulos opuestos es equivalente 4 la suma
de los ofros dos.

2. Si se unen dos & dos los puntos medios de los lados de
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un cuadrilitero, se formia un paralelogramo que equivale & Ia
mitad del cuadrilitero.
5. Dos cuaduliteros que tienen las diagonales iouales ¢ igual-
mente melinadas, son equivalentes. 5
%. El area de un caadrilitero cuyas diagonales son perpen-
diculares tiene por medida la mifad del producto de las dia-
;l’ll:|lf‘$,
~ 5. Si se uneun punto P interior 4 un paralelégrame ABCD
i todos los vértices, v se considera los tres iriingulos que
tienen s vértice comun en el punto P y por bases respeclivas
fa diagonal y los dos lados que parten del mismo punto A, el
primero de estos tridngnlos es igual 4 la diferencia de los ofros
dos. ; €Gomo serd menester modificar el enunciado del feorema
cnando el punto P sea exterior al paralelogranio?

6. Dado un enadrilitero, por el punto medio de cada diago-
nal se traza una paralela i fa oira diagonal. Estas dos lineas se
cortan en un punto que se une con los puntos medios de los

scuatro lades del cuadrilitero.. Estas lineas descomponen el
cuadrilitero dado en euatro cuadriliteros equivalentes.

7. El cuadrado que tiene por lade la diagonal de otro cua-
drado, tiene un drea doble de Ia de este cuadrado.

8-St sobre los tres lados de un' trigngulo rectingulo se
construyen triingulos equiliteros, el tridngulo equilitero cons-
truido. sobre la hipotenusa es equivalente 4 la suma de los
olros dos.,

9. Demostrar que el enadrado construido sobre la suma de
dos/ lineas A v B es equivalente &' Ta suma de los cuadrados
constridos sobre estas dos lineas, mas dos veces el l'w'l:'m;llln
que tiene una de estas lineas por base y la otra por altura.

10. Demostrar que el cuadrado consirnido sobre la diferencia
!Il' ll(l.\' |int‘:|~ \ \ “ €S «'lllli\:ill‘llh‘ a |:| SUIma 111‘ I(l\ (‘ll;lill‘.‘l!'ll\'
construidos sobre estas dos lineas, menos dos veees el rectin-
gulo que tiene una de estas lineas por base y la otra por altura.

11, Demostrar que Ia diferencia de los cuadrados construi-
dos sobre dos lineas A y B es equivalente al rectingulo que
fiene por hase la suma AP v por allura la dilerencia
A—B. '

STRAD BE Bmrwe
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19. Dos trisngulos que fienen un sngulo igual son enfre si

como los productos de los lados que comprenden el angulo

ioual.
PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Galeular el drea de un triangulo equildtero cuyo lado es
a: Aplicacion al caso en que @=— oIk .

9. Un trapecio rectanimulo tiene un dngulo igual 2 de recto:
I cuando se dan las dos hases:; 2.2 coando

ealcular su drea @
= o cuando’ se dan una base y la

se dan una base y la alturas
longitud del lade nfl)li«-\xz‘- 4 esta base. : SR

5. En un trapezio ABCD, la base ln:l}ul: ,\,l_. os joual a1 ‘m..
los 4ngulos Ay B son 1onales los dos i 40°%;5 !n\’ lados no
paralelos son los dos ignales a T m. Hallar el dreasde este
trapecio y la del triangulo obtenido |n'<h|nng:m|lu los lados no
ll:u‘ulvln.\ hasta que se encuenfran. ’ '

%. Bl mismo problema .~|l[|nnlvmln que los dngulos A y B
sean 1cuales los dos i 60°.

5. Dos iriangulos equiliteros
del otto de modo que ticnen un vértice comun y sus I):m-\. en
linea recta. Se-unen los dos vértices v se ohfiene un cuadrili-

estin colocados une al lado

{ero. cuya drea se pide, sabiendo que lf»\' lados de lnf dos tr1-
Angulos equiliteros —fienen las longitudes respectivamente
jonales 4@y a b, — Aplicacion al caso en (que a=1 m. y
h—2 m. X

6. Hallar el drea de
de 5% m. de ridio y cuyo perimetro es jenal 4 452 m.

un poligono circumserito 4 un’ cirenlo

7. Se construyen cuadrados sobre los tres lados de un Iri-
ineunlo rectinculos seunen dos & dos Jos'vértices proximos de
ostos tres cuadrados. Se obticne 4si un exigono cuyd area
se desea CONOCET. _ -

Q. Dividir un tridngulo en partes upn\';nlunlv.\ por lineas
que emanan de un mismo vértice. .

9. Dividir un frapecio en partes equivalentes por lineas que

encuentren las dos ba

|
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10. De entre todos los tridngulos que pueden construirse
con dos lados dados, ;6 cual esel mayor?

11. De todos los triangulos in\(‘rih(».\ en un mismo eirculo vy
teniendo una misma base, ;cuil es el mayor? '

12, ;Cuil es el mayor de todos los trizngulos inscritos en
un mismo eireulo, teniendo un vértice comun?

15. De entre todos los rectanculos que pueden inscribirse
en un mismo cireulo, ;eudl es-el mayor?

14. Con diagonales de longitud dada pueden construirse
una infinidad de cuadriliteros = jbajo que dngulo deben estas
diagonales cortarse para que las dreas de estos cuadrildteros
sean lo mayor posible?

15. Dos campos estin separados por una linea quebrada :
se pide sustituir esta linea de separacion por una linea recta,
de modo que la superficie de las dos parcelas de tierra 1io
cambie

-

e

e — T W
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LIBRO IV

LAS FIGURAS SEMEJANTES
& XTV. Lineas proporcionales.

179. Lems. Sobre una recta AB existen dos puntos tales
que la relacion de sus distancias d dos puntos dados A y B
es igual d una relacion
dada; y no hay mas que
os, uno.colocado sobre la
recta AB y el otro en su
]u'nlunym'iun (fig. 150.)
Para aclarar las ideas, suponganios que la relacion de las

— e ——

M B P

Fig. 1350.

. 89)
distancias del punto buscado 4 los puntos A y B sea igual & ;-

Partamos la linea ABen 5 42 6 en T partes ignales y tomemos
5 de estas partes desde el punto A, y tendremos asi un punio
M tal que

MAY 5,

MB 9]
y si el punto M cambia de lugar entre A v B, la relacion
A«‘;nnl;i:n‘:’n. porque uno _de Jos términos de esta relacion
MB
aumentara mientras que el olro disminuira. El'panto M eés pues
el tinico que divide AB proporcionalmente 4 los nitmeros 5 y 2.

Busquemos ahora un punto sobre la prolongacion de AB:

dicho punto debiendo estar mas alejado del punto A que del B,
no puede hallarse mas que sobre la prolongacion de AB, mas
alli del punto B. Para obtenerlo dividamos AB en 5—2 é en
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fres partes iguales y tomamos & partic del punto A, 5 de
estas partes, con lo cual obtenemos un punto P tal que

PA_ 5
PB™ 2°

Si el punfo P varia sobre la prolongacion de AB, la relacion
)

PB
disminuirdn en una misma canfidad, y es sabido que una
fraccion cambia de valor enando se le afiade ¢ quita & ambos
términos una misma cantidad.

variard, porque los dos - términos de ella aumentaran 6

Tambien puede hacerse ver de la manera siguiente = tenemos
evidentemente
PA_ PB4AB AD

BB PF T PB

Si el punto P cambia de posicion en la prolongacion de AB,
. .\l; e .
la relacion pp Ce numerador es fijo y el denominador va-

viable, variard; y lo mismo tendrd lugar por consiguiente con

.. PARS. " - :
la relacion D El punte P ¢s pues el tnico de los situados en'la
}

prolongacion de AB cuya relacion de sus distaneras & los puntos
. ety
A v Bes igual 4 5.

180. Teorems. Una parvalela d unlado de un tridngulo

deteynrina en los otros dos lados seqmen- A

~t0s proporcionales.

Sea DE paralelaal lado BG del triangulo
ABG (fig. 454) vy decimos que hay
' AD __AE.
DB ECT
Suponemos que las lineas AD y DB tie-
nen una medida conmun, contenida 3 veees, por ejemplo, en

———— et M i T e R s e S

—— R VRS st
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oA DA : :
AD, y dos veces en DB; Ia relacion —; serd en este caso igual &

DB
5 Por los puntos de division de AB, trazamos paralelas i BC,

que dividirin a AC en segmentos iguales entre si. Tomemos,
con efecto, 10s segmentos-AG y EI; trazemos EK paralela 4 AB,
en enyo caso las lineas EK y DM son iguales como lados opuestos
de'un paralelégramo : DH-=AF por construccion, y por tanto
EK—AF. Ademis los tridngulos AFG, EKI tienen el lado
AF—EK, el dngulo AFG — EKI por tener los lados paralelos
y dirigidos en un: mismo- sentido (82), el dngulo FAG—KES
COMIO  COTTY espondientes, laego son! ignales, y el segmento
AG=EI. Lo mismo podria demostrarseIa i cualdad de los demas
segmentos de la linea AG. Resulta en fin que AE contiene 3 de
;5
Q >

estas partes y EC contiene 2; luego la relacion -

\E
EC

luego

AD

i
Demostrado el teorema para el caso en que las dos lineas AD
v DB tengan una medida comun, por pequena que sea, es

(unlm - eierto para el caso en que sean incomensurables.

s agual 4 Q. E. L. D.

181. Cororario I. Si en la proporeion

AD_AE
DB EG

se cambian de lugar los medios, resnlfard esta ofr::

AD
AET

De esta se deduce por una propiedad conocida de las rela-
ciones iguales
AD__ DB AD—+-DB

AET EGC  AE+EC’

LAS FIGURAS SEMEJANTES,
y reemplazando AD—+DB por AB, y AE+-EC por AC,
AD DB AB

AE EG A
jgualdad de relaciones que puede enunciarse asi :

Cuando se cortan dos lados de un tridngulo por una pa-
valela al tercere; la velacion de los dos primeros lados es
wual d la relacion de los segmentos comprendidos entre el
vertice y la secante, y d la relacion de los segmenlos com-
prendidos entre la secante y el tercer lado.

Opservacion. El teorema y el corolario precedentes son ver-
dad tambien, cuando la secante en vez de cortar los lados
mismos del triangulo, corta su prolongacion, y se demuesiran
del mismo modo.

182. Cororario I, Las paralelas interceptan en dos
rectas AC, DF seqmentos proporcio-
nales (fig. 132.)
Sean AD, BE, CF, tres paralelas que
cortan_las rectas AG y DF, y decimos
gue resulta
BC
EF
En efecto : por el punto D trazamos DH paralela 4 AC, y
tendremos (181)
DG GH
DE— EE’

y como DG=AB, GH=BC (72), luego

(
I

105. Teorema. Reciprocamente, si una linea DE divide
dos lados de un tridngulo en seqgmentos proporcionales, es
parvalela al tercer lado. (fig. 153.)

T~ A A e T i
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Suponemos que la linea DE divide los lados AB y AC en
segtrienfos |)l‘u|nbl'l‘iilll;lll'<. de

manera (ue resulte

DB

el y decimos que en este caso DhE
L es paralela & BC. En electo, st
por el punto D {razamos una paralela & B esta paralela divide
el lado AC en segmentos proporcionales d AD y DB (180) ; mas
el punto K es el finieo que divide AG en la relacion de AD 4 DB
{179). y por tanto la paralela trozada pasa por el punto E.
0. E.L. D.

& XV. — Poligonos semejantes. — Condiciones para la semejanzas

184. Dervicioxes. Dos poligonos son semejantes cuando
tienen los Ancnlos tzualestno @ uno y-los lados homdlogos
‘AI‘U]I(ll'(‘inllﬂll‘\; .\'<' “;HII.IH Lli'(l.\ ,IHIIII;.]H_(/HS 1‘(’ du\‘ ]ul“‘_ﬁﬂll:N
semejantes los que son adyacentes de una y otra parte los dn-
aulos iguales. En dos tridngulos semejantes los lados homélogos
son opuestos 4 los snculos jguales. Liimanse vértices homélo-
gos de dos poligonos semejantes los vértices de los dngulos 1gua-

lessy-dingonales homologas, las.que unen vertices liomologos.

185. Teoreva. Toda paralela DE @ unode los lados deun
A trianqulo ABC determina un nuevo i-
\ dngulo semejante al primero (fig. 15%.)
\ En efecto » desde luego resulta que
los dos trifinzulos ABC, ADE son equidn-
aalos porque fienen el dngulo A comun

\
s om AN
o #\é

= b 2T ; :
K ¢ v los otros ignales respectivamente conmo
Fig. 134.

correspondien fes.
Los lados homdélozos son l'l"'[“'l‘<’inll:e|v>: en efecto, tenemos

la proporeion | 181)
\D AB
AE AG

LAS FIGURAS SEMEJANTES.
de la que resulia;
AD AE

ABT ACG’

trazamos luego EF paralela & AB, y tendremos (181)

AE_ AC AE_ BF

BF~ BC AGT BG®

e i

S R
B

y como BF = DE (72), tenemos :

AE__

Las proporciones [1] v [2] tienen una relacion comun _\_l.,

Iun-'crn las tres relaciones son icuales, v resulta :
AD AE DE
ABT AC™ BG’
lo que demuestra que los dos tidnzulos ADE, ABG tienen los

l.'ll'n_\ ropo ’1'i1 ales ’ 3 25 -
Proporx males, y ¢omo son ulln.mgulm‘. son semejantes.
Q. ENL. D. ‘

186. Corovario. E ‘apect q /
. ROLARIO. En un-trapecio la linea que junta los
punlos medios de los lados no paralelos, es paralela a lus
bases ¢ igual @ su semi-suma.

SERES T T S RS

= =

Volvamos sobre la figura que sievié para hallar el dvea del
frapecio’ (fig. 155)% junte-
mos los puntos medios F y

(x de los lados no |v:|l’;||x'|u..~:
BC y AD; el punto F es al
mismo tiempo tambien el
nredio de la linea DE puesto
que los dos triingulos BEF,
l‘.!ll“ son icuales. La linea GF divide, pues, en dos parles
1icuales l"’\'A lados DA y DE del tridngulo DAE LH}?H?’ l'n;‘
consecuencta los triingulos DGE, DAE son semejantes (183) 3
sus lados homélogos proporcionales; DG es la mitad :lr‘ DA :

R ——
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luego GF es la mitad de AE, es decir, que GF es ignal 4 la
sermisnma de las bases. Q. E. L. D.

Resulta inmediatamente de aqui que el drea del irapecio
fiene por medida el producto de su altura por la linea que
junta los puntos medios de los lados no paralelos (164).

187, Troreya. Dos fridngulos ABC. A'B'C que lienen los
dngulos iquales uno @ uno, son semejantes (fig. 156).

Suponemos (que A— A%
p=PB. C=(; toma-
inos sobre AB una longi-
tud AD=AD y lraza-

mos DE paralela & BG: y
¢ ¢ tridngulo ADE es se-

mejante a ABG (185).

Decimos ademis que
este mismo trisngulo ADE es igual al tridngulo AR ; porque
ofoctivamente tienen el lado/AD=—=A’B" por construceion ; el
angulo Aigual al A" por la hipétesis, y por ultimo ADE igual
al dngulo By porque los dos lo son al%ingulo B. Los dos iri-
dngulos ADE, ABC_son pues jnales (31); y por consiguicnte
ol triansulo A’BC csisemejante al ABG. 0. E. L. D.

(OpservacioN. Basta que los dos triangulos, ABC, A’BCY ten-

\

Fig. 156.

oan dos 4ngulos iguales para ser semejantes, porque si los
tienen, son equidngulos (67) y son por tanto semejantes.

188. Teorexs: Dos tridngulos ABG, A'BC que Lienen un
dngulo " iqual “compren-
dido entre lados propor-
cionales, son semejanles
(fie. AST):

Tenemos. por hipdtesis

AB AG

YpoAe

l’l;‘.’ll?ﬂ'. .\:.\,.

Tomemos sobre AB una longitud AD — A’B’ y trazamos DE
paralela 4 BC. El tridangulo ADE es semejante 4 ABC (185).

LAS FIGURAS SEMEJANTES.
Por consecuencia lendremos :

AB_ AC
AD AE’ 2]

las proporciones [1]| v 2] tie i i
las proporciones [1] y [2] tienen los tres primeros términos
iguales, puesto que AD=A'B"; luego AE=A'C’, de donde
resulta que los tridingulos ADE, A’B'(Y tienen el 4 ’
o e : b : : 1 € 'Ill_'..'l,llu
A=A’ por hipétesis, AD = A E por construccion, y AE=AC
por lo demostrado; luego son iguales (32), y por ello A'B/C/ es
C ) : 3 5 ) ;S
semejante & ABC. 4

189. Dos tridngulos, ABC, A'B'(,
proporeionales, son se-
mejantes (lig. 138).

Suponemos que hay lo A

siguiente ~ /\

, % \
AR AGA Bt HGae LB
B TACs e LU Fig. 138, :

que lienen los lados

Tomamos sobre AB un: 1
iamos sobre AB una longitnd AD =— A’B’: trazamos una

paralela. DE 4 BG v el triinculo ADE i
paral iy ang ADE es semejante 4 A
S G es semejante 4 ABG

AB  AC_ BC .
AD AET DE 2]
Comparando las ignaldades: de las relaciones 1] y[2]

e 10 S ‘1nent: y 352 V
eniendo en cuenta que AD = A'B’, se deduce J

AE=AC"; DE—=B'(':

los triangulos AR

s terangulos ) me ; :

l” gulos ADE, \I B'(/ tienen, pues, los tres lados 1ouales
e B Snalac VO - » o 3%
ego son ignales 'y A‘B'C” es semejante 4 ABC.

o iz ;
[ lJQ. “.Ul.h.\l:\. Dos tridngulos que tienen los lados para-
elos 6 perpendiculares son semejantes
Estos triingulos tiene ' i
d | i H'_.PII(L\ tienen, segun lo diche, los ingulos izuales
0 suplementarios respectivamente (62 y 63). Desienemos con
(b2 ) ). Desig S ¢

R R TS X B

= e

_=
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A, B, G, A%, B, O/, los 4ngulos de los dos tridngulos. No
puede suceder al mismo tiempo :

A+ A'=2rectos; B-4-B'=2rectos; (4 C'=2 rectos,

I _ L
porque la suma de los seis dngulos seria igual 4 6 rectos, lo
cual es imposible (65) ; tamppeo puede ocurrir que:

A=A"; B3-B=2rectos; - C'=2rectos,

porque, aun en este caso, Ia suma deilos seis dngulos seria
mayor (ue cuafro rectos, cosa imposible tambien. Serd nece-
sario que suceda que :

Re—A% BB 1 (— 0%

pero en este caso los tmdngulos son equidngulos y por esta
razon semejantes (187).

191. Teorexs. Dos poligonos ABCDE, A'B'C'D'E" eom-
puestos de un mismo numero de trianqulos semejantes
3y semejantemente ¢olo-
cados, son semejantes
(fiz. 139).
En efecto ¢ decimos en
primer lugar que los dos
poligonos tienen los dngu-
los ‘fguales” uno § uno.

Los angulos B y B’ son
iruales como Angulos homblogos de- dos triingulos semejantes
ABC, AB'C’; los dngulos E y E’son iguales por la misma
razon. Los dangulos BCD, B'G/D' son iguales como com-
puestos uno y otro de dos angulos icuales uno 4 uno, el dn-

Fig. 159,

culo BOA = B/CAY & causa de la semejanza de los triingulos
ABG, A'BE vy el dngulo  ACD 1zual-al angulo A’C'D" & causa
de la semejanza de los tridngulos ACD, A’C’D"; los dos dngulos
CDE, C‘IVE’ son iguales por una razon aniloga. En fin los dn-

gulos BAE, B'A’E" compuestos de un mismo mimero de fin-
gulos iguales uno & uno son tambien iguales: luego los dos
lm“;_'ullns s0n c'«llll.]ll:llhn.
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En segundo lugar decimos que los dos poligonos tienen los
lados homoldgos proporcionales. En efecto = Ia semiejanza de
los tridngulos ABC y A'B'C/, ACD y A'C’D', ADE v A'D'E! dan
las igualdades de las relaciones si;_;‘ui('nh_-s : e

AB  BC AC

Y i e (i
AC  CD _ _AD

AC O A
AD DE E
A DET EA”

de donde se deduce, & causa de las relaciones comunes,

AB_ BC  CD DE EA
AR B¢ ¢ IET EX’
igualdades que demuestran la proporcionalidad de los lados ho-
mologos.
Los poligonos son, pues, equidngulos y tienen los lados pro-
porcionales y por tanfo son semejantes. o. E. L. D.

192. Trorewa. Reciprocamente, dos poligonos seme-
jantes ABCDE, A'BCDE" pueden ser descompuestos en un
masmo numero de tridn-
qulos- semejantes vy se-
mejantemente dispuestos
(fig. 140).

Por los vértices homdé-
logos A y A’ se trazan to-
das las diagonales posi-
bles-en: los dos poligonos, Fix /440
las euales descomponen Ve ¥
cada uno de ellos en tantos fridngulos como lados hay menos
dos. El mimero de los triingulos es el mismo en cada poli-
gono y decimos que son semejantes uno { uno.

Tomemos primeramente los dos tridngulos ABG, ARG
Tienen el angulo B igual al dngulo B’, como dngulos homé-

e . oA i B o T e A I e S

B
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logos de dos poligonos semejantes. La semejanza de estos da ' de donde se deduce inmediatamente por una propiedad sahida
ademds la proporcion : de las relaciones iguales ;

BC AB-+BC ‘_:lnTN EA  AB

B¢ AB B U CD=DF +EA A'D

e

luggo los: dos triingulos ABC, A’B'C/ tienen un angulo igual Es ademis ticil darse razon de la exactitud de este teorema
mmlu‘vmli'ln entre lados proporeionales, y por consecuencia medianie la siguientes sencillas consideraciones : supongamos,
son semejantes (188). para concretar las ideas, que la relacion de dos lados homig-

Resulta de lo dicho que el dngulo BEA es izual & B'C/A’, - , : O] : .
logos de los dos poligonos sea igual 4 . Esto quiere decir que
)

" R
e Sl A i e

R ‘5_'9

—

como el dngulo BCD es igual al B'C’D’ en virtud de la |u|m~
tesis, el .Illj_‘ulu ACD, diferencia de los BED. y BCA, es igual al . : B) :

dngulo A'C/DY,. diferencia-de los dngulos B/ y B'C/A’. La tada lado del primer poligono vale .-)‘M lado homélogo del ofro
semejanza de los dos triingulos ABC, A'BCY da la proporeion polizono,

y por consecuencia el perimetro del primero vale

)

ry . ; :

BC 1.4 A 3 tambien = del perimetro del segundo, que era cabalmente lo
(R =N

fjue era preciso demostrar.

B e e e s _./y

y la delos dos poligonos origina la de

=

-

e ' : .
_lj‘_, €D § XVI. Relaciones entre la perpendicular hajada desde el vértice del dn-
B/GSAGID % gulo recto de un iridngulo rectingulo sobre la hipotenusa, los segmentos

—

de la hipotenusa, la hipotenusa misma y los lados del dngulo reeto.

dedueiéndose de la comparaeion de estas dos proporciones :

CA - CD 19%. Derviciones. Se llama proyeceion de un punto sobre
CA" ¢ una recta el pié de la perpendicular bajada desde dicho punto

sobre la recla.

eSS -+ 9

luego los dos tridnzulos ACD, A’C'DY tienen un angulo 1gual
comprendido entre lados proporeionales, Yy por tanto son seme-
Jantes.

Se llama proyeccion de una recta AB sobre una recta GI) a
porcion A’B" de esta tlhinia recta com-
prendida entre las proveceiones A”y B

Je toual me ) < : . 44
De igual modo_podria demostrarse la se mejanza de los d de los dos extremos de AB (fig. 141).

s ridngulos. ; _
Recordemos que cuando los dos me-

dios _de una proporeion. son iguales,

195. Teorews. La relacion de los pe rime lmx de dos poli-
gonos semejantes ABCDE, A’B'C/DE" es izual 4 1a relacion do
dos Iados homdlogos (fiz. 1&“'.

cada uno de ellos 'se llama medio pro-

porcional entre los dos extremos.

) S A Tambien mmporta tener presente que

Tenemos por hipotesis : - i 2 1 ! L
esta definicion equivale 4 deeir que la media proporcional

Gh DE EA entre dos niimeros es un fercer nimero cuyo cuadrado es igual

Oy DE A’ Al producto de log dos primieros. Asi la mulm pmpul‘(lun.(l
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entre 2 y 18 es 6, porque el cuadrado de 6 es ignal al pro-
ducto 2 <18 (v. la Aritmetica).

195. Trorexs. Si desde el vertice A del dngulo reclo de
un trigngulo rectangulo ABC se baja una perpendicular
sobre la hipotenusa:

L& Cada lado del dngulo recto es medio proporcional
enire la hipotenusa enlera y su pro-
yeceion sobre la hipolenusa;

Do Lrl ]!r’l‘['t’lll/il'li/lll‘ es media
proporcional entre los segmentos de
la hipotenusa (fig. 142).
1.0 Los dos teiingulos ABG, ABD
son rectingulos y tienen el dngulo B
comin, luego son semejantes (187). Escribiendo ahora fa
proporcionalidad de los lados homologos de dichos (riingulos,
tendremos <

lo enal prueba que el lado AB del dngulo recto es medio pro-
porcional entre la Inpotenusa entera BC v la proyeceion BD de
dicho lado/ sobre la hipolenusa. Comparando del mismo modo
los tridngulos semejantes ABC, DAC hallariamos igualmente

AG =DB(><CD

9.0 Los dos triznculos ABD, GAD equiangulos con relacion
al triangulo ACB son equidngulos entre si, y por fanto seme-
jantes, de lo que resulta la proporcion

BD. _ AD

2 p T AD' =BD><CD;
AD CD

que muestra que la prr[n'lulivnl:u‘ AD es media proporcional
entre los segruentos BD y CD de la hipotenusa.

196. Corovario I. Uniendo un punto cualquiera A de una

LAS FIGURAS SEMEJANTES.

semicircunferencia con los dos extremos del diimeiro BG
(fig. 142) se forma un tridngulo rectingulo (114) y en virtud
del teorema precedente resultard : :

1.2 Toda cuerda de un circulo es media proporcional
enlre el didmelro que pasa por sw extremo y su proyeccion
sobre el diamelro :

2.¢ La perpendicular bajada desde un punto cualquiera
de la circunferencia sobre un diametro, es media propor-
cional entre los dos segmentos del didinetro.

197. Corotanio . Los' cuadrados de los dos lados del
angulo recto de un trianqulo vec
tanqulo son propovcionales d las
proyecciones de estos lados sobre la
hipolenusa.
Tenemos (fig. 142)

AB =B ><BD,

A= RS Fig. 143,
AGT=BC><CD:

Dividiendo miembro & miembro estas dos igualdades v obser-
vando que BC, factor comun & los dos terminos puede desa-
parecer, resullard

AB?
(

5L
A

~BD
O

498. Teorewa. El cuadrado dela hipotenusa dewn lridn-
gulo rectangulo es iqual d@ la suma de los cuadrados de los
lados del liII(/IIIH reclo (“"_'. i ,h—b)

Tenemos (195, 1.9)

__\F —BG><BD
AG =BC<CD;

sumando se obtiente :

AB = ACG = BC><(BD —=CD)=DBC>< BG=B(".
( )

i . PSR
ISP — SR

SRR SPER————

[SUMESREI— %
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Osservacion. Este teorema no difiere en el fondo del que se
ha demostrado en el n° 168.

199. Aruicaciones. Los teoremas desde los nos 195 y 198
establecen relaciones entre los tres lados de un trifingulo rec-
tingulo, la perpendicular bajada desde el vértice del dngulo
recto sobre la hipotenusa y los dos segmentos de esta, las cua-
les son seis cantidades entre todas. Dadas dos de estas cantida-
des se puede, con auxilio de estas relaciones, caleular las enatro
restantes. De aqui nueve problemas distintos sobre el tridngulo
rectingulo, cuya solucion se deduce de los teoremas prece-
dentes; he aqui algunas de esta solueiones.

I. Los dos I.uln\ de un tridngulo rectingulo son ignales, el
|u|nmu a 21 metros y el secundo 4 28, Se desea saber cual
serd la hipotenusa, los dos segmentos y-la perpendienlar.

Lia hipoténusa se obtiene como lo hemos explicado ya (170)
reuniendo’ los cuadrados de los dos lados y extrayendo la raiz
cuadrada de esta suma, de este modo =

1228 =/ 1225 =35 melros.

Los segmentos de la hipotenusa se calculin mediante la pro-
lllulld del n® 1935, 12; del cual se deduce en efeclo que

V. PAB). oL UAGY
BD=grs D=5z

Cuyas L‘,\IH'CSiOHf‘S en Numeros serian -

21 44
BD—— — =19 60 ;

e

=922 40,

Por tiltimo la perpendicular AD se obliene aplicando
segunda parte del mismo teorema

AD*=BD><CD

LAS FIGURAS SEMEJANTES

lo cual da por resultado

=9829.24
lll.‘ tlull(l('

AD=\/282,24—16m

Se halla, sin embargo AD mis rapidamente teniendo en
cuenta que :

BU><AD=AB >< A(

lmll]lh‘ estos dos productos representan, uno y oltro ¢l dohle
del drea del friangulo, y de ello se deduce que

AB>< AC A > :n\\
=t L8 200 168,

BG _.m 5
II. La hipotenusa de un triingulo rectingulo tiene una lon-
gitud de 13 metros, yuno de los lades del dngulo recto es
weual 4 5, y se desea saber cual serd el otro lado del dngulo
recto, los segmentos de la hipotenusa y la perpendicular.
Este problema se reduce inmediatemente al anterior, calen-
lando el otro lado del Angulo recto, cosa que ya sabemos hacer

(170) y que es igual dicho lado 4 =
\‘,T-)’—- \Iﬁ: 12 metros.

Pero pueden calcularse primeramente los dos segmientos de
la hipotenusa, y el que de estos constituye la proyeceion del
lado dado se obtiene ficilmente mediante la f6rmula

AB’

BD=s" — = —=° _{u 9953
BG 1 3 '

con-un milimetro de aproximacion.

EI' otro segmento se obticne por diferencia, ¥ serd igual i

95m ”Il'“
150 ——  ——— —112,077,
o 15

con un milimetro de diferencia.

=== 3 RS

- - e i ST bt . St e et
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La perpendicular se obtiene tomando la media proporcional
entre los dos sezmentos, lo cual da :

95 144k 60= ..
s — w615,
\/17.' A5 s

con un milimetro’ de aproximaeion.

Finalmente el secundo lado” del dugulo recto se halla eal-
culando Ta-media proporcional entre Ia_hipotenusa y el se-
cundo segmento, lo cual da

V1 44— 12 metros.

lll. Los segmentos de la hipotenusa de un triangulo rectin-
culo son iguales 4 162,45 ¢l primero, y 4 257,60 el secundo,
v se tratal de. caleular los lados' del tridngulo y la perpen-
dicular.

La hipotenusa es izual 4 la suma de los dos segmentos, es
decir 4

16m,45 4-252,60=41=,75.

Los lados del fingulo recto se obtienen por las medias pro-
porcionales, el priméro es igual &

J . v . i) T O - -
VAL TH < 16,15 =V 674,2625=25,775,

con un milinetro de aproximacion. El segundo serd igual &

i1 5=~ 295 £0 TOEQ Q). -~ O
VAT, T55< 25,60 =/ 1068,80=522,695,
con un milimetro de aproximacion.

Ultimmamente la lwrpvunlivnl;n‘ es media proporcional entre
los dos segmentos, y su valor serid por fanto :

T0,15 5025, 00— \/ 415, i =—20,353,

con un milimetro de diferencia.

IV. Se nos da la perpendicular AD=18 metros y el seg-
mento BD—25 metros y se trata de calcular el ofro seg-
mento y los lados del triangulo rectingulo.
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De la 1gualdad

AD*=BD><CD
resulta,
AD* 18 324
e — 640 8.
BD = L

Ch= =
H

La hipotenusa serd 1gual i
Sm_t 4™ 8 —69m,8,

Los lados del dngulo recto pueden caleularse mediante el
teorema del n.2 1938 6 bien aplicando el teorema 498 4 los
triangulos rectingulos ABD, ACD. Empleando el primer pro-
cedimiento tendremos :

\B—BO<BD—=V.69,8><5 -—18=,681,

,\l‘.:\/m;\"mj} £.8 =67",254%,

con un milimetro de diferencia.

8. XVIL. Teorema relative al cuadrado del niimero que expresa In I(\]]:_‘][UII
del lado de un trifngulo opuesto @ un dnzuloagndo W obtuso.

200. Troxemr. Bl cuadrado del-lado de un lridngulo
opuesto d un dngulo agudo A es iqual @
la suma de los cuadrvadas de los olros
dos lados. menos dos-veees el producto
4/1‘[ uno l,t’ estos Itlz/u.\' /ml‘ ](( Iu'n]/r'(’(‘ilu}
del otro sobre el primero (hg. 11%.)
Desde: el vértice {B: bajamos la perpen-
dienlar BD sobre el lado ACG. En el {ri-
4nculo reetanculo BCD tenemos (198) :

BL*—=BD’+DC;
en el fridgngulo rectingulo ABD, tenemos igualmente :

BD*-+AD'=AB’;

-

-~ T O S S ——
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ademis, observando la figura, resulta que DC=ACG—AD,
elevando los mienbros de esta 1gualdad al cuadrado® tenemos
|lllz‘

DE—=AC =AD" —2AG><AD.

Si ahora sumamos las izualdades [11, (2], [31, v hacemos

las reduceiones consigmientes resullard al fin que :

EACEONCSAD 6. B

201. TeoreyMa. En un tridngulo obtusingulo ABC el cua-
drado del lado opuesto_al dngulo obtuso
Aes i_t/llr[/ d la suma de los cuadrados de
los olros lados, mas dos veces el producto
del uno de estos lados por; la proyeccion
del otro sobre el /'/l‘i)ll('l'u (fig. l’}:‘)
Desde el punto B bajamos la perpen-
dicular BD sobre el lado opuesto; en enyo
caso ¢l tridngulo réctinzulo BCD nos da

(]
el

{21

tenemos ademdsen la fizura que CD=AC-AD, y elevando al
enadrado? los miembros de esta igualdad resulta

CD*=AG FAD 3-2A03<AD;

-
5]

1. Suponemos eonocida la eomposicion del cuadrado de la suma 6 de la
diferencia de dos niimeros. Demuéstrase en Aritmética y en Algebra que el
cwadrado de la suma de dos miimeros es iqual G la suma de los cua-
drados de estos dos niimeros, mas el doble producto del primero por
el sequndo; v que el cuadrado de la diferencia de dos nimeros es
zqual a la suma de los cuadrados de estos nimeros menos el doble
producto de una por olro.
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sumando ahora las ignaldades {11, [2] y [3], tendremos por fin

9

BO=AB --AC -2 AC><AD.

202. Cororario. Un dngulo de un tridngulo es agudo,
veclo @ obtuso, sequn que el cuadrado del lado opuesto a
este dngulo sea inferior, iqual 6 superior d la suma de los
cuadrados de los otros lados.

Fsto resulta inmediatamente, teniendo al mismo tiempo
presente los teoremas de los nimeros 198, 200 y 201.

90%. Aruicscios. Los teoremas precedentes permiten la
resolucion de la cuestion siguiente.

Dados los tres lados de un tridngulo hallar la altura que
caesobre unode los ladesy-la superficie de esle tradangulo.

Supongamos que se desea ealcular Ia altura BD (fig. 14%
v 145). Se buseari en primer lugar la proyeccion AD del
lado AB sobre el lado AC. St el dngulo A es agudo, tendremos

(200)
BE—=AB +-AG —2AG><AD;

de donde ficilmente se deduce :

AB’+4-AG —BG

AD= SxD =
2AC

si el Angulo A fuese obtuso, tendriamos, (201)

BC
Gonociendo AD se obtendré BD en el triingulo rectingulo ABD
por la formula

BD=V AR —AD -

Despues, se caleula fGcilmente la superficie multiplicando
AC por BD y tomando la mitad del producto.

s et A+ T i e R S

I S S S

-
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Esexpro, Se nos da :
:\BV‘Q:)“:.
BC=4#1m,
AG=392m;
y se desea calcular la. altura BD y la superficie.
Formamos para ello los enadrados delos tres lados, que seran
AR =625,
BCT=16381,
AC —1024.

s v ; 5
BC™ es mayor que AR --ACG — 1649 ; luego el fingulo A es
obtuso y tendremos

—(m.5.

AN 2\ a2 ine
W —AB —AC 2
T i

I :
(== =
Al 9AC B
De esto se deduee (ue

BD=V AR —AD’ =/ 62%,75 —="24,995,
¢on un milimefro de diferencia. Finalmente, la superficie seri -

i ot
5AC<BD= 165<24,995=7599me 92

eon un decimetro enadrade de diferencia.

§ XVIII. Teorema relativo @ las secantes de an circulo que proceden
de un mismo punto.

90%. Teorema. Si desde un punto tomado en el plano de
un circulo se le trazan secantes, el producto de las distan-
cias desde el punto d los otros dos punios en que las se-
cantes corlan cada cual la circunferencia es el mismo pava
todas las secanles. :
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Hay que distinguir dos easos :
1.¢ El punto dado P se halla en el interior de la eircunfe-
rencia (fig. 146). Trazamos por esle punto dos secantes cuales-
quiera, BPA, DPC, y unimos los puntos
Gy B, Ay D. Los dos triingulos CPB, APD
tienen el dngulo D =B, como nscristos en
el mismo segmento (116), el ingulo C=A,
por la misma razon; luego son semejantes

/

\

/

(187), y resulta Ly signiente proporeion : o N /
l»“ I"'. \LB

y O I'“;x’l'_\;:l >

Fﬁff PA’ Fig. 146,

2.2 El punto P es exterior 4 la eircunferencia (fig. 147).
Desde dicho punto se’ trazan dos secantes cualesquiera PBA.
PDC, y se unen BCG y AD. Los trifingulos

PAD, PGB tienen el dngulo P eomun y el

angulo A= C como inscritos en el mismo

segmento (116) y por consiguiente son

semejantes (187), ydan la proporcien si-

gulente :

) )

:7‘3:][.:;’ 0 PA><PB=P(><PD. ¢.E.L.D.

2035. Cororsrio. Si desde un. punto P Kip- 145,

tomado fuera de un circulo se le fraza una tangente y una
secante, la tangente es media proporcional entre la secante
eptera iy su parte exterior (hig. 147).

Sea PBA la secante y PE la fangente ; tracemos por el

punto P otra secante PDC, y resultard, pues:
PD>< PC=PA><PD.

Si consideramos ahora que la secante PDC gira sobre el
punto P aproximandose @ PE, los puntos D y 0 tienden 4 con-
fundirse en uno solo, en ¢l punto E, y entonces la relacion
precedente se convierle en esta otra :

PE"—=PA><PB,

) | vu—
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$ XIX. Problemas : dividir una recta dada en partes iguales, en partes
proporcionales 4 longitudes dadas. — Hallar una cuarta proporcional 4
tres lineas dadas, y una media proporeional @ dos lineas dadas. — Cons-
truir sobre una recta-dadaun poligono semejante 4 un poligono dado.

206. PropieMA. Dividir una veela en un cierto ni-
mero-de partes iquales.

Propongamonos, por ejemplo, dividir Ia recta AB (fig. 148)
en cinco partes iguales. Por uno de los extremos A de la recta
dada trazames una linea cualquiera in-
definida AG, sobre la cual tomamos, i
partic. del punto A y nna ftras otra,
cinco longitudes AC, €D, DE, EF, EG
iguales enfre si. Despues unimos BG,
y por los puntos G, D, E, y F trazamos
[»:n‘;dz-l:b 4 BG. Dichas lineas dividen &

_L

AB en cinco parfes iguales ; porque
rosulfa en efecto, de la deémostracion del teorema del n® 180
que, cuando un lado AG de un triingulo se divide en partes
iguales, las paralelas al lado BG,
trazadas por los puntos de division,
dividen al otro lado AB en un mis-

mo mimero de partes iguales.

207. Dwvidir una recta dada AB
en partes proporcionales d las lon-
gitudes dadas M, N, P (fig. 149).

Por el punto A se fraza una recta
indefinida’ cualquiera, sobre la cual
tomamos 4 continuacion una.de ofra
tres longitudes AG, GD, DE respecti-
vamente ignales 4 las lineas M, N, P.
Unimos BE y por los puntos G y D
trazamos paralelas 4 BE, ecuyas li-
neas dividen la linea AB en segmentos proporcionales i las

longitudes M, N, P (182).

Fig, 149.
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)

Ossgrvacion. Si quisiera dividirse la linea AB en partes pro-

|,m‘|~inn;|l«‘_~ a nnmeros dados, como 4, 5 y 9, por l‘jl'“]llll).

fomariamos una longitud arbitravia como unidad vy se cons-

trutrian tres lineas M, N, P respectivamente iruales 4 cuatro

yeces, o veees y o veces la unidad de longitud, con lo cual,
este problema quedaria asimilado al anterior.

208. Propuema. Construir una cuarta proporcional & tres
lineas dadas M, N, P (fig. 150).
Se llama cuarta proporecional i tres lineas dadas el cuarto
término de una proporcion en la
fque lij_’lll’;ul como los tres |ll'iln('l‘ﬂ.\
lérminos las tres lineas dadas. Para
construir, pues, la cuarta propor-
cional & las lineas M, N, P, formo
un dngule conalquiera O y sobre uno
de los lados tomo, & partir del pun-
to O dos longitudes OA; OB respec-
tivamente dguales @ My a N, y so-
bre el otro lado una OC—P. Des-
pues uno AC y trazo BD paralela i

AG y OD es la cuarta proporcional pedida ; porque los friingu-
los semejentes OAG, OBD (183) dan :

0L OG . M P

OB 0D N o

209. Proereya. Coustruir una me-
dia proporcional d dos rectas dadas
ay b(fig. 151).
Primera solucion. Sobre una recta
indefinida tomamos A econtinuaéion una
de ofra dos longitudes AB, BC respec-
tivamente ignales a @ y b. Sobre AC
como diametro deseribimos una semi-
circunferencia, y trazamos Bl) perpen-
dicular & AG, la cual es media proporcional entre AB y BG

(186, 2.9).

i it St Y el L
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y en el punto BY, con la misma recta, un angulo 1gual & ABC,
con la cual resulta un triingulo A‘B'C” semejante @ ABG (187).

Formanos por el mismo procedimiento sobre A'C” un triangulo

Sequnda solucion (fig. 152). Sobre una linea indefinida
tomamos @ partir de un punto A dos longitu-
des AB y AG respectivamentes iguales & @y

3 3 : 55 i semejante 4 ACD v asi de los demis. El nuevo polige
4 b. Sobre AC. como didmetro, deseribimos J \ s. El n poligono

A'BOD'E’ seri semejante al primero (191).

Puede ademis determinarse cada uno de los vértices del
poligono A'BED'E” por la
i!ltl‘]\"l'i‘iull ‘]l' l'l"‘l;l\' ilul'

una.semieircunferencia y elevamos BD per-
pendicular al difmetro, uniendo luego AD.
Esta es/ la media proporcional pedida (196,
 F
) Tercera. solucion (fis. 153). Sobre una li
'-.h, 8 nea indefinida tomamos 4 partir del mismo
IR punto A dos longitudes AG_y AB respectiva-
i mente ignales 4 @ y a b. Luego por los puntos

D

partan todas de los puntas
AB" (fig. 155). Para ello,
en ¢l poligono dado se tra

zaran ftodas las diagonales

posibles por el punto A y

por el punto B. Despues se

formarin en el punto A” los

dngulos BAC, CAD', D'A’E! respectivamente iguales & losdn-
gulos BAC, CAD, DAE. Lo mismo se hara en el punto B’ : los
dngulos A'B'ES, E'BD’, IV'B'C! respectivamente iguales 4 los
dnculos ABE, EBD, DBC. Entonces el punto G se determinara
por la interseccion de las rectas A'CY y B'C’; el puuto D por
Ia de las rectas AD" y B'D’; y asi los demis.

3y C haremos pasar una circunferencia. cualquiera, desde el

punto A se le traza una tangente AD 4 dicha circunferencia ;
la-tangenté es la media proporcional pedida (208).

240. Gororario. Este problema puede servir para construtr
un cuadrado equivalente  un rectangulo; el lado de este

cuadrado es una media ln'npnrrinnzll entre-la base y la altura

del rectingulo. Dl mismo modo podria obienerse el lado de un
cuadrado equiyalente dun triingulo buscando una media pro-

= '_q/:-Q— -
BT, I © B L e

e —

porcional entre la base y la mitad-de la altura del triingnlo.
(omo ademis sabemos trasformar un poligono en triangulo
equivalente, podria tambien construirse un cuadrado equiva

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO IV

lente 4 un poligono dado.
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

21 1. Promuews. Construir sobre/una, recla 'l”'[”, un fpoli 1. Sobre una recta AB se marcan dos puntos' M y P tales
qono s:’)lu'_[uulu a oiro po- MA PA .
ligono dado (fig. 15%). que ’“", — W
Sea ABCDE el policono it : : ;
(lul(n \'l") | ]“L_’ 'Il“'l f 3 l:( que demostrar que OM es media proporcional entre OA y OB.
HLG y el ado gue 3 ! § 3z ’
| 9. La bisectriz del dngulo de un trifingulo divide el lado

debe ser homologo de AB. : ,
O opuesto en partes ill'(lpnl‘('lnnall(‘.\ i los lados adyacentes.

Se toma el medio O de la distancia MP. Hay

Desde el punto A Iraza- b ; :
e G L0 S 5. La-linea que une los puntos medios de los lados no pa-

mos en el m”‘_‘u”(:' ABCDE . : :
POsk ralelos de un trapecio pasa por los puntos medios de las dia-

todas las dingonales posi-
hll'.\.

Luego en el punto A” formo_con A'B’ un dngulo igual & BAG,

Fig. 15§ gonales, yIa porcion de este linea comprendida entre las diago-

nales es igual 4 la semidiferencia de las bases del trapecio.




126 GEOMETRIA PLANA.

4. Las tres medianas de un triingulo se cortan ¢n un
mismo punfo que esti situado & los dos tercios de la longitud
de ecada mediana a partir desde el vértice.

5. Si desde los tres vértices de un tridngulo Y desde el
punto de reunion de sus medianas se bajan perpendiculires
sobre una recta cualquiera_del plano exterior al tridngulo; la
cuarta de estas: perpendiculares es igual al tercio de la suma
de las otras tres.

6. Un poligono ABCDE. ...
a un punto cualquiera (0 del plano, v se dividen las rectas
0A, OB, OC
A% B G

dado, se unen todos sus vértices

en' parfes proporcionales en los puntos
de suerte que resulte :

OA OB 0G
0AZ VOBS 1004

yose trata de demostrar que el poligono A'B/C/DY....

jante al poligono ABCD
7. Dadas dos circunferencias O y 0’ se trazan en ellas vidios

£s sene-

paralélos 'y én el mismo senfido zse juntan sus extremos. Todas
las lineas obtenidas de estermodo encuentran la linea de los
centros prolongada en un mismo punto, que se llama el centro
de semejanza externa de las dos circunferencias.

8. Si en dos circunferencias se frazan rddios paralelos y en
senfido contrario, las lineas que unen sus extremos encuentran
todas la linea de los centros en un mismo punto que se lama
el centro de semejanza interna de las dos circunterencias,

9. Las tangentes comunes exteriores 4 dos eircunferencias
pasan por el centro de semejanza externa, y las tangentes
comunes interiores, por el centro de semejanza interna.

10. En upn triingulo rectingulo la inversa del cuadrado de
la perpendicular bajada desde el yértice del dngula recto solire
ia hipotenusa es igual 4 la suma de las mversas de los cua-
lh'llll“,\' 1|1' IH.\ |.’:llU.\ lll" .3“:“[0 recto.

11. Si desde el punio medio de un Iado del #ngulo recto de
un tridngulo rectingulo se baja una perpendicular sobre la
lipotenusa, la dilerencia de los cuadrados de los sesmentos
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determinados sobre la hipotenusa es igual 4l cuadrado del ofro
fado.

12. La distancia de un punto de una cir¢unferencia 4 una
cuerda cualquiera es media proporcional entre las distaneias
de este mismo punto 4 las tangentes trazadas por los extremos
de la coerda.

13. Si por los extremos de un didmetro de un cireulo se
le trazan dos tangentes paralelas, la parte de una tercera fan-
gente cualquiera comprendida entre las dos primeras esti
dividida por el punto de contacto en dos segmentos, cuyo pro-
ducto es igual al cuadrado del ridio. T

14. Cuando dos circunferencias son tangentes exferior-
mente, la porcion de la tangente comun exterior cosuprendida
entre los puntos de contacto es media proporcional entre los
diimetros de las dos circunferencias.

15. La suma de los cuadrados de dos lados de un triingulo
es ignal 4 dos;veces el cuadrado de la mitad del tereer Lido
mas dos veces el cuadrado de la median: que cae sobre este
tercer lado.

16. Lasuma de los cuadrades de las diagonales de un para-
lelgramo es igual & la suma de los cuadrados de los cuatro
lados. ’

17. La suma de los euadrados de los lados de un euadrili-
tero es ignal 4 la suma de los cuadrados de las diasonales,
mas cuatro veces el cuadrado de la linea (que une los punios
medios de las diagonales.

18. El lugar geométrico de los puntos:tales que la suma de
los cuadrados. de sus distancias 4 dos puntos fijos A y B sea
constante, es un circulo cuyo centro esti en medio de la
linea AB. ;

19. Si se junta un punto M cualquiera tomado en el plano
de un friangulo ABC 4 los tres veértices y al punte de reunion G
de las medianas resultars

MA® - MB* MG —=AG +BG+C6 +-3MG

: = N
20. La diferencia de Jos cuadrados de dos lados de un @;ﬁn— 2
\Q N
N
R
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culo es igual al doble producio del tercer lado por la proyec-
cion sobre este lado de Ia mediana correspondiente.

91. El lugar geométrico de los puntos fales que la dife-
rencia de los cuadrados de su= distancias 4 dos puntos fijos sea
eonstanle, es una linea recta perpendicular & la que une los
dos puntos fijos.

99. El producto de dos lados de un triingulo es ignal al
producto-de la altura que cae sobre el tercer lado por el dii-
metrodel eirculo eireunserito al triingulo.

95. Si desde un punto P tomado fuera de un circulo O se
le/ trazan dos tangentes, laienerda que pasa por los puntos de
contacto corta el didmeiro que pasa por el-punfo P en un
punto Q tal que el producto OP ><00 es ignal al cuadrade del
radio.

9%. Si desde todos los puntos de una linea recta situada en
el plano de un circulo se frazan 4 este eirculo dos pares de
tangentes, las cuerdas que  pasen por los puntos de con-
tacto’ de cada uno de los pares de tangentes encuentran en un
punto - fijo el didmetro perpendicular & la recta dada. Este
punto se llama el polo.de la-recta. — Reciprocamente.

95, Cuando tres circunferencias son secantes dos @ dos, a8
fres cuerdas comunes concwrren i un mismo punto.

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Inseribiv en un fridngulo un rectingulo semejante s un
reclingulo dado.

2. Hallar el lugar de los puntos tales, ‘que la relacion de
sus distancias 4 dos rectas fijas sea igual & una relacion
dada. -

5. Dado un euadrilatero ABCD hallar en el jnterior un
punto S tal, que si-se le une con todos los vérhices, las dreas
de los cuatro friingulos formades de este modo sean 1guales
dos @ dos, es decir, que tengamos ASB=—CSD y ASG—=BSD
Concurso general de la clase de filosofia, 1867):

%A Senos da un tridngulo ABG rectingulo en A. A la hipo-
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fenusa B0 se le traza una perpendicular que corta en D el
pery

lado AB y en E el lado AC. Se une BE y CD. Se trata ahora de
encontrar el lugar deserito por el punto de interseccion de
estas dos rectas, cuando la perpendicular 4 la hipotenusa se
HIUEYe.

5. Unimos un punto fijo tomado en el plano del circulo 4
todos los puntos de la circunferencia, y dividimos las lineas asi
obtenidas en segmentos proporcionales. Esto hecho, se. desea
hallar el lugar geométrico de los puntos-de division.

6. Hallar el lugar en que se junfan las medianas de los
tridngulos inscritos en un mismo segmento de circulo.

7. Desde un punto dado fuera de un circulo, trazarle una
secante lal que Ia cuerda comprendida sea media proporeional
entre la secante enlera y su parte exterior.

8. Determinar sobre una recta AB dos puatos que sean tales
que la relacion de sus distancias 4 dos puntos A y B sea igual
& la relacion de dos lineas dadas My N.

9. Construir un trianzulo reckingulo, conociendo uno de los
lados del dngulo recto y la suma 6 la diferencia de la hipote-
nusa y del otro lado.

10. Describir una cireunferencia que pase por dos puntos
dados v que sea tangente & una recla 6 & una circunferencia
dada.

1. Describir una eircunferencia que pase por un punto
dado y que sea tangente i dos rectas dadas.

12. Por un punto dado en un angulo frazar una secante que
corte-en los lados longitudes proporcionales 4 dos lineas dadas.

15. Hallar el drea de un trapecio del eual se conocen los
cuatro lados.

14. Dados dos eivculos hallar el lugar geométrico de los
puntos desde donde se le pueden trazar tangentes iguales.

{5. Hallar en ¢l interior de un triangulo un punto tal que
la suma de los cuadrados de sus distancias & los tres vértices
sea la mas pequena posible.

16. Hallar el lugar geométrico de los puntos tales, que la
suma de los euadrados de sus distaneias 4 los tres vértices de
un triangulo sea constante.

L i T

i Y A . e e
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17. Dadas dos cireunferencias (ue se locan exteriormente,
se trazan por el punto de contacto A, en las dos circunferen-
cias, las cuerdas AB y AC perpendiculares entre si. Se Juntan
por una recta BG los extremos de estas cuerdas v se divide esta
recta en dos partes que estén en una relacion dada. Hallar el
lugar de los puntog de division. (Coneurso general de la clase
de fercera, 11\'7”.)

18. Un-dngulo recto gira alrededor de su vértice situado en
el mterior d¢ una circunferencia. Hallar ¢l lugar geométrico
de los puntos medios de las cuerd:is comprendidas sobre la cir-
cunferencia por los lados de este dnculo y el lugar de las pro-
yeceiones de los' vérfices del 4ngulo reclo sobre estas mismas
cuerdas. .

19. Un rectingulo ABCD tiene un vérfice A fijo : los dos
vértices B y D, se mueven. sobre una circunferencia dada - zeudl
es el lugar descrito por el yértice opuesto al vertice A2
_ 20. Dado un punto-fijo P en el plano de wn eirculo 0, se
junta este punto P & un punto cualquiera A de la circunferen-
cia\y se determina sobre esta recta un punto M tal que el pro-
ducto PA>< AM sea una constante. Hallar el lugar que describe
el punto M cuandoel punto A recorre la circunfereneia 0.

21. Por dos puntos A yv.B dados en una circunferencia trazar
dos cuerdas paralelas cuya suma sea igual 4 una longitud dada.
(Gonenrso académico de Dijon; clase de tercera. 1867.)

22. Un dngulo dade gira alrededor de su vértice fijo. Sobre
los Tados de este dnzulo tomamos. A partir del vértice, longi-
tudes variables, pero-cuya relacion es invariable v dada. Sides
extremos, de una de’ estas longitudes/ deseriben wna recta de
posicion dada, ;qué linea describirian los extremos de la otra
longitud variable? (Concurso académico de Dijon, clase de se-
gunda, 1868.)

23. Dados una circunférencia y dos/puntos A y B sobre un
mismo diimetro, se unen respectivamente a los .Ivunln.\ AyvB
los extremos P y Q de un didmetro mévil PQ. Dos rectas PA v
0B obtenidas se cortan en un punto M. Se desea hallar el lugar
geométrico descrito por este punto M, cuando se hace mover el
diimetro PQ. (Goncurso general de la clase de tercera, 1866.)
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24. Dadas dos circunferencias C y ('y una recta D perpen-
dicular ' la linea de los eentros, por cada punto P de la recta
se trazan tangentes & una y otra eircunferencia, y en cada una
de ellas se unen los puntos de contacto. Las dos cuerdas de
contacto asi obtenidas se cortan en un punto M cuyo lugar geo-
métrico se pide. (Concurso general de la clase de filosofia,
1866.)

25. Dados tres puntos A, €, B en linea recta, se hace pasar
por los puntos A y B una circunferencia, se junta el punto G
con el medio I del arco AB. Se husca el lugar del punto M
donde la linea IG encuentra la eircunfereneia, cnando el ridio
de esta circunferencia varia. (Concurso general de la clase de
tercera, 1867.)

26. Dado un punto fijo P en el plano de un circulo 0, se
trazan por este punto rectas mmlvs:,uirm y sobre cada una de
ellas se toma un punto M tal que la linea PM sea igual i la
longitnd de la tangente trazada desde el punto M al eireulo.
El problema es hallar el Ingar del punto M.

27. Galcular los lados de un tridingulo rectingulo, sabiendo
que uno de los lados del ‘ingulo recto es igual & 21 metros, y
que la suma de la hipotenusa y del otro lado es doble de esta
longitud.

28. Dos moébiles parten al mismo tiempo del vértice de un
dngulo recto y recorren los dos lados, el primero con una ve-
locidad uniforme de 12 metros por segundo, y el secundo con
una velocidad uniforme ds 16 metros por segundo. ;Cuinto
tiempo necesitardn para alejarse 90 kilémetros?

29. Dos circulos cuyos ridios tienen respectivamente 22,5 y
4m,2 de longitud, se cortan de tal manera que las tangentes
trazadas por uno de los puntos de interseccion son perpendicu-
lares entre si, y se pregunta cuil es la distancia de los centros
de estos circulos.

30. Dado un circulo cuyo ridio sea de 53,19 de longitud,
se le traza una tangente. Se busca sobre esta recta un punto tal
que si seune con el centro, la parte exterior de esta secante sea
igual al didmetro del circulo. EI problema consiste en calcular
la distaneia de este punto al punto de contacto de la tangente.
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. 91. Dado un circulo cuyo ridio es igual 4 4m,89 y un punto
distante del centro 7,28, ealcular Ia longitud de la tangente
trazada desde este punto al eirculo.

82. Dos circunferencias se cortan y por uno de los puntos
de mierseccion se les traza une secante paralela & Ia linea de
los centros. Las longitudes de las cuerdas interceptadas sobre
esta secante por las dos cireunferencias son 14 metros y 9 me-
tros; Ia de la cuerda comun & metros, Fl problema es hallar
los didmetros de las dos eircunferencias.

95. En un tridangulo ABC se nos da la base BG igual & 72
metros; la altura que cae;sobre el lado BG icual 4 45 nietros,
y lamediana que cae sobre ol mismo lado igual @ 60 metros.
Hallar las longitudes de los lados AB y AC.

3% Dos cuerdas paralelas de un circulo estin distantes un
metro y sus longitudes respectivas son 6 metros y 8 metros.
Hallar el radio del cireulo.

995. Dos circunferencias son langentes exleriormente: una
tiene-un ridio de 129,45 ; la otra, doble. Se les {raza una tan-
gente comun exterior y se pide calcular la distancia de los pun-
tos de contacto de esta-tangente.

36. Dos circunferencias’ cuyos radios son respeetivamente
iguales & 6,80 y 9=, 75 se cortan v la distancia de sus cen-
tros es igual & 9=,60. Calcular la longitud de la cuerda co-
mun.

37. Se nos dan dos lados de un tiringulo ABC, AB—16
metros; AC—24% metros, el 4nzulo A — 60°. El problema es
caleular la altura que cae sobre AC, el rea del triangulo; el
lado BC y la altara que cae sobre este lado. ]

a8. En un eirculo cuyo radio tiene una longitud de 3,49
se inseribe un trapecio cuya gran base es un difmetro y uno
de los lados no paralelos 1gual al ridio. Caleular el 4rea del
trapecio.

39. Dos circanferencias cuyos tadios tienen respectiva-
mente 9 metros y 6=, 50 de longitud son tangentes interior-
mente. EI problema es hallar el irea del trapecio que tiene
por bases el ridio de la circunferencia mayor que va 4 parar
al punto de contacto, y una cuerda de esta misma cireunferen-

-
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s y y 4 la cireunte-
ia paralela 4 la linea de los eentros y tangente & la cir
Cli M it d i £
yencia menor. : b
40. Se nos da un eireulo enyo ridio tiene
i ista 9 : del eentro. Por este punto, se
mnto que dista 5 metros del eentro. " chen
lh’ cuerdas inclinadas 45° sobre el didmetro que |H I
: ada lado del didmetro. Hallar el drea d l%l x‘
tiene por vértices los extremos de estas

10 metros, y un
frazan

este punlu y a
drilitero inserito que
cuerdas. e s ractine
S i seto de un (riangulo rectd
41. Los dos lados del dngulo recto di l' Ditepe
metros v 24 respectivamente. Hallar la long

culo tienen 17 :
tud de la bisectriz del dngulo recto.




LIBRO ¥

LOS POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCULO

§ XX. Poligonos regulares. — Sy mseripeion en el eirenlo - cuadrado;,
exageno.

212. Derrviciones. Un poligono es regular cuando tiene

sus lados iguales y sns ingulos iguales.

imserito en un circulo eu

la circunfereneia v rec

circunferencia esf4 en tal caso
Un poligono, est

todos sus lac

Un polizono est; ando sus vértices
estin sobre iprocamente, se dice que la
as0_eircunserita al poligono.
A eireunserito 4 un
los son tangentes 4 |a
la circunferencia osq

a circunferencia cuando

circunferencia, y entonces
4 inserita en el poligono.

213. Teorewa. Si se divide una circunferencia en partes
iquales por. los puntos A, B, G..., y se
reunen los puntos de division, el poli-
gono asi formado es reqular (fig. 156).
En. efecto : los lados AB, BC, €D....
son iguales como cuerdas que subtienden
arcos ignales, y los dngulos A, B, C.... son
u los segmentos
o por dos de las
partes iguales de la circunferencia,

iguales como inseritos e
guales, formado cada un

214. Teorews. Todo poligono reqular ABCDEFGH ‘puede
inseribivse en un cireulo Y circunscribirse d otro ecirculo
(fig. 157).
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LOS POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCUI

v

. fres vertices A, B, G, haremos pasar unu.<.-n's-ll.|;[n'-‘-l
P‘_’" S o 65 (O, v decimes que pasa tambien po
TENcia, cuyo centro ‘:_ ‘;,;_'“ g g n
vértice siguiente D. En ¢ 1\.. S g vy
0A, 0D, y bajamos U]. lullnm.“ 2 : A
<(;l:l‘c- la cuerda BC. En v\l«-‘ (l(ii.\ul”':\.
sera 1gnal 4 Bl (92). ||:|;‘:|3|m\- nl:_j =
arar el ecuadrilitero O1CD \ubm 02
r):ll':l rehatirle sobre OIBA. Los _"”'_:”, s
(10 v OIB son i;n:sh'_s como l'!:l ‘”SAT'“;)
linea IC tomari la _~||r:-(-r|nu 1B, y t; o
dichas lineas son lgll;n!n-s.' el punto < e s
worq en el punto B. El dngulo 16D = ). s e
i At 3 l'mul‘u' La linea CD tomard la dire oo bR
l"_,h:l”_ml.l\\.’llfl’r: .",\ o punto n ‘,i“,l.;l" S”“}i“ _\.. \II: :l““h.
O “"." onsicuiente la eircunferencia deserit: oo
b ;_7“:\' '\k]m".‘:m‘n;«) con el radio DA pasa por t"lrlnm- n\.(‘r,-
"l l’,”“'” 2 ”n'“'w Se u'nh‘i:l lll'lll)lll' t]m' ‘m.\:l ll(“‘ !U\ (t?[‘u.\‘ ‘,I
I?“ l;”l“ll lll»::)lliflluln'u. \i por fanio este |m-wlc' ser mserifo en
lices de (L 5 ) |
S 4 este mismo poligono puede CITCUNSCrl-
D . il H '.|ns‘ lados AB, BG, CD, (-f":-. son
v “‘“‘” f-h‘fnll‘j.l':.J:-illij-'n‘l‘&(lru*lr(-n.r'm civcunserita al l’f’llf:/l'n\:.
7 i H" ‘ln ieualmente distantes del centro (¢ It) Y
s b - I\'U“. (l(:.h- el centro O lm_'\;mu'\s |vn'1'l~131|(,‘1f;'-
D eres T)\‘ los lados del “poligono, dichas perpen :n
B ('H ”' lh‘j'( ‘ l a l:-ll'i’llllt‘l‘l‘(‘lll'i;l descrifa desde n-lllm";-;
¥ sl 3 “ :l 1;;1 radio Ol toca lmln,\_ los lados l‘( Ili“’ :al
A c:?l::;nt‘«‘x'mm]iu v esti-por consicuiente  scrita el
GOno en s \

lmli.‘.{"”‘h

QIQ. { ( ) > enlro de 1 2ono regu I:" ']
10 Dt “ ma centi l > un lN h..! ). ( \l~, l‘ £
o). LOROLARIO. & i ‘ € : LS, o ‘
centro comun "" l.'l\' ( il( unferencias u serfa _\ I( r'( llll\l. ria -(l
: : 2 V W \| l..l cire e G
!v | { l)llll“(l!lli I'Nl({l‘() (‘l'l |IH||__’( no es t ( reu “‘ circuns .
dicho 14 . 2150 .I ‘ : . V
: 0 : { 1 ( ‘GO 1o st ) e
1 ¢ ) ll‘ (1) || 1NSCY l' ‘ll (l nomyr lh'
erifo. .\I rad ll 1
"; ( f < ¢ (i ut JO1IEZOII & li\l !l que ‘(" -~
I\ “ na (llI(]l”') centr l[ l : nn | ll..l Nno 1t _ll' . lt 1
I ‘\ ‘ ( U‘\ OISEeL YOS A O 'l Himne v.l(l )S
l ra ‘I s conseculivos. L]illlll llli 72 el Nnumner( (l v l
man aos i » S
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krect.

del poligono, su angulo central vale 215", el dngulo del poli-
8 A 8

; 4 rect
gonomismo (68) 2r. ———"*.
‘ n

216. PropieMs. Inseribir un cuadrado en
(fie. 158).

Trazamos dos’ didmelros perpendi-
culares AG, BD; unimbs sus extremos,
con o' eunal Ia figura ABCD es un cua-
drado; porgue los diimetros perpendi-
eulares dividen i eircunferencia en

un circulo

cuatro partes ignales ¥ por consiguienie
el poligono ABCD es resular (215).
Fig. 158. & 2 4 i
samn 217. Cororario, En el tridngulo
rectingulo AOB tenemos (198) -

AB'=0A*0B

de donde se dediree :

AB=0Ay2,

Y por consiguiente la relacion dél lado de un cuadrado ins-
erito en un circulo con el ridio de este cireulo es igual d
2.
V2 es incomensurable,fes decir que dicha cantidad no puede
expresarse exactamente ni por- un nimero

enfero ni por un
niimero fraccionario

» en lo enal vemos un ejemplo de dos can-
tidades que no tienen una medida comum.
Usservacioy. Dividiendo en dos partes iouales los

arcos AB,
BG, ete., resultaria inserito un octdzonn regular,

y continuando
el procedimiento, se inscribirian poligonos resulares de 186,
52, 64, ete., lados.

218. Proerews. Inseribir en un ctreulo un e

2AGoNno requ-
lar y un tridngulo equildtero (hg. 159).
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Qea AR el lado del exAoono recular inscrito en el eirculo 0.
Sea AB adc '

. .,
El dngulo central AOB es igual & 0=

de recto (215). La suma de los dngulos
b
|

9
0AB, OBA valdra 2 rect. — = rect. —

/

recl. Dichos dos #dngulos son iguales
puesto que DA — OB : cada uno vale,
(8] = L : . .
pues, = rect., y el triangulo OAB tienc Fig. 159.
) s .
3 i s oo es equilitero (44) v AB es igual
los tres dngnlos icunles; luego es u]lll]-lh ro (41)y AB es i
al ridio. ) '
Para inseribir, seoun esto, un exdgono regular en un cire n!o.
o ihi ' tras s seis cuerdas 1cuales al ridio.
hasta inscribir una tras otras seis "‘“‘“['\IXT 1“, s
3 s wirlices deltexano o7l
Uniendo despues de dos en dos los v lhuf] e exy I.I i
F f AT D ale Serito AU,
lar ABCDEF se obtendri el In.m_'nl_tf equilitero ”Nnc: i
219. (ororamo. Tracemos el didmetro AD : el tridngule
rectangulo ACD da :

el lado de un tridngulo equildtero inscrifo es igual al ¥adio
it or V5 /3 es incomensurables y por tanio el
. ) por d« Vo es 1NCon 5 185
7H“l”ll,l”ll'l" s o inserito en un circulo y el radio
lado del triingulo equilitero inserit \
del eirculo no tienen mmh«l:nmnn_nn. Tl
Orservacion. Dividiendo sucesivamente en 2.4, 8, »l
ries l ll'!|l‘ 4"!(]'! uno de lu,\' arcos ,\’!lllh'll«hclns 'HH' |A\> l:u[u&
yaries 1o S Caue \ J . 2 q/ -Q
}lvl exdzono se inseribivin poligonos regulares de 12, 24, 4
96.... lados.

2
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§ XXI. Medio de valuar Ia relacion aproximada de la eircunferencia
al difmetro, — Aplicaciones.

220. Deriviciox. Siendo la-eirennferencia una linea curva
no puede  obtenerse ‘inmediatimente su lonoitud. como se
obtiene Ta de la linea recta. al compararla eon la unidad de
longitud. De aqui la necesidad de definir lo que debe enten-
derse por longitud de una circunferencia.

l’_uru ello imaginemios que se-inscribe un poligono regular en
la-civcunferenecia (fig. 160), yque se duplican indefinidarente

el ‘mimero de lados de dicho poligono : se

obfendrd de esta manera nna serie de po-

ligonos cnyos perimetros irdn siempre en

aumento pero que no creceran sin limite;

porque cada uno de ellos es' mas pequeiio

WY que el perimetro de un poligono regular eir-
cunserito, como es ficil comprobarlo. Re-
sulta-de aqui que los perimetros de los po-
ligonos. regulares inseritos tienden hicia un limite fijo que no

Fig. 160,

pueden januis alcanzar, pero al cual pueden aproximarse tanto
como se quiera : este limite es 1o que llamamos longitud de
la eircunferencia.

La-longitud de una civcunferencia es el limite hdcia el
cual tiende el perimelro de un poligono reqular inscrito,
ecuandg el nimero. de lados de este poligono aumenta inde-
finidaniente.

Lo mismo se definiria la longitud de un arco cualquiera.

221. Teorewa. Dos poligonos wequlaves de wun mismo
niimero de lados son semejantes, y la velacion de los pevi-
metros es iqual d la velacion de los rddios.

El dngulo de un poligono regular de % lados es icnal 4

%
3 4 reel.
Pt

s

n

luego dos poligonos regulares de 7 lados son equidngulos.
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Los lados de dichos poligonos son proporcionales, puesto que
en cada poligono son todos iguales; luego los poligonos son

semejantes. A 5

A’ B

Sean de otra parte, AB y A’B’ los \\/
/
o

Jados de los dos poligonos reculares se-
mejantes; O y O'sus centros (fig. 161);
los 4ngulos AOB y A’0'B’ son cada uno
izual 4 3 r«/-IM.’ y los lados que abrazan S
estos fngulos proporcionales. Los trifingulos AOB, A’0'B" son
pues semejantes, ¥ resulta :
AB  0A

Como la relacion de los perimetros de los dos poligonos es

igual 4 —-‘:,%, (193), es por ello igual tambien & la velacion de

los ridios.

900 TrorewA. La relacion de dos circunferencias es
iqual @ la relacion de sus rddios. -
" i en las dos eircunferencias 0 y O (fig. 162) inseribimos
dos poligonos regulares de
un mismo niimero de lados, o
la relacion de sus perime- 7~
tros serd igual 4 la relacion /
de sus radios OA v O'A, \l
esto serd verdad por muy \
grande que sea el mimero \
de lados. Cuando se au-
menfa indefinidamente el Fig. 162.
nimero de lados de los dos
poligonos, sus perimetros tienen por limites rospocliws las
longitudes de las dos circunferencias. Luego la relacion de
estas es igual 4 Ia relacion de los ridios.

90%. Cororario. 1. La relacion de la circunferencia al
didmetro es un nimero constantie.
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Llamemos € y € I: i i
mos (0 y €' las Jongitudes de dos eireumferencias envos

ridios son R v R, y tendré
y I, y tendrémos segun el teorema precedente

R

(]

Imhl;o'mln los términios de Ia sesunda relacion, con lo cual
cambia su valor, tendrémos i B

! ik S 1 a ¢
0« ll .l,nl‘l'ﬂ q e l-l “'Ll on (l una crreunierencia a sn
dlageiro es igua l L ( ( CIr( erefcia co 3
: {C101 l]( T cIreur 3 1
‘I elro e l LT ‘ ifer 1neia I l
Sy L S L b =
0, 0 en olros | TTINOS, (!'l Ll l(]:l'lul (ll una lll(””[l‘
Tencly m S & 0 €S u 10 const o b l era
neia con 1 (I'”l fro e I _numey constant ’ (llll( ul
(l”' Sed ld CIT¢ “lll( CCNCIA. Q. F I D

Llamando = esta relacion constante, tendrémos

(=2zR; — A

aue arue ara ealenlar 1 - -

]l 1e sirven para :.ull( ular la longitud de una eircunferencia de

a nlm' Se conoce e I"ll(“ﬂ é l 'S 1 ‘ :
adio, € mversamente, el radiod i

bduc:se. conor r 0 de una eir-

cunferencia de longitud dada. Para ello es: menester ol ni

mero =5 se lli'lnll".\“‘;l O'llu : gb. i

7 es inconmensurable v
! 2t l SUTNY gue s
valor aproximado en decimales es L

t—25.1 .’;iIvSD‘,’l;;‘,SfyR%‘l?{)SQ.’,S 46

I ueaen ’q‘”lllll( n rse 10S valores a 1(10S mas senciios
) I mars = i = , ] o “ o
] l l S l'ﬂ\”lh ( S8
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n— 35,1416 valor :llnl‘o\'ilnzuln en menos de una centésima de

milésimo. Tambien es 1til conocer el vator de — que es :
1Y
—(),518509886183790

Appicacioses. 1. Caleular la longitud de una circufenrencia
cuyo radio es igual 4 56m.45.
Tenenos :

C—56m,45><2 >< r=—112,90 ><r =354=,686

con un milimetro de 1!]!1‘()_\il1];l(,‘iﬂll.
II. La circunferencia de una cuenca cireular, medida con
una cuerda esde 54m,62; ;ciial es ¢l radio de esta cuenca?
Tenenos :
G
) A5 S
Il——:i

— 178,51 ><0,31830988. ... =5=,510

i 1

e L e
=

con un milimetro de aproximacion.

fif. Caleular ¢l radio de un meridiano ferrestre Supo-
piendo que la circunferencia de este meridiano sea icual &
A0 000 000 metros.

La semi-cireunferencia = valdri 90 000 000 metros y por
consiguiente el ridio’ estard dado por la formula

\VERS\DAD Dt NUENC tE\

—90 000 000= >< ;::: 65661 98‘3‘8\—‘0‘“0& U:‘\l'\lr RF.‘.T a8 Ry
wpL FONSO |

¢on menos deun metro de eseeso. :
ye75 MONTER

andn

9% Corovario. II. La longitud de un arco de cirenlo se
deduce facilmente de la longitud de la circunferencia. Sea R
ol radio del arco, n el n. de grados de este arco, € su longitud,
I la longitud de la circunferencia entera, en cuyo caso €s eyi-




\

" ———
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dente que Ia relacion del arco 4 la circunferencia es icual 4 la
relacion de n 4 360°, y tendrémios :
U
G~ 3607
sustituyendo C_por 2zR; tendremos la férmula
11 27Rn =Rn
5607 180
Apricaciones. 1. ; Cudl serd Ia longitud del arco de 489 en una
cireunferenciaeuyo radio es de Fu?
Tenenos -

‘i3

15 ~l.') —21,864

con un milimetro de diferencia.
IL. La'longitud del arco de 3147 en un
es de 14576, ;cudl es el radio.de est
De la formula precedente se deduce

a circunfereneia
a cireunferencia ?

_ 1301

wn

R
como en este ejemplo, el arco dado contiene
timos en minutos asi como el nimero 180
1.° de grados de la semi-circunferepcia,

minutos, lo conver-
que representa el
y tendremos entonees :
R_iuxnnxl:’u).ﬂ 1572480 14 . a6
J g = 2 L ogEm 668
1877 ><= 1877 )<r. 66,668,

con menos de un milimetro de diferencia.

[l En un circulo, hay un areo. de longitud igual al ridio;
;eudl es el n.® de grados, minutos ¥ segundes de dicho arco?

De la férmula | — 1“-]-’.\*“ deduce
180"~
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v como en este caso ! es igual a R, la férmula se sunplifica y
serd
180 L

n————4R0><-=5T79,29577951.....
7 s

Para valuar en minutos la fraceion decimal de ;_jr:u,lus'. es ne-
cesario multiplicarla por 60, de In.(:uul 1\}11[[;!. ll'ilfh)l‘lll;l(lﬁl
aquella en 17774677065 y la ]ll':H‘l,'lHll‘ llf‘('llll:l' de mmhulu.\' se
convertird 4 su vez en segundos multiplicindola tambien por
60, v dard 4478062.... Luego el arco pedido vale :

57°, 17, 44", 806,

con un milésimo de segundo de diferencia.

993, (pservacion. Dosarcos que conlienen el mismo ni-
mero de grados, minuios y sequndos lenen longitudes pro-
pnrcinnub’s d sus rddios, puesto que para obtener la l(»ll;}lllil
de un arco es necesario multiplicar su ridio por la cantidad
T antidad invariable si la medida del arco en grados, mi-
180" _ i
nutos y segundos permanece la misma. Luego si el r;uln’» .-;
lluhlv.'lriplv, cuadruplo, ete., la longitud del arco seri a
mismo tiempo doble, triple, cuadruplo, ele., es decr, que

serd proporcional al radio.

9926. Propiens. Dado el lado ¢ de un poligono veqular

inserito en un circulo que lenga por
rdadio R, calcular el lado ¢’ del poligono
reqular inscrito de un numero doble de
lados.

Sea AB el lado ¢ dado (figura 165). Tra-
zamos el diimetro CE perpendicular 4 AB,
v AC serd el lado ¢ buscado. Tenemos,

pues, (196, 1.°) :
AC =CE><CD=CE><(CO—0D);

S

A o olten .

s g e . e
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Ademis

0D = V,;‘ ﬁ:\iig = \/ Re— ‘,& :

llln';lj

«'-’1_'-'1'.( n—\/ :

c—=VR({E2R— ‘/4“:_‘,-‘.).

6 bien

Arricacroks. I. Supongzamos que el radio de la circunferencia
seacigual @ 1, yque el poligono regular dado sea el cuadrado

mscrito en el eirculo : en este caso AB—\/2 (247), y len-
drémos :

IS . s el
ON—IAD’ V2 1 i
OD—=VOA —AD *j\/[_(T) ~—\/l—-§‘,_*\/§;

y multiplicando por 2 los dos-términos de la fraccion debajo
el radieal, resulta que

de donde se deduce

|:|):“|,1-—l”,)i'i—\” z
de ayui se sizue

2 . 2
AC =(CD><CDh=-

A= \4‘"_’—-\/':_{ y

Tal es el valor del lado del octézono regular inscrito en el
cireulo cuyo ridio es igual & uno. 7

Il. Supongamos, en segundo lugar, que el poligono dado
sea el exigono regular; siendo el radio en todo caso igual 4 1.
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Entonces AB=1 y tendrémos :

e (A\? \/..T_;'
nh:\'u.\"—;\lr:\/l—(;,) =\/3—79°

sfonese de aqui que

\/.—» 2—/5
Ch=0C—0D=1 =g

9—\/5

AC=CD><CE= ><9=2—/3,

9

=A== /—’-—.
de donde AC=V\2—33

que es ¢l valor del lado del dodecigono regular inscrito en cl
circulo de radio 1.

raleular ur valor oximado del nii-

007 Prosrema. Cald ular un valor aprozimado
mero . : ) A ) Ll
Tomamos una circunferencia de rhdio 1. En este caso la

0 b ~da == —v para lener el valor de =
{grmula C=2=R nos da =gy para tenex

basta calcular la longitud de la S(‘llli-("il‘l'lll]fl’l‘l‘llt'i:l cuyo
vidio es 1. Para ello caleularémos los [N;ljllllt,'(l‘ﬂl\' de los }‘)("»h:
wonos regulares inseritos de -';.‘ ], 16, u:’.‘ efe., lados. l"Tl(."\
‘pvriuwlros seran valores zlpruxunmlus de C. H/l:uln 11}:[ cui-
drado inscrito en el cireulo euyo r{nlin es 1 es /2 La formula
del nimero prvwdrnlv nos Servira para caleular el l;ul:n .dvll
oetozono regular. Despues calenlaremos el l:nlu.«h-l poligono
l‘(‘!lil:ll‘ de 16 lados, y asi en lll‘(‘lil(lh'. Conocidos los l:nllnﬁ
de estos poligonos, obtendremos facilmente el de los medios
perimetros. He aqui sus valores :

SR A4 (D BA Y. 92.89842
R N e B 3,06146
NG st SRS S T 5 A214%
—_ e~ 5.1560%

e 514033

5,127
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y asi en adelante. Dichos niimeros son valores cada vez mas
aproximadas del niimero .
Osservacion. Por un método anilogo encontrdé Arquimedes

22

para = el valor aproximado de T

8 XXII. Areade un poligono regular. — Arca de un eirenlo, de un sector
circular.

228. Trorewa. El drea de un poligono reqular tiene por
medida el producto de sw perimetro por la mitad de su apo-
lema.

Sea ABCDEF un poligono regular (fig. 164). Le descompo-
nemos por medio de ridios OA, OB,
0C.ys en triangulos, que. tienen por
bases los lados del poligeno, y por al-
tura las lineas iguales OG, OH, elc.
Cada uno de estos triingulos tiene por
medida el producto de su base por la
milad de' la apotema. La suma de to-
dos los tridngulos 6 el poligono entero

tiene por medida la suma de las bases multiplicada por la
mitad de la apotema, es decir el producto del perimetro. por
la mitad de la apotema. ¢. E. L. D.

2929. Trorexa. El drea del circulo es igual d la cireun-
ferencia multiplicada por la mitad del rddio.

Suponganos que en el eirculo dado se mscribe un poligono
regular de gran niimero de lados. El drea de este poligono di-
feritd muy pocode la del circulo, el perimetro del poligona
tambien se diferenciard muy poco de' la cireunferencia y \la
apotema serd préximanente el ridio. Aumentando cada yez
mas el niimero de lados del poligono regular, su drea se aproxi-
mara indefinidamente de la del circulo, su perimeiro tenderd
4 confundirse con la circunferencia y la apotema llegard &
diferenciarse del radio en una cantidad insignificante. Podre-
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mas, secun esto considerar el eirculo como un poligono regu-
lar de un nimero ilimitado de lados, que tiene por perimetro
la circunferencia y por apotema el radio, y que en virtud de
lo dicho enel feorema anterior, tiene por medida el producto
de su ecircunferencia por la mitad del ridio o. E. 1. b.

950, Opservacioy. Como anteriormente, Hlamemos R al
radio del cirenlo, ¢ 4 la longitud de la circunferencia, S el
jrea de este mismo circulo, y por el teorema anterior tendré-

mos :

per sabemos por otra parte (232) que :
(=2=R.

Podemos, pues, susfituir G por este valor en la primera for-
mula y resultard :
2R >< Ik
<7 At
‘\,__- 1

—nxR2,

9
formula que se enuncia en estos terminos :
El drea del civeulo es igual al cuadrado de su xddio
multiplicado por el niimero =. '
En vez de sustituir, en la expresion de S, Ia oirmmﬁ-rnncm
por su yalor en funcion del radio podria por el contrario reem-

2

* (223) y tendriamos en este

9

plazarse R por el valor R—=

Caso <

L) > 2]

Esta formula, de uso menos frecuente que Ia anterior, se
enunecia asi : :

El drea del civculo es igual al cuadrado de la semi-cir-

- o 1

cunferencia multiplicado por —.

™
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Arricaciongs. L. El diimetro de una pieza de cinco franeos
en plata es de 537 milimetros, y se desea saber la superficie de
asla pi(’?.n.

. . ) x :')‘T'znu

El radio es igual §———182m5 ;

-

y en este caso la for-
mula [1] dard.:
< =10THouc 2

con menos errar de una centésima de milimetro cuadrado.

I, La circunferencia de un circnlo maximmo del globo ter-
restre es igual & 40 000 kilometros, y se desea saber la super-
ficie de dicho eirculo.

La formula [2| nos dard

S=200002><——12752395 4%,

con-menos de un kilémetro cuadrado de diferencia.
[II. Calcular el ridio de un circulo que tuviese la superficie
de una heetirea. De'la fornula [4] se deduce inmediatamente

S

I’I"?’-’:::

que nos dard en el ejemplo propuesto, tomando ¢l metro por
unidad de longitud

—=—73185,0088;
y estrayendo la raiz cuadrada de los dos niimeros

: R=/3183,0998 —56m 42,

con menos de un centimetro de error.

231. Dermvicion. Se llama sector de circulo 6 simplemente
seclor la ps'm'i:m de cireulo 1':»11][1]‘\-1u“|ln entre tius radios.

252. Teorena. El drea de un sector es iqual d la long:-
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tud del arco que le sirve de base multiplicada por la mi-
tad de su rvddio (fig. 165).

Sea AOB el sector dado. Inseribamos en el arco AB una linea
quebrada que tenga todos sus lados iguales, ACDB, y supon-
gamos (ue aumenta indefinidamente el mimero de lados. El
drea comprendida entre esla linea que-
brada v los dos radies OA y OB se acer-
card cada vez mis al drea del sector, 4
medida que la [oncitud de la linea
quebrada inscrita en el arco AB se
aproxime 4 la del arco mmsmo. En este
caso. haremos ver, como en el nimero
(228), que el drea del poligono for- e
mado por los radios OA 'y OB y la linea quebrada inscrifa tiene
por medida la longitud de esta linea quebrada muln.phrmla
por la mitad de su apolema OG; de dondé coneluiremos,
como hicimos respecto al circulo, que el drea del sector es
jeual & da longitud del arco AB multiplicada por la mitad
de OA, 0. E. L. D,

Fig. 165.

%%, Opservacion. Llamenos R el ridio del sector, 11a lon-
situd del arco AB y S el drea del sector, y tendrémos segun
¢l teorema precedente,

9
V4

y si reemplazamos / por su valor dado en el n® 224, tendrémos :

R =l

180727 560
3 5 - » .' e >
formula ordinariamente empleada para caleular el drea del
sector y que puede Servir para resolver muchas cuestiones re-
lativas al seetor circular = no nos detenemos en ello.

054, (ororario. La relacion del drea del sector con la del
cirenlo es wgual d la velacion del arco del sector con la cir=
cunferencia.
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Porque estas dos dreas se obtienen multiplicando por una
misma cantidad, que es la mitad del radio, de una parte el arco
del sector y de otra la circunferencia; luego su relacion es
jgual 4 la del arco con la circunferencia.

§ XXHI. Relacion dé las diréas de dos figuras semejantes.

255. Trorexna. La relacion de las dreas de dos poligonos
semejantes es iqual al cuadrado de la velacion de los lados

homlogos.
1.2 Demostraremos en
primer lérmino el teo-
rema -relativamente 4
dos triingulos semejan-
Fi. 165 tes ABC, A’B'C/(figura
166). Desde los vértices
homdélogos A y A’ trazamos las alturas AD-y ALY, y los dos
triangulos ABD, A‘BD’ ticnen-los angulos D \ 1)’ iznales como
rectoss los dngulos By B“izuales como fiomoélogos de dos tri-
dngulos semejantes; los dos triangulos son pues semejantes

(187) y dan la proporcion
AD —AB
DA

lo cual vale tanto como decir (que en dos tridngulos semejantes,
Ja relacion de dos alturas homdélogas es igual & 1a relacion de
los dos lados homdlogos. Esto dichio, el drea del tridngulo ABC
tiene por medida el producto I' BGC><AD yla del tridngulo AB'C’

- bk :
es igual &5 BC><AD'. La relacion de estas dos dreas es, pues,

BC __AD
BC A
y = s AD . . AR BC SEL
ver que la relacion N 1oual 4 B e S tambien igual

. AB

a VB a consecuencia de la semejanza de los tridngulos; luego

Pero acabamos de

“AlD
———— —— que puede escribirse
BC<AD M1 ;
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la relacion de los triingulos es igual &
AB__AB AP’
e
A'B”A'B Ap?
Puede fambien demostrarse este teorema mediante conside-
raciones por extremo ficiles, Cuando se duplican los lados de

Q. E. L. D,

un tridngulo, las alturas

son dobles al mismo tiem-

po. St se doblara sola-

mente la base sin cam-

Biar la altura, el drea del

triangulo doblaria. Si se

dobla despues la altura,

el area doblaria todavias Fig. 167.

]lh,‘;’n .\'t‘l‘i:l cualro yeces

mavyor. De izual modo es evidente que triplicando todos los
lados de un triingulo, el drea serd nueve veces mayor y ast
en adelante: luego las dreas de dos trifingulos semejantes son
proporcionales i los cuadrados de los lados homélogos.

9.0 Gonsideramos en segundo lugar, dos poligonos seme-
jantes cualesquiera ABCDE, A’'B'C/D'E" (fig. 167); los dcsx:om-
ponemos en triangulos semejantes uno & uno, y tendrémos
segun lo dicho anteriormente

ABC KB
ABC B

ACD ¢
e ——— ele.
ANE, _ep?

De otro lado, siendo semejantes los poligonos, tenemos :

AB_ €D DE
AB G _DE’
y por consecuencia,
' AR
ABE -
De todas estas igualdades de relaciones se desprende :
ABC  ACD __ ADE _ AB
VBC AT ADVE A
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y finalmente
ABC-+ACD+-ADE  AB

ANCD+ADE ™ Aap”

Puede darse 4 esta_demostracion ofra forma. Supongamos
para fijar las ideas que la relacion de los lados homélogos de

. - - PR .
dos poligonos semejantes sea igual & 5; la relacion de las
2
dreas de dos tridngulos semejantes fomados en los dos poligonos

=

2 S g £
serd el cuadradode 56 75 1o cual guiere decir que cada uno de
2 (4
: %
los triingulos que componen el primer poligono es 3 del triin-

©

gulo correspondiente en ¢l segundo poligono. Bl primer poli-

9
gono vale por consiguiente los - del segundo, 6 en oftros tér-
&4 5

minos la relacion de las dreas de estos poligonos es ignal 4 la
relacion de los cuadrados de los lados homélogos. o. E. L. b.

256. Cororario. I. Dos  figuras semejantes cualesquiera
pueden siempre asimilarse 4 dos poligonos semejantes reempla-
zando las lineas ‘curyas por lineas quebradas que difieran poeo
de las primeras; luego las dreas de dos fiqguras semejantes
cualesquiera son proporcionales d los-cuadrados de las lineas
homologas de estas figuras.

En particular, las dreas de dos cireulos son proporcionales
@ los cuadrados de sus rddios. Puede, por lo demis, demos-
trarse esto directamente mediante la formula que da el drea
del circulo, enando se conoce el ridio (250). Sean en efecto R
y B’ los ridios de los dos cireulos, S y S las superficies y
tendrémos :

—#i%; NS —aR/:

dividiendo estas dos igualdades miembro & miembro, tendrémos:
« S zR®
=R

y dividiendo por = los dos. términos de la segunda relacion,
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cosa (ue no altera el valor, resultard

12

R

0%7. Cororsrto. I Si sobre los tres lados de un tridngulo

rectangulo como lados homologos, se construyen poligonos

smnqu}nh's, el poligono construido sobre la h.i]:rilmrusu es

equivalente d la suma de los poligonos construidos sobre los
dos lados del dngulo recto.

Llamemos a 4 la hipotenusa, by ¢ los dos lados del dngulo

reeto del triangulo rectingulo, S, 8" y 8” las dreas de los poli-

Q. E. L. D.

gonos semejantes construidos sobre estos ftres lados, y ten-

drémos :
gl!

C

de 11(,)1’\1](‘ se d(‘tlumr

Los denominadores de estas dos relaciones son iguales (198);
luego lo son tambien los numeradores, y resulta :

S=8§+4-8".

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO V

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. Si se divide una creunferencia en partes iguales y por
los puntos de division se frazan tangentes 4 dicha circunferen-
cia, formardn un poligono regular. '

2. Siose pl‘ol«)ljf_;:lll de dos en dos fos l;uln.\‘ de un (‘.\Jif.lf)ll(\
resular, se obtiene un triangulo equilitero enyo lado es triple
del del exdgono. Hallar la relacion de las dreas de estos dos

poligonos.
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3. El Iado del tridngulo equilitero circunscrito & un circulo
es doble del del tridngulo equilitero inserito en el mismo cir-
culo.

%. Si dos areos de la misma longitud tienen los radios dife-
rentes, la relacion de-los-dngulos ¢entrales correspondientes 4
estos arcos es mversa de la relacion de los radios.

5. Se obtiene un valor! aproximade. de la semi-circunfe-
rencia tomando la suma de los lados del tridngulo equilitero
y del euadrado inscrito en el eirculo — Error cometido.

6. Si al triplo del didmetro de nna circunferencia se agrega
la_quinta parte del lado del cuadrado inscrito, se obtiene
un’ valor aproximado de la circunferencia. — Error que se
ha cometido.

7. Los lados de los poligonos regulares de 4, 8, 16, 64, etc.
lados, inseritos en un circulo cuyo ridio sea 1 tienen por
expresion :

% lados.
b »

16

loN]o o2
V2=V 2+ve+V2

\/:’— 2+V 2+ \‘2:;/.’

yoasi en adelante.

8. El dodecigono regular inserito en un circulo es equiva-
lente al cuadrado que tiene por lado el lado del triangulo equi-
litero serito en el mismo circulo.

9. El drea del exdgono regular inserito en un circulo es
media proporcional entre las dreas de los tridngulos inscritos
y eircunseritos al mismo circulo.

10. Llamando A y B las dreas de dos poligonos regulares
semejantes, el uno mserito y el otro circunscrito 4 un mismo
circulo, y A’ el drea de un poligono regular inserito de un
niumero doble de lados, A" es media proporcional entre A y B.
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11. Se trazan en un circulo dos euerdas paralelas, la una
icual al lado de un exdgono regular, la otra al de un iridn-
gulo equilitero : el drea de la porcion de eireulo comprendida
entre estas dos cuerdas es igual & la sesta parte del circulo
entero.

12. El 4rea de una corona cireular comprendida enfre dos
circunferencias concentricas tiene por medida la longitud de
Ia circunferencia trazada & igual distancia de las dos primeras
multiplicada por la semi-diferencia de los radios.

15. Si se marca un punto € sobre un diimetro AB de una
semi-circunferencia, y se describen dos semi-cireunferencias
sobre los segmentos AC y BC, el 4rea comprendida entre estas
tres semi-circunferencias es equivalente al circulo que tenga
por didmetro la media proporcional entre AG y BC.

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Inscribir un trifingnlo equilitero en un enadrado dado,
coloeando uno de los vértices del fridngulo ora en uno de los
vértices del enadrado, ora en medio de uno de sus lados.

9. Dado un cuadrado sacar de el cuatro tridngulos rectin-
gulos isosceles iguales, y de tal condicion que el octogono ast
obtenido sea regular.

5. Calcular los ridios de los circulos inseritos y circuns-
eritos al triangulo equilitero, al-cuadrado y al exdgono regu-
lar, conociendo la longitud del Tado de cada uno de estos poli-
SONos.

%. Dado el vidio R de un circulo, hallar las Areas del triin-
gulo |equilitero, del cuadrado, del exdgono regular, del octé-
gono regular y del dodecigono recular mseritos en el circulo.

Aplicacion al caso en que R es onal 4 1000 metros. :

5. Dados tres cirenlos cuyos radios son R, RY, R”; construir
un circulo equivalente & la suma de esfos fres cireulos. Si los
ridios se expresan en nimeros y se nos da, por ejemplo 2

R =Tm, R'=12w,
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caleular el radio del civenlo equivalenle 4 la suma de los tres
circulos dados.

6. Dada la apotema de un octogono regular igual 4 72,162,
caleular su superficie.

7. Se inscriben en un circulo dado dos enerdas paralelas,
de las cuales, latma AB es el lado-del exdgono regular inserito,
y la otra, CD, el del hidngulo equililero inserito. Se prolongan
los radios O y OD hasta encontrar 4 AB prolongada tambien
hasta los puntos E y F. Hallar Ia superficie del cirenlo: que
tienepor radio OE y demostrar que el tridngulo OEF ficne
una, superficie equivalente 4 la mifad’ del exdgono regular
mserito en el eirenlo dado. (‘Allll‘lll‘>(l académico de l’ijull.
clase de secunda, 1866.)

8. La superficie: de una corona cireular ¢sigual 4 enatro
metros cuadrados, v el espesor de la dicha corona; es decir, la
diferencia de los radios de las dos circunferencias es'ioual &
o 1416. Caleular los ridios de las dos civeunferencias:

9. Calcular las dreas de los segmentos de circulo enyos areos

son de 90, de 60°%.de 1202; siendo el radio del cireulo i;{_ll;xl
a 4 84,

10. Sean A v B dos puntos euya distancia es un mefro.
Desde cada umo/ de estos puntos conio centro, con nn radio
irual & un metroyse describe-un eirculo. Galenlar con un cen-
timetro euadradode diferencia el drea de la parte comum 4 los
dos circulos. (Concurso” general de 1a clase de filosofia, 186%.)

1. Dado un rectingulo ABCD en el cual la altura AD es la

' mitad de la base AB (fiz. 168), desde
4 K

5 ‘“g‘_,: :7;’_“ﬂ'1 los puntos A y B como centros con AD
5 (i1 por radio, deseribimos dos arcos de eir-
culo DE y CE, y sobre AB como dii-

| | metro deseribimos la. semi-circunfe-

E B
Fig. 163.

/

rencia AKB que corta los areos prece=
dentes en G y en H. Se ]uin(ﬂ {.° cal-
cular la superficie EGKH comprendida entre los dos cireulos ;
2.0 calenlar la del cuadrilitero DGHC resultado de unir DG,
‘“ A HC. Se da como antecedente que AD—=—15m55

2% l).ulu un paralelégramo ABCD v un punto P en su plano,
) ] I
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frazar por este punto P una limea que forme con las reetas
AB y AG, prolongadas sulic ientemente, un tridngulo equiva-
lente al pars ale lﬂ"l A0,

13. Construir un poligono semejante & otro poligono dado y
cuya Area esté con respecto @ la del poligono dado en Ia rela-
cion de dos lineas dadas.

%. Dividir un tridngulo en partes equivalentes 6 proporeio-
ll:l‘t‘s‘ :'i “Iu‘:l,\ (lm‘:xs |m|' [r:il':ll('l;\\‘ a l:l l);m‘. :

15. Dividir un cireulo mediante circunferencias concéntricas
en partes equivalentes.

16. Sea un eirculo 0. Determinar con la reglay el mm[n\
un punfo exterior S tal que si se traza una tangente \ 4 la
circunferencia y si desde el punto de contacto se baja una
perpendicular AP sobre OS, la relacion de los triingulos SAQ,
PAO sea jgual 4 la de 3 4 2. (Coneurso académico de Dijon,
elase de tercera, 1865.)

17. Construir un poligono semejante & un poligono dado y
equivalente & otro poligono dado tambien.




SEGUNDA PARTE

GEOMETRIA EN EL ESPACIO

LIBRO VI
EL PLANO Y LA LINEA RECGTA

§. XXIV. Del plano y de la linca recta en el espacio. — Perpendiculares
y oblicuas al plano.

238. Deriniciosss. Ya hemos dicho que se llama plano la
superficie-en que la linea recta que mne dos puntos cuales-
quiera de dicha superficie, estd toda ella en la misma super-
ficie. Resulta de esta définicion que una linea recta no puede
cortar un plano mas que en un solo. punto, que se llama pie
de la recta en el plano.

Una rectague encuentra & un plano se llama perpendicular
eon relacion al mismo, cuando es perpendicular 4 todas las
rectas trazadas por su pié en el plano. Siempre que una recta
es perpendicular al plano, reciprocamente este es perpendicu-
lar 4 la recta.

Una recta que encuentra nn plano y no es perpendicnlar &
este, es oblicua al misme. Un plano es una superficie indefi-
nida, pero para mayor claridad en las figuras le representare-

1nos S’I('IIIIII'(‘

limitado dindole la forma de un paralelégramo,
forma aproximada de un rectingulo cuando se le mira obli-
cuamente desde un punto de vista muy lejano.
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9%9. Teorema. Por dos rectas AB y AC, (]‘Ivl(" .\'lt*"‘«"t_n'huz
puede pasar un plano, pero no mas que "””-“Iﬁ ) ).\P .
lepresentémonos un pl:mt) cualquiera frazado por ! 3y
hagimosle givar al rededor de AB hasta A
que confenga un punto G de la sv;:njn\;n
recta. Conteniendo dos puntos AyCGde
esta Tecta, contendra la recta entera, y
por tanto contendri fas dos rectas AB y
AC. 7
\ Decimos ademés que por AB y ;\('.‘nn
lmvdv pasar mas (que un plano. En efec- ‘ ko
o : Supongamos dos planos P y Q que pasan pn'( q:‘ \.l‘.
lineas, y sea M un punto cualquiera del plano P. Por ‘T i
punto ll“:.il:llllllﬁ en el ]nlzlnn P una rf-vt;{ que encuenftre ins
otras dos AB v AC en los puntos D y E. I:,slus puntos vs'l:fmn
tambien sitnados en el plano Q: luego la lmvu, ‘lllu y por t;mht
el punto M estaran contenidos en el pl:nm-(‘l.'lmlns I,”'\‘ l)l;lflll?\
del plano P pertenecen, pues, al plano Q, 6 en ofros térmi-
nos, los planos P y Q coineiden. Q. E. L. D.

Fig. 169.

2%0: Gororario. 1. Por ires punios A, B, G, que no estan
en linea recta puede pasar un plano, y no puede pasar
_ : 1
mas de uno (fig. 169).
Unamos AB v AC. El plano trazado por estas dos rectas con-
tiene los tres l;umus A, B, G, v todo plano trazado por los
y 5 - - Y et Fe ST G
tres puntos contiene tambien las dos rectas. Por las dos rectas
- e pas: as p ano: luego tampoco
no |nlm|u h:k('cl‘N- ll.L‘.ll‘ mas «lllt ur lb‘|l|.] I‘ of \ ll, %
pumlo hacerse pasar mas: (ue uno por los tres puntos, A, b, G
Q. E. L. D.

941 . Cononario. Il. Por una recta y un punto exlervior d
dicha vecta puede pasar un plano, pero 1o, mas que uan».. |

Si unimos el punto dado & un punto ('unlrlfm-r;: de la 1(»} Ln.
dada. tendrémos dos rectas que se cortan. El plano de estas
contiene la recta y el punto dado, ¥ n-nprm'un.n'nh-. Inltht
plano que pasa por la recta v «'l.]u_lnlo dado contiene ];‘f‘: 0s
rectas que se cortan. Estas dos tiltimas no deferminan, segui
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lo dicho, mas que un plano, y lo mismio dehe decirse de I3
recta y el punto dados.

242. Cororario. 1V. Dos rectas paralelas defer
plano, y nada mas que uno.

Segun la definicion mis

minan un
ma (93) dos rectas paralelas estin
siempre-en_un mismo plano y no determinan mas que uno,
porque no. puede pasar mas que uno solo por una de estas
rectas y un punto de la ofra (241).

245. OnsErvacion. Pueden deducirse do
preceden diversos modos de ¢

Supongamaos que

los teoremas que
ngendrar un plano.
una recta movil indefinida gira al r¢
de uno de. sus punfos'y se 4poya constantemente sobre una
recta fija que no pasa por el punto fijo
drari el plano determinado por
De igual manera. una recta movil_ que se mueye
mente 4 ella misma apoyandose const
fija describe un plano.
Lo mismo acontece

sdedor

Ia recta méyil engen-
la recta y el puntop fijo.

paralels-
antemente en una recta

con

una reeta que se mueve
dose constantemento sol

» apoyan-
e dos rectas que se corfan,

24%. Tronewa. La nlerseccion de dos planos es una
linea recta (fig. 170).

Tomemos dos
A y B sobre
Siendo e

puntos - cualquiera
la linea de mnterseecion.
stos dos puntos comunes

los dos planos, a linea rects AB

contenida en cada uno de ellos
" segun esto Iy linea de
de los dos planos. Estos no pueden adem
comun fuera delesta linea, porque si
eidirian (244), fo cual es

a
esla
Fig. 170, . 73,68
mterseccion
as-tener ningun punlo
tuvieran uno solo,  coin=
contrario al supuesto,

' 245 Teorems. Si una vecta AP es perpendicular d dos
rectas PB, PC que pasan Por su.pie en un plano M

s €S perpen-
dicular d este plano (fig. 171).

iNE i 61
EL PLAND Y LA EINEA RECTA. 16

a recta cnalqmiera
Por el punto P trazamos en el plano M una recta cualy er:
or el | ) os perpendicular i PD. En efecto : con
T yadelings e S8 b isma recta BC y pro-
s las Tectas PB, PG, PD por una misma rec: _
tamos 1as rectas 3 : )
) mas abajo del
longamos la lln.m Al mia 413,» I'lll'.,
plano una longitud PA ::I'_\_ :|:-
pues unimos AB, AC, AD, A’D, A’B,
4 ] "y '3
A’C. En el plano ABA’, PB es per
pendicular en el punto medio (I,.-
) } )
AA’, y por tanio (48) I»\_,ll,_\.
A e e e
De 1gual manera CA , l‘.,\A : ”'I' :
los triangulos ABC, A’BC tienen 08
i - s - i s, Si
tres lados iguales y son 14_u.|'l:f :
hacemos girar el triingulo A’BC so- N
: cor vig. 171
bre BG como charnela para aplic .ul\(.: Riz-1
su 1gual ABC, el punto ! % ,
sobre su igual ABC, £y fledt b0
i en el punto Ay ycomo el punto D permanect fijo, 5
caera e Ay Y . e enta
incidird con DA. Dichas dos lineas son iguales por consi enle
COINCIC ¢ Jo ¥ £ Ul : et
| wridngulo ADA’ es iséseeles. La linea DP que jur e
e 4 AD: - o B e yunln
“ tie ‘I:hosh- triangulo con el medio de la base es ]:;.r] )
yeriice . S dZ : ¥ - L e
“ll i AP (39). Segun esto la linea AP es” perpenc 11(111 |
cular a ! » OCE ) ; Bl
toda recta que pase porsu pié en plano M, y esj I
pendicular 4 este plano. o. E. L. D,

; 7 7 > >

246. TeoreMA. Por un punto P dado enun ]'[fl/lu M pe (;4

s J a esle o puede

] p'l'(’ trazarseuna perpendicular-d esle plano-y 10} €
stem arse

azarse mas que unda. ! R S
lml (‘i \'I‘Y'U“muln\' una recta cnalqniera. BC en ‘ll'P[l”“- I
4 177)‘ \ desde el punto P bajamos una perpendic n'.u: )
:‘ X v - 3 - N1 ~ l" r:.7‘)
(fig. ta recta. En un plano cualquiera trazado por l,H‘ el
sobpe esta reeta. E A ipo) ‘
e wdicular 4 BC y en el pl:mn de las dos rectas r,. l»
1] a T 3 5 : Y ‘ : ”: 5 : : ; v
['i\ lull’l"\” rpendicular 4 PB. Esta linea PA es perpendicular
elevo PA pe :
al plano M.
in efecto uiera . ot
1 : rel punto P. Prolongamos PA mas abajo «Ii I plar «' 2
apore T ] \ n ‘0. La recta CB
lt nto }’\'— PA, vy unimos luego AC, A l}"‘[' .\l:.\. e
a A= 1A, ) et e es perpendi-
i 4 la vez a las dos rectas y, b ,
sppendienlar 4 la vez a i epEs
i su plano PBA (248) y por consecuencia & la recta B
eular & su plano PB: ) ) i

alquier: razada en este
sea PC una recta cualquiera trazada
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(que pasipor su pié en este plano. Los dngulos CBA, CBA’ son

iguales como rectos. En el plano ABY’, BP es perpendieular

en el punto medio de AA’; luego (48)
BA —=DBA’. Segun esto los dos friin-
gulos ABC, A’BG tienen el lade BG
comug, BA — BA’ y el dngulo CBA
— CBA’; sen por consiguiente iguales
y CA=0CA’. El ll'i.]ll;llli) ACA’ es 180s-
celes: v por' conseeuencia la recta GP
que junta elivértice con el medio de la
base es perpendienlar-4 AP. La reeta
AP, 'segun esto, perpendicular 4 las dos rectas PB y PG que
pasan por su pié en el plano M, es perpendicular al mismo

(245). 0. E. 5. p.
2.2 Sea PA perpendicular al plano M (fig. 473) PD ofra linea
cualquiera, y decimos que esta es neces

Fig. 172,

sariamente oblicua al plano. Porque, en
efecto, por las dos rectas AP, PD hace-
mos pasar un plano ‘que corte al plane M
segun PE. Kn este plano no puede tra-
zarse & PE mas que una perpendicular
(47) v esta perpendicular es PA. Luezo
I'D es oblicua i PE Y por consiguiente al plano M. :

Fig. 175.

247. Teorema. Por un punto A dado fuera de un’plano
M se le ]tllw/:' lrazar una /u"/‘/:r’/!//l.-
enlar, vy -no isepuede trazar, mas de
una (fig. 17%).

1.2 En el plano M trazamos una recta
l‘n;llnllxirr;n BC y desde el punfo A f»:._j;n-
mos sobre BC la perpendicular AB. Por
el punto B en el plano. M) trazamos BP
perpendicular & BC, yen el plano ABP

Pic. 174 bajamos la linea AP perpendicular 4

4 BP: AP es perpendicular al plano M

(la misma demostracion que la del n.> 246).

Ay

2.2 Toda otra recta AB trazada por el punto A es oblicua al

U

EL PLANO Y LA LINEA RECTA. 165

plano M. Porque en el plano APB, AP es perpendicular & PB,
fuego AB es oblicua & esta linea (42) y por consiguiente al
plano.

248. Teorems. Por un punto P tomado sobre una recta
puede siempre trazarvse un plano perpendicular d esta recta,
pero no puede razarse mas que uro (fig. 175).

1.2 Por el punto P, en dos planos diférentes colocados si-
guiendo AB, trazamos i esta recta las perpendiculares PC y PD,
y trazamos ademis el plano M determinado por estas dos Ii-
neds; AP, perpendicular & las dos rectas PD, PG, serd perpen-
digular 4 este plano (245) ; luego este plano M es perpendi-
cular & AB.

2.0 Imaginemos ofro plano R cualquiera pasando por el
punto Py cortemos los planos M y R por ofro plano cualquiera

WA PG trazado por-AB: Este plano cortard al plano R siguiendo
un linea oblicua & AB, y por tanto AB es  oblicua al plano R.

249. Cororario. Si por un punio de una recta AB se le
{razan  cuantas perpendiculares se
qutera, el lugar de todas estas per-
pendicularves es un plano perpendi-
cular a la recta (fig. 175).

l‘:ll 4~ﬁ‘1'l¢v . no ’Ill(‘(ll' trazarse |ml‘
el punto P mas que un plano-perpen-
dicular & la recta AB, y ese plano esti
determinado  por dos cualesquiera de

las perpendiculares trazadas’da AB por
el punto P, y por consiguiente las contiene todas.

- 250: Teorena. Por un punto C tomado fuera de unarecta
AB puede siempre trazarse un plano perpendicular d dicha
recta, pero no mas de uno (hig. 175).

1.¢ Desde el punto G bajamos sobre AB la perpendicular CP
yen el 'punto P trazamos & AB otra perpendicular PD. El plano
de estas dos rectas CP, PD es perpendicular 4 AB.

2.2 Sea M un plano perpendicular & AB trazado por el punto

R B

DAD B¢ purve 1-
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C. Le cortamos por el plano ABC y la recta de interseecion de-
berd ser perpendicular & AB y coincidird con CP. Luego todo
plano perpendicular & AB trazado por el punto G debe. pasar
[JHI' (-l l)lmtu l': |lul' este no I)ll('([l,‘ [razarse mas (llh' un lll;llln
perpendicular & AB (248); luego tambien no puede trazarse
por el punto G mas que un plano perpendicular d la linea AB.
Q. E L.D.

251. Teoreua. Sz desde un punto extevior d un plano se
le traza una perpendicular AP y diversas oblicuas ;

1.2 La perpendicular es mas corta que dodas las oblicus;

9 .o Dos oblicuas iqualmente distantes del pie de [ll‘l'lﬂ'-
pendicular son iguales ; :

3.9 De dos oblicuas desigualmente distantes del pic e la

i / e ;
perpendicular, la que mas se separa es la mayor (fig. 17050

0

1.¢ Sea AP la ln'l"l«'lh“x'll':ll' Y A
una oblicua al plano M. En el pla-
no APB, AP ‘es ‘perpendicular y
AB oblicua 4 la recta PB; lunero
AP <7 PB (49).

2.0 Sean AC, AD dos oblicuas
ignalmente distantes del pié P de
la perpendicular.

Los dos triingulos rectingulos
APC, APD tienen el lado AP comun, PC=PD por el supuesto,
luego son iguales y AC =AD. o. E. L. ».

5.9 Sean AC, AE dos oblicnas tales que resulte PE>>PC.
Sobre PE tomamos una longitud PB=—PC y unimos AB. En el
plano APE, AB y AE son oblicuas & PE, y ademis PE=>AB;
luego (45) AE > AB. Como AB=—AC (29), resulta en defi-
nitiva que AE>> AC. o- E. 1. D.

Fig. 176.

252. Corovario. Si desde un punlo exterior d un planoM
se trazan oblicuas iquales, AB, AC, AD, elc., el lugar de los
pies de lodas estas oblicuas es una circunferencia que’ liene
por centro el pi¢ de la perpendicular bajada desde el punto
A sobre el plano.
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La razon es que los piés de todas estas oblicuas estin izual-
mente distantes del pié P de Ia perpendicular, porque son

iguales.

235 Opservaciox. La perpendicular bajada desde un punlo

sobre un plano, siendo la linea mas corfa que puede trazarse

desde el punto al plano, se toma como la medida de la dis-
tancia que hay desde el punto al plano.

{

O34 . Teorewa. Si desde el pie P de-una perpendicular

QAP wbplano M se- traza una perpendicular PD d una recta
rl.:lll’ll,tll_1‘2'0.rrl BC, trazada en el plano, la vecta DA que une el
‘punto D con un punio cualquiera A
‘de'la I:f"/']wmliu'ulr/r al plano, es per-

Ay

g 4 - > s 0 -
L8 ¥ apendicular d BC (fig. 177).

Partiendo del punto D tomames so-
hre BC dos longitudes iguales DB, DG
v unimos PB, PG, AB; AG. En el plano
M 1as dos oblicuas PB, PG4 la linea BG
serapartan igualmente del pié- de Ia
perpendicular ; luego son iguales y por tanto, PB—PC. Segun
esto AB = AC (251, 2.°) y por tanto el triingulo ABC es
isosceles, v Ta linea AD que une el vértice con el medio de la
base BC,.es perpendicular 4 dicha base. 0. E. L. 1.

Fig. 177.

2853, Gonowario. La recta: BG, perpendicular 4 lavez & las
rectas PD y AD, es perpendicular al plano PAD, que pasa por
estas dos reetas. :

Opservacioy. El teorema precedente se denomina de  las
tres perpendiculares.

§ XXV, Paralelismo de las rectas y de los |yl.um5,

936. Dervicioxes. Una recta y un plano son paralelos
cuando no se encuentran por mucha que sea la distaneia hasla
donde se prolonguen.
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Dos planos son paralelos cuando no sé cortan aunque se pro-
longuen indefinidamente.

257. Teorema. Si una recta AB es perpendicular ¢ un
plano M, toda paralela CD.d esta vecta es tambien perpen-
dicular al plano (fig. 178),

El plano de las paralelas AB y €D corta el plano M siguiendo

la linea BD. La recta AB perpendi-

enlar al plano M, lo es tambien 4

BD. En el plano ABDC, €D paralela

4 AB es tambien perpendicular s Bl

(37). En el plano M\ trazamos EE

perpendicular 4 BD y unimos el

punto' D con un punto cualquie-

ra A de la perpendicular AB; EE

Fig. 178, serd ) perpendicular al plano ABD

(255), v por consecuencia serd per-

pendicular & DCque pasa por su pié en el plaro este. La linea

€D perpendicnlar 4 la vez 4 las dos rectas BD y EF que pasan

par su pié en el plano M, es perpendicular 4 este plano. o. E.
L. D.

258. Cororario. Desde un punto D) no puede trazarse a
una recia AB mas que unc paralela (fiz. 179).

Desde el punto D trazo un plano M lu-rpvﬁdirlil:nr a AB.
Toda paralela & AB trazada por: el
punto D _seri perpendicular al plano
M. Desde el punto D no puede ira-
zarse mas que una perpendicular al
plano M, lueco, ete.

259. Teorema. Reciprocamente,
dos rectas AB, CD perpendiculares ¢
un mismo plano son parvalelas (fiz. 179).

Si, por el punto D, se Iraza una paralela & AB, serd per-
pendicular al plano M; Inego coincidird con €D (246, 2.9) 5
luego CD es paralela 4 AB. q. E. L. n.

Fig. 179.
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260. Cororsrto. Dos rectas AB, CD paralelas d una
tercera EF son paralelas dulre si
(fig. 180).

Trazamos un plano M perpendicn-
lar 4 EF. Las dos rectas AB, CD pa-
ralelas & EF son perpendiculares al
plano M (257); luego son paralelas
(259). e

261. Teorema. Si una recla AB no siluada en un
plano M, es parvalela d una recta
CD, contenida en este plano, es
paralela d dicho plano (fig. 181).

Se traza el plano de las dos
pararelas AB, CD. Una recta con-
tenida en este plano no puede
encontrar al plano M mas que en
un panto de CD; mas AB no puede encontrar 4 CD, y por
consiguiente es paralela al plano M.

Fig. 181,

262. Teonema. Si una reeta es parvalela a un plano M,
todo plano trazado por la linea AB y un punto G del plano
M corta esteailtimosequn la recta Cl) pavalele @ AB (fig. 182).

En efecto : ABy CD estin en un mismo plano; y no pueden
enconirarse puesto que GD esti enteramente contenida en el pla-
no M, que es paralelo & AB; luego las dos rectas son paralelas.

263. Cororario. 1. Cuando una recta AB es paralela d un

plano M, si por un punto G de este A, 0

plano se lraza una paralela d AB,
esta dicha paralela conlenida en el
plano M (fig. 182).
En efecto: el plano trazado por al
recta AB y el punto C corta al pla-
no M segun la recta CD, parelelad AB. Por el punto € no puede
trazarse mas que una paralela & AB (288); luego estd conte-
nida en el plano M.
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264. Corovarto. Il Si una recta es paralela d dos planos,
€S ]I[II'/III",III a /ll ill,l’l'.\'f’('('l‘“l[ 41) l/it'/ll'.)’ /;/mms.

Porque si por un punto de esta interseccion se traza la pa-
ralela & la recta dada, estd contenida 4 la vez en los dos
planos (265).

265. Teoveus. Dos plancs perpendiculares ¢ una misma
recta son paralelps.

Desde un mismo, punto no puede trazirse mas que un plano
perpendienlar 4 una rectas luezo dos planos perpendiculares
A TIA mISna Tecta no fiene ningun punto_comun, y por tanto
son paralelos.

266. Teorems. Las intersecciones AB. €D de dos planos
paralelos M y P con un tercer plano
son paralelos (fig. 183).

Las rectas AB y CD contenidas en
los planos paralelos M y P no pueden
encontrarseé, v estando ademéds en un
mismo plano, son paralelas,

Fig. 185, 267. Teorema. Si dos planos M y

P son paralelos, loda recta perpendicular d uno es per-
pendicular al otro (fig. 184%).

Suponemos AB perpendicular al pla-

no M y decimos que es perpendiculan

al'plano P. Por ¢l punto A trazo en el

plano P una recta cualquiera AC, y por

la rectas AB ¥ AC trazo un plano que

corte al plano M sesun la recta BD,

paralela & AC (266). La recta AB per-

pendicular al plano M es perpendicu-

lar, 4 BD, v 4 la linca AG paralela 4 BD. La linea AB, siendo

perpendicular & toda recta que pase por su pié en el plano P,

es tambien perpendicular al plauo P.

268. CoroLsrio. 1. Por un punto A tomado fuera de un
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plano M, puede trazarse un plano paralelo al plano M, pero
no mdas que uno (lig. 18%).

lh'\tlx‘ l'l ’»thl A lv.‘lliillm).\' l;l ln'l']n'll(“l'lllill' \I: .‘Il I)I;IHH \l
y trazamos un plano P perpendicular 4 AB en el punto A :
este plano es paralelo al plano M (269). Reciprocamente : un
plano paralelo al plano M, trazado por el punto A, debe ser
perpendicular & AB; luego (248, 2.°) no puede existir para-
lelo al M por el punto A més que el plano P.

269. Cororario. II. Dos planos paralelos ¢ un tercero son
paralelos.
Porque dos planos paralelos 4 un plano dado no pueden
tener ningun punto comun (268). = ST
270. Teorena. Las paralelas AB,
CD, comprendidas entre dos pla-
nos paralelos M y P, son iquales
(fig. 185).
El plano de las dos paralelas corta
& los planos M y P segun las paralelas
AC y BD (266); luego la figura ACDB es un paralelégramo,
y AB = CD.

271 . Cororanio. Si las rectas AB y CD son perpendiculares
al plano M, son paralelas (259) y perpendiculares al plano P
(267); luego son iguales. Segun esto : dos planos paralelos
estdn d iqual distancia en lode su ex-
lension.

Q72. Teorema. Cuando dos dngalos
BAC, EDE fienen sus lados paralelos
y dirigidos en un -mismo sentido,
1.0 estos dngulos son iquales;, 2.° sus
planos son paralelos (fig. 186).
1.0 Tomamos & Iml'lil‘ de los vértices
A v D sobre’los lados l|.u")(u|n< de los dngulos las Tongitudes
iguales AB—=DE y AC—=DF; unimos BC, EF, AD, BE, CF.
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Siendo iguales y paralelas las linea AB, DE, la figura ABDE es
un paralelgramo, y la linea BE es igual y paralela d AD. Del
mismo modo, GF es igual y paralela & AD, y por esta razon BE
vy CF son iguales y paralelas entre si y la figura BCFE es tam-
bien un paraleloramo. De lo dicho se deduce que BG = EF,
en cuyo caso los dos triangulos ABG, DEF tienen los tres lados
iguales, y los dngulos BAG, EDF son 1gzuales. o. &. L. b.
92.9-Sea M el plano del dngulo BACG: Si por el punto D traza-
mos un plano P paralelo al plano M interceptard en las tres
paralelas AD, BE, CF longitudes iguales (270): luego pasard
por los puntosE y F y serd el plano del dngulo EDF ¢. E. 1. p.

075, Teorena. Tres planos paralelos M, P, Q. interceptan
L Cendos rectas AB y CD segmentos pro-
AT i Si s e
My Avil., porcionales (hig. 181).
. Sean A, E, By C, E, D'los puntosen
que las rectas AB y CD cortan los planos
i M, Py Q. Por el punto (i trazamos una

—
/jr“-"'—\ ; paralela & AB que corta los planos Py Q

0 Jx \ L 3 b
A AR S T puntos H y G Unimos HEF y GD,

Fig. 187,

cuyas rectas son- paralelas como inter-
secciones del plano CGD 'eon los planos paralelosP y Q= de
donde resulta (180):

CH  CF

HG™ FD’
pero CH = AE y G =EB, como paralelas comprendidas entre
planos paralelos; luego :
EA. CF
EB " FD

§ XXVI. Angulos diedros. — Planos perpendiculares.

97%. Derivicionss. Se llama dngulo diedro la figura for-
mada por dos planos que se encuentran y fernunain en su -
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terseccion comun. Los dos.planos se llaman caras del dngulo
diedro, y su interseccion arista del dngulo. El dangulo diedro
suele nombrarse por las dos letras de

su arista, 6 bien con ecuafro lefras

una en cada cara y dos sobre la aris-

ta, las cuales se leen en medio de las

de las caras.

Dos dngulos diedros son adyacentes
cuando fienen una misma arista, una
eara comun, y estin colocados uno &
un lado y otro & otro de esta cara. Se suman dos dnculos Jus-
taponiéndolos de modo que sean adyacentes : el dngulo diedro
formado por las caras exteriores constituye la suma de los dos
que se han reunido ¢ sumado. :

Podemos formarnos una idea clara de la magnitad de un
angulo diedro suponiendo que una de Ias caras P (fig. 188),
aphcada primero sobré la cara M gira al rededor de la arista
AB siempre en el mismo senlido, en cuya rotacion el plano
movil P forma con el plano fijo un 4ngulo diedro cada vez
mayor.

278. Un plano 0 se llama perpendicular con relacion 4
ofro plana- MN (fig. 189), cuando forma.con este dos angulos
diedros adyacentes iguales MAB(Q, NABQ.

Se Nama dngulo diedro recto aquel cuyas dos caras son per-
pendiculares.

Dos dngnlos diedros son opuestos por la arvista cuando las
caras del uno son prolongacion de las del otro.

276. Teorewa. Por una recla AB, situada en un plano
MN puede siempre frazarse un plano perpendicular al plano
MN; pero nomds de uno (fig. 188).

277. Cororario. Todos los dngulos diedros rectos son
iquales.
La demostracion de este teorema y su corolario son idén-

ficas & las delos n.es £7 y 48.
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Oeservacios. Un diedro es agudo w obluso segun sea mayor
6 menor ue un diedro recto.

Dos diedros son complementarios enando sumados valen un
diedro recto; suplementarios, euando dicha suma vale dos die-
dros rectos.

278 TeoREMA. Todo ]l!lll/l} fjue encuenlra olro, /'.:)l'/ll(l
con el ‘dos diedros adyacenles suplementarios; y reciproca-
mente, st dos diedros adyacenles son suplementarios sus
caras exleriores son prolongacion una deotra.

(Demostraciones tdénticas @ fas de los n.= 21 y 24).

©79. Dervicioy. Si por nn punto A deJa arista de un die-
dro (fig. 189) se trazan las perpendiculares AG y AB & esta
arista en las: dos caras del diedro, el dngulo BAG
que forman se llama dngulo plano 6 rectilineo
del diedro.. — Si el punto A se mueve sobre la
arista, las lineas AB y AC permanecen paralelas &
ellas._ mismas-y no.cambia el valor de su dngulo
(272).

El lll'mn del e'm"'llu rectilineo BAC es perpen-
diculap 4 la ansta (245); luego para construir
el-dngulo plano de un diedro puede corfarse

este diedro por un plano perpendicular & la arista.

280. Troremr. Dos dnqulos diedvos iquales tienen - los
dangulos planos iguales, y: reci-
procamente, dos dnqulos diedtos

que tienen los dngulos planos
iguales son iquales.

1.2 Si los dos diedros AD Y Al
son iguales (fig. 190), pueden su-
perponerse de manera que coin-
cidan v entonces tienen el mismo
dncule rectilineo (279).

2.0 Supongamos que los dngu-
los rectilineos BAG, B'A’C” (lig. 190) de los dos angulos die-
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dros AD v A‘D sean iguales cimos que los diedros lo son
tambien. En efecto llvl.\!mlh mos el seonndo diedro sobre el
primero de modo que ¢l dngulo plano B'A’CY colncida con su
jeual BAC : la arista A’D" perpendicular al plano B'A'CY to-
mard la direccion de la arista AD perpendicular al plano BAG
\"’l(). 20 .y ln\' |]">’ l“l'lh'n.\ l'uill('iliil‘:'lll. Q. E. L. D.

081 . Cororario. 4 un I;II!}JIII) diedro vecto ("'I'I'i'.\'[Il)IIl[l’ un
dngulo plano vecto (fig. 191). Supo-
nemos el plano ABF perpendicular al
MN. Por el punto C trazamos en el plano
MN. DE 'nl[N‘Hl]ltlllll 4 AD, ven el
plano ABE, CF perpendicular i AB. Los
diedros MABF, NABF, al ser iguales
(275) tienen los dngulos reclilineos
iguales; luego - elidngulo DCF -esiigual
4 FGF. La linea CF es perpendicular

DE y por consigniente el dngulo
DEE es recto. ¢. E. L. D.

982. Teoreva. — La relacion de dos dngulos diedros es
wqual a la de sus dngulos planos. '

Sean AP y DO (fiz. 192) dos dngulos diedros. cuyos dngulos
planos son BAC y EDF. Su- T
ponemos ~que- los dngulos
planos tienen una medida
comun que se contiene o
veces en BAG y 5 en EDF.

La relacion de los angulos

planos serd, pues, 1cual
-

a ;: Por la arista AP y por

las lineas de division AG, Rle i

AH, AK, Al del dngulo BAC, trazamos planos y hacemos ade-

mis la misma constrnccion en el otro diedro. Los dos diedros

resullaran divididos en pequenios diedros todos iwuales entre si,

puesto que sus dngulos planos son ignales (208, 2 2), El rlin-.lm."? >
L
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AP contiene 5, y el diedro D) contiene 3. Luego la relacion de

r

~ ) SIS . . »
estos dos diedros es = es deeir igual 4 la relacion de los dnsu-
)

los planos correspondientes. o. E. L. b.

285. Teonewa. La medida de un dngulo diedro es la
misma que la de su dngulo plano, siempre que se tome por
unidad de dngulo diedro la que corvesponda d la unidad de
angulo plano.

Sea D el dngulo ‘diedro que se va & medir, A sn dngulo
plano, d la unidad de dngulo diedro, a ¢l dngulo plano corres-
pondiente y tendrémos :

A

aw

D - . ; A X
pero - es la medida del 4ngulo diedro, y = ladel dngulo plano;
( = S

luego, ete.

28%. Opservacion. Si se-toma el dngulo recto por unidad
dedngulo rectilineo, la unidad de dngulo diedro sera el diedro
recto (281). Podrdn de este mado expresarse los dngulos
diedros en -grados, minutos y segundos, si llamamos Angulo
diedro de 1°, 2°, 3° etc., aquel cuyo dngulo plano vale 1°,

20,30 cete:

285. Osservacion. El leorema precedente permite dedueir
muchas propredades de los dngulos diedros de las propiedades
andlogas de los angulos planos. Ejemplos : Los dngulosdie-
dros opuestos por el vertice son iquales. Si dos planos parale-
los son cortados por un terceroy los cuatyo dngulos diedros
aqudos son iquales entre' si, asi como los cuatro diedros
obtusos.

286. Teoreua. Cuando una recta AP es perpendicular d
un plano M, todo plano ABC trazado por esia vecla es per-
pendicular al plano M (fig. 193).
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Trazamos en el plano M ls vecta PD perpendicular 4 B ;
AP es fambien perpendicular 4 BC.
El dngulo APD es, segun esto el dn-
gulo plano correspondiente al diedro
ABCN.. Ademis AP siendo perpendi-
enlar al plano M es perpendicular 4
PD: el dneulo APD es recto: luego lo
es el diedro y los planos son perpen-
diculares. ¢. E. 1. n.

287. Teorema. Cuando ur plano Fig= 495,

ABC es perpendicular d otro MN, ftoda recta AP trazada en
el primer plano perpendicularmente @ la inierseccion BG,
es perpendicular al otro plano (fig. 193).

Sea PD perpendicular & BC en el plano MN. Siendo recto el
diedro ABCN, su dngulo rectilineo APD._es recto, y la linea AP
esen este caso perpendicular & las dos rectas BC vy PD que
pasan por su pié en el plano MN, y por consiguiente es per-
pendicular al plano. o. E. L. b.

288. Cororario. Si dos planos ABC y MN son perpendicu-
lares, 3 por un punlo A del primero se {raza una perpen-
dicular alsequndo, esta recla esid enleramenle contenida en
el primero (fig. 195).

Porque si se traza AP perpendicular & la interseccion BC de
los dos planos, es perpendicular al plano MN, y como desde el
punto- A no puede trazirse mis
que una perpendicular al plane MY,
esta es la linea AP contenida en el

plano ABC.

289. Teoreus. Si dos planos
que se cortan son perpendiculares
a un tercero MN, la interseccion de
los dos prameros ABes perpendicu-
lar @ dicho tercer plano (Lig. 194).
Porque si desde ¢l punto A comun i los dos primeros pla-
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nos se fraza una p"-r]wmli(-nl;n‘ al plano MY, debe estar conte-

nida en cada uno de los planos (283); luexo habri de ser su

mterseccion.

§ XXVII. Nociones sumarias sobre los angulos triedros y poliedros.

290. Derixiciosss. Se llama dngula. triedro la figura for-
mada por-ires planos gue se corfan en un mismo punto,
Hamado vertice del angulo triedro y las'interseeciones mituas
de los tres planos son las aristas. de dicho dngulo. Los dngulos
planos formados por estas aristas tomadas dos d dos se llaman
[as tres caras del Angulo triedro.

Se llama dngulo poliedro la figura formada por muchos pla-
nos (ue se cortan en un mismo punto. El anzulo poliedro se
Tlama convero enando, prolongando indefinidamente el plano
de ¢ada una de sus.caras, la figura se halla toda entera a un
mismo Iado de la cara prolongada.

291. Si se prolongan mas alla del vértice las aristas de un
dngulo poliedro, se forma un nuevo angulo poliedro, que se
llama el'simetrico del primero. Dos dngulos poliedros SHme-
fricos tienen sus.caras respeetivamente iguales, como opuestas
por el verlice y sus diedros tambien iguales respectivamente
como opuestos por la avista. Pero estos dngulos poliedros no son

superponibles porque la disposicion de los

elementos iguales es inversal en los dos,
comio-es fieil notar, concibiendo ' dos obser-
vadores colocados de la misma manera en
los dos angulos poliedros.

Para mostrap que no pueden superpo-
nerse dos 4ngulos poliedros simétrieos, to-
menos por ejemplolos dos (riedros simeé-
tricos OABC, OA’B'C/, y hagamos comeidir
la cara A’OB’ con su igual AOB (fig. 195).
Puede hacerse esto de dos maneras : 1.° haciendo girar la
figura OA’B'C’ de 480° al rededor de una perpendicular al plano

Fig. 195.
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AOB trazada por el punto 0. En este caso la arista OC" per-
maneceria detrfis del plano AOB y no podria comeidir con la
arista OC que estd delante; 2.° haciendo givar la figura OA’B'CY,
de 180° al rededor de Ia biseciriz del dngulo BOA’. Mas en este
caso la arista OA’ vendrd @ caer sobre OB, y 4 menos que el
angulo diedro OA” no sea 1gual al diedro OB no coincidirdn los
dos friedros.

Si el diedro OA es ignal al diedro OB, el triedro OADBC podra
comeidir con su simétricoy la cara A“0C con la BOG; luego,
st en un triedro dos diedros son iquales, las caras r;];ur'slu‘x a
estos diedros son igquales, y el triedvo es iqual @ su sime-
trico. Reciprocamente; si dos caras de un triedro son iquales,
el triedro esiqual d@ su stmetrico, y los diedros opuestos d las
caras iquales son iguales.

292. TeoreMa. En un (riedro, cada cara. es menor que la
suma de las otras dos (fiz. 196).

Sea OABC un triedro, AOB la cara
mayor. En el plano de dicha cara tra-
zamos la linea OD formando con OA
un dngulo AOD igual & AOG. Trazamos
ademis la linea AB que corta & 0D en 5
el punto D. Tomamos luego OC igual ~ \ &
OD y unimos AC. BC. Los triangulos )
AOC, AOD tienen OA comun, OC—0D, Fig_196
y el dngulo AOG=A0D, y por tanto son iguales, y AC=AD.
En el trigngulo ABC tenemos :

AB<ZAC —BC;

restando de los dos miembros las longitudes iguales AD y AC,

quedara

BD < BC.
Esto senlado, en los tridngulos OBD, OBC tenemos : OB co-
mun, OD=0C y BD <BC. De aqui resulta (54) que el in-
aulo BOD<-BOC, v st se agrega a los dos miembros los

dngulos iguales AOD y AOC resulta en definitiva

AOB<7AOC—+BOC. «. E. L. D.
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295. Teorewa. La suma de las caras de un dngulo po-
liedro convexo es menor que cuatro anqulos rectos (fic. 197).

Sea () un dngulo polie-
dro convexo. Le cortamos
por un plano MN, que en-
cuentra todas las arisfas de
un mismo lado del vértice,
vy lenemos el poligono con-
vexo ABCDE. Unimos todos
los vértices de este poligono
consel punto P tomado en
su infterior, resultando un

mimero’ igual de tridingulos
de los/ cuales tienen por vértice comun, unos el punto Oy los
otros el punto P. En el &nsulo triedro AOBE la cara BAE es
menor que la'suma de las otras dos

BAE<ZBAO -+ EAO.
De igual manera -

ABG < ABO - CBO
BCD < BCO —+-DCO, ete. ;

si se suman todas estas desigualdades, resulta que la suma de
los dngulos que estin en la base de los tridngulos formados
al rededor. del punto 0 es mayor que la suma de los dngulos.en
la base de los Iriingulos formados al rededor del punto P.
Luego, por compensicion; la sumar de los dngulos formados
al ‘rededor del punto O es menor que la de los dngulos for-
mados al rededor del punto P, esto es, menor que cuatro rectos.
Q. E. L. D.

APENDICE AL LIBRO Vi

LEVANTAMIENTO DE PLANOS Y NIVELACION

§ XXVIII. Nociones sobre el levantamiento de planos. — Levantamiento
con el metro, la escuadra, el grafometro y la plancheta.

294 DERINICIONES ¥ NOCIONES PRELIMINARES. Se llama proyec-
cion de un- punto sobre un plano, el pi¢ de la perpendicular
bajada desde este punto sobre el plane. El plano sobre que se
proyecta se denomina plano de proyeecion ; y Ia perpendicular
hajada desde el punto sobre el plano de proyeccion se llama
linea proyectante 6 simplemente la proyectante del punto.

Se llama proyeccion de nna linea so-
bre un plano, el lugar de las proyee-
ciones de todos los puntos de esta linea
sobre el plano.

Es evidente que la proyeecion de una
linea recta sobre un plano es una linea
recta, l:ll l‘lll‘('[() v ;1’3 “\ «‘I ll':lllll (Il‘
proyeecion (fig. 198), ‘AB la récta que
se proyecta. Las proyectantes de todos los puntos son paralelas
(259), y estin todas en el plano BAC determinado por una de
ellas AG y la recta dada ‘AB, y por consecuencia el lugar de
sus ‘pieés es la recta CD inferseceion de este plano con el de

proyeccion MN.

El plano BAG es perpendicular al plano de proyeceion,
puesto que contiene la proyectante AC perpendicular al plano
MN (286), el cual se lama plano proyectante de la recta. Se
Uama proyeccion de una ficura sobre un planoy la figura for-
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mada por las proyecciones de todos los puntos y de todas las
lineas de la figura dada. Si el plano de proyeccion se mueve
paralelamente & si mismo, las lineas proyectantes no cambian
y las proyecciones sobre los dos planos paralelos son iguales.

2935. Es sabido que se llama vertical de un lugar la direc-
cion de una-plomada en dicho lugar. Las verticales de dos lu-
gares diversos se juntan enel centro de la ferra; pero si estos
lugares estin poco separados, el 4ngulo de sus verticales es tan
pequeno-que pueden las verticales- considerarse como paralelas,
que es lo que hacemos en todo lo que sigue.

Se llamaplano horizontal un plano perpendicular a la ver-
tical. Todos los planos horizontales son paralelos (269). Toda
recla trazada en un plano horizontal es wna horizontal, y £s
perpendicular 4 la vertical.

Se Hama plano vertical todo aquel que és perpendicular al
horizontal : resulta de las propiedades de los planos perpen-
diculares -

1.2 Que todo plano trazado segun una vertical es verti-
cal (286).

2.° Que un_plano vertical contiene todas las verticales que
pueden trazarse por sus diferentes puntos (288).

5.9 Queda interseceion de dos planos verticales es una ver-
tical (289).

Cuando se quiere saber si una recta es vertical, se suspende
i su lado una plomada y se observa si es paralela & la direc-
cion del hilo.

Fig. 199.

Para estar seguro de que un plano es horizental se emple:
un pequeiio instrumento llamado nivel de burbuja de aire
(fiz. 199). Se compone de un tubo de eristal ligeramente con-
vexo en la parte superior, encerrado en una armadura de cobre
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que deseansa sobre una platina de metal. El tubo esti leno de
agua, menos en lo que ocupa una burbuja de aire que va por
si sola 4 colocarse en la parte superior del tubo, entre dos
trazos senalados sobre el eristal, cuando la platina est4 horizon-
tal. Para verificar la horizontalidad del plano se coloca el nivel
de burbuja de aire sobre dicho plano en dos direcciones di-
versas y proximamente perpendiculares. Si la posicion de I
burbuja indica que estas dos rectas del plano estan lorizon-
tales, el plano contendrd dos rectas perpendiculares 4 la ver-
tical, y serd ¢l mismo perpendicular 4 la vertical (249) csio
es. serd horizontal.

296. Cuando nn terreno es plano y horizontal se llama
plano de este terreno la figura formada por los puntos notahles
de este terreno y las lineas de toda especie que se trazan en él,
tales como las lineas que saparan los trozos de terrenos, los
bordes de los caminos y las corrientes de acuas, ete. Cuando
el terreno es aceidentado 6 inclinado. que es lo mas [recuente,
se imagina la proyeeeion de la figura sobre un plano horizon-
tal, y dicha proyeccion es lo que se Hama plano del terreno.

Leyantar el plano deun terreno, es tomar sobre el terreno
todas las medidas necesarias para determinar completamente la
figura formada por el plano.

Trasladar el plano sobre el papel, es construir sobre este
una figura semejante 4 la figura del terreno : la relacion de
las lineas trazadas sobre el papel con las lineas homdlozas del
terreno se llama escala del plano. :

297. Sea cnalquiera la fizura cuyo plano se desea levantar,
pumh' .\‘It‘ll]')]'t' lIl',\('HI”lI(IHl'lXI' en iul“‘_‘nlln.\, >i no I'()]!”l'“l‘ mias

que lineas rectas. 'Si hubiere cupyas, se sustituven por lineas
quebradas que difieran poco de las curvas. La cuestion del le-
vantamiento de planos queda, pues, reducida 4 levantar el
de un cierto niimero de polizonos.

Por poco extenso que sea el terreno es mas convenienfe di-
vidir la operacion en dos partes. Debe primeramente determi-
narse un poligono que abrace la mayor parte de la extension
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del terreno y se levanta su plano; y luego se fija la pmlmun
de los punlnx notables y todos los ‘detalles con respecto d los
diversos lados de este |mhmnn Dicho polizono, que llamare-
mos poligono’ topogrdfico, ha de tmnplu con ciertas condi-
ciones : es menester en primer término que puedan medirse
todos los lades v tedos los dngules, y ademds que los puntos
notables:. del' terreno puedan percibirse desde dos vértices al
menos el poligono topogréfico.

998, Levaxramiesto coy EL METRO. Hemos explicado ya el
uso de la cadena para medir las lonoitudes sobre un terreno
plano y horizontal (174). Cu: ando estd inelinado v desigual, no
s ll]nn“nml misma de la linea AB (fig. 200) lo que hay ne-

cesidad de medir, <ino Ia longitad de su proyeccion horizontal.
Para ello, cuando” el up('r;ltll;l‘ tiene la mano apoyada fuerte
mente sobre el suelo en el punto A, el auxiliar tiende la ca-
dena bien horizontal segun la linea AC™; .lu\'l»ur\* con 1na
plomada, ¢ ficha carg ada de l.lumu marca el pié € en la‘ver-
tical trazada desde el punio C. E | agrimensor se traslada luego
i G, y la operac ion se conftinia con las mismas precauciones,
obteniéndose como resultado la suma de las longitudes
AC”, GD7, DE”, ED”, suma que es igual & A'B’, es decir 4 la
proyeccion horizontal de la recta AB. ‘
Propongamonos ahora levantar el plano “de un poligono
ABCDEF (fig. 201). Se miden en primer termino todos los
lados. Para determinar los dngulos, el A por ejemplo, se
marcan dos puntos 4 voluntad A’ y A" sobre los lados de este
dngulo. Se miden despues los tres lados del trisngulo AA’A”,
lo cual dvhnnmu el triangulo y por consiguiente el angulo en
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A, haciéndose olro tanto para la determinacion de los ofros
dngnlos.

Si la naturaleza del terreno lo permite, podrin tambien me-
dirse todos los lados del poligono y todas las diagonales trazadas
desde un mismo vértice, que- !
dande de este modo totalmente
determinado el ]mhnnnu

St se desea  referiv 4 este
poligono un punto especial del
terreno, bastard medir su distan-
cia 4 dos vértices del ln‘ulij_'nlln.
pudiendo en este caso considerar
especialmente el friingulo que
tiene por vértice el punto dado
y por base un lado del poligono, y determinar los 4ngulos de
la base deveste tridngulo porel procedimiento que acabamos
de indicar.

Fig. 201,

Yease, pues. como con la cadena y los jalones puede levan-
tarse el plano de un terreno, por muy complicado que sea; y
cuando la operacion la hace una persona prictica es muy
exacta, por mas que sea un poco detenida.

299. LEVANTAMIENTO CON LA EscUADRA. Hemos deserifo la
escuadra y dado & conocer edmo se trazan con este instrumento
perpendiculares 4 una recta, sobre el terreno (175).

Para levantar con la cadena yla escuadrael plano de un poli-
gonn ABCD..., (fig. 202)
se elige sobre el terreno
una linea MN, sobre la
cual puedan bajarse per-
]'ll'lli“«'ll.l;ll‘(‘i desde todos i ’7 K
los wértices/A, B, Govnyo0 may 1
y medirse con la cadena L
lml 15 estas perpe ndicu-
lares, v la misma linea

- Fig. 202.
MN. Se determinan des- 18 £

pues, mediante la escuadra los piés a, b, c.... de las perpen-
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diculares bajadas, desde todos los vértices del polizono sobre
MN. Se mide despues con la cadena la linea MN, 4 partir de
un punto 0 tomado de manera que los piés de todas Jas per-
pendiculares estén & un mismo lado de este punto, notandose
al llevar la cadena sobre MN la distancia 4 que estin del punto
0 los I, m, a, k, etc.; una yvez tendida Ia cadena desde 0 4 o
se mide Ol y Om ; luego, llevada la cadena desde « 4 8, se
determina Oa y 0k; sobre el tercer decimetro By se determi-
nara (0b.y asi de los demis. Se-miiden luego todas las perpen-
diculares Aa, Bb, Ce, LL... con lo cual se tienen evidente-
mente todos-los elementos necesarios para determinar el drea
del poligono.

El levantamiento con la’ escuadra es muy expeditivo y bas-
tante exacto, cuando el terreno es poco estenso, conviniendo
sobre todo para levantamiento de detalles. Tiene ademds Ia
ventaja de que puede desde luego determinarse el drea ‘sin
trasladar el plano al papel.

S300. LEVANTAMIENTO CON EL GRAFOMETRO. El grafémetro es
un instrumento que sirve para determinar sobre el terreno el
angulo de dos alineaciones. Se compone de un semi-eirculo
de cobre ALB, colocado sobre un pié de tres patas, y al que
se articula-mediante una rodilla colocada entre dos conchas
gh (figs. 205 y 204). Esta disposicion permite dar al semi-
circulo una inclinacion cualquiera: El-borde 6-limbede- la cir-
cunferencia estd dividido en grados y medios grados. El semi-
ciren'o lleva ademds dos reslas 6 alidadas con pinulasi (véase
el 0.2 175), una de' las cuales AB estd fija, y el plano de los
hilos de las dos pinulas pasa por el didimeiro 0°-180°; la ofra
alidada CD es mévil al rededor del centro y sus extremos tienen
la forma de arcos de cirenlo, terminados en: bisel, que  pue-
den moverse sobre la graduacion del limbo. Llevan una y
ofra un trazo 6 seial que corresponde 4 Ia linea de visnalidad
6 linea de fe de la segunda alidada y ademis un vernier

S ) 1 R
que permite valuar los dngulos con 0 de grado 6 6 minutos

de diferencia.
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Yeamos ahora eomo se mide ol 4
OA'y OB (fig. 205). Se coloca el grafémetro en estacion en

¢l vértice del dnoulo de modo que so
tical de

1zulo de dos alineaciones

centro eslé en la ver-
este punto; se desaprieta lucoo el tornillo » de Ia

rodilla y se hace girar el limbo hasla que esté casi
y el plano de visnalidad de 1a alidada fijo coincid
A. Se aprieta luego un poco el t

lLiorizontal
a con el jalon
_ ornillo en términos que pueda
todavia imprimirse alsun movimiento al aparato.

2 - l,“("'_fl.l con
un nivel de aire se

coloca el plano dél semi cireulo completa-

mente horizontal, confirmindose en que la alidada fija estd
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eoincidiendo con el punto A. Entonces se ac aba de aprel

JAY

GEOMETRIA EN EL ESPACIO.

3B ﬁt\':’; it

A UNIVERSUIAS

A v

tornillo para fijar definitivamente el plano del

limbo en esta
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posicion, y se hace girar la alidada movil hasta que la visual
coineida con el jalon B, no faltando mas que leer ya sobre la
graduacion del limbo la medida del dneulo AOD.

St lis rectas OA Y OB estin horizontales, se obtiene con
electo el dnzulo AOB; pero si estan inclinadas respecto al ho-
rizonte, se mide en realidad el dngulo de sus proyecciones
horizontales, puesto que se ha tenido cuidado de colocar ho-
rizontal el limbo. El dngulo medido en esta forma se lama
angulo reducido al horvizonte. que es cabalmente el que hay
fue tomar en cuenta en el levantamiento de planos.

Para levantar un plano con la eadena y el grafémetro, se
vmlnlu:m 4|n.~‘ Ilh:lmln,\‘ ['l'i[l(‘ilv;l[!".\‘. n‘l lll('l(ltln dl' I‘U(/I’U}_ e'] (ll’
1‘/7’!’/'5!"("‘/‘“’/ . mas 'i“';’“ I‘(‘l'” mas |'\:|"’“, |'| l)]'l‘“]('lv” (ll,‘l’('
preferirse para levantar el plano de un poligono topogrifico ;
mas xapido, el segundo debe emplearse eon preferencia para
el levantamiento de los detalles.

Metodo de rodeo. Se miden todos los lados del polizono con
la cadena y todos los angulos con el gralémetro, con lo cual
evidentemente esti determinado el poligona. Dehe practicarse
sobre el terreno un primer eolejo : es necesario que de este
resulte que la suma de todos los angulos medidos sea igual 4
tantas veees 480° como lados tiene el Iulli"_'unu menos dos. Si
el error cometido no es. por término medio, mas que de
5.4 % minulos por angulo, 6 sea 1¢ porun poligono de 12 4
15 lados se limita uno 4 repartirlos entre todos los dngulos
medidos, «puesto que el grafémetro no permiite medir con
mas ;l,»l‘u(im;u‘iun. Pero- si el error es mayor 'l:l}' que l'1'[l(‘“l'
la operacion. Otra verificacion puede realizarse cunando se trase
lada el plano al papel : porque cuando se conocen todos los
dngulos.de un polizono basta, para-determinarlo, medir todos
lu.\' l:ulll\ TNenos |IH\: Y. como se lmn th'l“lln llulu\‘. \l ';l~ U]n'-
l‘;lr'ilill esta lvi"ll ,l(,‘("l.’l (‘l p““:vlllll 4,!!1‘ Se l‘~bll>‘ll'll}ii con [ﬂ\‘
elementos medidos sohre el terreno  dehera cerrar exacta-
mente, cosa que no sucederd si se ha cometido cualquier
error en la medida.

Metodo por interseccion. Se elije en el terreno una base
MN que pueda medirse muy exactamente (fio. 206), y desde
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cuyos exiremos puedan verse los puntos notables A, B, G, 1

¥ (que se desea  determinar. Se
B mide lnezo la longitud MN y
los Anculos AMN y ANM: BMN
y BNM; CMN y CNM, efe. Cada
uno. de los tridngulos AMN,
BMYN, CMN, efc., se determi-
nard por su hase MN y los 4n-
culos adyaeentes @ la misma.
La posicion de los puntos A,
B, (G, D.... quedara de este

modo detepmimada.

Fiz: 206,

: 501. TRASUACION DEL PLANO
soBnE EL pAPEL. Sabemos ya como se construye sobre._el [n:qwi
mediante el semicireulo un ingulo cuya medida en orados nos
es conocida. (154). Debemos ahora estudiar como se reduce
ana longitud cualgniéra 4 una escala determinada. Ordina-
ri;nnr'nl: la escala tiene un valor muy sencillo = las mas wsua-
les son las)de e Toowil Fio0r 35007 t_ (uando la escala

3| Fnoor 35 5000

es de 4 basta para hacer la reduccion, emplear el doble l!t"—
cimetro dividido en milimetros, porque en esta escala el mili-
metro representa una longitud de un .l(-.-inwn-g sobre el ter-
Teno, v es raro que se puwl;n oblener una exactitud mayor en
las medidas practicadas con la cadena. .

Pero cuando la escila és mas. pequena, por ejemplo q!v
;..“,”. es menester 1'("'lll'l'il‘ a-ofro llh'(“u nmas l)l‘t'l'L\U y constrom

lo que se llama una escala de reduécion 6 escala de diexmos

5 1 :
(décimas partes) (fig. 9207). En escala de E000" i00 metros

)
-N—U]-“:f 0m:09. Sezun esto, sobre una linea
5000 ]
recta tomamos & la derecha de un punio marcado 0 las Iun;%-
tudes sueesivas de 02,02, y en los puntos de division eseribi-
mos 100, 200, 300, 400, ete.: 4 Ia izquierda del punto 0 to-
mamos diez longitudes 10 veces mas pequenas, es decir de
0m 002, escribiendo luezo en los puntos de division 10, 20,

se reducirin 4
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30.... 100. Tenemos con esto una escala que consiente valuar
con exactitud las decenas deél metro, 6 los decdmetros. Para
valuar los metros tracemos debajo de la
linea, asi dividida diez paralelas equidis-
tantes i esta linea y por los puntos de
division primitivos perpendiculares 4 di-
chas lineas, repitiendo en la nltima pa-
ralela toda la numeracion. que en la pri-
mera. Hechio esto, trazamos oblicuas que
Junten el punto 0 de la division superior
con el punto 10 de la mferior, y de igual
suerte los puntos 10, 20, 50.... 90 de
la superior con los 20, 50, 40.... 100
de la inferior, con lo cual queda hecha
la escala de décimos.

Observemos ahora que las poreiones

de paralelas: comprendidas entre la per-
pendicular 0-0 y la obliena 0-10, valen

I'L‘Spl.’l'li\':lllll'lll«' o8l i s t'l"».. ll(: la
longitud 10 marcada en la linea inferior,

cosa_que resulla de las propiedades de

los triingnlos semejantes - asi. la longi-
tud @b valdrd % de 10 metros, 6 5 me-
tros. St deseamos, pues, tomar una lon-

gitud de 475 metros con esla escala,
colocarémos una de Ja puntas del compis
sobre fa perpendicular 400, en el punto
A en que dicha perpendicular corta la
5.2 paralela, abriendo luego el compis
hasta que laotra punta caiga en el punto
} situado sobre la 3.2 paralela y sobre la

20 85 w0 8 S5 g0 %0 pox0 O

oblicua 70-80. Decimos que en’ este caso
AB representard 475 metros en escala de
sioss porque en efecto AB—Aa—+Bb
~al. Ademis Aa— 400 meltros: Bb =

metros. Luego AB— 473 metros.
Puede trazarse la escala sobre el ]);lln:l. pcl‘d es [ll'L'll'.'l‘“éLél
&
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usar escalas grabadas en placas de cobre, tanto porque: son
mas exactas, cuanto porque resisten mejor la impresion de la
punta del compis.

Fig. 208.

302. LEVANTAMIENTO CON LA PLANCHETA. La plancheta es un
instrumento con el que puede levantarse un plano y trasla-
darlo al papel al mismo tiempo. La parte esencial de dicho
instrumento es una plancha de dibujo PP’ bien derecha. sobre
un pi¢ de tres ramas MN (fig. 208). La plancheta se une 4
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este pié por un sistema de articulacion que permite darle todas
las inelinaciones posibles, asi como permite tambien que una
vez fija la plancheta en una posicion eualquiera, pueda el
instrumento girar al rededor de su centro hasta dar una di-
receion precisa @ una linea trazada en la superficie de la
plancha. Mediante los rodillos #, puede’ tenderse sobre Ia
plancheta una hoja de papel. Va unida ademés 4 la plancheta

una alidada con pinula AB (fig. 209), (ue consiste en una re-
gla metilica escotada en términos que su borde en hisel, se
halle en ¢l plano de visualidad de las pinulas, y cuyo bhorde
se llama linea de fe de la alidada.

Puede con la plancheta tomarse el angulo de dos alinea-
ciones.. Para ello se coloea el instrumento en el vértice del
dngulo, cuidando de que la plancheta esté bien horizontal.

l!u.;pnv\‘ con la alidada que se pone i voluntad en Ia super-
ficie_de la_planchela, se divige una visual en la direccion de
uno e los lados del ineulo. y se fraza con el lipiz una linea
4 lo Targo de la de 1€, y 1o mmsmo se hace con el ofro lado-del
angulo. Las dos lineas trazadas sobre la hoja de papel forman
un dngulo que no es mas que la proyeccion horizontal del for-
mado por las dos Jalineaciones del terreno.

Despues de o dicho puede comprenderse el uso de Ia plan-
cheta en el levantamiento de un plano. Si se opera segun el
procedimiento de rodeo se coloca el instrumento en estacion en
el primer vértice A del polizgono ABGD.... que se trata de de-
terminar (fig. 210), y se traza sobre el papel una linea segun
AB. Sobre dicha linea se loma una longitud ab que represente
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la longitud de AB reducida 4 la eseala del plano. Se lleva luego
(-l in~[1'm|n‘||(u al [ill(lln ) v*u[uf';'lllllnln' €n ('\!‘H‘inll de m'tnv‘m
que el punto b esté sobre la vertical del
punto B y la linea ba, va trazada en la
¢ plancheta esté dirigida sesun BA. Hecho
© estorse lraza por.¢l punto & una secunda
linea secun. B y se toma sobre ella una
longitud be qoe represente BC sesun la
escala del plano. Asi se contintia hasta que
: se leaa al dltimo vértice TS v si la opera-
cion se ha hecho eon' exactitud, ¢l poligono abe. ... [ deberd
cerrar sobre st misnio.

Fiz: 210,

Si se quieré operarsequn el procedimiento de interseccion
s¢ elige sobre ¢l terreno una base AR (Hig-211) que se mide,
y se coloca la plancheta en

estacion en el punto A Se

traza primero sobre Ia hoja

de papel una linea ab, so-

gun AB, sobre la enal se

stoma.la longitud que re-

presenta AB segun la eseala

del plane. Luego se elava

una aguja en el puntoayy

haciendo girar la alidada al

rededor- de ella, se dirigen

sucesivamente visuales & los

_ puntos C,°D, E,... que se

trata de determinar, ¥ se Irazan/reetas 4 lo laroo

g de la linea
de fé en cada una de

estas direccioni S, I’l'\lllli'\ se rnl«u';l en
estacion la plancheta en el punto B, de modo que el punto b
esté sobre la vertical del punto B y la linea ba en ladireccion
BA. Se dirigen visuales sucesivamente 4 los puntos G, D, E
marcando sobre el papel la direceion de todas estas visuales, y
estas lineas cortarin las anteriormente trazadas desde el I
a d los puntos ¢, d, e
G, I, E del terreno.

| P 3 o it h
Por'todo lo cual se ve que en definitiva el levantar un plano

unto
(que represenlan en el papel & los
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con la plancheta no difiere del que se hace con el grafémetro
smo en que, en vez de medir los dngulos, se limita el procedi-
miento este 4 tomarlos sobre ¢l papel mismo donde el plano
estd dibujado. Manejada la plancheta por manos peritas; es
un nstrumento muy expedito’y bastante exacto.

8 XXIX. Nocionés sobre la nivelacion. — Nivel de a, mira, — Cola
de un punto. — Curvas de nivel. — Lectura de un mapa topogrifico,

8035. El plano de un terreno levantado y trasladado al papel
por los procedimientos indicados no da sino una idea incom-
pleta del terreno, porque no indica las alturas de los diferentes
puntos sobre el plano de proyeceion, ni da & conocer por tanfo
lastondulaciones del terreno ni-sus-aceidentes; lo que en defi-
niliva se Hama el relieve. La determinacion de estas alturas es
cabalmente el objeto de la nivelacion.

El plano horizontal sobre el cual se proyeetan todos los
puntos se llama plano de émparacion, y ln altura 4 que estd
un punto sobre dicho plano, cote de dicho punto. Cuando el
plano de eomparacion es un plano tangente a la superficie del
miry se considera prolongado bajo los coniinenies, la cofa de
un punto’ toma en este caso el nombre de altura 6 altitud del
menecionado-punto.

No se muden divectamente todas las cotas de un terreno, smo
las diférencias enire la colade nmo de estos ‘puntos y las de to
dos los restantes, en términos que-eonocida la-eotadel primero,
pueda facilmente saberse las de los restantes. Esta primera’ cota
puede: elegirse- arbiframamente, porque equivale & tomar &
voluntad el plano de' comparacion,| cosa que siempre puede
hacerse. enando no sé tiene ofro lx!‘u[n;.\’ifu que dar una repre-
sentacion fiel del terreno.

Todo plano horizontal se llama plano de nivel, y la dife-
rencia que existe entre dos cotas se llama igualmente diferen-
l‘f(l (/L' /[l.l'l"/ 4!-' o]it'li“* pllmu\. (Illl‘ €1 t"'ﬁlli[i\n 1o es Hl:ix‘n]u.'

Ia distancia de los planos de nivel que pasan por ellos.
[ 1 -

0 L 13

B <
3! r:"-_ti
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S04. NiveL DE Acua v MiRa. El nivel de aqua (ficura 212)
se compone de un tubo de laton blauco 6 amarillo, de 1™,40
proxunamente de longitud, encorvado en sus dos extremi-

L
i

—

dades que Hevan ampollas de vidrio de
cinco  centimetros de didmetro préxima-
mente. Dicho tubo va montado sobre nn
pié de fres patas articuladas, en: términes
parecidos 4 los del grafémetro, para poderlo
colocar horizontalmente y girar alrededor
de su l'..ln vertical.

St se vierte en dicho tubo agua colo-

realda hasta’ que las ;mqnu”u.\ se llenen
hasta sus dos terceras partes, la superficie
del agua en los lln\‘ vasos estard en el mis-
mo plano de nivel, siguiendo la ley de los
Vas0S comumnic mh S; y por tanfo unayi-
sual tangente al plano de los dos ‘circulos
que forman las superficies del ln]lndn dari

una visnal horizontal, que Hega 4 ser muy

perceptible si. el obseryvador se eoloca de- 1 =
tris de una de las ampollas 4 la distaneia Fie. 913,
de un metro préximamente.

La mira es una regla AB dividida en centimelros que se
coloca verticalmente sobre el terreno (fig. 213), por la cual
corre una placa movil V pintada de dos colores lamada tablilla,
La linea horizontal que divide la tablilla en dos parles igunales
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se llama linea de fe, la cual se halla 4 la misma altura que
la anilla que lleva la tabhilla & lo largo de la regla, permi-
tiendo que pueda leerse dicha attura se fialada por la anilla sobre
L regla que al efecto tiene wna graduacion. Hay miras dife-
rentes, pero todas se fundan en el mismo principio.

S05. Niveracion sexcinra. Dados dos puntos A y B (fig. 214),
hallar la diferencia de nivel entre estos dos puntos.
Se coloca el nivel entre los dos puntos dados, 4 una distan-

cia proximamente igual respecto de cada uno de ellos. El
ayudante se coloca con una mira en el punto A y sube 6 baja
la miira sestin lo indique el operador, hasta tanto que la visual
horizontal determinada por el nivel pase por la linea de f¢. El
ayudante lee entonces la altura AVy la anota. Se traslada luego
con la mira al punto; By mide BV despues de proceder de
ignal suerte que en A : la diferencia de nivel entre ambos pun-
tos es evidentemente la diferencia de las alturas AV y BV,

La operacion que acabamos de describir exige que se defer-
minen dos visuales sucesivas que se llaman niveladas; una

la nivelada de espalda y la ofva la nivelada de frente,
segun el sentido en que se camina.

Si los dos puntos A y B estuvieran & mas de 100 6 120 me-
iros no podria obtenerse la diferencia de nivel en sola una
operacion, seria necesaria una nivelacion compuesia.

506. NiverLacioxn coMpugsta. Se eliven cuande se esld en este
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caso un cierfo nimero de punifos intermedios M, N, P, Q....
entre los A y B, tales que pueda tomarse la diferencia de
nivel que haya entre dos puntos conseeutivos por una nive-
Jacion sencilla. Hecho esto, se lleva sucesivamente el nivel
entre los puntos A y M, entre M y N, entre Ny P etc., y asi
sucesivamente, y se escriben en un cuadro lbl‘i'lb':ll‘;ltll) de ante-
mano las  alturas de mira de- las niveladas de espalda y de
frente relativas & cada nivelacion seneilla. Supongamos qliu se
han obtenido los resultados siguientes : ]

NIVELADAS

PUNTOS NIVELADOS

DE ESPALDA DE FREXTE

fm i/
ims1 im 31
2 9m_£9
Pl Om. 75
» I:n‘(',:')

< »

Shn

72,76 60,38

—+1m.58

Para ir desde el punto A al M, es necesario subir 1™ 45—
{m 51 —0m,14; de M 4 N se baja 22,69 — 12,74 = (0=,95;
de N 4P se sube 299 — (.75 —1=,47; de P 4 B se
sube 2235 — 47,63 =—=0m,72. De donde resulta que de A &
B se sube

0=, 14—+ 4,470, 72— 0,95 =1=,58

4 en esta otra forma

{45 A, 74+2m,92 4 9m 59

— (12,31 42,69 02,79 +-1=,65).
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De donde resulta la sigmente regla :

Hechas la suma de las niveladas de espalda y la de las
de frente, si la primera suma es mayor que la sequnda, el
ultimo punto esta mas.alto que el primero; pero st la suma
de las niveladas de espalda es menor que la de las de frente,
el primer punlo. estd mas alto que el ultimo. En los dos
casos, la diferencia denivel de los puntos extremos es iqual
d la diferencia entre la suma de las niveladas de espalda
y la de las de frente.

507. NIVELACION GENERAL DE UN TERREN0. Para darse cuenta
del relieve de un terreno, importa deferminar las cotas de
muchos puntos, y & eslo se llama mnivelacion general del ter-
reno, que puede ejecutarse de diversas maneras.

Si los puntos cuyas colas se quieren deferminar estin en
Jos vértices de un poligono se rodea siguiendo los lados de este
poligono, determinando por nivelacion simple 6 compuesta,
|2 diferencia de nivel entre los vértices eonsecutivos.

Si desde un punto del terreno pueden dirigirse visuales i
todos los puntos cnya altura se busca. se coloca el nivel en
este punto central y se deterniina la altura de cada uno: esto
conslituye una mvelacion radiada.

Cuando hay finalmente iaterés en conocer el relieve del
suelo-d lo largo de una linea determinada; se marcan sobre
esta linea puntos (ue disten entre si de 50 & 100 metros, yse
hacen nivelaciones entre todos estos puntos. Represéntase ordi-
nariamente el resultado de esta nivelacion, imaginando que Ia
proyeceion horizontal dela linea que pasa por todos los puntos
esta rectificada, y que se han elevado por estos diversos puntos
verticales sobre las cuales se toman las cotas, 4 partir del plano
de comparacion. Esto es lo que se llama un perfil. Si se hacen
en-un terreno un gran admero de perfiles siguiendo alinea-
ciones bien elegidas, se oblendra una representacion bastante
exacta del mismo.

508. PENDIENTE DE UNA RECTA; PENDIENTE DE UN PLANO. Se
Wama inclinacion de una recta el dngnlo agudo que- dicha
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recta forma con su proyeecion sobre un plano horizontal : dicha

n g (fig. 215) una recta
inclinada, ab su proyeccion horizontal.
Az y Bb las cotas de sus extremos.
) ~ o 3 . 4
Por el punto A se traza AR’ paralela 4
ab, y el ingulo BAB’ es la inclinacion
de esta recta. Dicho angulo se detor-
nmunara st se nos da la relacion de los
« e ! y 7 4

e ialE: lados BB’ y AB. del tridngulo ABB’,
o : porque se podrd entonces construir un
AT y St ooV S 3 3 14 "
n.mtnluw,w mejiante. y  por consiguiente equidngulo al tridn-
gulo ABB’. Dicha relacion 2

BB’ | BB

i xad

AB ab’
s¢ denomina la pendiente de a recta AR

Ta vendients - ST iR ‘o

/ 1 l:u/zmzh de una recta es la relacion de la diferencia
de nwel de dos punitos de dicha recta con la distancia hori-
zontal de estos dos punios.

melinacion se expresa en grados. Sea AB

\

- -
|
I\
R
{

f

)
L~

.b\l .]:l :hsl;}nrm ab esigual | un metro, la pendiente se expresa
pu; la lf;llg_llud de BB’; Y St suponemos por ejemplo que BB
'\l: :lal;[‘;{u ._:‘;.;l.ut'(’»ulj)un:‘_)ll'ns. (:1.::;?1(':‘5;\1" dice que la pendiente

34y Dyl 'O mietros por metro.

Consideremos ahora un plano

inclinado al horizonte (fig. 216);

Sl se le corta por un plano ho-

rizontal M, Ia interseccion DE de

los dos planos es una recta hori-

zontal. Otro plano horizontal cor-

taria al plano N siguiendo una

recta horizontal GH paralela 4 DE

(‘.’ﬁﬁ:}: de donde se infiere que

todas las rectas horizontales que

pueden trazarse en un plano inclinado, son paralelas. Si se
traza una perpendicular AB 4§ una de dichas horizontales, Ia

pendiente de esta linea serd mayor que la de cualquiera otra
Afi que sea oblicua 4 la horizontal. Con efecto : sea AP la
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vertical del punto A, y unamos PB y PC. La linea AG, obli-
cua 4 DE, es mayor que AB, perpendicular 4 la misma linea.
Dichas lineas son oblicuas con relacion al plano horizontal M.
y por tanto la mas corta es la que f"“ mas ‘HT,“ del pi¢ '.i'. la
ii{'l'!bt'“llii‘lllill’ AP, 6 en otros férminos PB <7 PC. La pendiente
AP AP -
de la recta AB es L y la de la recta AC es e La pendiente
de la recta AB es por tanto mayor que la de la recia AC. Por
esta razon, las lineas perpendiculires 4 las horizentales de un
plano inclinado se llaman las lineas de maxtina [h"/i/[l-"llllr’
de dicho plano, y se llama pendiente de un plano, la de las Ii-
neas de maxima pendiente del mismo.

=09. Corvas pE §ives. Se lama euwrva de nivel la intersee-
cion de la superficie de un terreno con un plano herizontal, 6
en otros términos, el lugar de los punios gque tienen la misma
cota. La determinacion de una carva de nivel sobre el terreno
se efectua ficilmente con el nivel de agua y la mira. Suponga-
mos, para fijar las ideas que Se conoce un primer punto m de
Ia curya (fis. 217). Se estacio- ) =
na el nivel 4 cierta distancia m_—3 — 4
enn 0,y el ayudante se coloea ) \
en m con la mira y fija la ta-
blilla 4 la altura marcada por
el plano-de nivel del instru-
mento. Avanza luezo sobre el
terreno evitando subir 6 bajar y
después “de haber andado’ una detena’ de metros: coloca Ia
mira sin tocar 1a tablilla. El operadior le hace sefiales paraque
vaya subiendo 6 bajando hast i que la linea de £é de la tablilla

esté de ‘nuevo en-el plano honizomtal de la visnal. Sea » el
punto determinado en esta forma: s pone uma sefal, y se
procuran determinar por el mismo procedimiento otros puntos
s. L, u, v, ete. Determinades ssi, se levanta el plano de la
linea m, r, s, 1, u, v, que s um ;-urriun‘ de la eurva de
nivel que pasa por el ponto m. Puede continuirsela en «-_~I.|
forma tanto como se guiera, tomando como punto de partida
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el primeramente obtenido. cambianda de sitio el nivel. si foese
necesario.

Se llaman planos 6 mapas topogrdficos los planos 6 mapas
en los cuales se traza un nimero mayor ¢ menor de curyas de
nivel equidistantes. Las cotas de estas diversas curvas son
siempre cotas redondas, es decir (Jue se expresan por nimeros
simples, como 10®; 20m 50, ete.; 6 100m, 200=. 500™, ofe.
La diferencia constante de dos curvas de nivel consecutivas se
Hama la equidistancia de las enrvas! En los mapas formados
porel estado mayor francés en escala de la equidistancia
es de 20 metros;/enla earla 4 1, es de 40m; y en el mapa

500

de nivelacion general de Francia & . la equidistancia es
de 100m,

Glaro | es | que un plano, topogrifico s Ia representacion
exacta del terrcno, en Ia fue podrin conocerse todos los acci-
dentes de la superficie del suelo, como si se poseyera un plano
en relieve. Para convencerse de ello no hay mas que fener
en cuenta que puede construirse el relieve de un terreno me-
diante el plano topogrifico. Supongzamos, para mayor exactitud,
que la escala del'plano sea de 4, que la equidistaneia de
las curvas'de nivel sed de 5 metros. En escala de Treres €Co
mefros. corresponden. 4 medio milimetro. Se toman hojas de
carfon dé medio milimetro de espesor, sobre las cuales dibuja-
remos las curvas de nivel Sucesivas. Sobre unma tabla colo-
camos el carton en que esti la curva mas baja cortada, sobre
este colocamos el en que esté Ia segunda, y asi sucesivamente
la tercera, la coarta, la quinta, ete., suardando ciertos puiitos
de referencia para la_colocacion, seonn estén en el mapa. De
esta manera resultard una especie de escalera que se llama un
relieve en graderia. Rellenando con eera la desicualdad que
hay enfre las curvas hasta obtener una superficie plana y con-
tinua, obtendriames una imagen fiel del terreno con sos mon-
tanas, sus valles, ondulaciones de toda especie, Imagen que Se
ha obtenido mediante las indicaciones del plano topogréfico.

Con el propésito de dar 4 la confizuracion del relieve mie-
diante las curyas de nivel, no mas precision, pero si mas expre-
ston, los autores del mapa del estado mayor y muchos otros
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topogrifos han sustituido las curyas de nivel consecutivas por

lineas de sombra comprendidas

entre ellas y a ellas perpendicula-

res (fig. 218). En el mapa del
1

estado mayor i —. las lineas
de sombra se separan la cuarla
parte de su longitud, y son tanfo
mas gruesas, cnanto son mas cor-
l:l.\'.v('.nn este sistema el (Illvll_jﬂ del relieve hiere mas 4 la

vista, pero aumenta la dificultad de la lectura del mapa.

510. Lecrora pE 105 MAPss TOPOGRAFICOS. No nos ocupare-
mos de los signos convencionales adoptados para representar
las diversas elases de tierras, bosques, praderas, vinedos, elec.,
vias de eomunicacion. de curso de aguas, villas, aldeas, case-
rios,. casas aisladas, porque basta, para reconocer todos estos
elementos sobre un mapa. tener @ la vista la indicacion de los
signos: convencionales, gque se halla en todos los tratados de
[nim'_u-ul'in. Mas dificil es sin duda inlerprétar exactamente la
carta en lo que se refiere al relieve del suelo.

Consideremos dos curvas de nivel consecutivas mn, m72’, y
sea aa' nna, pequeiia linea perpendicular & la vez & las dos
curyas (fig. 219). Una faja de terreno estre-
cha & lo largo de la anchura de aa’ podra
asumilarse 4 un.plano. inclinado,. y las liori-
zontales de este plano se cunfundirin con
las curvaside mvel carca de lospuntosa y «'.
Por consigniente la linea aa’” seri la linea
de mixima pendiente de este plano (508); la
pendiente del terreno @ lo largo de aa’, serd la relacion de la

Fig. 219.

diferencia de las cotas de los puntas ¢ y @’ 4 su distancia ho-
rizontal ga’. Llamando p esta pendiente y e la equidistancia de
las curvas de nivel, tendremos

e

/IZ

aa’

De aqui resulta que siendo e constanfe, la pendiente serd
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tanto  mayor cuanto ea’ sea mas pequena, le donde se deduce
que : en un mapa topogrdfico la pendiente del suelo es tanto
mas considerable cuanto las curvas de nivel estan mas pro-
zimas. En el sistema de lineas de sombras, las pendientes son
tanto mas fuertes cuanto que dichas lineas son mas cortas, mas
juntas y mas gruesas,

Si por el punto o' se traza una perpendicular comun 4 la
curva m'n’ y 4 la siguiente, se obtendré la linea de maxima
pendiente de Ia porcion de terreno préximo aa” y comprendido
entre estas dos curvas denivel, y continuando asi, se fendrd
una linea simuosa que serd la de mdrima pendiente del ter-
reno; de todo lo cual coneluiremos que las lineas de mdrima
pendiente corlan las curvas de nivel endngulo vecto.

Veamos ahora coma pueden reconocerse sobre una carta los
diversos accidentes del suelo, eomo colinas, mesetas, valles, ete.

La figura 220 representa un cerrete ¢ altura. Sila equidis-
fancia es de veinte metros y la curya mas baja tiene la eota de
140 metros, dicho cerrete tendrd una-cota comprendida entre

240 metros y 260 metros. Or-
dinariamente se marea el vér-
tice_por un punto al'lado del
que se escribe el n® que indica
la eota. Sobre la misma figura
se indica que la pendiente a lo
I;I]‘;() de u[), €S 1nas l‘;][»idu que
sigutendo la direccion ¢d
pueden calenlarse las pendien-
tes si-se conoce la escala del
Fiz. 220, plano. Una meseia difiere de
una colina en que la parte su-

perior no - lermina en un punfo mas elevado. que los que le

rodean, Sino'en un espacioanas 6 menos estenso que es horizon -
tal. En este caso la curva de nivel mas alta en vez de encerrar
un punto con su cota, contiene una linea de puntos que repre-
senta la curva de la cresta 6 ¢l borde de la meseta : la cota de
esta curya debe indicarse.

Para discernir facilmente los demis accidentes del suelo es
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necesario saber trazar dos lineas llamadas earacteristicas, y
que son las lineas de divisoria y de talwegs. Las divisorias
son lineas tales que no se puede uno separar derecha m
izquierda sin descender, y lo contrario ocurre en los talwegs,
esto es que no puede uno separarse sin remontar. En un

/ /

A
/

o

3,
ik

7/

mapa, la linea divisoria es de tal naturaleza, que si se la sigue
bajando, corta todas las curvas de nivel por su concavidad,
como la linea AOB (fig. 221 y 222). El talweg por el contrario
corta todas las curvas de nivel en su parte convexa euando se
baja & lo largo de ella, como la COD. Un talweg sefiala el
fondo de un valle 6 de una garganta, casi siempre ocupado por
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una corriente de agua que recoge las de derecha ¢ jzquierda;
las divisorias son las que dividen las aguas, y el terreno en
verlientes.

El punto 0 en el que se cortan el talweg COD yla divisoria
AOB es una hoz, y por tanto la hoz esti siempre colocada en
la interseccion del talweg y la divisoria, y la cota de esta estd
.\'ii'“ll‘“' lll;il'(';ulzl en ('l ]Il};l’l‘.

temifimos 4 las obras especiales de esta materia & los que
deseen conocer mas 4 fondo los mapas topogrificos : lo diche
hasta sin enibargo para conocer los mapas 4 que nos hemosre-
ferido y que tan importantes son para los militares ¢ ingenieros.

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO VI
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. Cuando una recta que corta un plano forma dos Angulos
iguales con fres rectas que pasan por su_pié en el plano, es
perpendicular & dicho plano.

2. El lugar de las rectas trazadas por-un punto dado para-
lelamente 4 un plano es otro plano_paralelo al primero.

3. Dadas dos rectas situadas en un mismo plano, puede
siempre trazirseles una-perpendicular comun, y no se les
puede trazar mas que una.

k. Dados un punto 0, las rectas paralelas A, B, €, D.... y
un_plano P, todos los planos frazados por el punto 0.y por las
rectas A, B, C cortan. el plano P, sicuiendorectas que ¢on-
curren en un mismo punto ‘(perspectiva de rectas paralelas).

5. 81 dos rectas son iguales vy paralelas, sus proyecciones
sobre un mismo plano son tambien iguales y paralelas.

6. Si desde un punto del espacio se bajan perpendiculares
sobre planos paralelos & una misma recta, el lugar de estas
perpendiculares es un plano perpendicular 4 dicha recta.

1. Por una recta oblicua & un plano puede siempre trazarse
un plano perpendicular & aquel, y no puede trizarsele mas de
uno,
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8. El 4ngulo agudo que unarecta forma con su proyéceion
sobre un plano esmas pequeno que el dngulo que dicha reeta
forma con cualquiera otra trazada por su pié en ¢|n'.lm plano.

9. Si desde un punto q:uul:ll_m:ru se lran l"v"'l""“l“'“h“"s i

\

NN

222.
las dos carasde un diedro; ¢l dangulo de eslas pc"!‘]n‘n«]u‘n]nrc‘-;
es igual al dngnlo plano del diedre 6 ésisu su|»ln‘-1!|vnl<’-4
40. En todo angulo triedro los planos que «h\nl_r'n fos tres
diedros en dos partes iguales secortan segun una misma recia.
11. Si por la bisectriz de las caras de un triedro se frazan

planos ln-|'|wm§iu1l:|l'w\’ 4 estas caras, estos planos se corlan si-

*cnendo una misma reeta.
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12. En todo fngulo triedro. los planos frazados por las

aristas perpendicularmente 4 las ecaras opuestas se cortan se-
gUun nna misma recta.

15. Si por el vértice de un dngulo triedro y en cada cara, se
fraza una perpendicular 4 la arista opuesta, dichas fres rectas
estin en un mismo plano.

14. Sise cortaun dngulo triedro trirectingulo OABG por un
plano que encuentre las aristas en los punios A, B, C, el cua-
drado del drea del tridgngulo ABC es igual 4 la suma de los
cuadrados de las dreas de los tridngulos OAB, OBC, OCA.

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Trazar por un punto una recta que encuentre dos rectas
no situadas en el mismo plano.

2. Hallar Ia condicion que deben cumplir dos rectas en el
espacio para que por una de ellas pueda trazarse un plano
perpendicular 4 la ofra.

3. Hallar en el espacio el lugar geométrico de los punfos
ignalmente distantes de dos puntos dados.

4. Hallar el lugar geométrico dedos punios equidistantes de
tres puntos dados y no sitnados-én linea recta.

. Hallar el lugar-de-los puntos del espacio equidistantes de
dos rectas que se cortan, :

6. Trazar por una recta dada un plano paralelo 4 otra recta
dada,

1., Trazar por un puntoun plano paralelo 4 dos rectas dadas.

8. Una recta se mueve siempre paralelamente 4 un plano P
dado, v encuentra dos rectas dadas D y IV situadas de un modo
cualquiera en el espacio. ; Qué direccion seguird & medida que
se aleje ‘indefinidamente del plano P? (Concurso ceneral. de
Filosofia, 1869.)

9. Hallar el Iugar geométrico de los puntos equidistantes de
dos planos dados.

10. Cortar un dngulo poliedro de cuatro car

as de modo que
Ia seccion sea un paraleléoramo. ’
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i cia desde ado
11. Hallar sobre el terreno la distancia desde un ;;ulnlo da :,
. Hallar sobre ip e
4 oftro inaccessible pero que se ve. Resolver el p!‘nlulnl 4
] ‘ 1 g a escuadra, con ¢
la cadena yel grafdmetro, con la eadena y la escuadra,
cadena y la plancheta. \ ) el
12. Determinar sobre el terreno la distancia & (lu«l se h '
5 i 5 3 0N €on
dos puntos inaccesibles pero que pueden verse. Solucior
los varios mstrumentos. . P2 :
1%. Prolongar una recta mas alli de un obstéculo que
impide la vista. Solucion con yarios lnA\lrlum-nlns.. e
1%. Determinar la anchura de un rio que no puede air:
S : e 4. Solucion
15. Determinar el dizmetro de una torre redonda. Soluc
eon varios instrumentos. ‘ =
r piro 14 altura de
16. Determinar con la cadena y el grafémetro la alt
una montaiia sobre la Hanura.
17. Sobre un mapa topog AT AL
i siouie a alinea-
ualquicra y se desea el perfil del terreno siguiendo la aline
CUs x Y s N

4fico se iraza una linea reeia

i "1l :  esla recla. i
cion determinada por esta R
18. Trazado un camino.en un mapa tupc,ngr.lhw «1~_h‘nn| :

i le las diversas secciones de dicho camino eom-
la pendiente de las diversas s i i
prendidas entre dos curvas de nivel consecutivas. A8

: sart: rifics ¢amino ¢o :

19. Trazar sobre una carta topogrifica un g
pendiente uniforme dada, 4 pariir ('iv ;m punto dado,
1 ( eLe 12040,

termine eerca de-otro-punto defermir
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LIBRO VII
LOS POLIEDROS

S XXX De 1os poliedros : propiedades prineipales de los prismas

¥ de los paralelepipedos.

311. Deriniciones. Se llama poliedro
porcaras planas. Estas earas son I
son las aristas del polie
poliedro. i

Los dngulos diedros de un poliedro son los di
por-las caras consecutivas, v los anqulos polieds
son los que forman en'cada uno’ de
en él'se corlan.

un cuerpo limitado
oligonos planos; sus lados
dro Yy sus-veértices son los vertices del

sdros formados
08 del poliedro
los vértices las caras que

Uik = £
812. El prisma es un_sjlido comprer

- : lido entre dos poli-
gonos 1guales'y paralelos, que se laman la

s bases del prisia,
y las caras laterales que son paralelégramos.
Para construir un prisma- se - toma- como
I;;m-_ un poligono ABCDE (fiz. 223). v por los
vértices A, B, (..., seitrazan las Hineas AA’
BB, ete., paralelas, 1guales v en el mi.\‘lint:
sentido, situadas fuera del |»|:|.nn ;\IFI_JIJ]"':...‘.
J«-spuf.-s S¢ unen . sus extremos y el poliedro
formado én estos términos es un prisma,
porque las caras son paralelégramios (78) ¥

los poligonos ABCDE y A’B'G/D'E’ tienen sus

: _ lados ignales y sus planos paralelos (272).

El prisma se llama triangular, cuadrangular, pentaqo-
nal, etc., cuando su-base es un tri ) '

‘ ingulo, un cuadrilatero. un
pentigono, efe.
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Un prisma es reclo cuando sus aristas laterales AAY, BB, ete.,
son perpendiculares 4 los planos de las bases, y oblicuo en el
caso confrario. Las caras laterales de un prisma reclo son ree-

Lingulos. ]
Altura de un prisma es la distancia que media entre los
planos de las dos bases, y en el prisma recto la altura es igual

4 la arista lateral.

515. Se Nlama paralelipipedo un prisma que tiene por base
un paralelégramo = las seis caras de un paralelipipedo son pa-
ralelégramos.

Consideremos un paralelipipedo ABCDA'B'C'D” (fig. 224),
cuyas bases son los paralelégramos
icuales y paralelos ABCD y A'B'C’D".

s rectas AD y BC son igunales y pa-
ralelas como lados opues de
paralelégramo ABCD. Las rectas AA” y
BB son iguale$ y paralelas por la mis-
ma razon. Luego los dngulos DAAY,

GBB" son iguales y sus planos son pa-
vilelos (272). Lo mismo se demostra-
ria que los dos paralelogramos ABB/A’,
DEEDY tienen todos sus dngulos y todos
sus lados 1guales uno @ uno, y por tanto que son iguales. De esto
resulta qué las caras opuestas de un paralelipipedo son igua-

les y paralelas, y por consceuencia que pueden fomarse como
bases de un paralelipipedo dos caras opuestas cualesquiera.
; 14
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Cuoando un paralelipipedo es recto y tiene por base un rec- |
tingulo se llama paralelipipedo vectingulo (fig. 295). Las
seis: earas de un paralelipipedo rectingulo son rectingulos. Las |
longitudes de las aristas que parlen de un vértice mismo se
laman las dimensiones del paralelipipedo rectangular.

El ¢ubo es un paralelipipedo rectangulo que tiene por base
un-ctiadrado vy, caya altura en igual al lado del cuadrado. Las
seis caras de un'cubo son cuadrados iguales (fiz. 296).

SYA. La pardmide os un sélido una de
poligono plano, y las otras tridnzulos que
lados del primer poligono y

CUYAS cards es un
tienen por bases los
por-vertice comun un punto to-
mado fuera del plano del primer poligono : tal es. por ejem-
plo, el poliedro SABCDE (hg. 227). El poli-
gono ABCDE se llama la base de la piri-
mide; ‘el punto S es el vertice y las caras
triangulares SAB, SBC, efe.. son las caras

laterales.
La pirdmide es triangular, cuadrangu-
lar, pentagonal, etc., cuando su base es
un truinguloy un cuadrilitero un pentigono,
ele. La piramide tridngular se llama tam-

bien-tetraedro porque tiene eualro caras

que fodas son trizngulos.

La altura de una pirimide
pendicular bajada desde
de la base.

La pirimide es. regular cuando la hase
es un poligono regular vy la altura eae en
el eentro de la hase.

es la per-
el vértice al plano

135, TeorevA. Las seceiones hechas en
un prisma por dos planos paralelos son
poligonos iguales (fig. 298).

Sean FGHIK, F'G'HI’K las secciones he-
chas por dos planos paralelos en el prisma

AD’. Los lados FG. F'G’ son parele

Fig. 228.

los como intersecciones de
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dos planos secantes paralelos con el I»I;"-n:‘v ABB’A! (266).
[gualmente GH es paralelo 4 G'H’, HI 4 HT, ete. Los «lns_ po-
li;_fnmu que tienen sus lados paralelos y dirigidos en un mismo
I ' = K6
como . paralelas comprendidas entre paralelas, y '.” MISmo
GH = G'H’, HI =0V, elc. Los [u-li'_‘ulln\. pues, fienen log
lados y lossingulos igunales y dispuestos en el mismo sentido.

sentido son equidngnlos (272). Ademds de esto FG

* Luego son iguales.

a16. Se llama seecion recta de un prisma oblicuo Ia que
resulta cortindole por un plano perpendicular 4 las aristas. La
seeeton recta es la misma sea el que quiera el plano que la
determine.

o47. Teorewms. Si se corta una pivamide por un plano
1:1//'{1/:‘/11 a la base : . -

1o Las aristas laterales y la altura de la pivamide que-
dan divididas en partes proporcionates.

2.° La secelon es un ]m/[‘r/w(u Seimne-
jante @ la base.

9.2 Lvl relacion de las dreas de la sec-
cion obtenida y de la base es tqual d la
relacion de los cuadrados de sus distan-

1.2 Sea SABCDE la lril‘;'lmi\lc. A'B'C'DE!
una seccion obfenida por un plano para-
lelo & la base, SH la altura de la pirAmi-
de, euya altura resulta eortada en H' por Fa Vo
el |»|:|:|(‘» de la seccion. Si por el punto S .
se Lnaging un plano paralelo 4 la base se tendri en virtud
del teorema del n.» 275

:.\.H : ]

SH :
2.° Las lineas AB, A’B" son paralelas como interseccion de
dos planos paralelos ABCDE, A’B/GIVE’ por el plano SAB (266).

Lo mismo sucede con BC v B/C. CD y C'D’, ete. Luego los
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Ademsis los

72).
B¢,
B¢’ SK

= —— ElC. 3

BG SB

poligonos son equiingulos (2
mejantes SAD y SA’B’, SBGy S

P'l,

fridngulos s
ele., dan

AB

AB~

SA’
SA°
6. teniendo cuenta de las igualdades [17] :
AR B G SH’
AB=ELBG ANED
Luego los poligonos ABCDE, A’B'C/IVE’ tienen los
igllzllt% \ llr.\ |:1-l()~ [11'4lli(\l'l‘i«)nuh‘s,

dngulos
y por tanto son semejanies.
5.9Las dreas delos poligonos semejantes ABCDE, A’'B'CDE!
son proporeionales d los cuadrados de sus lados homdlogos (259)
v tendrémos :
ABCDE. | AB”.
"ABCDE. 7 AR’

y.cn virtud de las igualdades [2] :
A'BEDE SH”
ABCDE — Sp*

518. Corovanio. Si dos pirdmides lienen una misma al-|
tura H y se cortan las dos por planos paralelos d las bases,
i la misnia distancia Wde los vertices, las secciones obteni-}
das son entre si como las bases.

Sean B.y B’ las dos bases, b y b’ las secciones obtenidas:|
Se tienen en virtud del teorema precedente

b h® Ve

BT H B~ HE
de donde resulta, en virtud de la relacion comun,

b /%

B~ 1B

Supongamos como aso particular que las dos piramides
tengan bases equivalentes; esto es, que B 'sea equivalente & B
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en enyo caso b serd tambien equivalente b'. Luego si dos pi-
ramides tienen alturas tquales y bases ("//}1/;',1[,-;11;',<_ las see-

: ,‘j,l,;,v,\- /(,'_’('lul.\' en r/ft'lll{s ,‘Iil'(il//fl!i'.\‘ por IIH.\' /Alillll:.\' }I(II'III!‘IU.\'

i las bases d la misma distancia de los vertices, son equiva-
lentes.

=19. Se llama tronco de pivamide de bases paralelas G
simplvnl'““'“ tronco de |»i1‘;'|mivl-'. el |m||m]|‘u obtenido cortando
una ])i]'.'nnid-,' por un plano paralelo 4 la base, y tomando lo
que queda despues de desprendar la parte superior de la pird-
ramide = tal esel ]M“l,‘lll’lb ABCDEA'B/C/DE! (fig )). Los dos
poligonos ARCGDE, A’B/C'DE" se llaman las bases del troneo de
pir;imidr. y su altura es la distancia HII" 4 que estin los
planos de las dos bases.

904

§ XXXI. Medida de los voltmenes : paralelepipedo, prisma,
}.ir;imi(h)

%00, Derisiciones. Se toma por unidad de volimen el de
un cubo que tiene por lado la unidad de longitud. En Francia,
on donde Ia unidad de medida son el metro, sus mulfiplos y
submultiplos, lis unidades de voliimen seran los eubos que
tengan’ por fado al metro; el decimetro;-centimetro; 6-el deci-
metro. heetémetro, kilémetro y miridametro. Se llama metro
¢iibico aleubo que tiene un metro de lado, y deciimelro.y cen-
timetro cibico los cubos (que tienen por lado ¢l decimetro 6
cenlimetro, ele.

=01, El metro cubico vale 1000 decimetros eubicos. Con
ofectn. si consideramos una eaja-edbiea de un metro de lado
(fiz. 250) ABCDA'B'CD, y dividimos el fondo, gue es un
metro cuadrado, en 100 decimefros cuadrados (194), sobre
cado uno de ellos podemos colocar un decimetro eibico, 1o
cnal dard una primera capa de un decimelro de altura que
contendra 100 decimetros ciibicos. Para llenar foda la (';q"[u Se

necesitaran evidentemente sobreponer diez capas paralelas.
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Luego el metro eiihico contiene 10 veces 100 6 sean 1000 de-

eimetros eibicos. Del mismo modo se puede probar que el de-

cimefro ciibico tiene 1000 eentimetros

eiibicos, ete., y en general que cada una

de las unidades de volumen vale 1000

veces la que le sique inmediatamente

en ovden anferior de magnitud. De

donde resulta que para pasar de una de

estas unidades & otra, bastard multipli-

car 0 dividir el niimero que exprese el

" 930) voltimen por 1000, por 1000000 6 por

1 000000000, efe. Si por ejemplo un yo-

limen se expresa en centinietros eibicos y deseamos referirlo

al metroenbico 6 al decimetro eibico bastara dividir el niimero
que representa dicho vohimen por 1000 0006 por 1000.

Se: emplean ademis con el nombre de medidas de capaci-
dad, unidades de volimen que derivan de las precedentes;
tales sonvel Litro que equiyale 4 un decimetro ciibico, el deca-
litro que vale 10 litros; el kectolitro que vale 100 litros, el
decililro que es la décima parte del litro, y el centilitro que
es la centesima del mismo litro.

522. Dos euerpos son equivalentes cnando tienen voltimenes
ignales; por mas: que no puedan’ superponerse. Asf tin’ prisme
puede ser equivalente 4 una pirimide 6 & un poliedro cual
quiera.

525. Teorewa. Dos prismas vectos de la misma base y
altura son iquales.

Coloquemos uno' de los) prismas sohre el otro de manera que
las hases mferiores coineidan. |

s aristas laterales del segundo
prisma, que son perpendiculares al plano de su base, tomar4n
la misma direccion que las cortespondientes del primero (246),
y como los prismas tienen la misma altura y son rectos, las
aristas laterales son iguales, y por tanto las hases superiores
de los dos prismas coincidirin y los dos primas resultaran
ignales. 0. E. L. .
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524. Teoremr. Todo prisma oblicuo equivale d un prisma
vecto que tenga por base su seccion recta y por altura su
avista lateral (fic. 251). .

Sea ABCDE A’B/C/D/E un prisma oblicno. Por los vértices A y A
de Ias dos bases trazamos las secciones rectas AFGHI, ,\'|"(i"||'|’.
que forman con las aristas del l)l"i.\'m;l prolongadas un prisma
recto (que fiene por altura la arista l:u.h-ml - .
AA’ del prisma dado. Y notamos en primer et
lugar que las aristas BB’ y FI” de !n\' dos iw
prismas son iguales por ser im:lms 1ruales
& AA”. Resulta de aqui inmediatamente que
EB=FB’, y que GG=G'C, HD=H'D’, elc.

Esto sentado levemos el ]mli«‘!h'ﬂ AFGH -

I'BC’D'E" sobre AFGHIBCDE, de modo que

el poligono A’F'G/HT’ coincida con su igual

AFGAL (319). Las aristas F'B’, G'CG’.... per-

pendiculares al plano AF'G" se mnf'lm«lir‘;'cn

con FB, GE.... |ll'I'IN‘nl“l'll]:Il‘l‘.\' al plano AFG.

Ademds, teniendo las aristas igual longitad dos 4 does, los po-
liedros “eowncidirin. Ahora bien; guitando del sélido total el
poliedro ATFG7..... E/ resulta el prisma oblicuo, y quitando del
mismo poliedro total el poliedro AFG....E resulta m:l prisma
recto. Luego el prisma oblicuo y el recto son equivalentes.
Qs Exoki D

505, Troneya. Bl plano trazado pordos m‘:ﬂ»:lus opuestas
de un paralelipipedo le descompone en dos prismas frian-
qulares equivalentes. : '

" Qea ABCDABCD’ (fiz. 232) un paralelepipedo cualquiera.
Por las aristas opuestas AA" -y G’ hacemos pasar un !-lunn que
descomponga el p:ll‘:llvlipipmln en dos |u'1>mu.\"In:mgul;mlw‘
ABCA’B'C/,ADCAD'C que decimos que son 4'4{11]\:!]('[{”1"\‘. En
efocto s construyamos la seccion recta AEFG del paralelipipedo.
Dicha seccion es un paralelogramo porque fos lados opuestos
son la interseceion del plano de la seccion recta por los tl:uln,\
de las caras opuestas del l’n:u‘nlvli|)ip<-<ln. que son p.;u':ulvlu._\"lalc").
Iaeso los triangulos AEF y AGF son ieuales, y<l|«lm<lrmnf_}ulus
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son precisamente las seceiones rectas de los prismas tridngu-
lares ABCA’B'C’ y ADCA’'D'(Y El prisma
oblicuo ABGA’B/C’ es equivalente al rec-
o que tiene por base AER y por al-
tura AA”. De igual manera el prisma obli-
cuo. ADCA'D'CY equivalente al reeto que
tiene por base AGF Y por altura AA’. Estos
dos prismas rectos son iguales, porque
fienen bases'y altura izuales (523) ; luego
los dos prismas oblicuos que son iguales 4
ellos respectivamente, son equivalentes en-
tre si. Q. E. L.,

326. Trorems. El volimen de un pa-
ralelipipedo rectangular tiene por medida_el producto de
sus tres dimensiones.

Suponemos desde hiego que las ‘dimensiones del paraleli-
pipedo reetangular han de ser miiltiplos de Ia anidad de lon-

gitud. Sea ABCDA’ (fig. 253) un parale-

lipipedo rectingular cuyas aristas AB, AD

¥ AA’ son respectivamente ignales 4 4 me-

tros; S metros y 5 metros. La base ABGD

del paralelipipedo contiene 4><3 612 me-

tros cuadrados (186).. Sobre. cada uno-de

estos metros cuadrados podra colecarse un

mefro ciibico y de este’ modo sé- ténidri

Fiz, 253. una capa de 12 metros eiibicos, capa que

no tendri mas que un metro de altura,

Para llenar todo el paralelipipedo serén necesarias cinco capas

iguales. El ;-:n‘;xlvlipipw,ln tendrd, pues, en total A><3><5 6

sean 60 metros eiibicos - su voltimen esld pues expresado por
el producto de sus fres dimensiones. Q. E. L. D.

Tomenos ahora un paralelipipedo rectangular cuvas dimen-
siones sean arbilrarias, por ejemplos iguales 4 9m 5, 4m 99 v
02,69. Todas estas longitudes se expresaran en unidades muy
pequenias para que estén representadas POT niimeros enteros,
V. g. en eenlimelros. Serin por tanto iguales 4 250 centime-
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tros, 492 id, y 69 id. La demostracion precedente prueba
que el voliimen del paralelipipedo rectingular es igual 4
450 >< 492 >< 69 6 sean 8 487 000 centimetros ctibicos. Y como
el eentimetro cibico es la millonésima parte del metro ciibico,
dicho vohimen referido al metro efibico como unidad serd
expresado por el nimero 8¢ 487 (000. Segun las reglas para
la multiplicacion de los mimeros decimales este nimero pudiera
haberse obtenido multiplicando directamente los tres niimeros
decimales 2,50, 4,92, y 0,69. Por consecuencia el volimen
del paralelipipedo rectingular esti tambien determinado por
el producto de sus tres dimensiones. o. E. 1. b.

327. Conorarmo. I. La base del paralelipipedo es un rec-
tingulo, cuya area tiene por medida el producto de sus dos
dimensiones, luego el paralelipipedo vectangular tiene por
medida el producto de su base por su altura.

528. Cororario. II. El eubo es un paralelipipedo rectangular
euyas dimensiones son todas iguales, de donde resulta que el
voliimen del cubo tiene por medida el cubo de su lado. Por
esla propiedad se ha dado & la tercera potencia de un niimero
el nombre de cubo de dicho mimero.

Arrieaciones. I. Las dimensiones de una placa de marmol
que-tiene la forma-da un' paralelipipedo  rectangular soff Jas si-
guentes:

Bargo | N .00 VO 028
Ancho . 0m. 39
Alto. . . .. . . ... 18 milimetros.

¢ Cudl serd su volimen?

Es necesario primeramente referir lis-tres. dimensiones 4
una misma unidad, al metro por ejemplo, v hecho esto, el vo-
himen expresado en metros eiibicos serd :

1,28 >5<0,325<0,018 =0, 0075728 ;

- . . - , P . WV P
pudiendo decirse tambien quees igual 4 7 4!.».-nnvl10.\«nlnhm‘;‘ ‘

312 centimetros eibicos v 800 milimetros eibicos. §
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II. Una pila de piedra rectangular tiene las dimensiones in-
teriores siguientes :

Liargorsss s S e e e Ok
Anehg s == TR Fes B o fein s S (Juvksy
Profundidad. . ... . .. . . . (=52

¢ Cydl serd su eapacidad en'lifros?
El volimen interior de la pila expresado en metros eiibi-
COS, Serd :

02.9%4><0,45><0,52 =0=c 21996 ;

su valor en litros serd 219496 6 sean 2 heeldlitros, 19 li-
tros y 96 centilitros.

HI. Una piedra de falla de forma ctbica tiene 87 centime-
tros de lado, y se desea saher cuil seri su voliumen.

El voliimen pedido, expresado en centimetros eubicos, es :

ST —=658505¢=<;

euya cantidad, expresada en metros ciibicos, para lo eunal basta
dividirla por 1 000 000, seri 0m-c, 658 503.

IV. Se desea fabricar una drca rectingular que pueda con-
tener 25 hectélitros de ftrigo. La superficie del fondo es de
60 I.lL"L‘hll('ll'l)S cuadrados: g euil serd la altura que habri que
darle?

25 heetélitros equivalen 42w, 5 v 60 decimetros cuadra-
dos & 0m:c, 6; sise conociera la profundidad multiplicindola
por 0,6, se tendria el voliimen 2,5; luego la profundidad es
igual 4

O *r
Ly

(-):Bi:-’f'".lfﬂ.
con menos de nn milimetro de error.

V. La capacidad de un vaso ciibico es de 216 centimetros
ciibicos = jeudl serd la longitud del lado?

Evidentemente serd la raiz cdbica de 216, 6 sean 6 centi-
metros.
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529. Teorems. Bl volumen de un paralelipipedo recto es
iqual al producto de su base porsu alture (fig. 254).

Sea ABCD A'B'C’D’ el paralelipipedo recto cuya base es ABCD
y Ia alinra AA’. Tomemos ADDA” por base (518) y por el
punto A fracemos. un plano  perpendicular
4 AB. Este plano contendri a4 AA’ que es
'..-rlwndirlllnl‘ al plano ABCD y por eonsi-
cuniente 4 AB. La seccion AA'E'E determi-
nada por este plano es un rectingulo, por
que AA” es perpendicular al plano ABCD, y
por consiguiente & AE. Dicho esto, el prisma
oblicuo. AA’D'DB B'C'C; es equivalente al
prisma que tiene por base su seccion recla Fiw. 931,
AAEE y por altura su arista lateral AB
(324),y como este prisma recto tiene-por-base un rectingulo,
su medida es (326) : AE><AA’><AB. Si ahora se tiene en
cuenta que AB><AE es la medida del drea del paralelogra-
mo ABCD, resultard que el vohimen del paralelipipedo dado
tiene por medida :

ABCD ><AAX’.

550. Teorems. Bl voliimen de un paralelipipedo.oblicuo
es 2qual al producto de su base por su altura (fig. 235).

Sea ABGDA el paralelipipedo oblicuo-que tiene porbase ABCD.
Tomemos -por base ADD'A” y construyamos la seccion recta
EFGH perpendicular 4 la arista AB, en cuyo caso l.nmlv recni-
plazarseel paralelipipedo oblicuo por el recto que tiene por base
EFGH y por altura AB (524). Su medida serd, pues (529).
EFGH><AB. Peroel frea del paralelégramo EFGH es ignal & su
hase porsu altura, esto esEF><HL. Luego el yoliimen del pa-
ralelipipedo es -

Esto sentado, observemos que EF, que es una linea del pla-
no EFGH perpendicular 4 AB, es ella misma perpendicular &
AB, y por consiguiente, queel producto AB><EF representa el
drea del I»:n‘;nlc'l(’l‘_fl‘;lllln ABCD. De otro lado. los ]ll:muN ,\l’)l;lly




220 GEOMETRIA EN EL ESPACIO.

l'}l’CH son perpendicnlares, puesto que el primero contiene la
linea AB perpendicular al secundo (286): v la linea HI 7![':17:;—
da en el plano EFGH perpendicularmente i la inferseceion l:l"
de los dos planos, es perpendicular al plano ABCD (2871.‘\'

]'muqi;m,io. esta_linea es la altura del paralelipipedo oblicno
ABCDA”. Resulta de todo que el yolimen de este paralelipipedo

tiene por expresion ABED><AL, es decir, ol producto de su
base por/su altura: ¢. 5. 1. .

331, Trong olii 1
. - AEORENA. El volimen de un prisma cualquierases
wual al producto de su base por su altura

0 . '3 o . "

_1. .\u‘_mm mes en primer Jugar que ¢l prisma dado sea un
prisma friangular.’ Si por dos de Ias aristas laterales de
prisma se trazan planos paralelos 4 las caras opuestas, sé for-
ma un paralelipipedo que fiene la misma altura que el prisma
y una base doble, Y sesabe que (528) dicho paralelipipedo tie-
;!u'nn l\'nh.mu'-n doble que el del prisma. El voltimen del parale-
Ipipedo tiene por g 5 228 ase o ;
(5(5;(” & Hl‘» ]-|l”|“|“ tl.l.tl.l el producto I.Aln su base por su altura
: » tuego el del prisma vale Ia mitad de este produeto, 6
‘) Y P Q ! .ll . & N 5

que es lo mismo, es igual al producto de su base por su al-
lm;h puesto que su base es Ia mitad de 1a del paralelipipedo

¢ S $: O Sr 1 1 .

,T‘/'(-,/ M.l en secundo lucar un prisma poligonal ABCDE
A'B DR (fig. 256). Por la avista EF

este

¥ por cada una de las
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ofras aristas hacemos pasar planos que descompongan el pris-
ma dado en prismas (riangulares. Cada uno
de ellos tiene por medida el producto del
tridngulo que le sirve de base por la altura

B
7 ' ‘ \\/'D‘

comun. El prisma poligonal tendrd, pues,
por medida Ia suma de los, triingulos -
lipli(‘;nlu por la altura, ¢ sa base mllllip“—
cada por su altura. o. E. L. D.
Opservacioy. Los teoremas de los niime-
ros 926, 529, 590 y 5% ]'H(‘(lr'n com-
prenderse en un solo enunciado : Taodo
prisma tiene por medida el producto de su base por su al-
tura.

552. Coronarios. 1.° Dos prismas que tienen las bases
equivalentes y las alturas iguales, son equivalentes.

9.0 Dos prismas de lo misma allura son entre si como
sus bases.

5.0 Dos prismas que tienen las bases equivalenies, son
]JI'U[JUI‘('ill]lll[l,’.\‘ a sus alturas.

Estas son consecuencias evidentes del enuneiado (que }nl'ou‘th‘.

Arricaciongs. I. Una columna prismitica tiene por base un
exdgono regular cuyadrea es igual 4 18 decimetros cuadrados;
su altura es de 7=,20. ; Cudl serd su volimen?

Refiero al metro cuadrado el drea de la base, que me
dara 0m-¢,18; y el volimen pedido serd, pues :

0,185¢7,20="1=¢,299.

II. La seccion recta de una zanja es un frapecio euyas ba-
ses son 0m,53 y 1m.98 y la altura es 4m.51. Se pregunta
cudl es lalongitud’ dela dicha zanja, sabiendo que la tierra
que se ha extraido para hacerla tiene un volimen de 942 me-
tros ciibicos.

El drea de la seceion es igual 4

0,35 +1,98

-

><1,51 =] me ,3150:)
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Multiplicando esta area por la longitud de Ia zanja, 'se oh-
tendra el voliimen 549m-_f,4 longitud se obtendrd dividiendo

R el e [ 5 ; 2
292 por 1,51 305, que da 55822 con un decimetro de dife-
rencia.

355. Trowema. Dos pirdmides triangulares de bases equi-
valentes y de' la ‘misma altura. son r’:}uil'n!:'u(z's (fig. 237).
Sean SABC, S‘AB( 1as dos pirdmides. .\'ulmn:ull;n; que las
bases/ABG, A’BGZ estin sobre un mismo pl;mn:r Dividamos Ia
altura en ' partes jzuales, v por los' puntos de division trace-
mos planos paralelos' & las bases. Fstos planos forman en las

piramides las secciones DEF. D'E'F’; IKL, I'K’L! equiva-
l«:nh_:s dos & dos en virtud del n:o S48 Sobre cada una de esfas
secciones como hase, construimos un prisma que tenga .\‘IL\"
aristas paralelas 4 SA en la primera piramide, y 4 .\".\'«-1:!:1 se-
gunda. Estos prismas seran dos I o

: 4 'dos equivalentes, por tener
bases equivalentes v |

a misma altura. Por consiguiente, Ia

suma de los prismas._inscritos en la primera |

' : ' iranide es equi-
\nl«inh' 4 la suma . de los prismas inscritos en Ia segunida.

- l‘.s!n dicho, Ia diferencia enfre el volitmen de 1a pirimide
SABC y la suma de los prismas inseritos es menor que el m-'
limen del tronco de pirdimide SBCPGH. Esi
tlisminn)v hasta cero 4 medid
el niimero de los prismias in
es 4 lo'mas igual 4 PS,

e ailtimo voliimen
4 que aumenta indefinidamente
s«:ritm. puesto que su altupa, (ue
disminuye indefinidamente: en ofrso
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tura es en este caso la del troneo, y bastard probar que su base
GAC es media proporcional entre las dos bases del tronco. Para
ello, por el punto G se traza GH, paralela 4 BC. Los dos frifin-
gulos DEF, AGH son iguales, por tener DE=AG y los dngules
iguales. Ademis, los tridngulos ABC, AGC, tienen el mismo
vértice Gy sus bases AB, AG en linea recta; luego tienen la

miisma altura y son proporcionales & sus bases, y tenemos :

\]; 5
. '\_‘; i
tenemos igualmente :
AGC  AG
AGH — AH

y en virtud de las paralelas :

AB_ AC
AG— AN’

y por ultimo
ABG:AGC.

4 bien
ABC__AGC
AGG™ DEF

2.0 (onsideremos ahora un fronco de pirdamide poligonal
ABGDEA‘B'C'D'E” (fig. 241) ; formemos una pirimide {riangu-
lar TEGH que tenga la misma altura que la pirinmide SABEDE
y una hase equivalente (554). Cortemos la pirimide TFGH por;
un plano paralelo a Ia base y 4 la misma distancia del vértice
T que el plano A'B'C'D'E esti del vértice S. Las dos secciones
A'BCDES, F'GH serén equivalentes (51&)- Por tanlo, las dos
piramides SA'BC'D'E’, TF'G'H’ son equivalentes, y los dos tron-
cos de pirdmide lo son ignalmente. Ademis tienen la misma
altura y las bases equivalentes; y puesto que la medida del
tronco de pirdmide triangular no depende sino de su altura
vy de su base, la medida del tronco de pirimide de base poli-
gonal serd la misma. ) s

15
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Opservacioy. Llamamos B y b las dos bases del tronco de
pirdmide, H su altura y V su volimen. La media proporeional

Fig. 241.

entre las bases serd \/Bb y las tres pirdmides del enunciado
tendrin por valor respectiyo

1—\"I¥7><ll;

)
el veltimen del tronco se detepminard segun la férmula

\‘:1I:‘;-::ll—ﬁ-lbt-:ll-:-' /Bb><H,
1

6 colocando = H como factor comun

4

N2 1—'11‘;\:’ (B4+-b-4-/Bb).

Apricaciones. I. La mayor de las piramides de Egipto tiene
por base un ecuadrado de 252=.75, de lado, su altura es de
146 metros, v se desea saber el voliimen.

El drea de la hase es igual 4 252,75% y el voliimen de la
piramide es :

1

= 252,75*>< 146 =2636599=-<,032,
o)

con un error por exceso de 0=-¢,001, Como se ve, dicha pird=
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mide tiene un volimen considerable, del enal podemos for-
marnos una idea clara suponiendo que con los materiales que
la componen se formaria un mure de dos metros de altura Y
# eentimelros de espesor, y cuya longitud seria :
2656598,052 - oen i
- 9 H'..’nii*""‘ 91 metros.

es decir 3270 kilémetros préximamente, muro con el (ue
casl podria rodearse toda Francia.

{I. El obelisco de Luxor es un tronco de piramide muy alar-
gado, de bases cuadradas, y fiene encima de su base menor
una piramide regular. El lado de la base inferior tiene 9m,492
de longitud; el de la base superior, 1m.54%; la distancia de
las dos bases es igual & 21,60, y la altura de la pirdmide,
{m.20. Se desea saber cuianto pesara el-obelisco, sabiendo que
el metro ciibico de granito de que estd hecho pesa 2750 ki-
logramos.

Averigiiemos en primier lugar su volimen. El drea de la
hase mayor es de 2,422 —5wc 856%. La de la base mienor es
1,582 =2m 3716. La media proporcional entre las dos bases

1,54 6 bien 2,42 3¢ 1,54 — B 7268, Sumamos
estos tres nimeros que nos dan 11.9547. El volimen del tron-
co de pirdmide es pues :

ST
11,9548 >< .i‘m—) — 862, 074560

2

El'voliimen-de Ia pirdmide serd 4 este tenor

T 1.20
25716 L —

)
o]

- (e, 948640

v ¢l voliimen total del obelisco serd finalmente
865, 07457 - 0mc 94864 — 8 Tue (0232,

S(‘;,fllH esto su peso Seri :

9750k > 87,0252—=9239515%.8

Oy

6 sean préximamente 2595 quintales métricos.
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§ XXXIT. Nociones sumariss sobre los poliedros semejantes. — Relacion
de las superficies y de los voliimenes.

557. DEFINICIONES.
poliedros fue tiene
hallan comyj

Se Haman poliedros semejantes dos
n los dngulos poliedros iguales, y que se
rendidos entre un mismo niimero de caras seme-
Jantesuna & una. Se Haman homailogos los elementos
dienfes de dos poliedros semejantes.

misma que los diedros homdlogos de do
son iguales y semejantemente dispuesto
hemdlogas de dos poliedres son I

|‘()I‘l‘4'>’l|lln-
tesulta de Ia definicion
s poliedros semejantes
s. Ademds, las aristas
roporcioniles, porque las caras
de ellos son semejantes dos
tienen una arista comun, la relacion de dos' aristas homglogas
es la misma para.todas las earas. -

a dos, y como dos caras advacentes

958. TEOREMA.

St se corta una pirdmide SABC por un
plano paralelo d

su.base, se forma’ una nueva pirdami-
de SA'B'CY, semejante d la primera

g (fig. 242)

/N\\ En efecto, las dos pirimides tienen las
‘/;)7\\ caras semejantes (§17), tienen ademsds ol
WA angulo poliedro en S comun; los. ingulos
triedros ASBD, A'S'B'IY tienen respecliva-
mente Jguales las earas y lo miismo' los 4n-
gulos diedros. (285)., Ademis, las caras
de los diedros de estos dos dngulos triedros
Fir. 243, estin semejantemente  dispuestas, y por
; tanto, pueden: superponerse ¥. por consi-
guiente son’ iguales. Lo mismo sucede con lostriedros I y. B,

Cy (&, ete., y por fanto, las dos piramides son semejantes.

959. Teorema. Dos letraedros que lienen un dngulo die-
dro iqual comprendido entre caras semejanles y semejante-
mente dispuestas, son semejantes.

Sean ABCD, A’B'C'D’ dos tetraedros (fig. 245) que tienen el
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diedro AB igual al A’B’, la cara ABC semejante 4 la A/B'C, y
I cara ABD semejante 4 la A'B'D. Llevemos A‘BC/D de ma-
nera que el diedro A’B" coineida con su igual AB, cayendo el
punto A’ en el punto A, y B
en B”. A causa de Ia seme-
janza de los triingulos ABC,
AB'C!, el dngulo BAC es
igual al B'A’CY; AZCY tomari { \
Ia direccion AC y €' vendri
4 parar 4. G”. De la misma
suerte el punto D' eaeri en
D" sobre AD. Dicho esto, el
angulo AB“C" siendo ienal

A Ay

a ABCG, la Iinea B”C/ ser paralela & BC. Por la:misma razon
B“D” serd paralela.a BD. Seoun esto, el plano B"C”D” es pa-
ralelo & BCD (272). En virtud, pues, del feorema precedente,
la pirimide AB”C'D™ & su igual A’B'C’D’ serd semejante 4.la
pirimide ABCD. o. E. 1. p.

S840 Teorewa. Dos poliedros compuestos de un mismo ni-
de h"lr(m'lro.s".w’mejuulu\: Yy semejantemente dispuestos, son
semejantes.

En efeclo, los dngulos poliedros homélogos serdin ignales
como. .compuestos. de un-mismo niimero- de- 4ngulos - triedros
ignales y dispuestos de la misma manera. $i, en uno de los po-
liedros muchos friingulos’ estin en un mismo plano 'y forman
un:poligono plano, - los tridngulos homélogos en el otro esta-
rin tambien en un mismo plano, 4 causa de Ia izualdad de los
diedros de los tetraedros homélogos : las caras homologas se-
ran ademis semejantes, como compuestas de un mismo ni-
mero de tridngulos semejantes y semejantemente dispuestos.
Luego de todo resulta que los poliedros serin semejantes.

S41. Teonewa. Reciprocamente : dos poliedros semejan-
tes pueden descomponerse en igual niimero de tetraedros se-
mejantes y semejaniemente dispuestos (fig. 24

73

).
Tomamos una de las aristas AD de uno de los poliedros, y en
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Jas dos caras {ue se cortan segun esta linea ¢ arista, tomamos
las aristas AG Yy AD. Consideremos el tetraedro ARCD emvo
diedro AB es uno de los diedros del poliedro. El tetraedro ho-

HI(’)IOEO A'BCD’ serd .\‘(‘lll(‘j:lllh‘ a él, porque tenen ef diedro

AB=A"B’, como diedros homélogos de [os dos poliedros y las
caras ABC, ABD serin respectivamente semejantes & las caras
ABCE, A'B'D" como triingulos homélogos que forman parte
de dos caras homélogas de los dos poliedros (559).

Sentado'esto, quitemos # los dos poliedros estos dos tetrae-
dros semejantes; y los dos poliedros restantes serin semejan-

tes, yoperando de la misma manera, se quitarin otros dos
tetraedros semejantes y asien adelante. Lucco. ete.

S42. Teoremn. La relacion” de las superficies de dos Po-
liedros semejantes es iqual d la relacion de los cuadrados
de las aristas homdlogas.

Sean A y a dos aristas homdlogas de dos poliedros semejan-
les, S, §, & las dreas de diversas caras del primer poliedro,
s, ', 8 las dreas de las caras homélogas del segundo poliedro;
y tendremos (235):

de donde

LOS POLIEDROS.
y por consigniente en virtud de un teorema eonocido
*

S+S-8"4—... A®

AL 7] >
S—§—138 +-... as

945. Teorema. La relacion de los vo-
liimenes de dos poliedros semejantes es
iqual @ la relacion de los cubos de sus
aristas homdalogas.

Consideramos en primer término dos
tetraedros semejantes y los disponemos de
manera que fengan wun triedro comun
(fig. 245); cuyos tetraedros serin SABC,
SA‘B'C”. Los planos ABC, A’B'C/ son para-
lelos, y las alturas de las dos pirdmides
son SH y SH’. Tendremos, pues (554) :

SABC —,;l;_\lu‘.;.-::_.\'ll,

a1, &
SAB'C' =z AB'C">< SH';
3]

dividiendo miembro 4 miembro las anferiores igualdades,
resulta : +
SABG _ ABC _ SH
SABG T ABETSH?
l‘l('l'“
ABC, | A
I v
y tambien (317)
SH__AB
SH A"’

de donde resulta finalmente
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descomponemeos en tetracdros semejantes T, T/, T ert
= A 5 > : S , 3 erie-
lluru ntes al primero, y ¢, £, ... al segundo, v que A \‘](l Son
dos aristas . 9. st s ISR
0s aristas homélogas de dichos dos poliedros, tendremos, se-
gun lo dicho antes, que : i

de donde

1‘: = 'ru N

T

i ‘u Y o= -
{ @’

Y/ por consiguiente, segun un teorema sabido

cON PTG AS
o s
o e Rmge\\?\ T
SRS

g \\\ >3t

S
\\‘w\‘c o0
h(:x\u\?«“' e

\:‘\0

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO VII
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

I.Las cuatro diagonales de un parale
cortan mituamente en dos partes i
2. Las diagonales de un

lipipedo cualquiera se
guales.
bl 'l e i ] ’;;”“l"ihl“wld') r(-('l:'mgulu son 1oua-

adrado de una de ellas es joual 4 Ia < o
AL : es 1gual 4 la suma de log

iy g as (res dimensiones del paralelipipedo

9. Lasrectas que unen los 0 dios’ de']

n 10s puntos medios de las apistas

opuestas de un' fetrac ' SAmp i e s
iguales.

dro se cortan mutuamente en dos partes

4. Ni en un fetraedro,
perpendiculares 4 las
son tambien.

_ dos aristas son respectivamente
aristas opuestas, las otras dos aristas Io
9. En un tetraedro en el que ¢

LA ada arista es perpendicular
a su opuesta, las cuatro altur st

as se corfan en un mismo punto,
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en el que se corlan tambien las perpendiculares comunes 4 las
ariStas opuestas.

6. Los planos trazados perpendicularmente sobre las aristas
de un tetraedro por sus puntos medios, se cortan en un mismo
punto.

7. Los planos bisectores de los diedros de un ftetraedro se
encueniran en un mismo punto.

8. Dado un tetraedro cuyas aristas son todas iguales, se
baja desde uno de los vértices una perpendicular sobre la cara
opuesta, y se une el punto medio de esta |wrp~.-1|<liulll;u' eon
los ofros tres vértices. Demuésirese, esto hecho, que las tres
lineas de union, asi trazadas, son perpendiculares dos & dos.
(Concurso general de la clase de segunda, 1870.)

9. El volimen de un prisma triangular tiene por medida la
mitad del producto del drea de una cara lateral por la distan-
cia de esta cara a la arista opuesta.

10. Si sobre tres rectas paralelas y no situadas en un mis-
mo plano, se toman las longitudes AA’, BB/, CC/ 1guales @ una
recta dada, el voliimen del prisma triangular ABCA'B'CY es
constante, cualquiera que seala posicion de los puntes A, B, G,
sobre las tres rectas.

11. Ll;ulus tres Tectas paralelas, no situadas en el mismo
plano, se toma en una de ellas una distanciasAB; igual & una
longitud dada. Se toma ademds arbitrariamente un punto G
sobre la segunda, y otro punto D en la tercera. Los cuafro
puntos A, B, (..D. son los cuatro vértices de una pir;'uniulc, y
hay que demostrar :

1.© Que el voliimen de esta pirdmide es independiente dela
posicion de los puntos € y D sobre las rectas en que se hallan;

9.0 Que este volimen es proporcional 4 la longitud AB;

5.2 Que permanece el mismo cualguiera que sea la de las
tres paralelas sobre las que se tome la longitud AB.

12. Dos tetraedros que tienen un dngulo triedro igual, son
entre si como los productos de las aristas que comprenden el
dngulo triedro igual.

15. Dado un tetraedro cualquiera ABCD, se juntan dos d
dos los puntes medios en las cuatro aristas AB, BC, CD, DA.
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Demuésirese que todos los puntos medios estin en un mismo
plano, Y que este plano divide al tetraedro en dos
valentes. (Concurso general de la clas
14. Imaginemos en un tetrae
secufivas AB, BC, CD, DA. Y que
dro de todos los modos posibles
eionadis sus longitudes resy

partes equi-
e de segunda, 1869.)
dro ABCD cuatro aristas con-
se deforma el dicho tetrie-
» conseryando las aristas men-
ectivas. Demos
tos, que entre todos los  tetraedros
aquel en que los 4n
BD, son rectos.

trar en esfos Supues-
asi obtenidos es el mavor
gulos diedros que tienen por aristas AC

15. Por cada uno de-los vértices de nn et
un plano paralelo 4 la eara opuesta. Es
AN un nuevo fetraedro | cuyas ¢
primero. Hillese Ia relacion de
delos dos tetraedros dichos.

aedro se traza
tos cuatro planos for-
ATAS son-semejantes 4 las del
las superficies y del volimen

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Dadas tres vectas tales. que dos cuale
estén situadas en un mismo plano,
un paralelipipedo que fenga
tres rectas.

squiera de ellas no
y se pide que consfruyamos
tres aristas sitnadas suh]‘;. estas

2. Dadas las 4reas de las dos bases de un tronco de pirdmi-
de, hallar el drea de Ia seccion-paralela s las bases v trazada 4
1gual distancia de una y otra. i

3. Cortar un  cubo por un plano, de manera que la seceion
sea un exigono regular.

4. Se dan dos pirimides iguales, de base cuadrada, v cuyas
caras laterales son tridngulos equiliteros.” Se unen de ;11:111;‘1';!
que coincidan las bhases, Y secorta el poliedro que resulta de
la union por un plano {Jué._pase por el punto medio de’una
arista, paralelamente 3 una de las caras que lerminan en
uno 1 ofro extremo de la arists dicha. Se desea saber Ia forma
que tendri la seccion plana que ha resultado. (Concurso
ral de la elase de segunda, 1866.)

5. Hallar el volitmen deo un telr

gene-

aedro regular del cual se
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conoce la arista. (Se llama h'lr:wuh'(? recular aquel cuyas cua-
tro earas son triingulos m[uil;ih:ms.) Al

6. Se construyen dos pirdmides lw-glul;u'rs I_:_r_ll.k-ll:. ,4.<‘ \( =
cnadrada, y cuyas caras ’:lh‘l';l!l\' son tridngulos \"lllll ate 1‘::%':(11'“
las reune ['mr su base. Se obhene lll‘v esta lll;illt_'l.l‘ ;m \1 e
de ocho caras triangulares, cuyas aristas son igua .: '.ll\-(,h"l,.
Jlaima un octaedro regular. Se desea saber cudl sera e

mn, conociendo la arista. "
“"_}‘.' l(;;l:;u un dngulo triedro y una recta en ‘“'l;"‘«lt.i‘[l.\.-"ll;i.}li:;\')
se pide trazar por esta recla un |-|:um’ que (:n-lnu el dngulo
triedro v determine un tetraedro de volimen dac ‘.). s

8. Dada una pirimide lri:m;plflr. trazar por ll»ll.l ]lN ,”
aristas de la base un plano que divida la piramide en dos p:

s equuvalentes. ;
"Nt;.'llll:,\nll:n una piramide triangular truncada, '!‘;.l_‘[;li.l‘ l."].r\,‘],;]lfl‘_l
de las aristas de la base superior un plano que dnu‘.]. llr e
men del tronco en dos partes equivalentes. (Concurso gener:
de la clase de segunda, 1875.) AL

10. Dado un prisma friangular, se h:aym-_ t‘l-l [ }.n.n‘ .]“ o
abe p;u‘:lh-!u 4 lag bases. Sf" unen los wl‘lu'vi ﬂl'. ;.l(l“qh h,.‘\-.“

seccion @ un punio 4'|I:||n|ln(‘.l‘:t H.lnm:nlo‘cu .i.}.’ .d““m, \l ”l
superior. Se prolongan las lineas de muun. l,"\l.‘_'"'l_ \ o
cuentren en-As B;.C con el plano de l..l base llllt.l‘lf)l\.h. .:.],I.l -
aunta 4 qué distancia de la base superior IIlilM‘ ‘lﬁlnll‘ \((l”.i“l;
L«,-wh»n abe para que el tvh'u‘mh'u que lu-‘nc‘ [T'!l' ' ]:l
0, A, B, G sca equivalente al prisma. (Goncurso: general de k
Jase de filosolia, 1875.) . ,
LLl?l.d‘l’xlll:‘: \';1>lij:n que ticne la forma ,‘I." un plrum:.u ;\\_iru]n‘ll
recular, tiene de (':llnu-id;td 92000 heetdlitros. Su ]);n-) u'n( ida
v.:(lv 0,50, y se pide la lungi.luol de II.N lados de la .v:mv'. -

12 Un blogue de basalto tiene la forma dv‘l‘lvlll '];Ll.\llll.‘l _(Il“}l‘_
hase es un exdgono regular que tiene-de lado )\:) (l:il;’,,,l..l_
ra 5%,45, y el metro l'l’llm‘«'i de basalto luwzil_. ‘)_ T3

mos. \l ('l‘.\'nul .\'il]l("l' 1'11;” Sera 1'] 'N‘.\(] (l«' ('\[1‘. ;(u'l‘ln,.. l_,]\v'_ 28

13. Un estanque tiene la forma de un ‘I.“‘\mil nllx‘i.nlityjl;l(. ";

un oclogono 1"‘;{[1[.1!‘1‘:,’ 10 metros de lado. I'A) fon« nn\ e ln., «H l(l.

es ln)ri:/,mll;nl,iv la altura del acua en ¢l contemda es de
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m ' & av 3 L L) » ar '« B
0 ,7,:). Hay que calcnlar en hectdlitros el volimen del agua
; l»:. El voliimen de un paralelipipedo rectangular
4762m-¢ 7 y sus anstas son entre sfcomo I
Cudl serd la longitud de sus aristas.
] lq. Se lrutuudu un circulo cuyo ridio es 10 metros, v sele
'”']Nl'ljhu un.treingulo equilatero. Hallar el voltmen de la pi-
ramide que (enga dic lang ~ bas :
o que tenga dicho tridngulo pox base y una altura igual
2 1Z metros. i
; 1;;. ”1!“2"’ la altura de una pirdmide resular de base eua-
rada, sabiendo que la superficie de Ia base es ioual 4 Gm-c 7483
Y ]1|:: "f longitud- de las-aristas laterales ‘es ioual 3 6m,89.
: 1. Caleular en hectdlitros 1a capacidad de un estanque de
() ': o « v " » rao aro, o A -
) 1‘111 1 cuadrada, cuyas pare des estdn en talud, siendo el fondo
am m!r; )un cuadrado. Dichos 'dos cuadrados tienen respecliva-
mente 12 y 10 metros de lado, v fundi Gan
23 8 ado, y'la profundidad del estanque
es de 2w, 10, s e

i ’
es ioual &

los ndmeros 3, 5, 7.

LIBRO VIII
CUERPOS REDONDOS

§ XXXIIL. Cilindro recto de base cireular. — Medida de la superficie
lateral y del voltimen.

=%i%. Deriviciones. Se lama eilindro recto de base circy-
lar. 6 mas breve, cilindro circular recto, el sélido engen-
drado por la revolucion de un rectangulo
00A’A (fig. 246), que gira alrededor deuno
de sus lados 007, En este movimiento, los
lados OA, O’A deseriben dos cireulos igunales
y paralelos que son las bases del eilindro; el
lado AA’ engendra la superficie lateral del
cilindro; el lado fijo 00" se llama eje ¢ altura
del cilindro.
Es evidente-que todo punto de AA’ girando
alrededor de 00, deseribe una eircunferencia igual y paralela
4 Tas bases; y por fanto, st se corta un cilindro por un plano

prependicular al eje, la seccion es un cir-

culo ignal 4 la base.

545. TeorewA. La superficie lateral
de un cilindro tircular vecto es igual d
la circunferencia de su base mulliplicada
por su altura (fig. 247).
En la base del cilindro inseribimos un
poligono regular ABCDEE, y por los vérti-
ces trazamos las generatrices AA’, BB, CC;
ete., y unimos los extremos de estas lineas.
Resultard de este modo un prisma znscrito en el cilindro. Sien-




236 GEOMETRIA EN EL ESPACIO:

m ' & av 3 L L) » ar '« B
0 ,7,:). Hay que calcnlar en hectdlitros el volimen del agua
; l»:. El voliimen de un paralelipipedo rectangular
4762m-¢ 7 y sus anstas son entre sfcomo I
Cudl serd la longitud de sus aristas.
] lq. Se lrutuudu un circulo cuyo ridio es 10 metros, v sele
'”']Nl'ljhu un.treingulo equilatero. Hallar el voltmen de la pi-
ramide que (enga dic lang ~ bas :
o que tenga dicho tridngulo pox base y una altura igual
2 1Z metros. i
; 1;;. ”1!“2"’ la altura de una pirdmide resular de base eua-
rada, sabiendo que la superficie de Ia base es ioual 4 Gm-c 7483
Y ]1|:: "f longitud- de las-aristas laterales ‘es ioual 3 6m,89.
: 1. Caleular en hectdlitros 1a capacidad de un estanque de
() ': o « v " » rao aro, o A -
) 1‘111 1 cuadrada, cuyas pare des estdn en talud, siendo el fondo
am m!r; )un cuadrado. Dichos 'dos cuadrados tienen respecliva-
mente 12 y 10 metros de lado, v fundi Gan
23 8 ado, y'la profundidad del estanque
es de 2w, 10, s e

i ’
es ioual &

los ndmeros 3, 5, 7.

LIBRO VIII
CUERPOS REDONDOS

§ XXXIIL. Cilindro recto de base cireular. — Medida de la superficie
lateral y del voltimen.

=%i%. Deriviciones. Se lama eilindro recto de base circy-
lar. 6 mas breve, cilindro circular recto, el sélido engen-
drado por la revolucion de un rectangulo
00A’A (fig. 246), que gira alrededor deuno
de sus lados 007, En este movimiento, los
lados OA, O’A deseriben dos cireulos igunales
y paralelos que son las bases del eilindro; el
lado AA’ engendra la superficie lateral del
cilindro; el lado fijo 00" se llama eje ¢ altura
del cilindro.
Es evidente-que todo punto de AA’ girando
alrededor de 00, deseribe una eircunferencia igual y paralela
4 Tas bases; y por fanto, st se corta un cilindro por un plano

prependicular al eje, la seccion es un cir-

culo ignal 4 la base.

545. TeorewA. La superficie lateral
de un cilindro tircular vecto es igual d
la circunferencia de su base mulliplicada
por su altura (fig. 247).
En la base del cilindro inseribimos un
poligono regular ABCDEE, y por los vérti-
ces trazamos las generatrices AA’, BB, CC;
ete., y unimos los extremos de estas lineas.
Resultard de este modo un prisma znscrito en el cilindro. Sien-




238 GEOMETRIA EN EL ESPACIO.

do reclo esle prisma, sus caras laterales son reetineulos de la
misma altura, y Ia suma de las dreas de diclios rrn:l;?lr_rnlm. 0s
decir, Ia superficie lateral del prisma lendra por medida ¢l
lwl'illl(‘!l‘n de la base Illlll“ll“t':l(,;l por Ia altura. Ahora bien, si
se aumenta indefinidamente el niimero de los lados del poli-
gono ABCDEF, su perimetro-tendrd por limite la longitud-de la
circunferencia base del eilindro. y Ia superficie lateral del
prisma.tendrd por limite i del cilindro. De aqui resulta que la
superficie-ateral del eilindre esicual 4.la ecircunferencia de su
hase, multiplicada por su altura,’

ol i e g :
646. Cororagrio. Si-la base del eilindro es un cireulo de
radio R, y lamamos 4 Ia altura H la superficie lateral serd

9=RH:

y la saperficie {otal del cilindro, que se compone de Ia su-
perficie lateral mas la superficie: de las-dos bases, tendra por
medida la expresion

2zRH--2zR2,
6, considerando 2zR como factor comun
2zR><(H--R).

S47. Opservacion. Si se corfara la superficie del prisma
mserito en el cilindro. secun una arista AAY, podria evidente-
mente desarrollarse esta superficie sobre un planio, y se obten-
dria de esta manera un rectingulo que tendria ]mr‘!m\'e' el pe-
rimetro de la base del prisma, y por altura la misma del pris-
ma. De aqoi serdeduce (ne la superficie lateral de un cilin-
dro es desarrollable “sobre un plano, v que el desarrollo
tiene la forma de un rectingulo que tiene por altura la del
ctlindro y por base la circunferencia de la base del ci-
lindro.

S48. Teorema. El volimen de un cilindro es iqual al
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producto de su base por su altura. Este teorema es evidente
sin mas que cosinderar al cilindro como el limile de un pris-
ma inserito, cuando aumenta indefinidamente el mumero de
caras de dicho prisma.

S549. Cororario. La férmula siguiente expresa el vohimen
del cilindro :

Avtrcaciones. 1. El didmetro de un conducto hueco cilindri-
co es 1gual 4 18 centimetros, y su altura 4 65 centimetros.
;Gudl serdt la superficie de la plancha con que se ha hecho?
La cirennferencia de la base de este cilindro es ignal & 18><=
y la superficie lateral, expresada en centimetros cuadrados
Serd :

IR ><a>< 6o —=>< 1170 =3676¢¢,

con un centimetro de exror.

II. Se desea fabricar un conducto cilindrico con una placa
de palastro rectangular cuya superficie s igual 4 50 decimetros
cuadrados. La base y altura de este rectingulo estin en la re-
facion de 3 & 2, y se pide el didgmetro y la altura del condue-

to que se va a hacer.

Hay que buscar en primer término las dimensiones del ree-
Nt -

)
tingulo de palastro : la base es 5 de la altura y por tanto el

. > 2
drea equivale 4 : del euadrado de la altura, y el cuadrado

2 - e ' 100
de la altura es los = del drea 6 —
<) 3 )
. : ; . 100
serd-la raiz cuadrada de este mimero es decir — — 59,

Vo

La altura

cantidad que serd la altura del conductp.

=

- ’ o ’ ’
La base de dicho rectingulo es & de sste numero, 6 sean
9

84.660. Al formar el conducto, esta base se convierte en cie-
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cunferencia del eilindro, y el diimetro se obtendr4 dividiendo
la eircunferencia por =, y resultard

Ty T s
N",”M)’{;* 924 76; >

y por tanto el didmetro del conducto serd igual 4 29,76 6 sean
276 milimefros y su altura 577 milimetros.
[l Una columna cilindrica de fundicion tiene 12 centime-
tros de diimetro y 32,75 de altura : cuil serd el voliimen?
El ridio de fa base es igual 4 0=,06, Yy por consiguiente, el
voliimen serd :

7> 0,062 >< 5,75 —72<0,0155 =0u-¢, 042412,

o sean 42 deeimetros eiibicos 412 centimetros ciibicos.

IV. Un hilo cilindrico. de eobre ticne 400 metros de lon-
gitud y pesa 2765 gramos. Sabiendo que un centimetro etibi-
co de cobre pesa 88,8 se desea. saber cuil es el didmetro de
dicho hilo.

: : ; Zis 27655 ' 9T650¢-¢

El voliimen del hiloseri evidentemente 88— hwE
Su.longitud es de 40000 centimetros, y llamando R al vdio,
tendrémos segun la formula del volimen del eilindro

=R*>< 40 000 :il—(%i(;) S
38
de donde se saca

2

R/ o, | =

97650 2765 1

e — 9E97H
SER A0 <= 552000 5 — 0025275,

Y por consiguiente

R —=4/0,0025275 = 0¢,050

El didmetro del hilo seri el doble de este niimero, & sea
0¢,1005%, es decir un milimetro proximamente.

V. Las medidas de capacidad para los liquidos tienen la for-
ma de nn cilindro cuya altuta es doble del diimetro. Hallar el
didmetro del litro.
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Tomamos por unidad de longitud el decimetro, v por consi-
guiente, por unidad de voliimen ¢l decimetro efibico 6 el litro.
En este caso, si llamamos R al radio del cilindro, su didmetro
serd 2R, su altura 4R, y tendremos segun la férmula pre-
cedente -

de donde se deduce

RE=—=—0,079577
Y por consiguiente
R=v/0,079577471 = 04,450
con menos de una milésima de decimetro. El didmetro del
litro. serd, pues, 09,86 6 86 milimetros, y su altura igual 4 172
milimetros.

VI. Hallar el volimen de la obra de fibrica empleada en la
consfruccion de un pozo cilindrico de 42,75 de profundidad
y de 4=.2%4 de didmetro interior, sabiendo que el espesor uni-
forme de la obra de fibrica es de 0™ 55,

El voliimen dela obra de fibrica es Ia diferencia de los vo-
limenes de dos eilindros de la misma altura v cuvos ridios
son respectivamente 02,62 y 02,62 4-0m=,35—0m 97 cuyo
volumen serd igual 4

7} 0,97 5%, 15 —7<0,625< 4. 75,
4 bien :
(0,972—0,62%) >4, 75 >< r=—=8m-¢ 504,

con un deeimetro ciibico de diferencia.

§ XXXIV. Cono recto de base civeular. — Superfieie lateral del cono
y del tronco de cono de bases paralelas. — Voldmen del'cono.

ao0. Deriviciones. Se llama cono recto de base circular el
solido engendrado por la revolucion de un triingulo rectingu-
lo SOA, girando alrededor de uno de los lados del angulo rec-

16
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to SO (fig. 248): En este movimiento, el lado OA perpendicu-
lar &' SO deseribe un cirenlo que tene por
centro el punto 0, y cuyo plano es perpen-
dicular & SO, ¥ al que se Ilama base del
cono. La linea SO se lama eje del cono, y
sulongitud es fa altura del cono. La hipo-
tenusa SA, girando alrededor de SO, engen-
,\ dra una superficie que se llama la superfi-
cie tateral del cono : esta hipotenusa se lla-
ma lade 6 apotema del cono.

331. Consideremos un punto M dela hipotenusa SA, y ba-
jemos desde este punto la perpendicular MP al eje. Cuando el
triangulo SOA gira alrededor de SO, Ia linea PM perpendic nl.n
al eje describe un circulo que tiene por-centro el punto P,
cuyo plano es perpendicular al eje. Las se¢ciones dadas-en t’!
cono, por. planos perpendiculares al eje;'son pues circulos que
tienen su centro en el eje.

0:)’ S(‘ Il;nn:n tronco._de cono de /fglx(‘.\‘ ]I(H‘(I[l,‘[(l-.\' (‘l .\('»“(l()
que se obtiene: cortando un cono por un plane paralelo 4 la
base; como el cuerpo ABMN. El circulo de base del eono AOB
y el circulo’ paralelo MPN son las bases del tronco; PO'es en
él la altura, AM el lado; la superficie lateral del tronco de
cono-es la porcion dela superficie lateral del cono comprendida
entre los planos de las dos bases.

585. Teorewa. La superficie lateral
del cono es igual d la circunferencia de
su base, multiplicada por la mitad del
lado g, 249).

En la base del cono inseribimos un poli-
gono regular ABCDEF, y unimos el vértice
S del cono con todos: los vértices de este
poligono. Tenemos asi una piramide re-
gular inscrifa en el cono. La superficie

lateral de esta pirdnude se compone de tridngulos isosceles,
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todos 1gnales entre si. Trazando la altura SG de uno de ellos,
la suma de todos estos triangulos tendri por medida el peri-
metro de la base de la pirimide, multiplicada por 5 SG. Si se
aumenfa mdefinidamente el miimero de estos lados de la hase
ABCDEF, el perimetro de dicha base tendri por limite la cir-
cunfereneia de la base del cono y la linea SG se aproximard 4
ser el lado SA del cono. Por fin la superficie lateral del cono

% Sl AU l <
serd igual al producto de la circunferencia OA por 5 SA.

884. Cororario. Si R es el radio de la base del cono y A
su lado, la superficie lateral del cono serd :

2eR>< 5 =xRA;

y la superficie total sera :
wRA--=R?
o09. TeoreMs. Lasuperficie lateral de un tronco decono
es iqual a la semi-suma de las civeunfe-
rencias de las bases multiplicada por el
lado (fig. 250).
En el cono SAD inscribimos una pird-
mide regular. El plano de la base Superior
del tronco de cono determina un - tronco
de prrimide ABCD A'BCD cuya
superficie lateral se compone de trapecios
isosceles todos iguales entre si. Esta super-
ficie es, pues, igual 4 la semi-suma de los
perinietros de las bases del troneo, multi-
phicadas por GG, altura de uno de los tra-
pecios, de donde resulta inmediatamente que la del froneo de
cono es igual i
cir. AB —+eir. A'D’

e AR
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6. Coronario. I. Llamando R y 7 los rddios de las dos ba-
ses y A el lado del troneo de eono, su superficie lateral serd Ia
contenida en la [Grmula

S—=—=(R—7)A.

557. Cororarto. 1. Por el punto medio D del lado AA’
(Gig. 251) trazamos un plano paralelo 4 las bases. Dicho plano
corta el fronco de cono segun un circulo
cuyo ridio €D es igual 4 Ia semi-suma de
los ridios OA y O'A” (186); luego puede
muy bien reemplazarse la semi-suma de las
cireunferencias de las bases por cir. €D. La
superficie lateral del\ tronco del cono es,
) pues, iqual d la circunferencia media
i = multiplicada por el lado.
Fig. 251.
perficie lateral del eilindro y 4 la del cono : en el cilindro, la
circunferencia media es igual 4 la circunferencia de base, y
el lado es igual 4 la altura; en ¢l cono, la circunferencia me-
dia es igual & la mitad'de la' de Ia base.

558. Tronema. El volimen de un cono es igual al tereio
del producto de su base porsu altura.

Basta, para convencerse de ello, considerar el volimen del
cono como el limite del voliimen de la pirdmide regular
inserita, euando aumenta indefinidamente el mimero de caras
de esta pirdmide.

Llamando R el ridio de la base y H la altura del cono, su
voliimen se expresard por

—=ReH.

5539. Teorema. El volimen de un troneo de cono de ba-
ses paralelas es iqual d la suma de tres conos que tengan
por altura comun la del tronco y por bases, el primero, la
base inferior, el sequndo la base superior y el lercero una
media proporcional entre las dos bases

Esta medida se aplica tambien & la su*
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Demostracion andloga 4 las precédentes, considerando el
tronco de cono como el limite de un tronco de pirimide.
Llamando & y 7 los ridios de las dos bases del tronco y H 4

su altura, las bases de los tres conos serdn 1zuales, la prime-
ra 4 zR%, la segunda 4 ==y la tercera 4

el voliimen del tronco de cono tendré, pues, por expresion

Arvicaciones. 1. Hallar la superficie lateral de un cono, de
cuya base el ridio es ignal 4 20,5 y el lado 4 6=,4.
Dicha sulwrli('ic es igual 4
2,55< 6,4><==580mc,2655.

con un centimetro cuadrado de diferencia.

IL. Los radios de las dos bases de un tronco de cono son
02,46 y 02,5, y el lado es igual 02,15 y se-desea saber cuil
es Ia superficie lateral del tronco de cono.

La superficie pedida-es igual & :

(0,16 4-0,03)><0,15><= =0,0285 > = —0m-¢,0895.

con-un eentimetro euadrado de diferencia.

1. El didmetro de la base de un eono es igunal4 su lado.
Sabiendo ahora que Ia superficie total de este cono es igual 4
1 metro cuadrade, ealcular su didmetro.

La superficie total deun eono tiene por expresion mR(R—-A)
y como A es igual & 9R, esta expresion se convierte en

y tendremos segun esto
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de donde se deduce

1 :
R*—=—=—0,106103,

I
y por consiguiente
\—=V0,106103 =0m,526,

conaun milimetro de difevencias el didmetro del cono es doble
de este niimero ¢ 07,652.
IV. El ridio de la base de un cono es igual 4 0m,62 y su
altara & 1=,50; zenal serd su volimen? .
Serd igual a

0,6225<1,50 < 7 =0,1922>< z—0m-¢,60381 4,

=l 4
J
con un centimetro citbico de diferencia,

V. El diimetro de un cono es 1gual 4 1 metro, su lado tie-
ne la misma longitud. Caleular su voliimen.

La altura se calcula teniendo presente que el lado es la hi-
potenusa de un_triingulo réctingulo, cuyos lados son Ja altura
y el ridio. Resulta de esto que la altura es ignal 4 ViE—0.5°
—y/0,75, y por consiguiente el volimen sera igual 4

20,5005 5 mmtime, 2967,
)
con un (,0001 de diferencia.
VI. Un cono euya altura es igual 4 02,42 tiene un voliimen
de 25 decimetros ctibicos; calcular el radio de la base.
El voliimem es jgual 4 0=¢,025 y por tanto, llamando R al
radio, tendremos

= mRE<0,42=0,095;

de donde se deduce

0,025 > 25 i i
:M—’\/: — n”;<::l).i);,)05’d 3

R®
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oo Reserd ignal \/0,056841 —0=,258, con un milimetro de
aproximacion.
VII. Un cubo de zine tiene la forma de un' tronco de cono y

las dimensiones sicuientes :

Ridio de la base mayor. . . . . §925,5,
Ridio de la menor . . . . . . . 405
ATEIEA: oo i ey e A O,
y se desea saber su capacidad en litros: .
Como se pide su capacidad en litros 6 en decimetros ciibi-
cos, hay que referir fodas estas fongitudes al decimetro, y hay
que aplicar ademés la formula del n.o 889, que da :

:' L._):"_:__|:,§_ i _"_Af;\*;,.;r | !:t{)'“,ﬂgl
3 \

con menos error de un centimetro ciibico.

& XXXV, Esfora. — Seceiones planas. — Cirenlos médximos, circulos mini-
mos. — Polo de un eireulo. — Dada una esfera hallar su rddio mediante

una construecion plana.

%60. Deenviciozes. Se llama esfera un cuerpo limitado por
una superficie cuyos puntos estin todos distantes l‘.illi.ll]lll'lll(‘
de otro interior llamado centro. La esfera puede considerarse
como enaendrada por Ia révolucion de un semi-circulo alrede-
dor. de su didzmelro.

Se llama rddio toda'linea que unel el centro con enalquier
punto de la superficie ; todos los radios son ignales, sezun lo
dicho. Por tltimo se Hama didmetro de la esfera toda linea
que pasando por el centro termina en dos lados opuestos de la
esfera. Todos los dianietros son iguales, porque cada uno de

ellos es doble del ridio:

56E. Teorens. Toda seccion plana de la esfera es un

circulo (fig. & ; .
Todo l\l:lllu (que pase por ol eentro O de la esfera la corta
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SEgUn una curva cuyos puntos estin todos 4 igual distancia del
punto 0, es decir, seenn un circulo de
radio izual al de la esfera.

Consideremos ahora un plano que la
corte no pasando por el centro y sez
ABD la seccion. Tracemos los l':]«li();1l;\,
0B, 0D, ‘etc.- Todas estas lineas son
iguales; Inego'los piés A, B, D, de estas
oblicuas al plano secante estin en la cir-
cunferencia de un eirculo que Liene por
. centro el pié.C de la perpendicular OC,
hajada desde el centro sobre el plano sceante (262).

Fig. 252

362. Cororanio I. El radio CA del cireulo ABD es mas pe-
queno que el de Ia esfera, y disminuye 4 medida que el plano
secante se aleja del eentro.

Se llama eirculo minimo todo cirenlo de la esfera cuyo
piano no pasa por el centro y eirculo mdrimo 4 todo :lqu“cl
cuyo plano pasa por el centro de la esfera;

863. Cororario II. Dos circulos miximos se cortan siempre
segun un/didmetro. Por dos punfos tomados en la superficie de
una esfera puede siempre. hacerse pasar un circulo méximo,
pero uno solo, 4 menos que los dos puntos dados no sean los

extremos de ym mismo diimetro. porque los dos puntos dados
y el centro determinan la posicion de un plano.

564. Dermvicrones. Se llaman polos
de un circulo de la esfera los extremos
del diimetro de la esfera perpendicu-
lar 4 dicho cireulo. Los puntos P y P*
son los polos del civeulo ABD (fie. 9)'»)
Todos los circulos de la esfera cuvos

i planos son paralelos tienen los mismos

) S
Fig. 253, polos

965. Teorewa. El polo de un cir-
culo de la esfera esti igualmente distante de todos los
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punios de la circunferencia de dicho circulo (fig. 253).
Sea P el polo del eirculo ABD. El centro C de este circulo
estd en la linea OP (361) y por tanto PA y PB ele. son obli-
cuas al plano ABD igualmente distantes del pié G de la per-
pendicalar y por consiguiente son iguales. ¢. E. L. D.

566. Osservacion. Resulta de este teorema que si se coloca
en P una de las puntas del compas y se le da una abertura
igual 4 PA, la otra punta trazari sobre la esfera el circulo
ABD. Pueden pues trazarse sobre la esfera circulos, como so-
bre un plano, con la sola diferencia de emplear un compés de
brazos curvos, que es lo que se llama compas esferico.

La distancia del polo P & todos los puntos del cirenlo se
Hama la distancia polar de este circulo. En el caso de que se
trate de un circulo méximo EEG la_ distancia polar es el lado
de un cuadrado inserito en el circulo méximo PEP’ y se deno-
mind la cuerda de un cuadrante. Cuanto se ha dicho del polo
P puede decirse relativamente al P'.

367, Prosiewa. Hallar el vddio de una esfera silida
dada (hig. 25%).

Desde un punte P cualquiera de la superficie de laesfera se

traza con una distancia polar PA tomada arbitrariamente un
circulo ABD. Sea C el centro de este circulo, P’ su segunde polo
¥y A uno de lospuntos de su circunferencia, y unamosPA y PA’.
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Sabemos que PP’ es un didmetro de la esfera y que este did-
metro pasa por el punto C. En el circulo méaximo PAP’ el dn-
gulo PAP’ inscrito ‘en una semi-circunferengia es: reeto, ¥ el
trifngulo PAP’ que vamos & construir es rectingulo, y su ]”l‘“‘
tenusa es 1zual al didmetro de la esfera. Conocemos ya un
lado que es-la-distancia polar PA del circulo que se ha frazado,
y vamos & determinar la longitud de la perpendicular AG Daja-
da desde el vértice del dngulo recto sobre la hipofenusa, long
tud que es iglml al ridio del ¢ivculo minimo. Al efecto sena-
lamos sobre la eircunferencia de dicho eireulo minimo tres
puntos A, B,

las | distancias AB; AD,/BD y formamos sobre un papel un
triangulo abd que tenga por lados dichas tres lineas. Determina-
mos luego el centro ¢ del circnlo eircunserito 4 este triingulo
y unimos ¢ con @. Esta linea serd evidentemente icual 4 CA.L
Ih\ que construir ahora el trianculo PAP’ conociendo AP y
AL, cosa que no ofrece en verdad dificultad alguna. En el ]bllll—
to ¢ elevamos 4 ac una perpendicular inde finida v desde el
punto’a como centro. con un rddio izual 4 PA describimos un
arco de circulo que corte esta perpendicular en p. El triingulo
pac es ignal al  tridngulo’ PAC.  Por dlfimo, en el punto @ ele-
vamos una perpendicular & ap hasta que encuentre & pe pro-
longada en p’ y el tridngulo pap’ serd igual & PAP* y por con-
siguiente pp’ serd el didmetro de la esfera.

D, tomades A voluntad. Tomamos con el compis

568. (onorarto. Si sobhre pp’ como difmelro se-deseribe un
circulo, serdignal & un cireulo miximo de la esfera, y el lado
pe del cuadrado inscrito en este cirenlo serd la cuerda de un
cuadrante, es decir, la distancia polar de un circulo méximo
(366); podrin trazarse luego cireulos méximos en la esfera.

S XXXVI. Planos tangentes & la esfer:

569. Deriviciozes. Se llama plano langente § una esfera

el plano qque no tiene con ella mas que un punto comun, que
se llama punto de contacto 6 de tangencia.
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3%70. Teorema. Todo plano P perpendicular al extremo
de un rvadio OA de la esfera es tangente @ esla, y reciproca-
mente, fodo plano tangente d la esfera es perpendicular en
el extremo del radio que pasa por
el punto de contacto (fig. 255).

1. Puesto que el plano P es per-
pendicular 4 OA, toda linea como OB
que una el centro con un punto cual-
quiera del plano P, es oblicna i esfe
plano, y por tanto, mayor que OA. El
punto B es por consiguiente exterior 4
la esfera y el plano P no tiene mas que el punto A comun con
la esfera y es tangente 4 ella en el punto A.

Q0 lmlpnu amente, supongamos el plano P tangente ala
esfera en el punto A, en cuyo caso iodos los demis pnntm del
plano P son exteriores & ella y estaran del punto O 4 mayor
distancia que el radio. La linea OA es, pues, la mas corta que
puede frazarse desde el centro al plano P, y por tanto es per-
pendicular & dicho plano (955).

Fig. 255.

571. Cororsrio. Por un punto tomadoen una esfera se le
puede trazar un plano tangente, pero no mas que uno (248).

572. Osservacion. Toda recla B
tangente 4 un circulo trazado en
una esfera se llama fambien tan-
gente & la esfera, porque es fcil
demostrar que toda recta tangente
4 la esfera es perpendicular al ridio
que pasa por el punto de contacto y
por fanto estd contenida en el plano
tangente & dicho punto.

Consideremos una esfera 0 (figu-
ra 256) y un punto P exterior. Por
¢l didmetro PB llevemos un plano
cualquiera que corte la esfera siguiendo un circulo méxi-
mo ACB, y desde el punto P tracemos una fangente PG este

Fig. 256.
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circulo. Despues hagamos girar la figura alrededor del diime-
iro PB.~El circulo ACB enge .ndrard la esfera y la recta PG
describird la superficie lateral de un cono, permaneciendo
constantemente tangente & la esfera, y su longitud no variard
de modo alguno. De aquique todas las langenles que pueden
trazarse & una esfera por un punto exlerior son iquales i
forman un cono circular veeto. Dicho cono se dice que esti
circunserito 4 la esfera. Trazando § la esfera tangentes para-
lelas al didmetro AB se formaria'del mismo modo un cilindro
circunserito 4 la esfera.

§ XXXVII. Medida de la snperficie engendrada por una linea quebrada re-
gular que gira alrededor de un eéje trazado en su plano y por su centro.
— Area de la zona. — Area de la esfera.

oy

o873. TeoreMA. La superficie engendrada por una linea
quebrada reqular que giva alrededor de un eje irazado en
su planoy por su centro, esiqual al producto de la eireun-
ferencia del circulo inserilo por la proyeccion
de'la linea quebvada sobre el eje (fig. 257).

Se llama Linea quebrada reqular una linea
quebrada que tiene todos sus lados iguales'y
todos sus dngulos iguales tambien. Se demos-
trard como se hizo en el n.© 214 respecto del
poligono; regular: que puede circunseribirse é
inseribirse & un:circulo. Sea ABCD lalinea que-
hrada reguiar, O el centro, MN el eje alrededor
del cual gira.

Fig, 570 Consideremos la_superficie engendrada por

d el lado AB. Sea OFE la perpendicular bajada
desde el centro & dicho lado; AA’, BB', EE’ perpendiculares
lesde el cent licho lado; AA’, BB/, EE/ ndiculares
bajadas al eje. La superficie descrita por AB es la deun tronco
de cono que tiene por medida (257)

2=EE"><AB.
Desde el punto A bajamos AH perpendicular sobre BB'. Los
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tridngulos ABH, EOE’ son semejantes por tener los lados per-
pendiculares, de lo cual resulta

AB_ Al
OE  EE”’

de donde resulta, igualando el producto de los extremos con
los medios, y reemplazando AH por su igual A’B’

EE ><AB—=0E><A'B’.

Multiplicando ahora los dos miembros de esta igualdad por
97, tendremos

27EE >< AB=2r0E><A’ l".

Pero 2xEE’ >< AB es la expresion de la superficie enge ndrada
por la linea AB, superficie que denominaremos supcrf AB, y
tendremos

superf. AB = 2=0E ><A'B’.

a1 vekS;UAD DE NUEVD
De igual manera tendremos

BIBLIOTECA UNIVE=1]
superf. BG.—=220F > B'(’ S b T A
\‘Uptl'l' CDh = 2:0G >< D" ALFONSO REYES
Ands. 1625 FIONTERREY,
Sumando y notando que OE—=0F=0G, tendremos
superf. ABCD—2z0E >< (A’B'+B'C/+C'D") =2=0E><AD'.
QU EI LD,

574. Depmvicioses. Se llama zona la porcion de Ia superfi-
cie de la esfera comprendida entre dos :
circulos euyos planes son paralelos. B
Estos eirculos son las bases de la zona
y Ia distancia de sus cenlros es la altu-
ra de la zona.
Cuando la zona no tiene mas que una
base se llama casquete esferico, y su
altura es la distancia desde el centro
del cirenlo que le sirve de base al polo g 8.
de dicho circulo Sea ABB’A” una zona, MN el didmetro per
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E

pendicular 4 las dos bases (fig. 258) ; MBAN un circulo méximo
(que pasa por los puntos M y N. \l se hace girar la semi-cir-
cunferencia alrededor de MN, engendrara la esfera y el arco

AB, la zona : la altura CD es la proyeccion del arco AB sobre
el diimetro MN.

B375. Teorewa. El area de una zona es iqual dla civeun-
fexencia de un ecirculo mdaximo multiplicada por la altura.

Imaginemos que se mscribe-envel arco AB (fig. 258) que
engendra la zona una linea quebrada regular de gran niimero
de lados. La superficie engendrada por esta linea quebrada
tendrd por limite la engendrada por el arco AB, es decir, la
zona. La superficie enge ndrada por la linea quebrada regular
mserita es igual 4 la circunferencia inserita |uulll|)h4...ul.| por
la proyeccion GD de dicha linea sobre el eje. Cuando aumenta
indefimdamente el nimero de lados de la linea quebrada; “el
ridio de la circunferencia inscrita se acercamas y mas al ri-
dio OA de Ia esfera. Luego la zona tiene por medida la cireun-
ferencia de un circulo médxime multiplicada por su altura.
0. E. L. D.

576. Cororario. Sobre una misma esfera, dos zonds son
proporcionales d sus alturas. Resulta de aqui que s1 se quiere
dividic una zona en partes equivalentes, bastara dividic su
altura en p.uh\ iguales y trazar por los puntos de division
planos paralelos a las bases de la zona.

577. Osservacioy. Sea B el radio de la esfera, H la altura
de la zona. La longitud de 1a circunferencia de un ecireulo
dximo es 2zR y por consecuencia el drea de la zona es igual 4

2zR><H.

578. TeoreMa. La superficie de una esfera es iqual al

producto de la circunferencia de un cireulo mdaximo por su

diamelro.
En efecto la esfera entera puede considerarse como una
zona engendrada por la revolucion de una semi-circunferencia
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aleededor de su didmetro, v esta zona tiene por altura el dia-
melro mismo de la esfera : luewo su superficie es igual al pro-

ducto de' su didmetro por la cireunferencia de un circulo
maximo (375).

879. Corovsrio 1. La superficie de una esfera es equiva-
lenle d cualro veces la superficie de un cireulo mdzxime.

En efecto, si llamamos R al ridio de la esfera. su superficie
se podrd expresar por el producto 2R><2xR 6 4=R*; pero la
superficie de un eirculo maximo es igual 4 #R?, y por tanto la
de la esfera es cuatro veces mayor.

580. Osservacion. Puede expresarse la superficie de una
esfera como la de un cirenlo en funcion de su ridio, del dii-
metro 6 de la circanferencia de un c¢irculo miximo. Designa-
remos con las letras R, D, C; S, el radio; el didmetro, la eir-
cunferencia de un circulo méximo y la superficie de la esfera.
Tendremos, segun esto :

S—4xRh*;

: > D ;
st en esta formula reemplazamos R por & resultard
2

D?
¥

=—ml)i;

hemos visto enfin (250) que el drea de un circulo cuya eir-

cunferencia es G ésigual & — y por consiguienfe el drea de
4% T 1

la esfera que vale 4 circulos méximos serd
(2 (:
3 —~ N e
.\r,,—:r f—"— Ln]
s (3
581. Cororario Il. La relacion de la superficie de dos es-
feras es iqual a la de los cuadrados de sus vidios.
En efecto, sean Ry R los ridios, S y 8 las superficies de
dos esferas, y tendremos :
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Dividamos estas dos igualdades miembro 4 miembro v su-
primamos el factor comun 4z y tendremos :

Aruicaciones. L. La superficie de la tierra estd dividida en
cinco zonas, la torrida comprendida entre los dos trépicos,
dos' zonas templadas comprendidas-enire los trépicos y los
circulos polares, y dos zonas glaciales comprendidas entre los
circulos polares y los polos. Cada una de las templadas tiene
de altura 3306 kilometros proximamente.

¢ Cuil serd la saperficie de una de estas zonas?

La cireunferencia de un eirculo méximo de la tierra equi-
vale, secun la definicion del metro 4 40000 000 metros §
40 000 kilémetros, Yy por tanto la superficie de una zona fem-
plada serd

40 000><3306 =152 240 000 kilémetros cuadrados
préximamente.

II. Hallar la superficie de la tierra en miridmetros cua-
drados.

Puesto que la cireunferencia de un cireulo miximo es cono-
cida, emplearemos la formula [5]. Dicha ecircunferencia es
igual 4 4000 miriimetros, y por tanto, la superficie del globo
terrestre sera

40002

™

3 I~ A TN A 2
=16 000000 X;‘:a 092 958 minimetros préxima-

menfe.

lII. El didmetro de un globo es de 22 centimelros, cudl
serd su superficie?
Seri igunal 4
1520m-¢ 53
con un milimetro cuadrado de diferencia.

IV. La tela de un globo esférico tiene una superficie de
250 mefros cuadrados : ;cual serd su didmetro?

CEERPOS REDONDOS.
Tenemos '
=12P=9250:

de donde resulia
= /"'(| N7 —Km (9
_\l.:.)41.)_< S0 DA

con un eentimetro de aproximacion.

S XXXVIIL. Medida del volimen de la esfera considerada como suma de
una infinidad de pirdmides, que. tienen por bases poligonos planos, mnfi-
milamente pequenos, y por altura el ridio.

582. Teorema. El voliumen de la esfera es iqual d su su-
perficie multiplicada por el tereio del ridio.

En efecto, imaginemos un poliedro, cuyas caras sean fodas
tangentes 4 la esfera, ¥ unamos el centro de esta con todos los
vértices de este poliedro. Quedard dicho poliedro descompuesto
en piramides que tendrin por base las diferentes earas del po-
liedra y por altura comun el ridio de la esfera, porque la dis-
tancia del centro de una esfera & un plano tangente es igual al
ridio (570).

Resulta de aqui que el voliimen de este poliedro tendri por
medida el produeto de la suma de sus caras por el tercio del
ridio, 6 lo que es lo mismo, el producto de su superficie por
el lercio del ridio.

Supongamos ahora que aumenta indefinidamente el nimero
de earas: de este poliedro : ‘su yohimen se aproximard mas ¥
mas al” de la esfera'y su superficie tendrd por limite la super-
ficie de la esfera. Luego el voliimen de la esfera tendri por
medida el producto de su superficie por el tercio de su radio.
0. Boder D:

585. Conorario. Sea V el voliimen de una estera, S $ua su-
perficie, R su ridio, D su didgmefro, y tendremos, segun el
teorema precedente

ol
V=S<=;

J
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reemplazando S por su valor 4zR* (580), tendremos :

: <~ R 4
V=laRe o< =2

. .

=R>.

2 . D :
Sireemplazamos S por =1* y R por 5 resultard

e A N z
= 'D'”‘(s = —al). [2]

Dedicese mmmediatamente de la f6rmula [1] que los voliinie-
nes de dos esferas son proporeionales @ los cubos de sus
radios.

Aericaciones. 1. Hallar el voliimen de una esfera que tiene
un meiro de radio.

Tenemos

| A
V=2 mec 189790,

3
con un centimetro ctubico de diferencia.

II. Caleular el voliimen de una eslera cuya superficie es
igual 4 cuatro metros coadrades.

Tenemos S =4#R* v como S=4 resultari :

de donde

de otro lado

luego

. | .
Y=4< =
o T 1)

6 sean 752 decimetros ciibicos v 250 centimetros etibicos.
L. Galcular el voltmen del globo terrestre.

= COERPOS REDONDOS.

La circunferencia de un eirculo miximo es ignal 4 4000
miridmeltros : el ridio es igual 4

‘: b_)”““n:iri‘u'!-b

Q=T — >
~7c 7

Y por consiguiente
VY—

) w
52000000000 ,(I‘\)f

Ce———— -—

k20005 4>< 8000000000

— 4080731 74mir. cob-

)

IV. Calcular el ridio de una esfera euyo volimen es igual 4
an metro cabico.
Tenemos en primer térniino,

de donde se deduce
—0,258752414%;
Y. por consiguiente

R—V/0.258752414— 0m,620,

con un milimetro de diferencia.

V. Una esfera fiene un volimen de 3m ¢ y Se pregunta
cual seri su superficie.

Tenemos

y tambien

y sacando el yalorde R de la primera ecnacion y trasladindole
4 la segunda resultard

6 bien
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En el caso propuesto V=75.5; y por fanto
S —56><3, 5 >< n—=1585,442560234,
y como consecuencia
S— V/1385,442360254=11=c,15
con un. decimetro euadrado de diferencia’

VI. La relacion del diimetro - del <ol con el de la tierra es
de 108 556. ; Cuil serd Ia relacion de los yoltimenes de estos
dos astros?

Dicha relacion es jgual al cubo de la relacion de los ri-
dios, es decir, al euho de 108,556, lo cual da 1 979 268. El

sol es, pues, cerca de 1279 000 veces mayor que la tierra.

584. Troreyat. El vohimen engendrado por un tridngu-
lo que giva alrededor de un eje trazado en su plano poruno
de susvertices tiene por medida
la superficie desc'ita por ellado
opuesto- G dicho vertice, multi-
plicada por el tercio de la al-
tura correspondiente.

i Distinguiremos 5 ¢asos &

1.2 Bl tringulo gira alrede-
dor de uno de sus lades. Sea
ABC el tridngulo que gira alrededor de AC (fig. 259), BD, AE
las alturas bajadas desde los vértices By A. El voliimen engen-
drado por/ABC es la stuma de dos-eonos engendrados por los
triingulos rectingulos ABD, CBD. Tendremos, pues (558).

Fih. 259.

jede 1 b M
vol. ABQ=57BD" ><AD ;:mr,\-.;ru.:l):l:u"x.\(.:

J

=BD><BD><AC;

)

1. Los teoremas que siguen hasta el fin del parrafo XXXVIIT no exislen
en’ el programa oficial = hemos ereido, sin embargo, que debiamos mneluir-
los en el texto por loaitiles que son para resolver un gran numero de
cucsliones mleresantes.
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pero BD >< AC=BC >< AE, porque estos dos In‘un]lln'lw repre-
sentan cada uno el doble del drea del riingulo ABC; luego

vol. ABC==BD>< l’.C:v.fl \E;

ademds =BD >< BC es-la superficie lateral del cono’ CBD (554)
y por lanto podemos decir
vol. ABC=superf. BC><z AE.
)
2.¢ El tridngulo ABC gira alrededor del ¢je MN que pasa por
el vértice A y encuentra al lado BC prolongado, en el punto

Fig. 260, Fig. 261.

D (fiz. 260). El volamen engendrado por'el tridngulo AB( es
la diferencia de los voliimenes engendrados por los fridngulos
ABD y ACD, y por tanto tenemos (1.°)

vol. ABD = >ll|u-l‘f. BD >< _|; AE,

vol. ACD = superf. €D >< 1 AE;

lu«.‘:_;n

vol. ABC = (sup. BD—sup. lllh“'z AE—=sup. Iill)(!. AE.
) J
5.9 El eje MY es paralelo al lado BC (fiz, 261). Tendremos,
pues,
vol. ABG=vol. FBCG—vol. ABF—vol. ACG;

STYETT
=) f
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ahora bien :

FBOG— AR ><BC: vol. ABF— LA SAF,
<)

4 AN

e
vol. ACG—==AE ><AG;

de donde resulta que

vol. ABG—=7AE (3B0—AF—AG)
k)

5
P

o . N b
—=mAE > BU=2zAE><BC><=AE.
) 5

y por iltimo que

vol. ABG — superf. BC ><

388, Teorema. El volumen engendrado por el sector po-

Ligonal reqular OABCD girando alvededor de un eje MN tra-

zado.en su plano por su centro, tie-

ne por medidala superficie descrita

por la linea quebrada reqular ABCD

multeplicada por el tercio del radio

del cirvculo inserito OE (fig. 262).

Sea ABCD una linea quebrada re-

gular. El poligono OABCD es lo que

. se llamawmn sector poligonal reqular.

Frazamos los radios OB, OC y valuamos los volimenes engen-

drados por los triingulos OAB, OBG, OCD que tienen todos
por altura OE. Tendremos en este caso (584):

vol. OAB—= sup. .\B‘,{l()r..
)
\'ul.”['»!::.\np. l:ﬁj’-z,ii)l‘:.

) d o
vol. 0CD =sup. (D >< - OE.

<)
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Reuniendo, tendrémos

< o=
vol. OABCD = (sup. AB—+sup. BG—+-sup. L[NX:J( E

—superf. ;\l}(“.lhf:fli)li. Q. E. L. D.

<

586. Dermvicios. Se llama seclor esferico el volimen en-
sendrado por un sector cireular girando alrededor de un dii-
mefro = ¢l arco del sector engendra una zona que se llama la
base del sector esférico.

587. Teorema. El volimen de un seclor esfeérico es igual
a la zona que le sirve de base multipli-
cada por el tercio de su radio.

Sea OAB (fig. 263) el sector que girando
alrededor de MN engendra el sector esfé-
rico. En el arco AB inscribimos una linea
quebrada regular, y Hamamos r el ridio
del eirculo inscrito en esta linea quebrada,
y.s la superficie que deseribe givando al- A
rededor de MN. El sector pohigonal regu- Fig. 265. »
lar engendra al mismo tiempo un voliimen cuya medida es
(589).

de donde se deduce ficilmente que el volimen del sector esfé-
rico tiene por medida
i

zona AB ><=0A.
)

=88. Cororanio. Sea H Ia altura de la zona, R el rédio de
esfera. el voliumen del sector esférico sera en este caso

1 2
:j"“”,\:.:“:‘:
o) 3

.

589. Opservacion. La esfera entera puede considerarse
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como un seclor esférico, bastando imaginarse para ello que el
sector AOB que engendra el sector esférico aumenta hasta le-
gar 4 ser un semi-circulo. La zona que servia de base a dicho
seclor serd alora la superficie engendrada por la semi-cireun-
ferencia MAN, es decir, la superficie de toda la esfera. De aqui
concluimos que el volimende la esfera esigual 4 su superficie
multiplicada por el tercio de su ridio, que es lo mismo que
queda demostrado por otro procedimiento (582).

APENDICE
ELIPSE Y PARABOLA

§ XXXIX. Definicion de la elipse, trazado de la curva por puntos y de un
movimiento eontinuo. — Definicion de la pardbola, trazado de una por-
cion de la curva por puntos y de un movimiento continuo.

590. Deemviciones. La elipse es una curva de tal naturale-
za que la suma de las distancias de cada uno de sus puntos 4
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos son los
focos de la elipse y las dos lineas que unen un punto cual-
quiera de la eurva con los dos focos se llaman rddios veclores
de este punto.

391. Propiemr. Trazar une elipse mediante puntos co-
noctendo los dos focos y la suma constante de los radios vec-
lores de cada punlo.

Sean F y F los dos focos (fig. 264). A partir del punto F to-

mamos sobre la recta F'F una longitud F/K igual i la suma de
los ridios vectores. Desde el foco F como centro, con diferen-
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como un seclor esférico, bastando imaginarse para ello que el
sector AOB que engendra el sector esférico aumenta hasta le-
gar 4 ser un semi-circulo. La zona que servia de base a dicho
seclor serd alora la superficie engendrada por la semi-cireun-
ferencia MAN, es decir, la superficie de toda la esfera. De aqui
concluimos que el volimende la esfera esigual 4 su superficie
multiplicada por el tercio de su ridio, que es lo mismo que
queda demostrado por otro procedimiento (582).

APENDICE
ELIPSE Y PARABOLA

§ XXXIX. Definicion de la elipse, trazado de la curva por puntos y de un
movimiento eontinuo. — Definicion de la pardbola, trazado de una por-
cion de la curva por puntos y de un movimiento continuo.

590. Deemviciones. La elipse es una curva de tal naturale-
za que la suma de las distancias de cada uno de sus puntos 4
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos son los
focos de la elipse y las dos lineas que unen un punto cual-
quiera de la eurva con los dos focos se llaman rddios veclores
de este punto.

391. Propiemr. Trazar une elipse mediante puntos co-
noctendo los dos focos y la suma constante de los radios vec-
lores de cada punlo.

Sean F y F los dos focos (fig. 264). A partir del punto F to-

mamos sobre la recta F'F una longitud F/K igual i la suma de
los ridios vectores. Desde el foco F como centro, con diferen-
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tos radios describimos una série de arcos de eireulo. Sea D el
punto en (ueuno de ellos corta @ Ja recta F'F. Desde el foco F
como centro, tomando & DK como ridio, deseribimos otro arco
de eireulo que corte al primero en dos puntos M y W', que per-
tenecen 4 la elipse, porque la suma de las distancias MF y MF*
del punto M & los dos focos es 1cual 4 F'D—--DK, es decir, & la
longitud dada F'K, v lo mismosueede con el punto M’

Asi podrin determinarse guantos puntos se quieran de Ia
curva y uniéndolos por un frazo continuo, tendremos la elipse.

392. Opservacron. I. La longitud F'K es necesartamente
mayor que FF’, puesto que esta longitud representa la suma de
las distancias de un lvlllllu de la rli|l>‘«' a los dos puntos F ¥ F’.
Ahora bien, para que las dos circunferencias deseritas desde
los puntos F y E”conio centros sé lleguen 4 cortar, es necesa-
rio y hasta que la distancia FE sea mayor ‘que la diferencia-de
los radios, es decir, que resulte :

FE’=F'D—DK;

FD<FF'+-DK;

y reemplazando en  las desigualdades precedentes DK por
F'K—F'D, tenemos
F'D<FF'+F'K—FD
y tambien
2F'D<FF +F'K;

y en fin, st Aesel punto medio de Ia distancia FK, FF'+F'K
es igual al doble de F’A, y resultard
OF'D<"2F'A, 6 F'D<FA.

Luego para que los circulos: se-corten, es necesario y basta
que el punto D esté comprendido entre el punto F y el
punio A.

595. Opservacios. 1. El punto A es un punto de la elipse
porque AF + AF'=AK-+-AF'=FK. Tomemos 4 la 1zquierda
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del punto F* sobre FF* una longitud F'A igual 4 FA. El punto
A’ seri igualmente un punto de la elipse, porque A'F—4A"F
serd icnal 4 AF—=AF’ 6 4 F’K. Tambien podrin obtencrse
otros dos puntos importantes B y B de la elipse describiendo
desde los focos F y F” dos arcos de cireulo, teniendo ambos

por ridio 5 FK. La linea BB’ serd perpendicular & FF’ en su

punto medio.

S894. Propievs. Trazar la elipse mediante un movinien-
to conlinuo.

Se fijan en los dos focos F y F* (fig. 265) dos puntas 4 las
que se unen los extremos de un hilo que
tenga una longitud izual 4 la suma de
los radios vectores que nos dan. Se tien-
de luego el hilo mediante un lipiz 6 una
punta que se mueve en el plano, cuidan-
do que el hilo esté eonstantemente ex-
tendido, en cuyo caso la punta describe
la elipse, porque en cada una de sus po-
siciones el hilo confiene la suma de los ridios veetores MF-=ME’
y es igual 4 la longitud constante de si mismo.

Fig, 265.

Se descubre por lo dicho que la elipse-es una curva cer-
rada.

Osservaciox. De este medio se valen los jardineros para tra-
zav elipses sobre el terreno, lo cual ha valido 4 dicha curva el
nombre de gvalo de jardineros.

595. Dermvicrones. Se llama eje de una curva una récta que
la divide en dos partes simélricas, es deeir, en dos partes, que
se aphiean exagtamente la una sobre la otra, cuando se hace
givar la primera alrededor del ‘eje para vebatirla sobre la se-
gunda : un didmetro cualquiera de una circunferencia es un
eje de esta enrya.

Cuando una curva estd cortada por su eje, cada uno de los
puntos de interseccion de la curva y del eje es un vértice de la
curya.
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Se llama centro de una curva un punto que divide en dos
partes iguales todas Ias cuerdas de la curva que pasan por este
punto.

S96. Teorens. La elipse tiene por ejes la recta que une
los dos focos, y la perpendicular elevada por el punto me-
dio de'esta recta : ademds liene por centro el medio de la
distancia focal.

Sean Iy I los dos focos (fiz. 266), 0 ¢l medio de su dis-
tancia, BB’ Ia ' perpendicular elevada por el punto medio de

FE',-y M un punto”eualquiera de la curya.

St la_ parte superior de la fizura gira al-
rededor de FE' pata rebatirse sobre la parte
mferior, el punto M viene & parar 4 M y
tenemos evidentemente ‘

M'F 4+ MF’—=MF +MF*;

luego el punto M’ es un punto de Ia curya,
y por tanto & todo punto M de la elipse corresponde un punto
M’ simélrico con relacion & FF’, 6 en ofros términos, FF’ es
on eje de la elipse.

Hagamos girar ignalmente Ia porcion de la derecha de Ia
ligura alrededor de BB para-rebativla sobre Ia porcion de la iz-
quierda. El punto F caerd en F” yel punto M en un punto
como M”; respecto-del cual decimos . que pertenece i la elipse:
En efecto, segun la construceion, M”F'=MF y el ingulo M”F'F
esignal i MEE?. Por consiguiente. los dos tridngulos MEF".y
M“F’F son iguales por tener un dngulo igual comprendido en-
tre lados iguales, de donde resulta que M"F—=MF’. Tendre-
108, pues,

M'F-+MF =M ~4-MF:

lo que prueha que el punto M”, simétrico del punfo M perte-
nece  la elipse. A todo punto M de la elipse corresponde otro
punto M de dicha eurva, simétrico del primero con relacion 4
BB, 6 en ofros términos, BB’ es uneje de la curya.

Decimos en fin que el punto O es el centro de esta curva. En
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efecto, el cuadrlitero MFM”F’ es un paralelégramo que tiene
los lados opuestos iguales, y por tanto la diagonal M'M” pasa
por el punto medio O de la otra diagonal FF* y esti dividida
por este punto en dos partes iguales. Siendo el punto M’ un
punto cualquiera de la elipse, se ve por ello que el punto O
divide en dos partes iguales todas las cuerdas que pasan por él,
y es por tanto el centro de la elipse.

359%7. Cororario. La elipse tiene enatro vértices gue son
precisamente los puntos A, A’, B, B’ sobre los cuales hemos
llamado la atencion al construir la elipse, mediante puntos.

598. Osservaciones. El eje AA’ (fig. 267) es igual 4 la
suma de los rddios vectores de un
ponto cualquiera de la curva. En ,—f—?\\\
electo, tenemos

v
AN =KF A'F'=AFIEAF, | ab——t

lo cual prueba que dicho eje es igual

4 la sama de los radios vectores del

punto A. Llamaremos a la mitad de

la longitud de este eje, es decir, la

distaneia del centro O al vértice A, y e la mitad de la distancia
focal, es decir OF. Estas dos cantidades bastan para determi-
nar-Ja elipse.

Busquemos - ahora- la- longitud - del-otro eje, ¢ mejor de su
mitad OB, que llamarémos b. El punto B estd equidistante de
los focos Ey I, v como la suma de sus radios veetores es igual
4 9a, 1a distancia BF es igual & @. Ahora bien :en el triinzu-
lo rectingulo BOF tendrémos

P—a—c 6 b=\Va*—c.

Esta igualdad muestra’ que b es menor que @, por cuya ra-
zon AA’ se llama el eje mayor de la elipse y BB el eje me-
nor. Los focos estin situados en el eje mayor-.

Una elipse estd determinada cuando se dan estos dos ejes
AA’ y BBf, porque en este caso se obtendrin los focos descri-
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biendo desde el vértice B como centro. con un riadio icual 4 «
un arco de circulo que enconfrara 4 AAZ en dos puntos F y I
que serin los focos.

Se Hama excentricidad de una elipse la relacion de la
distancia focal FF’ con el eje mayor AA’, esto es, la rela-

cion — . La elipse es un Gvalo mas ¢ menos alargado, y su for-
a

ma depende de la exeentricidad: Si la excentricidad es nula, los
dosfocos se confunden con el centro y la elipse viene 4 ser un
eiveulo; si la excentricidad os muy pequeiia, los dos focos es-
tan muy proximos,  los dos ejes son ‘cast iguales: la curva es
redondeada y difiere poco. de una circunfereneia, lo cnal tiene
Ingar en las érbitas de los planetas. A ‘medida que la exeen-
tricidad aumenta, la diferencia de los ejes aumenta tambien, fa
curva se aplasta ecada vez mas y tiende 4 confundirse con su
eje mayor, cosa que ocurre cuando lu excentricidad es igual 4
la unidad.

S389. Dermviciones. La pardbola es wna/curva de tal natu-
raleza, que cada uno de sus puntos estd ignalmente distante de
unpunto fijo Hamado- foco y de una. vecta fija lamada di-
reclriz.

La distancrs del ‘foco 4 [a directriz se llama pardmelro de
Ia paribola.

La linea que une un punto de la pardbola con el foco se lla-

wa. rddio-vector de este punto.

400. Construir la pardbola median-
le puntos conociendo' el /}n'u Y la direc-
iriz.

Sea F el foco, DD 1a divectriz (fiz. 268),
FD una  perpendicular bajada. desde el
foco & la divectriz. El punto medio" A
de la distancia FD es un punto de la pa-
rabola. Porun punto P tomado a la de-

Fig. 268, recha del punto A frazamos una paralela
& la directriz y desde el punto F como centro, corr un ridio
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iwnal 4 pp deseribimos un circulo que detérmina sobre la pa-
r::lu_luA«lus puntos M y N de I parihola. porque .\ll":l)l'-—i \;l(l
Repitiendo ests construccion se tendrin tantos puntos m;l;’) ~
deseen de |y pardabola. Parq que S 2
necesario que FP—pp
derecha del punto A.

l.n constriceion sea posible es
lo cual exige que el punto P esté 3 la

Resulta de 14 construeeion que |

‘ ‘ 4 curva no es cerrada;, sino
que se exfiende mdefinidamente ale

'j."m«]nsr' de Ia directriz,

AO1. Prosreys. T '
(‘,-,,,112,',,.,,[_ ROBLEMA. Trazar la pardbola con un nmovimiento
A lo largo de 1a directriz DD sp aplica una reuoly (fig. 269)
Y €ontra esta reoly e apoya uno de los lados i s S
del 4ngulo vecio de una .vsrn:uh‘;n GHK. A]
Punto G se halla unido o extremo de un h.ih:
Cuya ofra extremidad est4 en el foe
'f"ll:;lllll! es 1aual al lado GH de la escuadra.
Se hace veshalap la escuadra 4 lo largo de Ja
regla manteniendo con un Lipiz el hilo apli-
cado sobre G El lapiz trazars

0 F y cuya

i un arco de | |—f—if
paribola, porque tendremos para el punto M, || \ °F

por ujvmplu,
GM~-MF— Gl " N

~
de donde -

MF— GH—GMf- =MH

El pinto. M esld, pues, izualmente distanie e

) : “l i cde f;
l]H'W‘ll'IZ. \ l)(')l'rn“,\i % \ ; ,A

stiente pertencce 3 Iy pardabola.

4092 ISERV |
: 40.}, H;’.A\l-.;.'\ ACION. [.a perpendicnlar FJ) bajada desde ¢l
9e0 sobre I directriz es ‘un éje de Ia parabola v o -
& o il parabola \ el punfo A es
La demostracion es andloga 4 la que he
mayor de 1y elipse (396). Puede por lo d
en la construceion de

mos dado para el eje
AS obseryarse que
la curyy por-puntes, los dos M v M que

Se obfienn d4 - larva S = - ey .o
btienen 4 la vez son v\l(h'ulcnn'nl(' stmetricos con relacion
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1 ) ) CONSLZuIen e
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k \ ¢ I ALe
|('\IN'“(I olro '"”n“ .\[ ‘il esla-misma ecurva Stmetriec il l '( 1=
dy 2Lr1co [ I

mero con relacion i

: acion 4 la linea FD. ¢
ED s un 14 la linea FD, 6 en otros térmi
SCIC de la [‘ill‘;”m[;l § términos, la linea

EJERCICIOS-SOBRE EL LIBRO VIII
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. El voli
. El voliimen' de
1 un froneo de i
un cilindro e
. o . s joual 4 la s ¢
il \\‘.H.i,,l“ ‘ln,n,.t la misma altura  que el ir it
ses, yde un paralela dada 4 jgual distancia d ‘!‘"“ it
S, 1) cono ' forica tambi s i iy
tronco y por base que tenga tambien la misma altz . s
diferencia d l’~~,, un efrculo cuyo radio es i : | lr.ll e
a de los radios d S ‘ Al i
92 0 s de las dos bases : S
2. Cuando la apo [yl jrones
| a-apotema de u y :
suma de los ridi T e o :
: i ‘ < e eono es al 3
e ks lhn.s fi‘ las bases, la media 'n'um(hli\ . e
s da la mit: L a8 r1CA. entre: es
St e I}ll.lll Tl’. la altura, y se obtiene el (.‘nh'( -
e a. superficie tofal e la's e
R por Iy sexta parte de dicl
« 3 diciia
3. Por cu: |
alro :
e ‘“pnnlu.\ que no_estin sitnados en el mi
/‘ \'i . 'l..\vlllil,\'l“' tna ".\"I(‘l‘-’l ])“l'l) no : l N l'l”.
%. Si un cilindro esti ai : b Sy
por [»ln_nm par: llll' esti’ circunserilo & una esfera y ‘?”Li.
comprendida ‘”;"‘ os al eirculo maximo de x'nn'l Y QN I“ b
ol i 2 ¢ ~i'\hlh dos Ill;lllu\‘ es 4'4ll|i&"|l( nt " (l)‘ Exillil
superficie cilindriea ¢ L
M ica. comprendida entre eslos |l e
i S[0S  TRISINOS
5. Un casq ori l
asquete estérie 5 i
» s o L O S ¢ ¥
ot s equivalente al cire i
cuerda del arco que engendra el il e o
e g a el casquele
. El yolimen: del cili i !
o del eilindro’ éivcunserifo 4 { :
serifo 4 una esfera es = del
de la esfera, v 1 =
| ,» ¥ la superhicie total es igual
e S 1zualmente

del de la

{. [Ilt(\ll’ sfa cirey SCrito a u ‘l\\L]lll - SU d
0 C 1. ¥
d CUuns fo < 1} 1 L
S u s l“l“l

LOS \‘UL\E[)R()S. RS>
{erminos, el <oliomen de 1a pir;’unidc es ol limite de la suma
de los voliimenes Jde estos Prismas, cnando su namero aumen-
Ahora bien, por muy grande que s este -
Jos prismas inseritos en 1 primera piramide
priSIs inscritos en la s.c:__;uud;l.
L.D.

ta mas y mas-
mero, la suma de
es i{.;u:«\ 4 la suma de los
Luego las dos pir;’unidc.\ son equivalentes. Q- E.

»54. TROREMA. El volimen de und pir(imitle cualgquiere
es iqual al tercio del producto de sw base por St altura
(fiz. 238)-

1 © Consideremos en primvr lugar un
QABG. Sobre ABC como hase y BS como arista construimos el
prism:\ ABCESD, que {iene la misma hase
y la misma altura que la |-'1|“.'\mi(h-. Dicho
cOMpone de la pi\‘:’uuidv SABG

a lnir;'unid\' friangular

prisma se

y dela pir;’nnidn- cuadrangular SAGED. Esta
altima se descompone. en dos pir{uni\h's
triangulares SACE, SDEE que fienen hases
if.:uul;‘s ACE, DEE Y la misma altura, por
lo cual son (‘quivulvnlvs (;')52')). Ademis
la pir'.'unidn SHCE pumh: considerarse te-
niendo pm‘lv:\su SDE y por vértice el punto

(J, en cuyo caso tiene 1a misma base Y Ia

misma attura que la ]nir{uuith‘. SABCG, y por consecuencia es
(-,qui\'ulvnlc 4 ella. De esto resulta que las tres pir{nni«\vs que
componen el prisma son vqui\'nlcnh:s, y

la pir;'nu'\«h- SABG es el tereio del prisma
que fiene 1a misma base'y altura que ella.

De agui se deduce finalmente (B334) que

la p'n‘;'nnilh- tiene por medida de su yolui-
men el tercio del \nrm\udn de su base por
su altura.

9.0 Sea en segundo lugar la plr;’nu'u\c
\m\igrmal SABCDE (fig- 939). Por la arista
QE de esta p'\r;'ml'n\c y por las aristas SB
y Q( se trazan planos que la descompon-

pir;’nuides triangulares; qué tengan t

can en odas por altura la

BIRLIONH
oy
AL

ande 1625 BONIH
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de la pirimide en cuestion. Cada una de estas piramides fri-
angulares tiene por medida el producto de su base por el tercio
de la altura coniun; luego la pirdmide total fiene por medida
la suma de las bases triangulares multiplicada por el tercio de
la altura, es decir, el tercio del producto de la base lmligf)rlul
ABCDE por: la alturd: q. €. L. b.

535, Opseryacion. Un poliedro cualquiera puede siempre
descomponerse en pirdmides, imaginando, por ejerttplo, un
punto tomado en su mnterior guese una con todos los vértices.

Calentando el volimen de cada pirdmide, se ohtendrd el volii-
men del poliedro.

556. Teorexs. Un tronco de pirdmide de bases parale-
las es equivalente d la suma de tres pirdmides que lengan
por altura la del tronco y por bases, la primera:la base in=
ferior del tronco, la sequnda la base superior y la lercera
una amedia. proporcional enlre estas dos bases.

1.0 El tronco de pirdmide es triangular (fig. 240). Descom-

ponemos este solido en pirdmides, y tra-
zamos en primer lugar el plano EAC que
separa del poliedro la pirdmide EABC, que
tiene por base la inferior del fronco ABCG
y por altura la del tronco : esta es la pri-
mera ‘de las pirdmides'del enunciado:
Queda la pirdmide cuadrangular EACED,
que descomponemos. en dos pirdmides tri-
i angulares ECFD, EADC. La l.',hl'h puede
: considerarse teniendo por vértice el punl(\
C y por base DEF, es decir, la base superior del tronco : la al-
tura es en'este caso'la del tronco, y esta esla segunda pird-
mide del enunciado.

Consideremos, por ultimo, la pirdmide EADC. Por el putno
E trazamos EG paralela 4 AD, y por tanto, al plano ADC. Las
dos pirdmudes EADG, GADG son equivalentes, por tener la mis-
ma base y la misma altura. La pirdmde GADC puede conside-
rarse teniendo por vértice el punto Dy por base GAC. Su al-
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o< doble del diimetro de 1a csfera. Demosirar que st yollimen
es doble del de la esl
la de la esfera. ' _ ool
8. Enun luu‘;vlwli;vipw\u rectangulo cuyas dimensiones son
i - 1 14 ¥ 'S A B [ -
1. b, ¢, se a-lupil-m esferas 1guales cuyo didmetro esta contenl
a, b, ¢, s an es , y

era y que su sn]n-rliriv {otal es-doble de

do m veces en a, n veces en b y p veces en C. lh‘“m}“.:l”..(l\‘l]:‘
i, Y p varian lwrmun-wlvndn enleros, la suma de 10S
I\'um-m'i'(lv todas estas esferas permanece mmhnm:. . .
9. Los volamenes engendrados por un pnrulrlu;r.unn’ q”_‘
i_'il‘:d :‘uw.\i\';nncnlv ;\ll‘«'d«'n‘ul' de <1n>_|;uh>,\‘ ;ui_\;l('vulv.\ eslan en
razon inyersa de las longitudes de dichos lill‘.tl)ﬁ. | e
10. El volimen engendrado por un triangulo l‘llliv. _,Hll
alrededor de una recta sitnada m'sn pi:nm'»; --xl‘rxu:‘lr Ill.l
triangnlo es igual al |»r«_n\u~~\n del frea del l”fi.“.!:" n] 1\»““...
circunferencia que describe el punto en que s cortan las
-nas del triangulo. :
‘hd;“ll? (l<l‘,||l\‘l(l»l‘l'|:|nvn engendrado por un Sv:j_’[“x'!\ll) 1\!‘1‘Il:l‘rlll(l\‘qlll'
sira alrededor de un diimetro es igual 4 la sexta parte n'q, n‘n‘
cilindro que tenga por radio la cuerda <|«-l. seemento y pol
altura la p!'n}‘-'vviml de esta 4.'11--nl:| sobre el eje. . o
19. Dada una série de eirculos (‘(tll(‘i‘}lll‘l(‘(b. lx\u.’nnml}fn
estos cireulos cuerdas iguales todas entre Sty |Y:l|'i|ll'lil$} n‘un.n :a
metro comun. Los voltimenes vngvm\r;ulnsﬁ POE l.n,\' .w;_'nn n\::l
porrespondientes girando alrededor del didmetro: eomun
"lnl‘%‘.lhl’l_;h;'('\h'nn(-n de-un-segmento de esfera es ufl‘nxl ”.h
cumade un cilindro que tenga la misma altura quvte-l i«'}_l:‘n:lf:l—l
to y por base la semi-suma de las bases del .\«‘-;lm‘«-‘x‘\' n,(m«“ "l.\",.
esfera que fenga por diimetro l‘;\ illhll‘i\» u~. .\l_l.lfl‘.“l... e
Hama segmento de esfera la porcion de esta comprencits
tre dos planos pumh-ln\'.)

PROBLEMAS PARA RESOLVER
1. Calcular el volimen engendrado por un riangulo equi-

Jatero girando alrededor de uno de sus lados.
‘ 18
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9. Caleular el voliimen engendrado por un octégono regu
lar que gira alrededor de nno de sus lados. ' (

5. Dividir el area lateral de un cono de revolucion en par-
tes equivalentes por planos p;u'nll-lm 4 las bases.

%. Conociendo el volitmen de un tronco de cono de revolu-
eion. una-de sus bases y la altura, hallar la otra base.

5. Un cilindro 'y unl trenco de cono tienen nna base eomun
y la misma altura : zeudl serd la relacion de las dos bases del
tronco de cono para que ol volamen del eilindro sea el doble
del del tronco de cono?

6. Dado el cuadrado ABCD y a recta AX trazada por el vér-
tice A en el plano del enadrado, se pide que construyamos so-
bre ol lado BG como base el tridngulo isdsceles BCM, de tal
modo, que este friangulo y el cuadrado dado engendren voli-
menes equivalentes oirando -alrededor de la recta AX. (Concur-
so general de la elase de Retdrica, 1867.)

7. En un cubo dado se inscribe una esfera, y en ella se ms-
eribe un sexundo ciho = se pide la relacion de los voliimenes
de estos dos cubos. (Concurso general de Filosofia, 1865.)

8. ;Qué condiciones deben reunir dos eirculos que no
estén en-un-mismo plano para que perfenezean 4 una mnisma
1',\11,‘1“.1?

9. Hallap el'luzar de los centros de las secciones, dadas en
una esfera, mediante todos los planos que pasen l””; una recta
dada.

10. Poruna recta dada trazar un plano tangente @ una es-
fera tambien dada.

11. Dada una esfera y un plano, consideramos cada punto
del plano como el vértice de un cono circunserito 4 la esfera

y que tiene por consiguiente como hase un cireulo minimo de
esta esfera. [Se pide que hallemos el Tugar geométrico de los
centros de los cirenlos de esta manera determinados. (Conecur=
so veneral de la clase de Retdrica, 1866.)

19. Dadas dos esferas se inseribe en la primera un conorec-
to de base circular cuyo lado sea igual al didmetro de la base
y se eircunseribe i la seeunda un cilindro. Resulta que el voli-
men del cono es la décimaoctava parte del del cilindro. v se
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pide la relacion que hay enfre los radios de las dos esferas.
(Concurso seneral de la clase de Retérica, 1875.)

1%. En una esfera de un radio conocido consideramos una
zona de dos bases : e€s ademds conocida el drea de esla zona y
{a distaneia de una de sus bhases al centro. Se desea saber cudl
sea el radio de la otra hase.

1%. Inseribir en una esfera un cono cuyd 4rea lateral equi-
valea 4 la del casquete esférico terminado cn el MISmo
cirenlo. *

15. Cortar una esfera por un plano tal que el Area deter-
minada por dicho plane equivalga 4 la diferencia de los dos
casquetes en que divide la esfera.

16. Un triangulo ABC gira alvededor de una recta dada pa-
sando por el vértice A, y se lnidv que fracemos por este vértice
una recta AD de tal naturaleza, que los voltimenes engendra-
dos por los triangulos ABD y ACD sean ('Il!li\':ill‘l]l1‘§.

17, Trazar una paralela d'la base de un tridngulo, de modo
que los voltumenes engendrados por las dos partes del tridn-
culo givando alrededor de su hase sean equivalentes.

{8, Circunscribir 4 una esfera dada un tronco de cono cuyo
volvimen esté con el de la esfera en una relacion dada. Hallar
la relacion de la suporﬁt'iv total del tronco de cono con la de
}a esfera. (Coneurso general de la clase de Retérica, 1869.)

19. Un triangulo vquil:’nlvm ABC, cuvo lado es 1gual 4 @
gira alrededor de una recta MN situada en su plano y paralela
4 uno de sus lados BO. Cual debe ser 1a distancia de las dos
paralelas BGy MN para que el volimen engendrado por el
triangulo, airando alvededor de MN sea icual & cuatro veces el
voltimen engendrado -por ol mismo tringulo girando alrede-
dor de su lado BG. (Goncurso senerdl de la clase de Filo-
sofia, 1870.)

9(). Dado un cemi-cireulo AB, se pide que hallemos sobre
su circunferencia un punto N de tal naturaleza, que sl se lra-
za la tangente MP hasta que encuentre el diametro AB prolon-
gado, s1 se une el punto M con el centro 0 y se hace girar
luego la figura alrededor de AB. los volimenes engendrados
por el sector AOM y por ol tridnculo OMP estén entre sien una
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relacion dada. (Coneurso general de la clase de Retérica, 1870.)

94. Dada nna esfera OA, determinar olra seaunda esfera
(’A tangente interiormente i la primera en Ay de tal natura-
Jeza, que st se le traza un plano tangente en A, y que si, sli-
auiendo-el efrculo de- interseccion de este plano con la esfera
dada sé circunseribe un cono 4 dicha esfera, resulta que el vo-
lamen comprendido entre la_superficie lateral del cono y elde
lazona BAG sea igual & m veces el voliimen de la esfera O°A.
(Goncurso general de la clase de Retérica, 1868.)

99 El dismeltro-de un circulo es de 4 metros : una cuerda
paralela & este didmetro es de 2. ; Gudl serd la superficie en-
gendrada por esta cuerda, oirando alrededor del didimetro?

9%. Tenemos un deposito cilindrico de 2= 40 de profundi-
dad, y debe contener 41200 litros de agua. jCudl serd su did-
metro?

9%. Ellado de un’ cono es de 2875 y la superhicie de su
base de 6 metros cnadrados. ; Cudl serd la superfieie del ciren-
lo cuyo plano recto dista del de labase 22,757

95 Caleukar las dimensiones del doble decilitro empleado
para los aridos, sabiendo que’ su didmetro ¢s gual & su
allara.

96. ;. Cudl serd ol didretro de un hilo de platino.que pesa
98 oramos por metro de longitud, sabiendo que la densidad
del-platino-es 22,067

97. La superficie de un cilindro recto es a; su voliimen, b.
Caleular ol ridio de Ja base\y la altura de: este eilindro:

98. Hacemos girar un_tridngulo vquil;‘ﬂvl'«'t alrededor " de
ano de sus lados, y se nota que la superficie engendrada equi-
vale 4 la superficie total de un cilindro de 0m,6 de radio y
Qu 8 de altura. ;Cuil serd la longitud del lado de aquel fridn-
aulo? (Coneurso general de la clase de Filosofia, 1868.)

99. Calcular el voliimen engendrado por un rombo de
zw 79 de lado, girando alrededor de una de sus diagonales
que tiene 6 metros de longitud.

50. Por un punto S tomado en la prolongacion del difime-
tro de un circulo, se traza una tangente SA v se hace girar Ja
figura alrededor del diimetro. El ¢irculo deseribe una esfera,
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y la hinea SA un cono enya hase es el ecirculo deserito por la
perpendicular AP ol didmetro. ; Cudl serd la superficie y el vo-
tamen de este cono, leniendo en cuenta que ¢l radio del eir-
culo os de 02,035 y la distancia del punto S al centro de
0=, 41257

31. Un cono de corcho tiene 07,6 de ridio en la base, ¥
Om.8 de altura, y se sumerje en el agua por su vértice. i Qué
cantidad, contada sobre su altura, debe sumergirse .<11|>«_vniuult_'|
que la densidad del corcho es de 0,247

59. [a altura de un tronco de cono es Ji- los didgmetros de
sus dos bases son 4 y 22 decimetros. jQue didgmelro serd me-
nester dar 4 un cilindro de la misma altura k para que su vo-
Iimen fuera wlui\':xlvnh- al del tronco de cono?

=% Un vaso tiene la forma de un tronco de cono cuya base
inferior tiene 23 centimetros de diametro. La superficie supe-
rior del agua contenidaen dicho vaso es un cireulo de 26 cen-
(imetros de diimetroy I ]nrnl‘ulu]idzul de la misma de 1454.
Se deja’ caer un cubo de piedra de 5 centimetros de lado.
#A quéaltura se elevard el nivel del agua?

=%. Un vaso de forma eonicil tiene la capacidad de un litro
y un didmetro de 25 centimetros, y esti lleno de agua y mer-
curio. El peso de los dos liquidos es el mismo, y se pregonta
cual serd el espesor de la capa de agua y la del mercurio,
siendo la densidad de este 15,6.

=5, Un enstal tiene Iaforma dén troneo de cono euyo fon-
do tiene 0m.04 de diimetro, el horde superior 0m=,07 y la al-
tura 0=,10. Dicho eristal contiene un metallen fusion cuya su-
perficie SUPETIOT €S Je 0m,06 de didmetro, y se desea verter
ol metal en un molde esférico. ; Cudl debe ser eliradio de este
molde para que el metal le llene enferamente?

56. El radio de Ja superficie de los mares, .\'ll}lﬂllit"llll”l;l
oslérica, es de 6566198 metros. A (ué distancia puede ex-
{enderse en alta mar la mirada de un observador colocado &
5() metros sobre el nivel del mar?

27. Una bola de vidrio pesa un kilégramo. ;. Cudl serd lasu-
ln'l'lil'it‘ exterior de dicha bola, siendo la densidad del ¥i-
drio 2,587
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%R Hallar el volitmen de una esfera en la enal se conoce la
altura y la superficie de una zona. La altura esde 0™ .47, y Ly
superficie de dos metros cuadrados.

59. Un pedazo de cobre de forma eiibica y que pesa AT

se-coloca en un torno y se le reduce & una esfera cuyo didme-

tro es igual 402,75 de la Jongitud del lado del cubo primiti-
vo. La densidad del cobre es 8,85. ;Cudl sera el peso de la
pieza de cobre obtenida?

49. Una esfera, un cilindro y ‘un cono tienen voliimenes

equivalentes. i esfera, la base delcilindroy la del cono hie-
nen ademds diametros iguales entre si'y & 5 decimelros. ;. Cudl
ser4 la altura del-eilindro y la del cono??
#1. Se desea hacer con tafetan barnizado que pese 950 gra-
mos por/metro cuadrado un clobo esférico para contener 904
metros ctibicos de gas. ;Guél serd el peso del tafetan em-
plvmlo‘.’

2. AB es el ditmetro de un semi-circulo. Tomamos un
punto G sobre este didmetro'y sobre cada uno de los segmen-
tos AC y BG como didmetro, «deseribimos nn semi-circulo.
¢ Cuil serd el volimen descrito por la superficie comprendida
enfre las tres semi-circunierencias cuando la ficura haya dado
una vuelta entera alrededor de AB?

PRIMERA PARTE

GEOMETRIA PLANA

NOCIONES PRELIMINARES

Linea reeta y plano. — Liuea quebrada. — Linea eurva.

LIBRO PRIMERO
DE LA LINEA RECTA

Angulo. — Generacion de los angulos mediante la rolacion de una
recta alrededor de uno de sus extremos. — Angulo recto..

Trisneulos. — Gasos mmis wencillos/de izualdad. — Propiedades del
trianeulo isésceles. — Gasos de igualdad del tridngulo rectangulo.

Juear geométrico de los puntos eqt Jictantes de otros dos. — Lugar
geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas que se cortan.

Reetas p:amlvlza». —_ Suma de los dngulos de un trianzulo, de un po-
lizcono cualquiera. — l'mpx~~-|mln-> de los [;;U'ulr:lx}urmn'»

Ejercicios sobre el libro 1
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