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G E O M E T R I A 
E L E M E N T A L 

NOCIONES PRELIMINAR® 

§ I. Línea recta y plano. — Línea quebrada. — Línea curva. 

1. Se llama volumen de un cuerpo el lugar (pie este ocupa 
en el espacio; y superficie del mismo cuerpo el limite que lo 
separa del resto del espacio. 

Línea es el lugar eu que dos superficies se cortan, ó tam-
bién el limite de una porcion de superficie. 

Punió es el extremo de una porcion de línea ó la intersec-
ción de dos lineas. 

2. La línea recia es la mas sencilla de todas: su nocion es 
familiar á todos y podemos representárnosla mediante un hilo 
estendido. Se admite como evidente que por dos puntos no puede 
pasar mas que una recta, y que la 
línea recta que los une es el 
camino mas corto entre ambos, V-

Fig. i . 
5. Linea quebrada se llama 

á la que está compuesta de varias rectas, como la ABCD 
(fig- !)• 
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4. Línea curva se llama á la que no es ni recta ni com-
puesta tie rectas, como la AB 

¡ ¡ I • (fig- 2). 

Fig. 2. 
5 . Se llama plano ó superficie 

plana la que es de tal naturaleza, 
que juntando mediante una recta dos puntos cualesquiera de 
ella, la recta coincide en toda su estension con dicha super-
ficie, como v. g. sucederia aplicando una regla sobre uu cristal 
pulimentado. 

Se llama superficie curva á la que ni es plana ni com-
puesta dé superficies planas. 

6 . Todo conjunto de puntos, líneas ó superficies se deno-
mina figura geométrica ; y. esta se llama plana si toda ell? 
estalatuada sobre un mismo plano 

7 . La GEOMETRÍA tiene por objeto estudiar las propiedades de 
las figuras y medir la estension de estas. 

Suele dividirse en geometría plana ó estudio de las figuras 
planas; y geometría del espacio que tiene por objeto estudiar 
las figuras que no son planas. 

8 . Dos figuras se llaman iguales cuando pueden aplicarse la 
una sobre la otra ó superponerse, de manera que coincidan 
en todas sus partes. 

9 . Una-verdad que se trata de demostrar es lo que se llama 
un teorema. El enunciado de esta verdad se compone de dos 
partes : de una hipótesis como premisas y de la conclusión 
que de las premisas se deduce mediante, la demostración. Dos 
teoremas se llaman recíprocos cuando la hipótesis del uno es 
conclusión del olró y reciprocamente. 

Se llama corolario á una consecuencia de un teorema ; lema 
la proposición preliminar que facilita la demostración de un 
teorema; y problema, á la cuestión que está por resolver. 

P R I M E R A P A R T E 

G E O M E T R Í A P L A N A 

L I B R O P R I M E R O 

D E L A L Í N E A R E C T A 

§. II. Ángulo. — Generación de los ángulos mediante la rotacion de 
una recta alrededor de uno de sus extremos. — Angulo recto. 

10. Se llama ángulo la figura formada por dos rectas AB, 
AG que parten de un mismo punto A, 
siguiendo direcciones diversas (fig. 3). 
El punto del cual parten las rectas se 
llama vértice del ángulo, y las rectas, 
lados del mismo. El ángulo se lee con 
las tres letras BAC, colocando en medio 
la del vértice, ó con la letra del vértice c 
solamente, diciendo el ángulo A»_ Fig. 5. 

11 . Dos ángulos BAC, CAD se llaman adyacentes cuando 
tienen un mismo vértice, un lado 
común y están situados uno á un la-
tió y otro á otro del lado común 
(%• *)•'. 

12 . Se suman dos ángulos, colo-
cándolos uno al lado del otro en 
términos que sean adyacentes : 
así el ángulo BAD es la suma de 
los BAC v CAD. 

A 
Fig i 
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opuestos por el vértice cuando los la-
uno son prolongaciones de los del otro. 

16 . Bisectriz de un ángulo es la recta que lo divide en dos 
partes ó ángulos iguales. 

1 7 . T E O R E M A . Por un punto 0 tomado sobre una recta 
AB puede siempre trazarse una pei-pendicular á dicha reca-
ta, y n» se puede trazar más que unajíig. 7). 

Supongamos en efecto que una recta móvil OG aplicada al 
principio sobre OB aira alrededor del punto 0 en el sentido 
de la flecha! y resultará que el ángulo BOG crecerá continua-
mente desde cero á una cantidad muy grande, y <pie el ángulo 
adyacente COA muy grande al principio, decrecerá conti-
nuamente liasta cero. 

PLANA. 

cuadruplo, etc., de olro cual-
cuando representa la suma de 2 , 

ángulos iguales á este. 

1 5 . Podemos imaginarnos que todo án-
gulo se ha engendrado por el movimiento 
de una recta móvil que aplicada al princi-
pio sobre otra recta fija AB (fig. 5), se separa 

girando sobre el punto A, en cuyo caso el. ángulo CAB for-
mado por la recta móvil y la fija irá aumentado a medida 
que la móvil se separe más y más de la fija. 

1 4 Cuando una recta CD encuentra á otra AB(fig. 6) y forma 
con ella dos ángulos adyacentes igua-
les ACD, BCD, se dice que la recta 
CD es perpendicular á AB, y los dos 
ángulos adyacentes iguales ACD, BCD, 
se llamen ángulos rectos. 

Una recta que encuentra á otra y 
no le es perpendicular, es oblicua 

*'8 '6 ' con relación á la linea encontrada. 

La recta móvil OG llegará á tener unaposicion OD en que los 
dos ángulos antes mencionados serán 
iguales, y la recta OD será perpendi-
cular á AB. 

Si la recta OD se separa de su po-
sición, uno de los ángulos que forma 
con AB aumentará y el otro dismi-
nuirá, dejarán de ser iguales, y por 
consiguiente OD será la única perpendicular que pueda desde 
el punto 0 trazarse á la línea AB, que era cabalmente lo que 
se deseaba demostrar. 

son * iguales 

C K 
Hg. 8. 

1 8 . COROLARIO. Todos los ángulos rectos 
(fig. 8). 

Llévese el ángulo recto DEF sobre 
el recto ABC de manera que el lado 
EF quede aplicado sobre BC y el 
punto E sobre el B, y resultará que la 
línea ED perpendicular á EF coinci-
dirá con BA perpendicular á BC en 
virtud del teorema precedente, y por consiguiente los dos án-
gulos rectos ABC, DEF son iguales (8)1. 

19. Se llama ángulo agudo ú obtuso al que es menor ó 
mayor, respectivamente, que un ángulo recto. 

2 0 . Dos ángulos son suplementarios cuando la suma dsellos 
es igual á dos rectos; y complementarios, cuando es igual á 
un recto. 

2 1 . T E O R E M A . Toda línea recta CD que encuentra á otra AB, 
forma con ella dos ángulos adyacentes suplementarios 
(fig- 9)-

Con efecto : en el punto C levantamos la línea CE perpendi-
cular á AC; y tendremos : 

1. Los números enlre paréntesis son Una llama • t r o » i m 
IÜUÖTECA íJNÍV«Sffá*U 

" a l f ó s . ?msr 
. Ié25 W ' -
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ACD = ACE-hECD., 
B C D = BCE— ECD. 

Si. se suman los miembros de estas 
dos igualdades, el ángulo ECD desa-

0 parece y resultará : 

__ ACD4-BCÜ = ACE + BCE 
B = 2 r e c t o s 1 , Q. E. L. D . 2 . 

suma de. los ángulos consecutivos 
ACD, DCE etc., formados alrededor-
de un punto C y de un mismo 
lado de una recta AB, es igual 
á dos rectos (fig. 10). 

Porque en efecto : 

ACD + DCE -+- E C F + F C B 
= ACD -4- IICB = 2 rectos. 

2 2 . COROLARIO L. La 

2 5 . COROLARIO I I . La suma de los ángulos AOB, BOC, etc. 
formados alrededor del punto 0, y 

N? cubriendo todo el plano, es igual á 
\ J- cuatro rectos (fig. 11). 

\ Si se prolonga la recta AO resulta-

AOB + BOC -+- COD + DOE + EOA 
= A O B -i- BOC COF 

-1- FOD+DOE-+-EOA=2 rectos 
-1- 2 r e c t o s = 4 rectos. 

2 4 T E O R E M A Si dos ángulos adyacentes A C D , B C D son 
suplementarios, sus lados exteriores AC, CB son una misma 
recta (fig. 42). 

1. Para abreviar, diremos un recto, por un ángulo recto; una recta, 

^ t l t "i. - - iniciales de : Que-era-lo-demostrable. 

DE LA LINEA RECTA. 7 

Efectivamente : si se prolonga la línea AC más allá del punto 
C, la prolongacion formaría con DC un 
ángulo suplementario de ACD (21) ; 
este ángulo seria, pues, igual á BCD, y 
por tanto la prolongacion de AC coin-
cide con CB. Q. E. -I. D. 

OBSERVACIÓN. El teorema anterior es 
el recíproco del que se demostró en el 
n 0 2 1 . 

Fig. 12. 

2 5 . T E O R E M A . DOS ángulos AOD, BOC opuestos por el vér-
tice son iguales (fig. 15). 

Los ángulos AOD, AOC son suplementarios 
(21), y lo mismo sucede á los ángulos BOC, 
AOC; y por tanto los dos ángulos AOD, BOC 
que tiene el mismo suplemento, son iguales. 
Q . E . L . E . 

Fii . io . 

2 6 . COROLARIO I . Si dos líneas indefini-
das se cortan y forman un ángulo recto, 
los otros fres son también rectos (fig. 14). 

Con efecto : si el ángulo AOC, por ejemp., es recto, el 
ángulo opuesto por el vértice BOD que 
lees igual, será recto, y lo mismo ocu-
rre respecto de los ángulos AOD y BOC 
que son los suplementarios de los an-
teriores. 

De lo diebo se deduce con toda evi-
dencia que : si una recta es perpen-
dicular á otra, recíprocamente, esta 
lo será á la primera. 

C 

A 0 B 

D 

Fig- 14. 

2 7 . COROLARIO I I . Las bisectrices de nos cingulos adya-
centes AOC, COB formados por dos rectas que se cortan son 
perpendiculares, y las bisectrices de dos ángulos opuestos 
jxtr el vértice son la una prolongación de la otra (fig. 15). 

Siendo, en efecto, OE y OF laso bisectrices de dos ángulos 
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achácenles AOC y GOB; y puesto que la suma de estos dos 
ángulos es igual á dos rectos (21), es evidente que la suma de 

sus mitades EOG y COF es igual a un 
recto, que es tanto como decir que OF 
es perpendicular á OE. 

Sea OG la prolongación de OE, y 
tendremos que los ángulos BOG y DOG 
son respectivamente iguales á los án-
gulos AOE y GOE (2o) : estos dos 
últimos son iguales entre sí, y por 
tantoJ>OG = DOG, lo que equivale á 

decir (pie OG es la bisectriz del ángulo BOIL y de todo lo mal 
resulta que las bisectrices de dos ángulos AOC, BOI) opuestos 
por el vértice son prolongación la una de la otra. Lo mismo 
sucede á las bisectrices de los ángulos BOC y AOD. 

Resulta de lo anterior que las bisectrices de los cuatro 
ángulos formados por dos rectas indefinidas que se cortan, 
AB y CD son dos rectas indefinidas EG y FU perpendiculares 
una á otra. 

Fig. 15. 

§ i r i . Triángulos. — Casos más sencillos de igualdad. — Propiedades 
" del triángulo isósceles. — Casos de igualdad del triángulo rectángulo. 

28 . Se llama triángulo á la porcion de plano cerrado 
por tres líneas rectas que se cortan dos á dos. Las rectas son 
los lados del triángulo; los tres ángulos que forman se 
llaman ángulos del triángulo, y los vértices de estos, vértices 
del triángulo. 

Un triángulo es isósceles cuando tiene dos lados iguales; 
equilátero cuando tiene los tres iguales; y equiángulo cuando 
los tres ángulos son iguales. ' , 

En un triángulo isósceles se denomina especialmente vér-
tice el punto en que se cortan los dos lados iguales; y al lado 
opuesto se llama base. 0 . 

Un triángulo se llama rectángulo cuando tiene un ángulo 
recto : el lado opuesto á este se denomina hipotenusa. 

. DE LA LINEA RECTA. 9 

2 9 . T E O R E M A . En un triángulo A B C un lado cualquiera 
es menor que la suma de los otros 
dos y mayor que su diferencia^ig. 16). 

1.° La línea recta BC es el camino 
mas corto entre B y C y de aquí que : 

â B 
B C < A B + A C Fig. 16. 

2.° En virtud de lo demostrado en la primera parte del 
teorema, tendremos : 

B C - f - A C > A B 

y de aquí, restando de ambos miembros de la desigualdad la 
cantidad AC, que : 

B G > A B — A G . Q. E . i.. D. 

5 0 . C O R O L A R I O . Si el punto O iiiteriov en un triángulo se 
une con dos vértices B y C, la su-
ma de las dos rectas OB, UC es 
menor que la de los lados AB y 
A C (fig. 17). 

En efecto : prolongando BO basta 
encontrar el lado AC en D tendre-
mos en razón del teorema preceden-
te que 

B O - H O D < A B + A D 

O C < O D - T - D C 

y sumando miembro á miembro las dos desigualdades ante-
riores que : 

0 B + O D - F - O C < A B + A D + O Ü + D C . 

Si ahora notamos que OD se baila en los dos miembros y 
por tanto que podrá suprimirse sin alterar la desigualdad, y 
que A D - F - D C es igual á A C , resultará: 

O B - ) - O C < A B + A C . Q. E . L. D. 



AB = DE; el á n g ú l » A = D ; el ángulo B = E. 

, i„ nirF cobre el ABC de modo (pie 
S i se lleva el triangulo g D s o b r e ® B; 

DE coincida con su igual AB cay ndo e Y ^ ^ ^ 

De igual suerte, siendo el ángulo 

EF tomará ^direccton de BC / ^ V U r e AC y BC, 
Teniendo por otro ^ d o Ti punto C y por tanto, habiendo 
^ t t i T a í f triángulos, estos 

resultan iguales. Q- E. L. D. 
OBSERVACIÓN. Las igualdades 

A B = D E , A = D , B = E , 

llevan como consecuencia estas otras: 

A C = D F , B C = E F , C = F . 

• % 2 T E O R E M A Dos triángulos que tiene,, un ángulo igual 
É Z M ^ r e d o s uZquesw^pemaMenteig^s, 

S O N S Z M , D E F (fig. 19) dos triángulos en los cuales teñe-

mos : 
El ángulo ( f t r al ángulo" F ; CA = FD; C B = F E . 

Si llevamos el triángulo DEF sobre el ABC de modo que el 
lado FD coincida con su igual CA, y supuesto que el ángulo 
F es igual al ángulo C, el lado FE tomará la dirección del 

c p 

CB : el punto E caerá sobre B, por ser F E = C B ; los lados 
DE y AB cuyos extremos han coincidido, coincidirán en toda su 
estension, y por tanto los triángulos serán iguales, Q. E. L. D. 

O B S E R V A C I Ó N . Las igualdades 

C = F, CA = J FD, C B = F E 

dan como consecuencia 

A = D , B = E, AB = DE. 

5 5 . T E O R E M A . Si dos triángulos tienen un ángulo desigual 
comprendido entre lados respectivamente iguales, los ter-
ceros lados son desiguales, y el opuesto al ángulo mayor 
será también el mayor. 

G P 

Sean ABC, DEF (fig. 20) dos triángulos en los cuales 
ocurt-e : 

CA—FD, AB = DE, C A B > D . 

Si superponemos el triángulo DEF al triángulo ABC de 
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manera que el lado ED coincida con su igual BA, como el 
menor que el A, el lado FD caerá dentro, d d 

J o C\B, y el triángulo DEF ocupara la pos,con ABO. l i a 
Í m o s luego" a bisectriz AH del ángulo GAC que eortaen H 
lado BG, v unimos además G con H mediante la recta G1 . Los 
Z t r i á n U s AGIL ACH tienen ^ l a d o común AH; e l do 
AG se ha supuesto igual á AC, y el ángulo GAH = CAH or 
construcción, luego son iguales (52) y de eUc.resid*i « 
CU = GH. Además tenemos que BG < B l i - H Wl p u • ^ 
ahora reemplazamos BG por su igual EF y Gil por su igual CU, 
resultará: e f < B ( , 

5 4 T E O R E M A . Recíprocamente, si dos triángulos ABC, D E F 

tienen dos lados iguales respectivamente AB — DE y 
A C ~ DF y los terceros lados BC y EF son desiguales, ios 
ángulos A y D opuestos respectivamente á los lados desiguales, 
son desiguales, y el mayor ángulo es el opuesto al mayor 

^ ' c o n t f e c t o h o s ángulos A y D no pueden ser iguales, porque 
si lo fueran, los triángulos ABC, DEF tendrían un ángulo igual 
comprendido entre lados iguales respectivamente, e iguales (o«) 
también los terceros lados BC y EF, lo cual es contrario a la 
hipótesis, y por tanto hay que admitir que son desiguales. En 
virtud del teorema precedente, el ángulo mayor se opone al 
lado mayor. Q. E. L. ». 

5 O . T E O R E M A . DOS triángulos que tienen los tres lados 
iguales respectivamente, son iguales. 

Sean ABC, DEF (fig. 19) dos triángulos en los cuales te-

m C n 0 S ' - AB = DE, AC=DF, BC = EF; 
V decimos que el ángulo A es igual el ángulo D porque si 
fueran desiguales lo serian ios lados opuestos BG y M (ao) , 
lo cual es contrario á la hipótesis, y por tanto el ángulo 
A = D y lo mismo los dos triángulos en cuestión, en virtud 

del teorema n.° 5 2 . Q. E. L- D-

OBSERVACIÓN. Las igualdades 

AB = DE, AC = DF, B C = E F 

llevan como consecuencia, las siguientes : 

A = D, B=§E, C = F. 

56 . OBSERVACIÓN GENERAL. L O S teoremas de los números 5 1 , 
5 2 y 5 5 constituyen lo (pie se llama los tres casos de igualdad 
de los triángulos, tan frecuentemente usados en geometría. 
Dichos teoremas muestran que si los tres elementos de un 
triángulo, ángulos ó lados, convenientemente elegidos, son 
iguales á los tres elementos correspondientes de otro triángulo 
cualquiera, los dos triángulos son iguales en todas sus partes; 
de tal suerte que la igualdad respectiva de los tres primeros 
elementos, lleva como consecuencia la de los tres segundos. 
De tales teoremas puede, pues, sacarse gran partido, cuando 
se trata de demostrar la igualdad de dos líneas ó de dos ángulos 
que pertenecen á una misma figura ó á figuras diversas. 

Es esencial notar que en dos triángulos iguales los lados 
iguales son siempre opuestos á ángulos iguales. 

5 7 . T E O R E M A . En un triángulo isósceles los ángulos 
opuestos á los lados iguales, son iguales. 

Si el lado AB = AC (fig. 21), el ángulo C * 
es igual al ángulo B. En efecto, uniendo el / \ 
vértice A del triángulo al medio D de la / \ 
base BC, los triángulos ABD, ACD tienen el / \ 
lado AB = AG por hipótesis; BD y DC, por / \ 
construcción; y AD común, y por consi- / \ 
guíente son iguales (55) : luego los án- B D c 
gulos B y C opuestos al lado común AD son Fig. 21. 
iguales. Q. E. L. D. 

5 8 . COROLARIO I . Todo triángulo equilátero es al mismo 
tiempo equiángulo. 

5 9 . COROLARIO II. De la igualdad de los triángulos ABD, ACD 
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se deduce que los ángulos ADB'y ADC son iguales, así como 
los ángulos BAD y GAD; y por tanto : en un triángulo isós-
celes la línea que une el vértice con el medio de la base es 
perpendicular á esta base, y divide el ángulo del vértice en 
dos partes iguales. 

4 0 . T E O R E M A . Si dos ángulos de un triángulo son iguales, 
los latios opuestos á estos ángulos son iguales, y el triángulo 
es isósceles. 

Si el ángulo B = C (fig. 22), decimos que AC=AB. 
Para demostrarlo construyo un triángulo A'B'C' igual al 

triángulo ABC y le llevo 
sobre este, volviéndole, 
en términos que el pun-
to C caiga en el punto 
B, y el B' sobre el pun-
to G. El ángulo B' = B 
por construcción ; el 
B = C por hipótesis, 

Fig. 22. 'uego son iguales B' y 
G. Por esta razón el lado 

B'A' tomará la dirección CA; por iguales razones C'A' tomará 
la dirección de BA, y el punto A' caerá en A. Luego B'A'=CA 
y por tanto BA = CA. Q. E. L. D. 

4 1 . C O R O L A R I O . Todo triángulo equiángulo es al mismo 
tiempo equilátero. 

4 2 . T E O R E M A . Desde un punto 0 fuera de tina recta A B , : 

1se puede trazar una perpendicular á dicha recta; 2."pero 
no puede trazarse más de una (fig. 2o). 

1 D o b l e m o s el plano á lo largo de AB, rebatiendo la parte 
superior sobre la inferior; el .punto O caerá sobre O', cuyo 
punto, volviendo á desdoblar el plano lo unirémos con O me-
diante la recta 00 ' , que será perpendicular á AB. Si en efecto 
se dobla de nuevo el plano, el ángulo OCD coincidirá con 
O'CD; de lo que se deduce que estos ángulos son rectos y la 

DE LA LINEA'RECTA. 1 5 

iecta AG perpendicular á" 00 ' (14), lo que es tanto como 
decir que la recta 00 ' lo .'es á AB. 
Q . E . L . D . ' 

2.° Sea 01) otra línea. Si trazamos 
la recta O'D, los dos triángulos ODC, 
O'DC serán iguales por tener común -
el lado CD; el OC = CO' por cons-
trucción, y OCD = O'CD como rectos. 
Los ángulos ODC O'DC son iguales por 
consiguiente, pero su suma no vale dos Fig. 23. 
rectos, puesto que O'D no es la prolonga-
ción de 01) (24), de donde se infiere que ODC no es recto, y 
que OD es oblicua á AB. Q. E. L. D. 

OBSERVACIÓN. El punto en que la perpendicular bajada desde 
otro punto sobre una recta corta á dicha recta, se llama pié 
de la perpendicular. 

4 5 . T E O R E M A . Si desde un punto 0 tomado fuera de una 
recta AB se traza una perpendicular OC y diversas obli-
cuas : 

1.° La perpendicular es más corta que todas las obli-
cuas : 

2.° Dos oblicuas que se alejan igualmente del pié C de 
la perpendicular son iguales. 

5.° De dos oblicuas que se alejan desigualmente del 
pié de la perpendicular, es mayor la que se aleja más 
(%. 24). 

1.° La perpendicular OG es más corla que la oblicua OD. 
En efecto : prolonguemos la perpendicular OC de una cantidad 
CO' igual á su longitud, y unamos los puntos O'y D mediante la 
recta O'D. Los dos triángulos COD, CO'D tienen común el lado 
CD, el lado C0 = C0' por construcción y el ángulo DC0 = DC0' 
por ser rectos; y por tanto (52) son iguales é iguales los lados 
01) v O'D. Sentado esto, es además evidente que la~línea recta 
00 ' es mas corta que la quebrada 0D0', 

00 ' <C OD - b DO', 



G E O M E T R Í A P L A N A , 

de donde se deducé, tomando I r r i t a d de ambos miembros 

o c < o i > . Q . E . L . D . 

F i g . 2 4 . 

2 ° Las dos oblicuas GR, OI), igualmente separadas del pié 
C de la perpendicular son iguales. 
En efecto: los dos triángulos OCD, 
OCE tienen común el lado OC, 
iguales los lados CD y CE por hi-
pótesis y el ángulo OCD = OCE 
por ser rectos, y por tanto dic-
hos triángulos son iguales (52) y 
por ello lo son los lados OD y OE. 

Q . E . L . D . 

5.o De dos oblicuas OE, OF des-
igualmente separadas del pié de 
la perpendicular, la oblicua OF 
que se separa mas, es la mayor. 

En efecto : tomemos sobre la recta CF una parte CD = CE 
y unamos el punto O con I). Luego prolonguemos la per-
pendicular OC, tanto corno ella tiene de longitud, hasta O 
Las líneas DO y DO' son oblicuas á 00 ' que dista» igual-
mente del pié C de la perpendicular DC puesto que C 0 _ W > . 
l)e aquí resulto que DO = DO'; y por la misma razón 
F0 = F0'. Ahora bien : sabemos (50) que 

! [ ) _ > _ D O ' < F O - H F O ' 

y por tanto, tomando la mitad de los dos miembros 

D O < F O ; 

y como además OD = OE (2.«) resulta definitivamente que 

O E < O F . Q. E. L. D. 

44 . COROLARIO. De un punió O á una recia AB, no se le 
pueden trazar mas que dos líneas iguales. 

4 3 . OBSERVACIÓN. Siendo la perpendicular la línea mas corta 

PAB será isósceles, la línea PC, que une el vértice P de dicho 
triángulo con el medio de la base, es perpendicular á ella, y 
por tanto el punto P está en la perpendicular DC. Q. E. L. D. 

4 9 . OBSERVACIÓN. Cuando hay punios que gozan de una pro-
piedad común, se llama lugar geométrico ó simplemente lugar 
de estos puntos á la línea que los contiene todos, y cuyos pun-
tos gozan todos de la misma propiedad. 

Así, en virtud del teorema precedente, la perpendicular ele-
vada en medio de la línea AB contiene todos los puntos equi-
distantes de los puntos A y B, y además todos los puntos de 

% esta perpendicular equidistan de los puntos A y B, pudien-
. do por ello reunirse las dos partes de este teorema en el enun-

ciado siguiente: 
La perpendicular elevada en medio de una recta es el 

lugar geométrico de los puntos equidistantes de los dos ex-
tremos de esta recta. 

5 0 . T E O R E M A . 1 . ° Todo punto tomado en la bisectriz de 
un ángulo está equidistante de los lados del ángulo. 

2.° Todo punto tomado en el interior de un ángulo á igual 
distancia de sus dos lados pertenece á la 
bisectriz de dicho ángulo. A 

J 1 S e a M un punto tomado á voluntad 
en la bisectriz AD del ángulo BAC 
(fig. 27); y decimos que este punto M está 
igualmente distante de los dos lados AB v 
AC. 

En efecto: la distancia del punto M al 
lado AB es la longitud de la perpendicu- F¡„ 
lar ME bajada desde el punto M á la recta 
AB (45) ; y de igual manera la distancia del punto M al 
lado AC se aprecia por la perpendicular MF tirada también 
desde el punto M sobre AC. Probando ahora que ME = MF que-
dará demostrado el teorema y para ello decimos que los dos 
triángulos rectángulos AME, AMF tienen la hipotenusa AM 
común, el ángulo MAE = MAF, puesto que la recta AM es 
bisectriz del ángulo BAC; los dos triángulos en cuestión son 



por tanto iguales (46) y los lados ME y MF opuestos á ángulos 
iguales, son también iguales. Q. E. L. D. * 

2 ° Sea M un punto tomado en el interior del ángulo HAl., 
de tal suerte que las perpendiculares ME y MF bajadas desde j 
este punto sobre los lados AB y AC del ángulo sean iguales; y 
decimos que el punto M pertenece á la b.sectnz del ángulo, 
BAC (fi" 27). Para ello trazamos la recta MA, y los dos trián-
gulos rectángulos MAE, MAF que tienen la hipotenusa MA 
común y el lado ME — MF por el supuesto, son iguales (47) y 
por tanto el ángulo MAE opuesto al lado ME es igual al ángulo 
MAF opuesto al lado MF, ó en oíros términos, la linea MA es 
la bisectriz del ángulo BAC. Q. E. L. D. 

5 1 . C O R O L A R I O . La bisectriz de un ángulo es el lugar geo-
métrico délos puntos que, situados en el interior del ángulo, 

están equidistantes de sus lados. 
\ E Y 5 2 . O B S E R V A C I Ó N . Si dos rectas in-

\ / J - definidas AB y CD (fig. 28) SE cortan 
A en un punto 0, el lugar geométrico 

Z ^ f y ¥ de los puntos igualmente distantes 
-H / \ estas dos rectas se compone de las 

4 G\ bisectrices perpendiculares EG y 
Fig. 28. (¡ue dividen en dos partes iguales 

cuatro ángulos formados por las rectas AB y CD (27). 

S V Rectas paralelas. - Suma de los ángulos de un triángulo, de u n 
S polígono cualquiera. - Propiedades de los p a r a l e l a m o s . 

5 5 D E F I N I C I Ó N . D O S lineas son paralelas cuando, al 
situadas en un mismo plano, no se encuentran nunca, 
cualquiera la distancia que se prolonguen. 

5 4 . T E O R E M A . DOS perpendiculares á una misma 

V T o n efecto : desde un punto no puede trazarse mas que 
perpendicular á una recta, luego dichas perpend.culares 
podrán encontrarse, y por tanto serán paralelas, Q. E. L. D. 

5 5 . T E O R E M A . Por un punto tomado fuera de una recta 
puede trazarse una paralelad aquella, y no se puede trazar 
mas que una. 

1.°Sea AB la recta dada, C el punto exterior á dicha recta 
(fig. 29). Del punto C trazo CD perpen-
dicular á AB, y la CE perpendicular á • r¡~ £ 
CD. La recta CE es paralela'á AB, por-
que estas dos lineas son perpendiculares 
á una misma recta CD. 4 

2 . ° S E ADMITE SIN DEMONSTF.ACIÓN que 

por un punto no se puede trazar mas que una paralela á 
otra recta dada. 

Esta proposición que no se puede demostrar se llama 
por esta razón el P O S T U L A D O de la teoría de las paralelas ó de 
E U C L I D E S 

Fi.;. 29. 

Fig. 30. 

5 6 . C O R O L A R I O . Dos rectas paralelas á una tercera son 
paralelas entre si (fig. 50). 

Sean A y P> dos rectas paralelas á la . A | 
recta C, y tendrémos, que supuesto B —\ 
que por un mismo punto no pueden 
trazarse dos paralelas á una tercera, c 

las dos lineas A y B no podrán en-
contrarse, y por tanto serán paralelas entre sí. Q. E. L. D. 

5 7 . T E O R E M A . Si dos lineas son paralelas, toda recta que 
sea perpendicular á una de ellas lo 
será á la otra (fig. 51). S-

Sean AB y CD dos paralelas y EF per-
pendicular á AB, y decimos, que por serlo _ 
á AB lo será también á CD. Desde luego A 

dicha recta no es paralela á CD puesto 
que por el punto E no puede trazarse á CD más que una sola 
paralela que es AB. Sea ahora F el punto de encuentro de CD 
y de EF, y por el punto F tracemos una perpendicular á EF 
y sera paralela á AB (54); luego coincidirá couGD (55) y CD 
es perpendicular á EF. Q. E. L. D UNlVERS.usu DE uuívq ,x 
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G E O M E T R I A P L A N A . 

5 8 . T E O R E M A . Cuando dos rectas paralelas están cortadas 
por unasecante, los cuatro ángulos agudos f o l i a d o s son igua-
le-, entre sí, y lo mismo tos cuatro ángulos obtusos (||. o-}. 

Sean AB, CD dos paralelas, EF» 
una secante que las corta en los 
puntos GH; la línea EF forma con 
cada una de estas rectas cuatro án-
gulos de los cuales dos son agudos 
v dos obtusos, salvo en el caso par-
ticular en que EF sea perpendicu-
lar á los dos paralelas. Esto senta-
do, consideremos primero los dos 

ángulos agudos CI1G, IIGB, que decimos que son iguales Con 
efecto : por el medio 1 de GH tracemos una perpendicular á 
AB, (pie será por ello perpendicular á CD (37). En este caso 
los dos triángulos IGK, IHt son rectángulos que tienen la hipo-
tenusa, I G = I H por construcción <v los ángulos en I iguales por 
opuestos por el vértice, y por tanto son iguales (46) é iguales 
los ángulos IGK, IHL. 

Los otros dos ángulos agudos son respectivamente iguales a 
los precedentes como opuestos por el vértice, y por lo mismo 
lo son los cuatro ángulos agudos. Cada ángulo obtuso es el 
suplemento de uno de los ángulos agudos (21) «pie siendo 
iguales, resultan iguales también los obtusos. 

3 9 . OBSERVACIÓN. Se hadado nombre particular á los ángu-
lo s que una secante forma con dos rectas. Sean AB, CD las 

dos rectos y EF la secante (üg. o.:>). 
Los dos ángulos no adyacentes situa-

dos en el interior de las dos líneas y á 
diverso lado de la secante, se llaman 
ángulos altemos internos, como los 
ángulos 1 y 7, 4 y 6. 

Los ángulos no adyacentes situados 
fuera de las rectos y á diverso lado de 

la secante se llaman altemos externos, como los 2 y 8, o 
y 5. 

Los dos ángulos no adyacentes situados al mismo lado de la 
secante el uno entre las dos rectas y eTotro fuera, se llaman 
correspondientes, como 1 y 5, 2 y 6, 3 y 7, 4 y 8. 

Dos ángulos situados entre las dos rectas y á un mismo lado 
de la secante se llaman interiores de un mismo lado, como 
los ángulos 1 y 6, 7 y 4 ; y exteriores los 3 y 8, 2 y 5. 

6 0 . C O R O L A R I O . Con referencia á la figura 32 el teorema 
precedente puede sin duda enunciarse en los siguientes térmi-
nos : 

Cuando dos paralelas son cortadas por una secante. 
1Los ángulos alternos internos son iguales; 
'i.0 Los ángulos altemos extemos también lo son; 
3.° Los ángulos córrespondientes lo son también; 
4.° Los ángulos interiores de un mismo lado son suple-

mentarios. 
5.° También son suplementarios los exteriores de un mismo 

lado. 

6 1 . T E O R E M A . Becíprocamente: si dos rectas forman con una 
secante : 

Angulos alternos internos iguales; 
Angulos altemos externos iguales; 
Angulos interiores de un mismo lado suplementarios; 
Angulos exteriores de un mismo lado suplementarios; 
Dichas dos rectas son paralelas (fig. 34). 
Supongamos, por ejemplo, que los ángulos alternos internes 

CIIG, IIGB sean iguales, y decimos 
que las dos rectas AB, CD son para-
lelas. En efecto : si imaginamos que 
jse traza por el punto H una paralela 
á AB; esto línea deberá formar con 
la secante HG y sobre esto línea un 
ángulo igual al ángulo IIGB porque ' F'® 
los dos serán alternos internos. La 
recto HG llena esta condición, nd esto que, según el supuesto 



el ángulo GHC es igual al ángulo HGB; luego la línea HC 
es precisamente la paralela á AB, trazada por el punto 11. 
Q . E . L . D . ' 

El mismo razonamiento se aplicaria sin duda á los demás 
casos del teorema. 

6 2 . T E O R E M A . Los ángulos que tienen los lados paralelos ; 
son iguales, ó suplementarios (fig. 35). 

Hay tres casos diversos, que distinguir : 
l.o Los dos ángulos BAG, EÜF tienen los lados paralelos y 

dirigidos en un mismo sentido; y de- , 

Z V cimos que son iguales. En efecto : las ] 
/ dos rectas AC y ED no son paralelas y , 

p g por consiguiente se encontrarán en un 
/ / punto G, y el ángulo BAC = EGC como 

¿ - — 7 Í I B" correspondientes formados por las pa- ] 
/ ralelas AB, DE cortadas por la secante: 

• Fig. 53. A G . 0 i ángulo EDF = EGG como cor-
respondientes formados por las paralelas AC, DF cprtadas por 
la secante DG; luego los ángulos BAC, EÜF iguales á un 
mismo ángulo EGC son iguales entre sí. Q. E. L. D. 

2." Los dos ángulos BAC, GD1I tienen los lados paralelos y 
dirigidos en sentido contrario, y decimos que también sonj 
i«males. En efecto; prolongando más allá del vértice los lados! 
del ángulo GUH, tenemos un ángulo EDF que es igual á BAG 
(i.°), pero el ángulo GDH—EDF por opuestos por el vértice;' 
luego BAG = GDH. Q. E. L. D. 

5.» Los dos ángulos BAC, EDH tienen dos lados dirigidos en 
el mismo sentido y dos en sentido contrario, y decimos que 
son suplementarios. Con efecto: prolongamos más allá del vér-
tice" el lado HD del segundo ángulo. Formamos de esta suerte 
un ángulo EDF igual á BAC (1.°); pero EDH y EDF son suple-
mentarios ( 2 1 ) ; luego EDH y BAC son suplementarios, 
Q . E . L . D . 

6 5 . T E O R E M A . Dos ángulos que tienen los lados perpendi-
culares son iguales ó suplementarios (fig. 56). 

Sean ABC, DEF dos ángulos que tienen los lados perpendicu-
lares dos á dos; y decimos que son iguales ó suplementarios. 
En efecto : en el punto B elevamos á BC una perpendicular 
BC' situada al mismo lado que BA respecto de BC, y hace-
mos girar el ángulo ABC alrededor del vértice B hasta que el 
lado BC coincida con BC, en cuyo 
caso el lado BA vendrá á ocupar 
la posicion BA' y el ángulo A'BC' A \ 
será igual al ángulo ABC. Los \ 
dos ángulos CBC, ABA', son 
también iguales, por que los dos, 
si so le agregan respectivamente 
los ángulos A'BC', ABC dan la 
misma suma CBA'; pero el án- Fi,r ^ 

guio CBC' es recto por construc-
ción, luego ABA' lo es igualmente, y BA' es perpendicular á 
AB. Esto sentado, resulta que BA' y I)E perpendiculares á 
una tercera recta BA. son paíalelas (S4) y por igual razón 
BC y EF son también paralelas; luego los ángulos A'BC', , 
DEF que tienen sus lados paralelos son iguales ó suplemen-
tarios (62); y por consiguiente los ángulos ABC, DEF son 
iguales ó suplementarios, Q. E. L. O. 

OBSERVACIÓN. Si los dos ángulos son ambos agudos ó ambos 
obtusos, son iguales; y si uno es agudo y el otro obtuso son 
suplementarios. 

6 4 . D E F I N I C I Ó N . Se llama polígono una poreion de plano limi-
tado completamente por líneas rectas. Dichas rectas se llaman 
lados del polígono; los ángulos que forman, ángulos del polígo-
no; los vértices de estos ángulos, vértices del polígono, y á la rec-
ta que une dos vértices no consecutivos, diagonal del polígono. 

La figura 57 representa un polígono cuyos lados son las 
rectas AB, BC, CD, DE, EA; los vértices son'los puntos A, B, 
C, I), E; los ángulos BAE, CBA, DCB, EDC, AED, y la recta AC 
es una diagonal. 

La suma de los lados de un polígono se llama perímetro del 
polígono. 



GEOMETRIA PLANA. 

Un polígono se llama convexo cuando prolongando indefi-
1 nidamente todos sus lados, queda to-

do él situado á un mismo lado de 
cada una de estas rectas. Si un polí-
fono convexo se corta por una recta, 
no puede esta cortar el perímetro del 
polígono más que en dos puntos. 

Se llama triángulo, cuadrilátero, 
pentágono, exágono, eptágono, oc-

c trígono, decágono, etc., un polígono 
Fig. 37. que tiene 5, 4, 5, 6, 7, 8, 10, etc. 

lados. 
Se llama paralelógramo el cuadrilátero cuyos lados opuestos 

son paralelos (fig. 58). . , , 
Se llama rombo el cuadrilátero que tiene sus cuatro lados 

iguales (fig. 59). 

El rectángulo es un cuadrilátero que tiene sus cuatro ángu-
los rectos (fig. 40). 

Fig. 40. Fig. 59. 

Cuadrado es el cuadrilátero 
los ángulos rectos (fig. 41). 

Trapecio es un cuadrilátero que tiene dos lados opuestos 
paralelos, que se llaman bases del trapecio (fig. 42). 

6 O . T E O R E M A . La suma de los tres ángulos de un trián-
gulo es igual á dos rectos (fig. 45). 

Sea ABC un triángulo, del cual prolongo el lado AG en CD 
y por el punto C trazo la línea CE paralela á BA. El ángulo A 
del triángulo es igual á DCE 
como correspondientes forma-
dos por las paralelas BA y CE 
cortadas por la secante AI); el 
ángulo B del triángulo es igual 
al ángulo BCE como alterno 
interno formado por las para-
lelas AB, CE cortadas por la secante BC. Luego la suma de 
los tres ángulos del triángulo es.igual á la suma de los ángu-
los DCE-f-ECB-|- ACB y como esta suma vale dos rectos, dos 
rectos (22) vale también la simia de los tres ángulos del tri-
ángulo en cuestión, Q. E. L. D. 

l / f v 6 6 6 . C O R O L A R I O I . El ángulo BCD formado por un lado BC y 
la prolongación de otro lado se llama exterior al triángulo. 
Besulta de la demostración precedente que el ángulo exterior 
de un triángulo es igual á la suma de los ángulos interiores 
no adyacentes. Así el ángulo BCD es igual á la suma de los 
ángulos interiores A y B. 

6 7 . C O R O L A R I O I I . El tercer ángulo de un triángulo es el su-
plemento de la suma de los otros dos. Luego si dos triángulos 
tienen dos ángulos iguales uno á uno, los terceros ángulos son 
también iguales. 

6 8 . C O R O L A R I O I I I . Un triángulo no puede tener más que 
un ángulo recto ni más de un ángulo obtuso. 

6 9 . COROLARIO I V . En un triángulo rectángulo los ángulos 
agudos son complementarios. , 
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7 0 . T E O R E M A . I , « de los ^ » ^ f ^ ^ J 
polígono convexo es igual á tan,as veces dos ángulos 

n i tendrán por vértice común A y en 
los que los lados opuestos á dicho ver-
tice son todos los lados del polígono 
á escepcion de los dos latios AB, Ab 
que parten del punto A. El numero 
de estos triángulos es, pues, igual al 
número de lados del polígono menos 

Fis- « • dos. La suma de los ángulos del polígo-
no es evidentemente la misma que la de los ángulos de todos 
estos triángulos. Luego, en virtud del teorema P ^ d ' ^ 
igual á tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono 
menos dos. Q. E. I.. I>-

7 1 . O B S E R V A C I Ó N . Sea N el número de lados de un polígono : 
la suma de sus ángulos es igual á 

2 rectos X (» - % = - *) r e c t o s " 

7 2 . T E O R E M A . En todo paralelógramo, 
j o ios ángulos opuestos son iguales; 
2.° Los lados opuestos son iguales. 
í o L o s ángulos opuestos son iguales por tener los lados pa-

ralelos v dirigidos en distintos sentidos (62 , 2.°). ^ o gea el Jaralelógramo ABCI) (fig. 45). & trazamos la 
F d i a g o n a l BD c o m ú n , los triángulos ABÍ), 

c CBB, tienen común el lado BD, el an-
7 Sulo ABD = CDB como alternos inter-

/ \ / nos á las paralelas AB, DC cortadas por 
I Y la secante BD, y el ángulo A DB = CBD 

Fi„ 45. como alternos internos con relación a 
las paralelas I)A, BC cortadas por la 

secante DB. Dichos triángulos son, pues, iguales (51) , y por 

consiguiente AD opuesto al ángulo ABD es igual á BG opuesto 
al ángulo CDB y lo mismo AB = CD. Q. E. L. D. 

7 5 . C O R O L A R I O . Dos paralelas están á igual distancia en 
toda su longitud (fig. 46). Sean AB, 
CD dos paralelas ; EF, GH dos perpen- - 5 
diculares á dichas paralelas, las cuales 
son paralelas (54). La figura EGHF es, , ! ____ 
pues, un paralelógramo y por consi- 4 E u B 

guiente EF —GIL o. E. L. D. # • 

7 4 . T E O R E M A . Si en un cuadrilátero los ángulos opuestos 
son respectivamente iguales, el cuadrilátero es un paraleló-
gramo. 

La suma de los cuatro ángulos de un cuadrilátero es igual á 
cuatro rectos (70) ; los ángulos opuestos son iguales dos á dos, 
y por tanto la suma de dos ángulos no opuestos valdrá la 
mitad de cuatro rectos ó sean dos rectos, es decir, que dos án-
gulos inmediatos de este cuadrilátero 
son suplementarios. Ahora hien, si d e 
teniendo esto en cuenta suponemos 
que en el cuadrilátero ABCD (fig. 47) 
los ángulos A y C son iguales así como 
los ángulos B y D, resultará que los án- A . 
gulos A y B, v. g., son suplementarios; 
pero estos ángulos son interiores de un mismo lado con rela-
ción á las dos líneas Al) y BC cortadas por la secante AB; luego 
las líneas AD y BC son paralelas (61) y lo mismo sucede á los 
otros dos lados opuestos, y el cuadrilátero es un paralelógra-
mo. Q. E. L. D. 

7 5 . C O R O L A R I O . Un rectángulo es un paralelógramo, poi-
que sus ángulos opuestos son iguales dos á dos, como rectos 
que son. 

7 6 . T E O R E M A . Si en un cuadrilátero los lados opuestos son 
guales, el cuadrilátero es un paralelógramo (fig. 48). 



Sea ÀBCD el cuadrilátero en el cual tenemos : 
A B = = C I ) , A D = B C . 

Trazamos la diagonal BD y los dos triángulos ABD, CDB 
tienen el lado común Bl), AB = CD, 
AD = BC, por el supuesto, y por tanto 

X 7 son iguales (5O) y lo mismo los án-
/ % / gulos ABÜ y CDB. Estos ángulos son 

Z alternos internos con relación á las 
4 B líneas AB y CD, cortadas por la se-" 

F,g" cante BD; "luego estas lineas son pa-
l í e l a s De igual manera los ángulos ADB, CBB son iguales y 
las rectas AD! CB son paralelas, y la figura es por lo tanto un 
paralelógramo. Q. E. I- D-

7 7 COROLARIO. Un rombo es un paralelogramo, porque 
sus ángulos opuestos son evidentemente iguales. 

El cuadrado es también un paralelogramo. 

7 8 T E O R E S U . Si en un cuadrilátero dos lados opuestos 
son iguales y paralelos, el cuadrilátero es un paralelógramo 

(fig. 48, bis). , , , 
Sea 1BCD el cuadrilátero en el cual suponemos que el lado 

AB es igual y paralelo al CD, y pre-
n c tendemos demostrar que los otros dos 

7 lados AD y BC son también paralelos. 
/ v \ / En efecto: tracemos la diagonal BD y 

Z : los dos triángulos ABD, CDB tienen el 
lado BD común, el lado AB = CI) por 

Fig- 48 f * el supuesto, v el ángulo ABD = CDB 
como alternos internos entre las paralelas AB, CD cortadas por la 

M e a n t e BD; luego son iguales(52); luego e ángulo Al , = >BC 
Mas estos ángulos son alternos internos entre las rectas AL , CB 
cortadas por la secante BD; luego estas rectas son paralelas 
(61) y el cuadrilátero ABCD es un paralelogramo. Q. E. L. D. 

7 9 T E O R E M A . Las diagonales de un paralelógramo se 
cortan mutuahnente en dos partes iguales (fig. 49). 

Fi". Í9. 

Sea A B C D un paralelógramo, A C , D B sus diagonales que se 
cortan en 0 ; y decimos que OA = 0C v que OB = OD. En 
efecto : los dos triángulos OAB, OCD 
tienen el lado AB == CD como lados 
opuestos de un mismo paralelógramo; 
(72) el ángulo OAB = OCD como al-
ternos internos, y el ángulo 0 B A = 0 D C 

por la misma razón. Estos dos trián-
gulos son, pues, iguales (51) y los la-
dos AO, CO opuestos á los ángulos iguales ABO, CDO son igua-
les, y lo mismo puede decirse que OB = OD. Q. E. L. D. 

8 0 . COROLARIO I . Las diagonales de un 
rombo A B C D son perpendiculares entre sí 
(fig. 50). 

Teniendo el rombo sus cuatro lados igua-
les, los puntos B y D están uno y otro á igual 
distancia de los puntos A y C, y pertenecen 
.los dos á la perpendicular levantada en medio 
de AC (48) ; por consiguiente BD es perpen-
dicular á AC. Q. E. L. D. 

8 1 . COROLARIO I I . Las diagonales de un rectángulo A B C D 
son iguales (fig. 51). 

En efecto: los dos triángulos rectángulos ABC, BAD tienen 
el lado común A B y el lado B C = : A D 

(72), y por tanto un ángulo igual com- n 

prendido entre lados iguales uno á uno; 
luego son iguales (52), resultando que 
sus hipotenusas AC y BD son también A B 

iguales, Q. E. L. D. F'g- si. 
O B S E R V A C I Ó N . El cuadrado es á la vez un rombo y un rec-

tángulo : luego las diagonales de un cuadrado son perpendi-
culares e iguales entre sí. 

MIYílSfMB & «EVO t í t -
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EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO PRIMERO 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR 

1 Si un punto tomado en el interior de un triángulo se 1 
une eon los l e s vértices, la suma de estas lmeas es menor que I 
la suma de los tres lados del triángulo. • • 

I La línea que une uno de los vértices de un tnangulo 
con 'el medio del lado opuesto (esta línea se llamauna m v h a n a 
del triángulo), es menor que la semisuma de los otros f 

ünea que junto uno de los vértices de un á n g u l o 
con el medio del lado opuesto es perpendicular a este lado, 

el triángulo es isósceles. , 
4 Si la bisectriz de un ángulo de un triangulo es perpen-

dicular al lado opuesto, el triángulo es.isosceles. 
5 Si la perpendicular bajada desde el vértice de un nan-

gulo al lado opuesto divide este lado en dos partes iguales, el . 
triángulo es isósceles. . 

6 Si las perpendiculares bajadas desde dos vértices de un 
triángulo sobre los lados opuestos4*® iguales entre si, el tn-
ángulo es isósceles. 

7 Las perpendiculares levantadas en medio de los tres 
l ulos de un triángulo se cortan en un mismo punto 

8 Í L Bisectrices de los tres ángulos de un tr,ángulo 

cortan en un mismo punto. ¡ 
9. Dadas dos líneas paralelas, si se traza otra paralela a 

igual distancia de las dos primeras aquella dmde en d j 
p a r t e s i g u a l e s todas las rectas comprendidas entre las dos para 

' ^ i V ' l i p o r cada uno de los vértices de un triángulo se traza 
una paralela al lado opuesto, dichas rectas, suficientemente 
prolongadas, forman un nuevo triángulo que vale cuadruplo del 
primero y cm os lados tienen una longitud doble que los lados | 
del primero. 

11. Las perpendiculares bajadas desde los tres vértices de 
un triángulo sobre los lados opuestos se cortan en un mismo 
punto. 

12. Si en un triángulo la línea que junto uno de los vér-
tices con el medio del lado opuesto es igual á la mitad de este 
lado, el triángulo es rectángulo. 

15. Si en un triángulo rectángulo, uno de los ángulos 
agudos es doble que el otro, la hipotenusa es doble que el 
menor de los otros dos lados. 

14. Si se prolongan en un mismo sentido todos los lados de 
un poligono convexo, la suma de los ángulos exteriores de esta 
manera formados es igual á cuatro ángulos rectos. 

15. Dos paralclógramos son iguales cuando tienen un 
ángulo igual comprendido entre lados que son respectiva-
mente iguales. 

16. Si las diagonales de un cuadrilátero se cortan mùtua-
mente en dos partes iguales, este cuadrilátero es un paraleló-
gramo. 

17. Si en un cuadrilátero las diagonales se cortan mùtua-
mente en dos partes iguales y son perpendiculares, el cuadri-
látero es un rombo. 

18. Si en un cuadrilátero las diagonales son iguales y se 
cortan recíprocamente en partes iguales, el cuadrilátero es un 
rectángulo. 

19. La línea trazada por el medio de un lado de un trián-
gulo paralelamente á otro lado, pasa también por el medio del 
tercer lado, y su longitud es la mitad de aquel lado á que es 
paralela. 

20. Si se unen dos á dos los medios de los lados de un 
cuadrilátero convexo, se forma un nuevo cuadrilátero que es 
un paralelógramo : ¿en qué caso será dicho paralelógramo un 
rombo ó un rectángulo? 

21. En un trapecio los puntos medios de los lados no pa-
ralelos y de las diagonales están en línea recta. 

22. En un trapecio isósceles, esto es, aquel en que los lados 
no paralelos son iguales entre sí, los ángulos opuesto son 
suplementarios. 



PROBLEMAS PARA RESOLVER 

1. ¿ Cuál es el lugar geómetrico de los medios de las ractas 
trazadas desde un punto fijo á una recta ? 

2, Dos puntos A y B y una recta MN dados (fig. 52), deter-
minar sobre la recta MN un punto 

o C tal que el ángulo ACM sea igual 
al BCN (Problema del billar). De-
mostrar que la linea quebrada ACB 

N determinada de este modo, es mas 
corta que toda otra linea quebrada 

obtenida mediante la unión de mi punto de la línea MN á los 
puntos A y B. „ 

5. Dadas dos paralelas y dos puntos A y B situados fuera 
de ellas y en lados diversos, encontrar el camino mas corto 
desdé A á B mediante una línea quebrada tal .pie la porcion 
comprendida entre las dos paralelas tenga una dirección 
dada. 

4. ¿Cuál es el valor del ángulo de un triangulo equi-
látero? , 

5. Uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es los | de un ángulo recto; ¿ cuál es el valor del otro? 

6. El ángulo del vértice de un triángulo isósceles es los f de 
un ángulo recto; ¿cuánto vale cada uno de los ángulos de la base? , , • • 

7. Cada uno de los ángulos de la base de un triangulo isós-
celes es igual á £ de un recto ; ¿cuál es el valor del ángulo del 
vértice ? . 

8. La suma de los ángulos de un poligo'no convexo es igual 
á 94 ángulos rectos ; ¿ cuántos lados tiene este polígono? 

9. ¿Cuáles son las propiedades del cuadrilátero formado por 
las bisectrices de los ángulos de un paralelógramo, y del cua-
drüátero formado por las bisectrices de los ángulos exteriores? 
(Concurso académico de Dijon, clase de tercera, 1866). 

10. Si en un trapecio ABCD (el lector tendrá á bien íma-

ginarse la figura) cuyos lados paralelos son AB y CD, se trazan 
las bisectrices de los ángulos A y D, ¿en qué ángulo se cortarán? 
¿Cuál es la dirección de la recta que une el punto de encuen-
tro de las bisectrices de los ángulos A y D con el punto de 
encuentro de las bisectrices de los ángulos B y C ? (Concurso 
académico de Dijon, clase de tercera, 1868). 

i i 



L I B R O I I 

DE LA CIRCUNFERENCIA 

VI. De la circunferencia. — Dependencia mutua de los arcos y de las 
cuerdas, de las cuerdas y de sus distancia al centro. 

8 2 . D E F I N I C I O N E S . La circunferencia es una línea curva 
ABC (J§. 55) cuyos puntos equidistan de uno interior 0 que 
se llama centro. Círculo es la porcion de plano limitado por 
la circunferencia. 

liádio se llama toda recta, como OA (pie va desde el centro 
á un punto cualquiera de la circunfe-
rencia. Por la definición, todos los radios 
son iguales. Todo punto interior á la 
circunferencia está a una distancia del 
centro menor que el rádio; y todo 
punto exterior, á una distancia mayor 
que el rádio. 

Dos círculos del mismo rádio son 
iguales, porque si se los superpone de 

modo que los centros coincidan, la igualdad de los rádios hará 
que coincidan evidentemente las dos circunferencias. 

Se llama arco una porcion cualquiera BC de la circunferen-
cia; y se llama cuerda la recta que une los dos extremos del 
arco. Se dice frecuentemente que la cuerda subtiende al arco 
ó (pie el arco está subtendido por la cuerda. 

Se llama segmento de círculo la porcion de este compren-
dida entre un afeo y su cuerda. 

Fig. 53. 

8 5 . T E O R E M A . Una recta no puede tener mas que dos 
puntos comunes con una circunferencia. 

Porque desde un punto no pueden trazarse á una recta mas 
que dos líneas iguales (44) ; luego desde el centro no podrán 
trazarse á la recta mas de dos líneas iguales al rádio. 

OBSERVACIÓN. Por esta razón se dice que la circunferencia es 
una curva convexa. 

8 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llama secante de una circunferencia la 
recta que la corta en dos puntos. 

Diámetro es una recta que pasa por el centro y termina por 
sus dos extremos en la circunferencia. El diámetro es el doble 
del rádio, y por tanto todos los diámetros son iguales. 

8 O . T E O R E M A . El diámetro es la mayor de las cuerdas 
(fig. 54.) 

Sea AB una cuerda, BG un diámetro 
de la circunferencia O, y tracemos el 
rádio OA. La línea recta AB es mas 
corta que la línea quebrada AOB, ó lo 
que es lo mismo, la cuerda AB es me-
nor que el doble del rádio, menor, 
pues, que el diámetro BC. Q. E. L. D. 

8 6 . T E O R E M A . Todo diámetro divide la circunferencia en 
dos partes iguales, y lo mismo al círculo (fig. 55). 

Doblemos la figura por el diámetro 
AB pasta que la parte superior del plano 
se aplique sobre la inferior. Un rádio OM 
cualquiera tomará una posicion ON for-
mando con OA un ángulo AON = AOM; 
y como todos los rádios son iguales, el 
punto M caerá en el punto N situado en 
la parte inferior de la circunferencia. 
Todos los puntos del arco AMB caerán 
de igual modo sobre el arco AND, luego estos dos arcos coinci-
dirán, con lo cual queda demostrado el teorema. 

O B S E R V A C I Ó N . Una cuerda que no pasa por el centro divide 
la circunferencia en dos arcos desiguales el uno menor que la 
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semi-circunferenda, y el otro mayor, y dicha cuerda sub-
tiende los dos arcos mencionados, de los cuales, ordinaria-
mente no se considera sino el arco menor. . 

/ 8 7 ? ) T E O R E M A . Por tres pimíos que no están en línea 
rhta^se puede siempre hacer pasar una circun ferencia pero 
no mas de una (fig. 53). 

Sean A, B, C los puntos dados; unimos AB y BC. En medio 
de AB levantamos la perpendicular DE á 
dicha recta, y en medio de BC la FG per-
pendicular á BC. Las dos líneas DE y FG 
no son paralelas porque las perpendicula-
res BA, BC trazadas á estas dos rectas por 
un mismo punto, no están en línea recta. 
Sea ahora O el punto en (pie se encuen-
tran aquellas dos rectas, y resultará que 
el punto 0 hallándose en la recta DE per-

pendicular en medio de AB, está igualmente distante de los 
puntos A y B (46) ; este mismo punto por hallarse en FG 
está también á igual distancia de los puntos B y C; está 
pues á igual distancia de los tres puntos A, B, C, ó lo que es 
lo mismo, es el centro de una circunferencia que pasa por 
dichos tres puntos A, B, C. 

Decimos además que por ellos no puede pasar mas que una 
circunferencia; porque el centro de toda circunferencia que; 
pasara por A y B estaría igualmente distante de dichos dos 
puntos, y seria un punto de DE (48). Por iguales razones el 
centro de toda circunferencia por pasando B y C se hallaría en 
la recta FG. Luego si una circunferencia ha de pasar por los 
tres puntos A, B, C, su centro se hallará á la vez sobre DE y 
sobre FG, y coincidirá con el punto 0, de donde resulta que; 
por los tres puntos A, B, C, no puede trazarse mas que una 
circunferencia. 

8 8 . C O R O L A R I O I. Si unimos A C y elevamos una perpendi-
cular en medio de esta línea, deberá contener también el 
punto 0 que está igualmente distante de los puntos A y C. 

DE LA CIRCUNFERENCIA. 
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Por consiguiente: las perpendiculares elevadas en la mitad 
de los tres lados de un triángulo se cortan en un mismo 
punto que es el centro del círculo circunscrito al trián-
gulo. 

89 . COROLARIO I I . Dos circunferencias no pueden tener 
mas de dos puntos comunes sin coincidir. 

( 9 0 Y T E O R E M A . En un mismo círculo ó en círculos iguales: 
-h^ A arcos iguales corresponden cuerdas iguales; 
2." Si dos arcos menores que una semi-circunferencia 

son desiguales, al maijor corresjtonde la cuerda mayor 
(fig. 5 6 ) . 

1.° Sean dos arcos AB, CD iguales tomados sobre las cir-
cunferencias iguales 0 
y 0' . Llevemos la cir- / \ 'x 
cunferencia 0 ' de ma- / \ í \ \ 
ñera que el radio O ' C I J J - — — M E I 

coincida con su igual \ J \ ) 
OA : las circunferen- y y 
cias coincidirán, y co-
mo el arco CD es igüal 
al arco AB, el punto D caerá en el punto B; y las cuerdas AB 
y CD coincidirán, Q. E. L. D. 

2.° Supongamos que los arcos AE, CD tomados en las cir-
cunferencias iguales 0 y 0 ' sean desiguales y sea AE el 
mayor, y decimos que la cuerda AE es mayor que la cuerda 
CD. En efecto : tomemos sobre AE un arco AB igual al arco 
CD, y evidentemente el punto B caerá entre A y E. Tracemos 
los rádíos OA, OB y OE. El ángulo AOB será menor que AOE. 
Los dos triángulos, AOB, AOE tienen común 'el lado OA, el 
lado 0B = 0E, como radios, el ángulo AOB<AOE; luego 
(55) el lado AB es mas pequeño que AE. La cuerda AE=CD 
( 1 l u e g o , últimamente la cuerda CD es menor que la AE. 

9 1 . COROLARIO. Las recíprocas de los teoremas precedentes 
se deducen con facilidad. 

5 7 . 



En un mismo círculo ó en círculos iguales : 
1Cuerdas iguales subtienden arcos iguales. 
2.° Si dos cuerdas son desiguales, la mayor subtiende al 

arco mayor. 
Porque en virtud del teorema precedente, las cuerdas son 

iguales ó desiguales según que los arcos mismos son iguales ó 
desiguales; luego las cuerdas no pueden ser iguales, si los 
arcos son desiguales, ni las cuerdas desiguales, si los arcos 
son iguales. Además, cuando son desiguales, la mayor sub-
tiende necesariamente el arco mayor. 

OBSERVACIÓN. L O S enunciados que preceden suponen expre-
samente que se trata de arcos menores que la semi-circun-
ferencia. 

9 2 . T E O R E M A . El diámetro perpendicular á una cuerda, 
divide la cuerda y cada uno de los arcos que subtiende en 
dos partes iguales (fig. 58). 

c Sea CU el diámetro perpendicular á 
la cuerda AB, E el punto de intersec-
ción. Tracemos los rádiosOA, OB. Estas 
dos líneas son oblicuas y como son igua-
les, distan igualmente del pié de la per-
pendicular OE (45), luego A E | = BE. 
Tracemos despues las cuerdas CA, CB, 
DA, DB. Puesto que E es el medio de AB, 
la oblicua CA es igual á CB, luego (88) 

los arcos CA, CB son iguales, y lo mismo los arcos 1)A y DB. 

9 5 . O B S E R V A C I Ó N . Resulta que el medio de una cuerda, el 
medio de los dos arcos que subtiende y el centro del círculo 
son cuatro puntos en línea recta, y dicha recta es perpendi-
cular á la cuerda, lo cual equivale á decir que la recta CD 
tiene ó cumple cinco condiciones. Cuando dos de estas cinco se 
cumplen, se cumplen también los otras tres, lo cual hace que 
el teorema precedente pueda enunciarse de diez modos dis-
tintos. 

9 4 . T E O R E M A . En un mismo círculo ó en círculos iguales: 
1Dos cuerdas iguales, están igualmente distantes del 

centro. 
2.° De dos cuerdas desiguales, la menor es la que más 

dista del centro (íig. 59). 
1.° Sean AB, Cl) dos cuerdas iguales en la circunferencia 

0; OE y OF las perpendiculares' bajadas 
desde el centro á cada una de las cuer-
das. Según lo dicho (92) las dividen en 
dos partes iguales y por tanto CE = AE. 
Tracemos los rádios OA, OC, y los trián-
gulos OAE, OCE que son rectángulos tie-
nen las hipotenusas OA, OC iguales como 
rádios, y AE = CF; luego son iguales 
(47), é iguales también OE y OF. q. E . l . d. 

2.° Sean Al, CD dos cuerdas desiguales y supongamos 
A I > CD. El arco AI será mayor que el arco CD (91). Trace-
mos desde el centro sobre las dos cuerdas las perpendiculares 
OG, OF y decimos que OG OF. Con efecto, tomemos sobre 
el arco AI un arco AB igual al arco CD, y tracemos la cuerda 
AB, que será igual á la cuerda CD y la perpendicular 0E = OF 
(1.°). Esto supuesto, cayendo el punto B sobre el arco AI, la 
cuerda AB y el centro 0 se hallarán en lados diferentes de la 
línea AI, y OE cortará á AI en un punto II situado entre 0 
y E ; de donde resulta OH < OE; OG < OH puesto que OG es 
perpendicular y OH es oblicua á AI: luego áfortiori OG < 0 E , 
ó bien O G < O F . Q. E. L. D. 

9 O . C O R O L A R I O . Becíprocamente, en un mismo circulo ó 
en círculos iguales, las cuerdas igualmente distantes del 
centro son iguales, y de dos cuerdas desigualmente distantes 
del centro, la que más se aleja es la más pequeña. 



§ VII . — T a n g e n t e al c í r c u l o . — I n t e r s e c c i ó n y con tac to d e d o s c í r c u l o s . 

9 6 . DEFINICIONES. Se llama tangente del círculo una recta 
que no tiene mas que un punto común con la circunferencia. 
Dicho punto se llama de contacto ó tangencia. 

Dos circunferencias son tangentes cuando no tienen mas 
que un punto común, que se llama también punto de contacto. 
Guando dos circunferencias tienen dos puntos comunes se lla-
man secantes, y no pueden tener mas que los dos puntos 
comunes dichos. 

9 7 . TEOREMA. Toda perpendicular al estremo de un radio 
es tangente al circulo (fig. 60). 

- La línea AT perpendicular al ex-
tremo del radio OA es tangente al 
círculo, (jorque toda línea OB, por 
ejemplo, trazada desde el centro á la 
línea AT es oblicua á esta línea, por 
consiguiente mas larga que OA, y 
por esta razón todos los puntos de AT, 
á escepcion del punto A son exterio-

res al círculo y AT, por tanto, tangente á la circunferencia. 
Q . E . L . » . 

9 8 TEOREMA. Recíprocamente, la tangente á la circunfe-
rencia es perpendicular al extremo del rádio que termina en 
el punto de contacto (fig. 60). 

Sea AT una tangente al círculo O, y A el punto de contacto. 
Todos los puntos de AT á escepcion del punto A son esteriores 
al círculo ; luego OA es la línea mas corta que puede trazare 
desde el punto 0 á la línea AT; y por consiguiente (43) OA 
es perpendicular á AT. Q. E. L. D. 

9 9 . CORALORIO. Por un punto de una circunferencia no 
puede trazarse más de una tangen te, porque no puede trazarse 

mas que una perpendicular al extremo del rádio que pasa por 
dicho punto. 

1 0 0 . TEOREMA. Cuando dos circunferencias se cortan, la 
linea que une sus centros es per-
pendicular á la cuerda común y 
pasa por el medio de esta (fig. 61). 

Sean 0 y 0 ' dos circunferencias 
que se cortan en A y B. El punto 
0 está igualmente distante de A y 
de B, y lo mismo sucede al punto 
0'. Luego los puntos 0 y 0 ' se en-
cuentran en la perpendicular elevada en medio de AB (48) 
y por tanto 00 ' es perpendicular en medio de AB. Q. E. L. D. 

1 0 1 . TEOREMA. Si dos circunferencias 0 y 0' tienen un 
punto común A fuera de la línea de los centros, estas dos 
circunferencias son secantes (fig. 61). 

Con efecto : desde el punto A bajemos la línea AC perpen-
dicular á 00 ' y la prolongamos una cantidad CB = CA, con lo 
cual resulta que el punto O está igualmente distante de los 
puntos A y B (48) y el punto B está en la circunferencia 0 , y 
por iguales razones en la circunferencia 0 ' ; luego dichas dos 
circunferencias se cortan en los puntos A y B. Q. E. L. D. 

1 0 2 . COROLARIO. Cuando dos circunferencias son tangentes, 
el punto de contacto está en la línea de los centros. 

1 0 5 . OBSERVACIÓN. DOS circunferencias pueden ocupar una 
con relación á otra cinco posiciones diferentes: pueden no 
tener ningún punto común y ser exteriores (fig. 62), ó inte-
riores (fig. 66), ó tangentes exteriormente (fig. 65), ó inte-
riormente (fig. 65), ó por fin pueden ser secantes (fig. 64). 

1 0 4 . TEOREMA. 1 . » Si dos circunferencias son exteriores, 
la distancia de los centros es mayor que la suma de los 
rádios. 
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2.° Si dos circunferíencías son tangentes exteriormente, la 
distancia de los cent ros es igual á la suma de los radios. 

5.» Si dos circunferencias se cortan, la distancia de los 
centros es menor que la suma de los radios, y mayor que 
su diferencia. 

4.° Si dos circunferencias son tangentes interiormente, 

DE LA CIRCUNFERENCIA. 

y A el punió de contacto (fig. 65) que eslá situado en la pro-
longación de la línea de los centros (102) y tendremos 

0 0 ' == OA — O'A. 

H*. 6a. Fig. 66. 

Fis. 62. Fig. 63. 

la distancia de los centros es igual á la diferencia de tos 
radios. 

5.° Si dos circunferencias son interiores, la distancia de 
los centros es menor que la diferencia de los radios. 

1.° Tenemos en la (fig. 62) 
0 0 ' — O A + O'BH-AB 

luego ; 
0 0 ' > 0 A + 0'B. 

2.° El punto de contacto A está en la línea de las centros 
(102) y comprendido entre los dos centros; y tenemos (fig. 65) 

0 0 ' = 0 A - h A 0 ' . 

^ ^ 5." Sea A uno de los dos pun-
/ tos de encuentro de dos circun-

/ \ lerendas secantes 0 , 0 ' (fig. 64) 
¿ — \ j ~ o - ) y tendremos en el triángulo O'OA 

V J (29) • 

5.° Sean 0 y 0 ' dos circunferencias interiores (fig. 66) y 
tendremos: 

0 0 ' = 0A — O'A = OA - O'B - BA ; 

0 0 ' < 0 A — O'B. 

1 0 O . O B S E R V A C I Ó N . Las recíprocas de los cinco teoremas que 
preceden son verdaderas, y se deducen inmediatamente, porque 
las condiciones relativas á cada caso se excluyen mutuamente. 

Demostremos, por ejemplo que si la distancia de los centros 
es menor que la suma de los rádios y mayor que su diferencia, 
las circunferencias se cortan. En efecto: dichas circunferencias 
no pueden ser ni exteriores, ni tangentes exteriormente, puesto 
que la distancia de los centros es menor que la suma de los 
radios; tampoco pueden ser tangentes interiormente ni inte-
riores, puesto que la distancia de los centros es mayor que la 
diferencia de los radios ; luego son secantes, Q. E. L. D. 

De igual manera se pueden demostrar las otras cuatro recí-
procas. 

4.° Sean O y O' dos circunferencias tangentes interiormente 

Fig. 61. 
0 0 ' <C OA - h O'A 
0 0 ' > OA — O'A. 

ísnrHsnwB m *mva uéf ; 
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1 0 8 . C O R O L A R I O . LOS ángulos centrales que comprenden 
arcos iguales en círculos iguales, son iguales, porque si 
fueran desiguales, los arcos comprendidos entre sus lados, 
serian desiguales, lo cual es contra el supuesto. 

VIII. — Medida.deJQSJÍflguloS; — Ángulos inscritos. 

1 0 6 . D E F I N I C I O N E S . Se llama ángulo central aquel cuyo 
vértice está en el centro de una circunferencia, y ángulo ins-
crito el que está formado por dos cuerdas que se cortan en la 
circunferencia. 

1 0 7 . T E O R E M A . En un mismo circulo ó círculos iguales : 
1.» dos ángulos centrales iguales interceptan dos arcos igua-
les ; 2.° Dos ángulos centrales desiguales comprenden dos 

arcos desiguales, y al 
— ángulo mayor corres-

ponde el mayor arco 

dos ángulos centrales 
iguales en los círculos 
iguales O y O'. Una-
mos Al) y A'B', y los 

triángulos AOB, A'O'B' tienen el ángulo AOB = A'O'B' por el 
supuesto, 0 A = 0 ' A ' , 0 B = 0 ' B ' como rádios de círculos igua-
les, y por tanto dichos triángulos son iguales y AB = A'B'; y 
los arcos AB y A'B' que están subtendidos por cuerdas iguales, 
son iguales, Q. E. I- D. 

2.° Sean AOC> A'O'B' y decimos que el arco A C > a r c o 
A'B'. Con efecto : si formamos el ángulo AOB = A'O'B', la 
línea OB caerá en el interior del ángulo AOC, y por tanto el 
punto B caerá sobre el arco AC; luego el arco AB < arco AC, 
y como el arco A B —arco A'B' (1.°) resulta al fin que arco 
A ' B ' < arco AC. Q. E. L. D. 

1 0 9 . T E O R E M A . En un mismo círculo ó círculos iguales, 
la relación de dös ángulos centrales es igual á la relación 
de los arcos que comprenden entre sus lados (fig. 6 8 ) f . 

Supongamos que los arcos AB y DE tienen una medida 
común (V. la Arithméticá) que esté contenida, v. g. tres veces 
en AB y cinco en DE, y tendremos : 

arco AB _ 5 
arco D E - 5 ' 

Unimos los puntos de división de los dos arcos con sus 
centros respectivos O y C, y los dos ángulos AOB, DCE que-
darán divididos en pequeños ángulos, iguales entre sí, puesto 
que comprenden arcos iguales ( 1 0 8 ) ; luego el ángulo AOB 

Recordamos aquí que se llama relación de dos magnitudes de la mis-
ma especie al número entero ó fraccionario que expresa la medida de la 
primera, cuando se toma la segunda por unidad, ó el número que indiea 
las veces que la primera magnitud contiene la segunda, ó qué fracción 
de la segunda magmlud representa la primera. Así, decir que la relación 
de dos ángulos es igual á ¡ , es decir que el primero contiene tres veces la 

, a . ' parte del 2.», ó, mas sencillamente, que el primero vale los S del se-
gundo. _ * 

Nótese también que para abreviar el lenguaje, representaremos la rela-
ción de «los cantidades de la misma especie por una fracción que ten°-a por 
numerador la primera cantidad y por denominador la segunda, aun en el 
caso en que estas dos cantidades no se expresen en números : asi la frac-

arco AB . .„ 
C ' 0 n arco DE S l 8" , f i c a l a r c l a c i o " d e l a ™ AB al DE. Si las dos magnitudes 
estuvieran reducidas á números, su relación, como se sabe, se expresaría 
realmente por el cociente del primer número por el segundo, ó por la frac-
ción que lenga el primero por numerador y el segundo por denominador. 
(Véase la Aritmética). 

SRMfSfBAC K SHf?e lf©8 
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contiene 5 y el ángulo DGE contiene 5 ; de donde resulta : 

áng. AQB 5 
áng. DCE — 5 ' 

y por consiguiente 
áng. AOB arco AB 
áng. BGE arco DG Q. E. L. D. 

Siendo "verdadero el teofema, por muy pequeña que sea la 
medida común de los arcos AB y DE, será verdad cuando los 
arcos son incomensurables. 

1 1 0 . T E O R E M A . Si se toma como unidad de ángulo cen-
tral el ángulo que comprende entre sus lados la unidad de 
arco, la medida de un ángulo central es la misma que la 
del arco comprendido entre sus lados (fig. 68), ó mas breve-

mente, el ángulo central tiene por me-
dida el arco comprendido entre sus la-
dos. 

Sea AOC el ángulo que es necesario 
medir, AOB la unidad de ángulo. Desde! 
el punto O como centro, con un rádio 
cualquiera describo una circunferencia. 
I,a unidad de ?rcp será por el supuesto el 

Fig- 69- arco AB comprendido entre los lados de la 
unidad de ángulo ; luego la medida del ángulo AOG será (V. la 

Aritmética) la relación ^ í o B ' y , a m e d i d a d e l a r c 0 A C s c r á 

la relación '""> v como estas medidas son iguales según el 
arco AB' J 

teorema precedente, luego, etc. 

1 1 1 . Si se toma el ángulo recto por unidad de ángulo, la 
unidad de arco será evidentemente la cuarta parte de la cir-
cunferencia, ó sea el cuadrante. 

112 . Para comparar con mas facilidad los arcos, se ha di vi 

DE I.A CIRCUNFERENCIA. 

dido la circunferencia entera en 360 partes iguales llamadas 
grados, cada grado en 60 minutos y cada minuto en 60 se-
gundos, y según esto, se dice ángulo de un grado, de un mi-
nuto, etc., al ángulo central que comprende un arco de un 
grado, de un minuto, etc. 

Los grados se indican por el signo (°), los minutos por el 
signo (') y los segundos por ("); y así 18 grados y 25 minutos 
v 15 segundos se escriben asi : 18°, 25', Í5". 

Si un ángulo central comprende entre sus lados un arco de 
25° por ejemplo, este ángulo será 25 veces mayor que el án-
gulo de Io y se dice por esta razón que este es un ángulo de 
'25°; de igual manera, si un ángulo central comprende entre 
sus lados un arco de 25°, 15', 45", este será un ángulo de 
25°, 15' y 45". 

El ángulo recto vale 90° ó 5400' ó 324000". 

115 . T E O R E M A . La medida de un ángulo inscrito es igual 
á la mitad de la medida del arco com- R 

prendido entre sus lados ó mas breve : 
vn ángulo inscrito tiene por medida la 
mitad del arco comprendido entre sus 
lados. 

Hay que distinguir tres casos : 
1.° Que uno de los lados del ángulo 

inscrito pase por el centro, como ABC 
(lig. 70). 

Eiiamos.el punto A con el 0, y resultará que el triángulo 
0AB es isósceles puesto «pie 0A = 0B, y por consiguiente el 
ángulo A = B (57). El ángulo AOG exterior al triángulo AOB 
es igual á la suma de los dos ángulos A y B no adyacentes 
(60) y por tanto es doble que el ángulo B, ó en otros términos, 
el ángulo B es la mitad del ángulo AOC. Este tiene por medida 
el arco AC comprendido entre sus lados ( 1 1 0 ) , luego el án-
gulo ABC tiene por medida la mitad del arco AC. Q. E. L. D. 

2.° Que el centro 0 esté en el interior del ángulo ABC 
(fig- 71). 

Trazamos el diámetro BD, y resultará que el ángulo ABC es 
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la suma de los ABD y DBG; y como la medida (1.») de ABD es 
AD arco DO 

a r c o y la de DBG — — > resulta que la de ABC sera 

arco AD . arco DG arco AG 
2 T | ~ ~ !> 

5.° Que el centro O sea exterior al ángulo ABC (fig. 72). 

Trazando el di;ímetro BD, resultará 

ABG = ABD — CBD. 

La medida de ABD es M <A y I a d e C B D 
Z 2 

luego la medida de ABC es 

arco AD arco CD a^co AG 
— 2 2 — ~ — 2 — Q ' E ' 

E J E M P L O . Supongamos, (pie el arco AC comprendido entre 
los lados del ángulo inscrito ABC valga 69°,55',42"; el ángulo 
ABC valdrá la mitad de este número ó sean 54°, 47' y 51"; 
en términos mas exactos, el ángulo inscrito ABC será la mitad 
del ángulo central que comprenda entre sus lados un arco 
igual á AC. 

1 1 4 . CORALARIO 1 . To(lo ángulo inscrito en una semiA 
circunferencia es recto (fig: 75). 

Fig. 72. 

DF. LA CIRCUNFERENCIA. 

Porque tiene por medida la mitad de una semi-circunfe-
rencia, ó cuadrante y por tanto es recto. 

l i o . COROLARIO II. Todo ángulo inscrito en un segmento 
mayor que un semicírculo es agudo; y todo ángulo inscrito 
en un segmento mas pequeño que un semicírculo es obtuso. 

El ángulo ADB, por ejemplo, (fig. 74) inscrito en el seg-
mento ACDEB mayor que un semicírculo tiene por medida 
la mitad del arco AMB, menor que una semicircunferencia; 
su medida es, pues, menor que la de un ángulo recto, ó en 
en otros términos, el ángulo es agudo. 

Igualmente claro resulta que el ángulo AMB inscrito en un 
segmento menor que un semicírculo, es obtuso. 

1 1 6 . COROLARIO. 111. Todos los ángulos inscritos en un 
mismo segmento son iguales (fig. 74). 

Los ángulos ACB, BDA, AEB son todos iguales porque todos 
tienen por medida la mitad del arco AMB. El segmento ACDEB 
suele llamarse el segmento capaz del ángulo ACB. 

1 1 7 . COROLARIO IV. Los ángulos A C B , A M B (fig. 74) ins-
critos en los dos segmentos determinados por la cuerda AB, son 
suplementarios; porque la suma de sus medidas es igual á la 
semi-circunferencia. Así pues, en un cuadrilátero inscnw 
los ángulos opuestos son suplementarios. 

1 1 8 . T E O R E M V . El ángulo fonnado por una tangente y 
«WaSÉjlB K «rj 

•JMIOTEU ÚMlVf 

FOSSO REYES" 

Fig. 74. Fig. 75. 
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una cuerda trazada por el punto de contacto tiene por 
medida la mitad del arco comprendido entre sus lados 
§ g . 75). 

Sea AC una cuerda, y BA la tangente en punto A. Por este 
mismo punto trazo una secante AD, y 
el ángulo inscrito CAM tiene por me-
dida la mitad del arco CM. Si ahora 
la secante AM gira sobre el punto A de 
manera que el segundo punto de inter-
sección M se acerque cada vez mas al 
punto A, hasta confundirse con él, la 

Fig. "o. secante llegará á ser la tangente, y se 

confundirá con AB. Siempre resultará 
que por más próximo que el punto M esté del punto A, el án-
gulo CAM tiene siempre por medida la mitad del arco AM 
comprendido entre sus lados. Lo mismo sucede cuando al fin 
el punto M llega á confundirse con el punto A, y por consi-
guiente el ángulo CBA tiene por medida la mitad del arco C \ 
comprendido entre sus lados Q. E. I,, D. 

1 1 9 . T E O R E M A . El ángulo formado por dos cuerdas que se 
cortan en un círculo tiene por medida 
la semi-suma de los arcos comprendi-
dos entre sus lados y las prolongacio-
nes de estos (fig. 70). 

Sea ABC el ángulo dado, BD, BE las 
prolongaciones de sus lados; y únase el 
punto A con el E. El ángulo ABC exte-
rior.al triángulo ABE es igual á la suma 
de los ángulos interiores A y E (G6). El 

ángulo A y el E tienen por medida a r ^ A C y ' ^ ^ ( 1 1 5 ) 

Fig. 76. 

Luego el ángulo ABC tiene por medida 

2 J 2 
arco AC -+- arco DE 

Q . E . L . D . 

DE LA CIRCUNFERENCIA. 

120 . T E O R E M A . El ángulo formado por dos secantes á un 
círculo que se cortan fuera de la circun-
ferencia, tiene por medida la semi-dife- B 
renda de los arcos comprendidos entre „/\ 
sus lados (fig. 77). / ' / / T \ 

Sea ABC el ángulo dado; trazemos la / / / \ \ 
cuerda AE, y el ángulo AEC exterior al ( / \ \ 
triángulo ABE es igual á la suma de los \ / \ I 
ángulos A y B (66). Luego el ángulo B \ ¡ / y 
es igual al esceso de AEC sobre el ángulo A. c 

La medida de AEC e s " la del ángulo Fig. 77. L 
. arco DE . . . . n n arco AC — arco DE 
A es — - — , luego la del ángulo ABC == « 

121 . T E O R E M A . En la porcion de plano situado sobre una 
recta AB, el lugar de los puntos desde 
donde esta recta se vé bajo un ángulo 
dado, es un arco de círculo que tenga á 
AB por cuerda (fig. 78). 

Sea C un punto del lugar: por los tres 
puntos A, B, C, se hace pasar un círculo, 
y decimos que el arco ACB es el lugar pe-
dido. p ^ 

En efecto : 1 d e s d e todos los puntos 
de este arco la recta AB se ve bajo el mismo ángulo (116). 

2.° Sea D un punto interior al segmento ACB, el ángulo 
. r.^ • . arcoAB-l-arco E K . . . „, , ADB tiene por medida ^ — • — (119) ; luego es mayor 

orco \B 
que el ángulo ACB cuya medida es '—„ Sea G un pun-

to exterior al segmento. El ángulo AGB tiene por medida 
arco AB — arco III , , , , r D ^ (20); luego es menor que el ángulo ACB. 
Los puntos del arco ACB son pues los únicos desde donde la 
recta AB es vista bajo un ángulo igual al ángulo dado. 



1 2 2 . OBSERVACIÓN. Si el ángulo dado es recto el lugar es la 
semi-circunferencia descrita sobre AB como diámetro por la 
parte superior de esta recta; pero en la porcion de plano 
situado bajo ella, el lugar de los puntos desde donde esta recta 
se ve bajo un ángulo recto es la otra mitad de la circunfe-
rencia descrita sobre AB como diámetro; luego. 

El lugar geométrico de los puntos del plano desde donde 
una recta dada se ve bajo un ángulo recto, es la circunfe-
rencia descrita sobre esta recta como diámetro. 

§ IX. Uso de la regla y del compás en los tra2ados sobreseí papel. 
Trazado de perpendiculares y paralelas; uso de la escuadra. 

1 2 5 . En las aplicaciones de la geometría es necesario trazar 
las figuras con precisión para determinar con exactitud la po-
sición de un punto, la dirección de una recta, la longitud de 
esta ó la amplitud de u n ángulo. En los problemas que si-
guen, todos los trazados gráficos que habrá necesidad de 
efectuar se reducirán al de líneas rectas y circunferencias de 
círculos: los instrumentos que deberemos estudiar al principio 
son, pues, la regla, que sirve para el trazado de líneas rectas 
y el compás para el de circunferencias. Mas adelante daremos 
á conocer otros instrumentos (pie abrevian las operaciones. 

124 . La regla (fig. 79) es una plancha longitudinal, comun-
mente de madera, uno de cuyas lados, por lo menos, debe 
estar perfectamente recto. Para comprobarlo, se traza'con el 
lado en cuestión una línea AB y se marcan los dos puntos A y • 

o i 
Fig. 79. 

II. Despues se vuelve la regla de manera que la otra cara, la 
de arriba, caiga sobre el papel, y una vez aplicado el borde á 
los dos puntos marcados, y partiendo aproximadamente del 
mismo sitio en que concluyó el trazado anterior con relación á 

la regla, se traza otro de nuevo. Si el borde está perfectamente 
rectilineo, las dos rectas así trazadas coincidirán entre los pun-
tos A y B; en caso contrario resultarán dos líneas diferentes 
tales como ACB y AUB (fig. 80). 

D 
r r < r " — " B 

Fig. 80. 

Cuando se quiere hacer pasar una recta por dos puntos da-
dos, se coloca la regla sobre el papel de modo (pie el borde 
toque los dos y despues con la punta de un lápiz fino ó con un 
tiralíneas se hace el trazo á lo largo del borde de la regla. 

125 . El compás (fig. 81) es un instrumento formado de dos 
brazos unidos por un ege en torno del cual pueden girar rozando 
suavemente. Estos dos brazos pueden terminar en 
dos puntas finas de acero, en cuyo caso se dice 
que el compás es de puntas fijas, ó bien una 
de ellas se sustituye por un lápiz ó tiralíneas. El 
ege que une los dos brazos se llama cabeza del 
compás. Sirve este instrumento para tomar las 

' distancias y trazar circunferencias. Para tomar 
las distancias, se fija una de las puntas en uno 

» de los puntos, se abre el compás con precau-
sion y de una manera continua hasta que la otra 
punta coincida exactamente con el segundo punto 
dado. La distancia de las dos puntas es la de los 
dos puntos dados; y levantando el compás sin 
variar la abertura de los brazos, podrá trasladarse la distancia 
sobre otra parte cualquiera del papel. 

Cuando se desea describir una circunferencia cuyo rádio y 
centro son conocidos, se sustituye una de las puntas metálicas 
por un lápiz ó tiralíneas; se coloca la punta en el centro, se 
abre el compás de modo que la distancia entre las dos puntas 

á sea igual al rádio dado, v cogiendo el instrumento por la cabeza 
se le hace girar cuidando de que la abertura no cambie, y de 
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Fig. 82. 

que el lápiz ó tiralíneas no se separe del papel, hasta dejar 
trazada la circunferencia pedida. 

126 . P R O B L E M A . Por un punto C dado en una recta A B , 

levantarle una perpendicular (fig. 82). 
A uno y otro lado del punto C tomamos sobre la recta AB 

dos longitudes iguales Cl) y GE. Desde 
el punto D coral centro, con una aber-
tura de compás mayor «pie DC, des-
cribimos un arco de círculo, y desde el 
punto E como centro, con la misma 
anchura de compás, describimos un 
segundo arco de círculo (pie corte al 
primero en el punto F, el cual se une 

con el punto C mediante la recta FG que será la perpendicular 
pedida. 

Hacemos notar en primer lugar que los dos arcos de círculo 
se cortarán si se los prolonga suficientemente; porque en 
efecto, por una parte la distancia de los centros DE es menor 
que la suma de los rádios, puesto que cada uno de ellos es 
mayor que la mitad de DE. Y por otra, la distancia de los 
centros DE es mas grande que la diferencia de los rádios, 
puesto que los rádios son iguales. De todo ello resulta (10o) 
que las circunferencias se cortarán en dos puntos, de los que 
no consideramos mas que el F. 

Decimos ahora que la línea CF es perpendicular á AB, por-
que, según la construcción, cl punto C y el F están equidis-
tantes uno y otro de los puntos D y E y pertenecen ambos á la 
perpendicular levantada en medio de DE (48) y por conse-
cuencia la linea CF que une estos dos puntos es perpendicular 
á DE ó á AB. Q . E . L . D . 

127 . P R O B L E M A . Desde un punto fuera de una recta AB 
bajar una perpendicular á dicha recta (fig. 85). 

Desde el punto C como centro, con una abertura de compás 
suficientemente grande describimos una circunferencia que 
corte á AB por los dos puntos D, E. Desde estos dos puntos 
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como centro con un mismo rádio mayor que la mitad de DE 
describimos dos arcos de círculo que se corten en F, y tiramos 
CF que es la perpendicular pedida. 

La demostración es idéntica á la que ha sido dada para el 
problema precedente. 

Fi¡*. 83. Fig. 8». 

128 . P R O B L E M A . Por un punto C dado fuera de una recta 
AB, trazarle una paralela (fig. 84). 

Desde el punto C como centro describimos un arco de círculo 
DE que corte á AB en el punto D. Desde el punto I) como cen-
tro y con el mismo rádio trazamos un arco de círculo CF que 
pase por el punto C y que corte á AB en el punto F. Desde el 
punto D como centro con un rádio igual á la cuerda del arco 
CF describimos un arco de círculo (pie corte al arco DE en el 
punto E y unimos el punto C con el punto E y esta será la 
paralela pedida. En efecto : según la construcción los arcos CF, 
DE del mismo rádio tienen las cuerdas iguales y por consi-
guiente son iguales (88). Los ángulos centrales CDF, DCE son 
también iguales (108), y como son alternos internos, las rectas 
que los forman son paralelas (61). 

129 . D E LA ESCUADRA. La escuadra es una lámina de ma-
dera que tiene la forma de un triángulo rectángulo (fig. 85) y 
de la que podemos servirnos para el trazado de perpendicu-
lares y paralelas. 

Para que una escuadra sea buena, es necesario en primer 
lugar que sus lados sean perfectamente rectüíneos, lo cual se 
comprueba como se hizo con la regla. Es menester además que 



su ángulo sea recto, lo cual se comprobara de la manera si-
guiente. Se traza sobre el papel una línea recta AB (fig. 86). 

F i g . 85 . F i g . 8 6 . 

Se coloca uno de los lados del ángulo recto de la escuadra ab á lo 
largo de esta línea y con la punta de un lápiz se traza la línea ac 
á lo largo del otro lado del ángulo récto. Se vuelve luego la escua-
dra, como lo indica la figura, de manera cpie el lado ba venga á 
parar á ab' y quede todavía aplicado á lo largo de la línea AB. 
Se traza la línea ac en esta nueva posicion, y si coincide con 
la primera, la escuadra está perfecta, porque en este caso los 
tíos ángulos adyacentes bac, b'ac siendo iguales entre sí, son 
rectos por la definición misma del ángulo recto. 

Í 5 0 . P R O B L E M A . Por un punto C tomado fuera de una 
recta AB trazar una parale-
la á esta recta, sil-viéndose 

\ YI' C K' D dé la regla y la escuadra 

Se aplica uno de los lados 
\ V" . MN de la escuadra á lo largo 

n de AB, y se coloca una regla 
4 \ \ o y ¡T EF á lo largo del otro lado 

MP de la escuadra. Una vez fija 
la regla EF, se hace deslizar la 
escuadra hasta que el lado MN 

8 ,1 pase por el punto C. La línea 
M ' I V es la paralela pedida. En efecto : los ángulos N ' M ' P , N M P 

son evidentemente iguales y como son correspondientes, las 
rectas Cl) y AB que los forman, son paralelas (61). 

Fig . 88 . F i g . 80 . 

En la primera figura el punto M está sobre la recta AB, 
fuera de ella en la segunda, pero la construcción es la misma. 

Se coloca primero la escuadra de manera que uno de los la-
dos del ángulo recto ab coincida con la recta AB. Se aplica 
luego una regla á lo largo de la hipotenusa, teniendo cuidado 
de mantener la escuadra en la posicion en que se habia colo-
cado. Fijando despues la regla, se corre la escuadra á lo largo 
de la regla hasta que el otro lado del ángulo recto ac venga á 
pasar por el punto M. La escuadra ocupa entonces la posicion 
a'b'c', y si se traza la línea MN á lo largo de a'c' se tendrá la 
perpendicular pedida. La razón es obvia: si la escuadra es 

. exacta, ac es perpendicular á AB y MN es una paralela á AC 
trazada por el punto M ( 1 5 0 ) ; luego M N es perpendicular á 
AB ( 5 7 ) . 

OBSERVACIÓN. El trazado de perpendiculares con auxilio de la 
regla y el compás es preferible al precedente, que no alcanza 
gran precisión. 

OBSERVACIÓN. Este modo de trazar las paralelas es muy sen-
cillo y exacto: se ve además que no exige que el ángulo de la 
escuadra sea recto; basta que los lados sean perfectamente 
rectilíneos. 

1 5 1 . P R O B L E M A . Por un punto tomado sobre una recta A B , 

ó fuera de esta recta, trazarle una perpendicular, sirvién-
dose de la regla y la escuadra (figs. 88 y 89). 



X. Valuación de los ángulos en grados, minutos y segundos. 
Semi-círculo graduado. 

Fig. 90. 

vacio (fig. 90) en el centro, y cuyo borde se halla divido en 
180 partes iguales ó grados, y sí el diámetro es suficientemente 
grande, cada grado se halla dividido á su vez en medios grados 
y algunas veces en cuartos de grado. 

Para apreciar un ángulo coii el semi-círculo se coloca el cen-
tro del instrumento en el vértice 

y del ángulo (fig. 91) y su díame-
tro sobre el lado OA; luego se lee 

/ / / \ \ sobre el borde del semi-círculo la 
/ / / \ \ división b por la cual pasa el otro 

I I - o / \ ] lado 0B del ángulo. 
n „ (J1 El semi-círculo es un instru-

mento que carece tle precisión, 
y aun en el caso que sea de grandes dimensiones y bien cons-
truido, cosa rara, no da á conocer sino ángulos con medio 
grado de error. 

152 . Hemos ya explicado cómo los ángulos pueden valuarse 
en grados, minutos y segundos ( 1 1 2 ) ; réstanos describir el 
instrumento mediante el que puede, hallarse el número de 
grados y fracciones de grado que vale un ángulo trazado sobre 
el papel : á dicho instrumento se le llama semi-círculo gra-
duado. 

Consiste en un semi-círculo de asta trasparente ó de cobre, 

§ XI. Problemas elementales sobre la construcción de ángulos y triángulos. 
— Trazar una tangente por u n punto exterior á un círculo. — Trazar á 
un círculo una tangente paralela á otra dada. — Trazar una tangente á 
dos círcnlos. — Describir sobre una recta dada un segmento que pueda 
contener un ángulo dado. 

1 5 5 P R O B L E M A . Por un punto A dado sobre una recta 
AB formar con dicha recta un ángulo igual á otro dado M 
(fig. 92). 

Desde el vértice. M como centro, con un radio cualquiera se 
describe un arco de círculo NP y desde el 
punto A como centro y con igual rádio se 
describe otro arco de círculo que corte á AB 
en el punto C. Desde el punto C como cen-
tro, con un rádio igual á la cuerda del arco 
PN se describe un arco de círculo que corte 
al arco CD en el punto 1) y se une A con D 
y el ángulo BAD es el ángulo pedido. En A 

efecto : los arcos CD y PN del mismo rádio F¡„ 92
 h 

son iguales por tener cuerdas iguales (91) 
y por esta razón los ángulos centrales A y M que compren-
den arcos iguales en círculos iguales, son iguales también. 
(108). Q. E. L. D. 

1 5 4 . OBSERVACIÓN. El círculo graduado podría igualmente 
servir para resolver este problema, para lo cual se determi-
naría previamente el número de grados del ángulo dado M; 
después se colocaría el semi-círculo de manera que, estando 
el centro en A, Su diámetro tomara la dirección AB, para en-
seguida con la punta del lápiz marcar sobre el papel el punto 
en que cae la división del semi-círculo correspondiente á la 
medida del ángulo M, y juntar luego este punto con el punto 
A. Pero este procedimiento liemos dicho ya que carece de pre-
cisión. 

1 5 » . P P O B I . E M A . Dados dos ángulos de un triángulo cons-
ruir el tercero. »8i*É8SI&*9 K NSEV5 t' 
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Sean A y B los dos ángulos dados (fig. 93). Trazamos una 
recta indefinida MN y en el punto O tomado á voluntad sobre 

dicha línea formo con OM un án- | 
guio MOC igual al ángulo A; en 

A \ el mismo punto O formo con OC 
/ \ un ángulo COI) iguaí al ángulo B; 
B " y el ángulo DON será el pedido; | 

"Ñ o AI porque la suma de este ángulo y 
de los A y B es igual á dos rec-
tos (6o). 

O B S E R V A C I Ó N . El problema no es posible sino en el caso en 
que la suma de los ángulos A y B es inferior á dos rectos. 

1 3 6 . P R O B L E M A . Dividir una recta dada A B en dos partes I | 

iguales (fig. 94). ... 
De los puntos A y B como centros, con un mismo rádio 

mayor que la mitad de AB se describen 
dos arcos de círculo que se cortan en G I 
por la parte superior de AB; y haciendo | 
la misma operacion por la parte de abajo I 
para determinar el punto D, y uniendo G 
con D, tendremos la perpendicular CD. 
Con efecto : los puntos C y D están cada I 
uno á igual distancia de los puntos 
A y B; luego pertenecen á la perpendicu-
lar levantada en medio de AB, (48) y CD 
por tanto es esta perpendicular y el 

punto E es el medio de AB. 

1 5 7 . P R O B L E M A . Dividir un arco de círculo en dos partes | 
iguales. 

Por igual procedimiento que el anterior se levanta una 
perpendicular en medio de la cuerda, y dicha perpendicular I 
pasa también por el medio del arco (89). 

1 3 8 . P R O B L E M A . Dividir un ángulo A O B en dos partes 
iguales (fig. 95). 

Desde el vértice O del ángulo y con un rádio cualquiera se I 

F i g . 9 4 . 
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describe un arco de círculo BA. Desde los puntos B y A con 
un rádio mayor que la mitad de la cuerda 
BA se describen dos arcos de círculo que B . , 
se corten en C, y OC es la bisectriz pe-
dida. Evidentemente : los puntos O y C, / 
estando cada uno á igual distancia de los ¿ s ^ \ 
puntos B y A, la línea OC es perpendicu- o A 

Jai en medio de la cuerda AB; divide 
por tanto al arco en dos partes iguales en 
el punto I) (92) y por consecuencia los ángulos BOD, DOA 
son iguales (108) . 

159 . P R O B L E M A . Construir un triángulo del que se conoce 
un lado y dos ángulos. 

Dados dos ángulos de un triángulo, se encuentra el tercero 
restando de dos rectos el valor de los dos ángulos dados (155). 
Puede, pues, suponerse que se conocen un ángulo y los dos 
ángulos adyacentes. 

Sea, esto sabido, c el lado conocido (fig. 96), A y B los 
dos ángulos también dados 
que deben ser adyacentes 
al lado conocido. Sobre una 
recta indefinida tomenos la 
longitud AB igual ¡V c ; en 
el punto A formemos un 
ángulo BAC igual al ángulo 
dado A; en el punto B, un 
ángulo ABC igual al ángulo dado B. Prolongadas las dos 
rectas AC y P»C se cortan en el punto C y el triángulo ABC es 
el pedido. 

O B S E R V A C I Ó N . Para que el problema sea posible, es necesario 
que la suma de los ángulos dados sea menor que dos rectos. 

140 . P R O B L E M A . Construir un triángulo del cual se cono-
cen dos lados y el ángulo comprendido entre los mismos. 

Sean ¿ y e los lados conocidos (fig. 97) y A el ángulo dado. 
Formo un ángulo igual á x\, y á partir de su vértice, tomo 

F i g . 96 . 
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sobre uno de sus lados una longitud AC = b, y sobre el otro 

Fig. 97.. 

lado, otra AB = c. Unimos despues BC y el triángulo ABC es 
el pedido. 

1 4 1 . PROBLEMA . Construir un triángulo del que se cono-
cen los tres lados. 

Sean a, b, c los tres lados conocidos (fig. 98). Sobre una 
recta indefinida tomamos 
u n a longitud BC igual á 

/ • • N \ a ; desde el punto B co-
¡ ! ^ \ X a \ mo centro y con un rá-

f" j / ! dio igual á c describi-
\ ¡ / 3 ' m o s u n a circunferencia; 

\ _ y desde el punto C como 
| centro describimos, con 

, i un rádio igual á b, otra 
circunferencia que corta 
á la primera en dos pun-

tos A y A'. Los dos triángulos BAC y BA'C son iguales al pe-
dido y cualquiera de ellos será el que deseamos. 

1 4 2 . O B S E R V A C I Ó N . Para que el problema sea posible es ne-
cesario que las dos circunferencias se corten, y para ello es 
bastante que la distancia de los centros sea menor que la suma 
de los rádios y mayor que su diferencia; es decir, que el lado 
a sea mas pequeño que la suma de los otros y mayor que su 
diferencia; luego: 

Para que pueda construirse un triángulo con tres longi-

DE LA CIRCCNFERENCLY 

ludes determinadas como lados, es necesario que una de 
dichas longitudes sea menor que la suma de las otras dos y 
mayor que su diferencia. 

1 4 3 . P R O B L E M A . Por un punto A dado en una. circunfe-
rencia de círculo, trazar una tangente á este círculo 
(fig. 99). 

Trazemos el radio OA y en el extremo le levantamos una 
perpendicular que será la tangente pedida (97). 

Fig. 99. Fig. 100. 

La figura 99 indica la construcción llevada á cabo con la 
regla y el compás (126) ; y la figura 100 la construcción me-
diante la regla y la escuadra. (151) . 

1 4 4 . P R O B L E M A . Desde un punto A fuera de un círculo 
trazar una tangente al mismo 
(fig. 101). 

Unamos el punto A con el cen-
tro O : tomenos la mitad C de la 
línea OA. Desde el punto C como 
centro, y con un rádio igual á CO 
se describe una circunferencia, de 
la cual AO es el - diámetro y la cual 
corta á la circunferencia O en dos Flg" 
puntos I) y E. Se unen despues AI) y AE, que son las tangen-
tes pedidas. En efecto : tracemos OD, OE y los ángulos A DO, 
AEO inscritos en semi-circunferencias son rectos ( 1 1 4 ) . Las 



rectas AD, AE son respectivamente perpendiculares en los 
extremos de los radios OI), OE y por consiguiente tangentes 
al circulo 0 (97) . 

1 4 8 . COROLARIO. L O S dos triángulos rectángidos AGI), AOE 
tienen la hipotenusa AO común, 0D = 0E como rádios, y por 
consiguiente son iguales (47 ) . Los lados AD y AE son iguales 
y el ángulo OAD = OAE, como DOA=EOA. De aqui resultan 
las propiedades siguientes : Si desde un punto exterior á un 
círculo se le trazan tangentes, estas son iguales, y la línea 
que junta el punto dado con el centro, divide en dos partes 
iguales el ángulo de las tangentes, y el ángulo de los rádios 
trazados á los puntos de contacto. 

1 4 6 . P R O B L E M A . Trazar una tangente á un círculo paralela-
mente á una recta dada (fig. 102.) 

Bajemos desde el centro una 
perpendicular á la recta dada. Di-
cha perpendicular encuentra al 
círculo en dos puntos A y B. En 
cada uno de estos puntos trazamos 
una paralela á la recta dada, y es-
tas dos son las tangentes pedidas, 
porque son perpendiculares en los 

'Fig. 102. extremos del diámetro AB. 

1 4 7 . P R O B L E M A . Trazar una tangente común á dos cir-
cunferencias. 

Dos circunferencias que tocan una misma recta pueden 
estar colocadas á un mismo lado de esta recta, ó en lados 
diversos : en el primer caso la tangente común se llama ex-
terior; en el segundo, interior. • 

Busquemos en primer lugar las tangentes comunes exterio-
res á los círculos 0 y 0 ' (fig. 103). Sea AB una de estas tan-
gentes. Tracemos los rádios OA y O'B que terminan en los dos 
puntos de contacto, y por el centro O' de la circunferencia 
menor, trazo 0'C paralela á AB. Los dos rádios 0A y O'B per-

pendiculares á una misma recta AB, son paralelos. Las líneas 
O'B y CA son también paralelas comprendidas entre paralelas 
v por consiguiente son iguales (72) . Además O C = O A — C A , 
y como CA = O'B, OC es igual OA —O'B, es decir á la dife-
rencia de los rádios de las dos circunferencias. También, 

0A perpendicular á AB lo es también á CO' paralela á AB 
Resultando de todo que si desde el punto O, como centro y con un 
ráilioOC describimos un círculo, la línea O'C es tangente á este 
círculo, puesto que es perpendicular en el extremo del rádioOG. 

Se deduce de este análisis la construcción siguiente de la 
tangente exterior : desde el centro de la circunferencia mayor, 
con una abertura de compás igual á la diferencia de los rádios 
se describe una circunferencia, y por el centro O' de la menor 

' se traza una tangente á 
la circunferencia que se 
ha descrito. Se une el ^ — i x 
punto de contacto Ccon ^ / C / 
el centro 0 , y se pro- / / 
longaestalíneahastaque — | ^ J — J — 
en A se encuentre con \ • J / l 
la circunferencia mayor. \ / / ' ' \ 
Por el punto A se traza 
una paralela á 0'G, y 
esta línea es la tangente ^ 
pedida. Como desde el 
punto O' pueden trazarse dos tangentes al círculo 0C, se obtie-
nen dos tangentes comunes exteriores, AB, DE. 

F i g . 103. 



Veamos ahora como se trazan las tangentes comunes inte-
riores. Sea AB(lig. 104) una de estas tangentes. Tracemos los 
radios OA y O'B que terminan en los puntos (le contacto. Por 
el centro O' de la una de las circunferencias trazamos una para-
lela O'C á la tangente AB hasta que se encuentre en G con la 
prolongacion del radio OA. Las dos líneas O'B y CA perpendi-
culares á la recta AB, son paralelas, y como ademas están 
comprendidas entre paralelas, son iguales. 

La línea OG es igual á O A + O ' B ó á la suma de los radios 
de las dos circunferencias. Ademas la línea OG perpendicular 
á AB lo es también á su paralela O'C, y por tanto si desde el 
punto O como centro, con un radio igual á OC se describe 
una circunferencia, la línea O'C será tangente á esta circunfe-
rencia. 

De ello resulta la construcción siguiente : desde el centro O 
de una de las circunferencias con una abertura de compás 
igual á la suma de los rádios se describe un círculo. Desde el 
centro O' de la otra circunferencia se traza una tangente O'C 
al círculo que se ha trazado : se traza ademas el rádio OC del 
punto de contacto, cuyo rádio corta á la priméra de las circun-
ferencias dadas en el punto A y por este punto se traza una 
paralela á O'C que será la tangente común pedida. Trazando 
por el punto O' la segunda tangente O'F á la circunferencia 
OC se obtendrá una segunda tangente común interior DE. 

1 4 8 . O B S E R V A C I Ó N I . Cuando las dos circunferancias son 
iguales no puede aplicarse la construcción precedente en 
cuanto á la tangente común éxterior; pero desde luego se nota 
con facilidad que en este caso las tangentes exteriores son pa-
ralelas á la línea de los centros, por consiguiente, bastará 
trazar á uno de estos círculos tangentes paralelas á la línea 
de los centros, cosa (pie ya se sabe hacer ( 1 4 6 ) . 

1 4 9 . OBSERVACIÓN I I . Cuando las circunferencias son ex-
teriores una á otra, como en las figuras precedentes,' pueden 
trazarse cuatro tangentes comunes, dos interiores y dos ex-
teriores. 

Cuando las dos circunferencias son tangentes exteriormente, 
pueden trazárseles dos tangentes comunes exteriores y una 
sola tangente común interior. 

Si las circunferencias se cortan, pueden todavía trazárseles 
dos tangentes comunes exteriores, 'pero no tienen tangente co-
mún interior. 

Cuando son las circunferencias tangentes interiormente, no 
tienen mas que una tangente común que es exterior. 

Finalmente, en el caso de ser las circunferencias interiores, 
no tienen tangente común. 

1 5 0 . OBSERVACIÓN III. Es útil llamar la atención sobre el 
método que hemos seguido para dar solucion al problema pre-
cedente, y que lleva por lo común el nombre de método ana-
lítico. Hemos supuesto que el problema está resuelto, que 
está trazada una de las tangentes comunes, y por un análisis 
exacto de las condiciones que debe reunir esta línea, hemos 
hallado la construcción que es menester ejecutor para obtener 
dichas condiciones. Cuando los problemas no ofrecen una 
solucion inmediata, suele emplearse este procedimiento para 
hallarla. 

1 5 1 . P R O B L E M A . Describir sobre una recta dada AB un 
segmento capaz de un ángulo dado K (fig. 105.) 

Supongamos el problema resuelto y sea 0 el centro del cir-
culo buscado. Este centro se encuentra en 
la perpendicular levantada en medio de la M 
recta AB (89) . En el punto A trazamos 
la tangente AC al círculo. El ángulo BAC 
tiene por medida la mitad del arco AB 
(118 ) ; luego es igual al ángulo inscrito en 

' e l segmento AMB y por consiguiente al 
ángulo K. Para obtener esta línea AC, se 
formará en el punto A un ángulo igual al 
ángulo K. Después se elevará en el punto 
A una perpendicular á AC. Esta línea pa-
sará por el centro (98). Este quedará determinado por el punto 



de encuentro de la recta AO con la perpendicular levantada 
en medio de AB. Desde el punto 0 como centro, con OA por 
radio, se trazará una circunferencia cuya porcion AMB, sobre 
AB será el segmento pedido. 

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO II 

T E O R E M A S PARA D E M O S T R A R 

1. Dos secantes paralelas interceptan en la circunferancia 
correspondiente dos arcos iguales. — Caso en (pie una de las 
secantes sea tangente ó que lo sean las dos. 

2. Dada una circunferencia O y un punto exterior A; desde 
el punto 0 , como centro, se describe una segunda circunfe-
rencia que tenga un rádio doble del de la circunferancia dada. 
Desde el punto A como centro, con OA par rádio, una se-
gunda circunferencia que corte la precedente en dos puntos 
B y C. Júntese OB y OC. Estas líneas cortan la circunferencia 
dada en dos puntos D y E. Demostrar que AD y AE son tan-
gentes á la circunferencia dada. 

3. Si dos ángulos opuestos de un cuadrilátero son suple-
mentarios, el cuadrilátero es inscriptible en un círculo. 

4. Si por el punto C, medio de mi arco AB de una circun-
ferencia se trazan dos cuerdas, la primera que corte la cuerda 
AB en I) y la circunferencia en E, y la segunda que corte 
la cuerda AB en F y la circunferencia en G, el cuadrüátero 
DFGE es inscriptible. 

5. Las bisectrices de los ángulos de un cuadrilátero cual-
quiera forman un cuadrilátero inscriptible, 

6. Las perpendiculares bajadas desde los vértices de un' 
triángulo sobre los lados opuestos son las bisectrices de los 
ángulos del triángulo formado por los pies de estas perpen-
diculares. 

7. Si desde un punto cualquiera de una circunferencia cir-
cunscrita á un triángulo se bajan perpendiculares sobre los li es 

lados de este triángulo, los piés de estas perpendiculares eslán 
en linea recta. 

8. Si por uno de los puntos de intersección de dos circun-
ferencias secantes se trazan los diámetros de las dos circun-
ferencias, la línea que une los extremos de estos dos diáme-
tros pasa por el segundo punto de intersección de las dos 
circunferencias y corta la cuerda común en ángulo recto. 

9. Si por el punto de contacto de dos circunferencias tan-
gentes se les trazan dos secantes cualesquiera, las cuerdas que 
pasan por los puntos de intersección de estas secantes con cada 
circunferencia, son paralelas. 

10. Por un punto A exterior á un círculo 0 se traza una 
secante ABC, cuya parte exterior AB es igual al rádio; se junta 
OB y OC y se traza el diámetro AOD que pasa por el punto A: 
y esto así, demostrar que el ángulo COD es triplo del ángulo 
A O B Í . , , , . . 

11. En un cuadrilátero circunscrito a u n circulo, es decir, 
que sus cuatro lados son tangentes al círculo, la suma de los dos 
lados opuestos es igual á la de los otros dos; y recíprocamente. 

12. Desde un punto A tomado en una circunferencia se 
trazan dos cuerdas á lados diversos del punto A; la linea que 
une el medio de los arcos subtendidos por las cuerdas las 
corta en dos puntos equidistantes del punto A. 

12. Se da una circunferencia y dos tangentes á ella, que 
parten de un punto A. Se traza una tercera tangente variable 
que forma con las dos primeras un triángulo exterior al cír-
culo. Debe demostrarse que el perímetro de este triángulo es 
constante, como el ángulo bajo el que se ve desde el centro el 
lado opuesto al punto A, cualquiera (pie sea la tangente. — 
•Cómo seria menester modificar el enunciado del teorema, si la 
tangente variable estuviera trazada de modo que el círculo 
fuera interior al triángulo formado por las tres tangentes? 

14. Las bisectrices de los ángulos formados por los lados 
opuestos de un cuadrilátero inscrito son perpendiculares. 

13. En un triángulo los medios de los tres lados, los piés 
de las perpendiculares bajadas desde los vértices á los lados y 
los medios de las distancias del punto de reunión de estas per-
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pendiculares á los tres vértices, son nueve puntos de una 
misma circunferencia. 

16. En un triángulo isósceles ABC en el que se supone 
AB—AC, se traza una circunferencia tangente al lado AB en 
el punto B y con su centro sobre AC : se prolonga la base BC 
basta que encuentre la circunferencia en el punto B. Hay que 
demostrar que el rádio que pasa por el punto D es perpendi-
cular á AC. 

PROBLEMAS PARA RESOLVER 

1. Trazadas por todos los puntos de una circunferencia lí-
neas parálelas iguales entre sí y dirigidas en el mismo sentido, 
hallar el lugar geométrico de los extremos de estas líneas. 

2. Dada una circunferencia y un punto interior, hallar la 
cuerda memor que pasa por este punto. 

o. Trazadas en una circunferencia cuerdas que tengan una 
misma longitud, hallar el lugar geométrico de los medios de 
estas cuerdas. 

4 . Por un punto dado en el plano de un círculo trazar una 
secante que sea tal que la cuerda comprendida por la circun-
ferencia en esta secante tenga una longitud dada. — Discusión 
del problema. • 

5. Por un punto fijo tomado en el plano de un círculo se 
trazan secantes, y se desea hallar el lugar de los medios de las 
cuerdas comprendidas en estas secantes. 

6 Por un punto de una circunferencia se trazan una infi-
nidad de cuerdas, y cada una se prolonga otro tanto de su 
longitud. ¿Cual es el lugar de los extremos de estas rectas? 

7. Sea un arco de círculo y su cuerda AB. Se conside-
ran todos los triángulos formados uniendo un punto cual-
quiera del arco de círculo con las extremos de la cuerda. En 
cada uno de dichos triángulos se bajan desde los puntos A y B 
perpendiculares á los lados opuestos, y se desea saber cuál es 
el lugar geométrico de los puntos de encuentro de estas perpen-
diculares. 

8 Tomados arbitrariamente cuatro puntos en un plano, 
trazar por estos puntos cuatro rectas paralelas dos á dos, y que 
formen un cuadrado mediante sus mutuas intersecciones. 

9. Describir con un radio dado un círculo que pase por dos 
puntos dados. 

10 Describir con un rádio dado un circulo que pase por 
un punto dado también y que sea tangente á una recta dada. 
Discusión. , ' i 

11. Trazar con un rádio dado un circulo tangente a dos 

rectas dadas. Discusión. 
12 Trazar un círculo que pase por dos puntos dados y que 

tenga su centro en una recta ó mía circunferencia dada. Dis-
cusión. . i i ' 

13 Describir un círculp tangente a tres rectas dadas. 
14 Desoribir un círculo tangente, á una recta dada, que 

pase por un punto dado también y que tenga su centro en 
una línea que pase por este último punto. 

15. Construir un triángulo, conociendo dos lados y la me-
diana que cae en uno de ellos. 

16. Construir un triángulo, conociendo dos lados y la me-
diana que cae sobre el tercero. Discusión. 

17 Construir un triángulo, conociendo un lado, el ángulo 
opuesto, v la distancia del lado dado al vértice opuesto. Discusión. 

18 Construir un triángulo, conociendo un lado, el ángulo 
. opuesto y la suma ó la diferencia de los otros dos lados. Dis-

' " l T Construir un triángulo, conociendo un lado, uno de los 
ángulos adyacentes y la suma ó la diferencia de los otros dos 

l a , 2 0 Construir un triángulo, conociendo los piés de las 
perpendiculares bajadas desde los tres vértices á los lados 

opuestos. - i i i • 
21. Construir un triángulo nectangufo, conociendo la Hipo-

tenusa y la diferencia entre esta línea y uno de los lados del 
ángulo recto. . , , 

22. Construir un rectángulo, conociendo un lado y el ángulo 

de las diagonales. 



25. Construir un paralelógramo conociendo las diagonales v 
su ángulo. 

24. Construir un trapecio conociendo los cuatro lados. 
25. Construir un pentágono, conociendo los puntos-medios 

de los cinco lados. 
26. Trazar por un punto exterior á una circunferencia 

una secante cuya parte exterior sea igual á la cuerda com-
prendida por la circunferencia. 

27. Por uno de los puntos de intersección de dos circunfe-
rencias secantes trazar una recta tal que la suma de las cuer-
das comprendidas sobre esta recta por las dos circunferencias 
tenga una longitud determinada. 

28. Trazar una circunferencia que pase á igual distancia de 
cuatro puntos dados que no están en línea recta. 

29. Una circunferencia gira sin resbalar en el interior de 
otra circunferencia de radio doble que la primera, y se desea 
encontrar la línea descrita por un punto de la circunferen-
cia móvil. 

30. Dado un círculo y dos tangentes al mismo, trazar una 
tercera, cuya parte comprendida entre las dos primeras tan-
gentes sea igual á una longitud dada. (Concurso general de la 
clase de tercera, 1868.) 

51. Dadas dos circunferencias O y 0 ' q u e se cortan, se 
traza por uno de los dos puntos comunes una secante que 
encuentra la circunferencia 0 en un punto 13 y la circunferen-
cia 0 ' en un punto B'. Se une el punto B con el centro 0 y el 
punto B' con el centro 0 ' . Las dos rectas así trazadas se cortan 
en un punto M : y se pregunta cuál es el lugar de este punto. 
(Concurso general déla clase de tercera, 1875.) 

52. Dos circunferencias se cortan en dos puntos. Por uno de 
los puntos comunes se trazan dos rectas rectangulares cuales-
quiera, que prolongadas cuanto sea necesario, cortan la pri-
mera circunferencia en los puntos A v B v la segunda en los 
A'yB'. Se trazan las dos líneas AB y A'B', v'se desea encontrar 
el lugar de su punto de intersección. (Concurso académico de 
Dijon, clase de tercera, 1869.) 

35. Dada una recta AB y dos puntos C y D exteriores á esta 

recta y situados á un mismo lado, encontrar en la recta un 
punto M, tal que el ángulo CMA sea doble del IlMB. 

34. Se inscriben en un círculo dado todos los triángulos de 
los cuales dos lados son respectivamente paralelos á dos rectas 
fijas dadas, y se pide el lugar de los centros de los círculos 
inscritos en estos triángulos. (Concurso general de la clase de 
filosofía, 1875.) 
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L I B R O I I I 

DE L A S Á R E A S 

§ XII. Medida de las áreas. — Area del rectángulo, del paralelógramo, 
«leí trapecio, de un polígono cualquiera. — Area aproximada de una 
figura limitada por una curva cualquiera. — Teorema del cuadrado cons-
truido sobre la lii|>otenusa de un triángulo rectángulo. — Numerosas apli-
caciones numéricas. 

1 5 2 . D E F I N I C I O N E S . Se llama área la extension de una super-
ficie. Las dos palabras área y superficie, tienen sentidos diver-
sos, puesto que la segundase refiere á la forma de la superficie, 
y la primera á su extension. Cuando no puede haber confusion, 
en el lenguage usual se dice superficie por área, y otras veces 
se emplea la palabra superficie como sinónima de área. 

Dos figuras equivalentes son las que tienen áreas iguales, 
sean ó no superponibles. Así un triángulo puede ser equivalente 
á un rectángulo, á un paralelógramo, á un un círculo. 

155 . Se toma por, unidad de área el área de un cuadrado;; 
que tiene por lado la unidad de longitud : por consiguiente, 
cuando se toma el metro por unidad de longitud, es necesario 
tomar por unidad de área el metro cuadrado, ó el cuadrado que 
tiene por lado un metro. Del mismo modo, cuando se miden-
longitudes por medio del decímetro, se deben medir las áreas I 
tomando como unidad el cuadrado que tiene un decímetro de I 
lado y que se llama decímetro cuadrado y así en adelante. I 
Según esto, las unidades superficiales empleadas en Francia son : 
el miriámetro cuadrado, el kilómetro cuadrado, el hectómetro 
cuadrado, el decámetro cuadrado, el metro, el decímetro, cen-
tímetro y milímetro cuadrados. En la medidá de superficies 

DE LAS AREAS. 1 

de los campos se emplean esclusivamente el hectómetro, decá-
metro y metro cuadrado, á los que se les denomina para el 
caso hectárea, área y centiárea, y á todas se las llama 
medidas agrarias. 

154. El decámetro cuadrado vale cien metros cuadrados. 
Con efecto : coloquemos diez metros cuadrados unos al lado de 
otros á lo largo de una recta AB, y obtendremos un rectángulo 
de diez metros de largo por uno de ancho : coloquemos des-
pues unos al lado de otros diez rectángulos iguales ál ante-
rior, de manera que se toquen por su longitud, y formare-
mos evidentemente un cuadrado ABCD, que tendrá diez metros 
de lado, es decir, un decámetro cuadrado. Dicho cuadrado se 
compone de diez rectángulos iguales, cada uno de los que con-
tiene diez metros cuadrados. Luego el 
cuadrado en cuestión vale diez veces 
diez, ó sean cien metros cuadrados 
( f i g . 1 0 6 ) . 

De igual manera se demostrarla que 
el miriámetro cuadrado vale cien kiló-
metros cuadrados; el kilómetro cua-
drado 100 hectómetroscuadrados, etc., 
y en general, que cada una de las 
unidades de área vale 100 veces la que le sigue inmediata-
mente en orden inferior de magnitud. Besulta de esta sen-
cillez de relaciones que bastará para pasar de una de estas uni-
dades á otra, multiplicar ó dividir los números que expresan 
las áreas, por 100, 10,000 ó 1,000,000, etc. Lo cuál se hace 
fácilmente sin cálculo. 

-Cuando, v. g., se exprese un área en hectómetros cuadrados, 
bastará multiplicar el número que la represente por 100 si 
se desea expresarla en decámetros cuadrados; por 10,000 si se 
quiere referir á metros cuadrados y así en adelante. 

155. Se llaman bases de un paralelógramo dos lados 
opuestos cualesquiera, y altura la longitud de una perpendi-
cular común á las dos bas^s. En un rectángulo la base y la 

Fig. 106. 



altura son dos lados consecutivos del rectángulo : se las llama 
en este caso usualinente dimensiones del rectángulo. 

Se llama base de un triángulo la longitud de un lado cual-
quiera; y altura, la longitud de la perpendicular bajada desde' 
el vértice opuesto á esta base. 

Por último, se llaman bases de un trapecio las longitudes 
de los lados paralelos, y altura la longitud de la perpendicu-
lar común á las dos bases. 

156 . T E O R E M A . El área de un rectángulo tiene por medida 
el proilucto de su base por su altura. 

Consideremos primeramente el caso en que los lados del 
rectángulo son dos múltiplos exactos de la unidad de longitud : 
supongamos, por ejemplo, que la base del rectángulo AÜCl) 
p c (fig- 10,7) sea igual á cinco metros, y la 

altura á tres. Dividamos AB en cinco parte 
iguales; todas ellas serán metros. Por cada 

~ T ~ u n o de los puntos de división de AI! se 
A B trazan paralelas á AD, y por cada uno de 
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descompondrán el rectángulo en cuadrados que tienen todos 
un metro de lado, y que son por tanto metros cuadrados. Basta 
contarlos : cinco de estos cuadrados se bailan colocados á lo 
largo de AB y forman un trozo, y el rectángulo entero contiene 
tres trozos paralelos, esto es, tres veces cinco metros cuadrados, 
ó en otros términos, su área es igual á : 

5 x 3 = 15 metros cuadrados, 

y se halla perfectamente expresada por el producto de la base 
por la altara. 

Supongamos en segundo lugar que las dimensiones del rec-
tángulo no sean múltiplos de la unidad de longitud : tomemos, 
por ejemplo, un rectángulo cuya base sea igual á 5m ,2 y 
cuya altura sea lm ,8o. Para referir este caso al precedente, 
tomo el centímetro por medida de longitud y por consecuen-
cia el centímetro cuadrado por unidad de área; la base será 

520 centímetros y la altura 183 centímetros; y el área del 
rectángulo será, según la demostración precedente, 

520 X 1 8 5 centím. cuadrados 

Ahora es necesario expresar este área en metros cuadrados : 
para esto sabemos que el centímetro cuadrado es la diezmile-
sima parte del metro cuadrado, y que por tanto para referir el 
área encontrada al metro cuadrado como unidad, bastará di-
vidir el número producido, por 10,000, es decir, separar cua-
tro cifras decimales de la derecha del producto 520 X 1 8 5 , y 
dará justamente el producto de los dos números decimales 5,2 ' 
y 1,85, y el área buscada será por consiguiente 

5 , 2 x l , 8 5 = 9mc,516. 

El área se obtiene en casos semejantes, también multiplicando 
los números que representan la base y la altura del rectán-
gulo. Q. E. i.. D. 

157 . OBSERVACIÓN. E S indispensable para que este teorema 
sea exacto que las dos dimensiones del rectángulo se expresen 
mediante la misma unidad de longitud, lo cual resulta evidente 
de la demostración anterior. Así, cuando se pide el areá de un 
rectángulo cuya base es igual á 67 metros y la altura por 
4 decímetros, será necesario en primer término referir estas 
dos líneas á una misma unidad, al metro, por ejemplo, lo que 
dará 67 metros y 0"',4 y por tanto el área será igual á 
67 x 0,4 = 26™,8. 

158 . COROLARIO. El área de un cuadrado tiene por me-
dida el cuadrado de su lado. 

Con efecto : un cuadrado no es otra cosa que un rectángulo 
cuyas dos dimensiones son iguales entre sí, siendo necesario, 
para obtener el areá, multiplicar el lado por sí misino, es decir, 
formar el cuadrado de este lado. ^O^ 

Besulta de lo dicho que para obtener el lado de un citttfS^ 
(Irado cuya área sea conocida, será indispensable e ^ r f ^ í ^ ^ 0 



raiz cuadra'da del número que exprese la medida de este área 
Si el área de un cuadradro es, pues, igual á 64 metros cua-
drados, el lado de este cuadrado será \/64 ó sean 8 metros. 

A P L I C A C I O N E S . I . Una parcela de tierra rectangular tiene 
258m,6 de longitud y 125m ,45 de anchura, y se desea hallar 
el área de dicha parcela y expresarla en hectáreas, áreas y 
centiáreas. 

El área es igual á 258m,6 X 125m,45 = 51,924°1C,17 y 
como el área es un decámetro cuadrado, vale por consiguiente 
100 metros cuadrados, y como la hectárea vale 100 veces mas 
ó 10,000 metros cuadrados, el área propuesta equivale á tres 
hectáreas, 19 áreas, 24 centiáreas, 17 decímetros cuadrados. 

II. Uno de los lados de una habitación es un muro de forma 
rectangular que tiene 4m,72 de largo por 5"',40 de altura y 
se quiere cubrir con papel pintado cuya anchura es 0m ,465 : 
cuánto papel se necesitará ? 

Todas las bandas de papel puestas unas á continuación de 
otras formarian una superficie rectangular 0m ,465 de auchura, 
equivalente á la del muro, es decir, á 4 m , 7 2 x 5m ,40 metros 
cuadrados. Para obtener la longitud del papel bastará dividir 
4™,72 x 5m ,40 por 0"',465, y la longitud seria 

4 , 7 2 x 3 , 4 0 „ 
0,465 = ° 4 m ' 5 8 ' 

con un centímetro de diferencia. 
III. Una losa cuadrada tiene 27e,5 de lado : ¿cuál es su 

área? 
Basta formar el cuadrado de 27,5, que es 756^,25, ó de 

otro modo 7 decímetros cuadrados, 56 centímetros cuadrados, 
y venticinco milímetros cuadrados. 

IV. El área de un cuadrado es igual á 17mc ,568; ¿cuál es 
su lado ? 

Basta extraer la raiz cuadrada de 17,568, que da 4"', 167 
con un mili metro de error. 

V. Hallar el lado de un cuadrado equivalente á un rectán-
gulo cuyas dimensiones son : 5m ,2 y 4m ,75. 

El área del cuadrado es igual á 5 , 2 X 4 , 7 5 = 1 5 ^ , 2 y su 
lado seria igual á la raiz cuadrada de este número, esto es, á 
5®,858, con un milímetro de diferencia. 

1 5 9 . T E O R E M A . El área de un parolelógramo tiene por me-
dida el producto de su base por su altura (fig. 108). 

Sea ABCI) el paralelógramo que se va á medir. Por los extre-
mos A y B de la base levanto perpendi-
culares á esta línea hasta que encuen-
tren el lado opuesto en E y en F, for-
mando de esta suerte el rectángulo ABEF, 
que digo que es equivalente al parale- A u 
lógramo ABCD. Fig. ios. 

En efecto : los dos triángulos rectán-
gulos AFD, BEC tienen las hipotenusas AD y BC iguales como 
paralelas comprendidas entre paralelas, y los lados AF y BE 
iguales por la misma razón; luego'estos triángulos son igua-
les (47). Esto dicho, si del trapecio ABCF se quita el triángulo 
ADF queda el paralelógramo ABCI», y si del mismo trapecio se 
quita el triángulo BEC igual al primero, queda el rectángulo 
ABEF, y por tanto este rectángulo es equivalente al paraleló-
gramo. Ahora bien : el área del rectángulo tiene por medida 
el producto A B x B E ; luego el área del paralelógramo tiene 
la misma medida, es decir, el producto de su base por su al-
tura, A B x B E . Q. E. I.. D. 

1 6 0 . T E O R E M A . El área de un triángulo tiene por medida 
la mitad del producto de su base por 
su altura (fig- 109). ^ .'_ » 

Sea ABC un triángulo que tiene por Á \ 
base AB y por altura CE. Por los vértices / j / ' 
B y C se trazan paralelas á los lados / : \ / 
opuestos y se forma de este modo un pa- A E B 

ralelógramo ABDC que tiene la misma F j g 109 

base AB y la misma altura CE que el 
triángulo ABC. Los dos triángulos ABC, BCD son iguales por 
tener los tres lados iguales, y por tanto el triángulo ABC es la 



mitad del paralelógramo ABCD. El área de este último tiene 
por medida el producto A B x CE; luego el área del triángulo 
es igual á la mitad del producto de su base por su altura. 
Q . E . L . D . 

4 6 1 . C O R O L A R I O I . Todo triángulo es la mitad del rectán-
gulo que tenga la misma base y la misma altura. Esto es lo 
que resulta relacionando los teoremas n.os 1 5 6 y 160 . 

1 6 2 . C O R O L A R I O I I . Dos triángulos que tienen la misma 
base y la misma altura son equivalen-
tes (fig. 110). Porque tienen la misma 
medida. 

Los dos triángulos ABC, A'BC que tie-
nen la misma base BC y sus vértices A 
y A' en una misma paralela á la base, 

son equivalentes, porque sus alturas son iguales (7o). 

1 6 3 . C O R O L A R I O I I I . Dos triángulos que tienen la misma 
base, son entre sí como sus alturas, y dos triángulos que 
tienen la misma altura son entre sí como sus bases. Tomemos 
primero dos triángulos que tienen la misma base B y sean II y 
H' sus alturas : las áreas respectivas de elidios dos triángulos 
serán : 

\ B X H , l¿ B x H \ 

y la relación de estas dos áreas se expresará por el enciente 

| B X I I 

| B x H ' 

•ayo cociente no cambiara si se dividen sus dos términos por 
t II 
- B, resultando igual jp> es decir á la relación de las alturas. 

El mismo razonamiento servirá para demostrar que la re- . 
lacion de dos triángulos de la misma altura es igual á la rela-
ción de las bases. 

OBSERVACIÓN : Del mismo modo puede demostrarse que dos 
rectángulos ó dos paralelógramos que tienen la misma base, 
son entre sí como las alturas, y que dos rectángulos ó dos 
paralelógramos que tienen la misma altura, son entre sí 
como las bases. 

A P L I C A C I O N E S I. La base de un triángulo es igual á 72m,25 
y su altura á 45ffi,40 ; y se pregunta cuál será su área. 

Será igual á 

1 7 2 , 2 5 x 4 5 , 4 0 = 7 2 , 2 5 x 2 2 , 7 0 = 1640™, 075 

ó bien 16 decámetros cuadrados, 40 mefres cuadrados, 7 de-
címetros cuadrados y 50 centímetros cuadrados. 

II. Hallar el lado de un cuadrado equivalente al triángulo 
que precede. 

Será la raiz cuadrada del número 1640,075 que mide 
el área, es decir 40m ,498 con menos de un milímetro de exceso. 

III. El área de un triángulo es igual á 74decametc,469 y su 
base á 401m,8 y se desea saber cuál será la altura. 

Para ello comenzamos por referir el área y la base dadas á 
unidades correspondientes, el área al metro cuadrado, puesto 
que la base se refiere al metro. El área será, pues, 7446mc,9 
Este número es igual al producto de la base por la mitad de' la 
altura, y por tanto se obtendría esta dividiendo el área 7446 9 
por la mitad de la base, por 200,9, de lo cual resultaría 
olm ,068, con menos de un milímetro de exceso. 

1 6 4 . T E O R E M A . El areá de un trapecio tiene por medida 
el producto de la semisuma de sus bases paralelas por su 
altura. 

Sea ABCD un trapecio cuyas bases son AB y DC (fig. 111) v 
cuya altura es DII. Prolongemos la base AB tanto como sea la 
longitud de la otra base, BE = DC, y tiremos DE que en-
cuentra en F el lado BC del trapecio. Los dos triángulos BEF, 



- y 
1 1 

IX ¡i E 

CDF tienen Jos lados BE y CD iguales por construcción, los án-
p c gulos BEF, CDF, iguales co- j 

r - - - . . \ nio alternos internos forma -
c í ' y - d t í s l ) o r , a s Paralelas BE y DC 
¡__\ cortadas por la secante DE, y 

a « E los ángulos EBF, DCF iguales 
Fig. m . por la misma razón, luego los 

dos triángulos son iguales 
(41). Si los resto sucesivamente del polígono total AEFCD, el 
trapecio ABCD y el triángulo ADE, que obtengo como resi-
duos, son equivalentes. El triángulo ADE tiene por medida 
| * i) i n n 
g AExDH ó bien' ' - j j ' x D H , puesto que AE = AB - f CD; 

luego el área del trapecio tiene por medida la expresión 
AB+CD m , , ; 1 

2 XDII , es decir, el producto de la semi-suma de las 

bases por la altura, Q. E. L. D. 

165 . PROBLEMA. Construir un triangulo equivalente á un 
polígono dado ABCDE (fig. 112). 

Separemos del polígono un trián-
gulo ABC por la diagonal AC. Por el 
vértice B tracemos una paralela á AC 
hasta que encuentre á I)C, prolongado 
hasta F, y unamos A con F. Los dos 
triángulos ACB, ACF tienen la misma 

Fig. U2. b a s e A G y s u s v á r t i c e s B y F en una 
misma paralela á la base, y por tanto 

son equivalentes (162), pudiendo reemplazarse el triángulo ABC 
por el ACF sin alterar el área del polígono, y el nuevo que 
resulta AFDE es equivalente al polígono dado, con la diferencia 
de que tiene un lado menos. Siguiendo en esta manera de 
proceder, se concluiría por llegar á un triángulo GAF equiva-
lente el polígono- dado. 

166 . PROBLEMA Hallar el área de un polígono cualquiera. 
Primer método. Se descompone el polígono ABCDE 

(fig. 113) dado, en triángulos por mecho de diagonales proce-
dentes de un mismo vértice A. Se 
miden las áreas de todos estos trián-
gulos y se suman. Así en la figura in-
dicada, en la cuál se han trazado las 
alturas de los diversos triángulos, el 
área del polígono tiene por medida la 

1 
F i g . 115 . 

F i g . 11 i . 

| A C x B F - h | A D X C G + J A D X E H . 

Segundo método. En el polígono ABGDEFG (fig. 114) 
trazamos una diagonal AE y desde todos los vértices se bajan 
perpendiculares á esta diagonal, descom-
poniendo así el polígono en trapecios y 
en triángulos rectángulos. Sumando las 
áreas de los trapecios y de los triángulos, 
tendremos el área del polígono. Estando 
las alturas de los trapecios y triángulos 
dirigidas á la diagonal AE, basta para 
tener todas las áreas parciales, medir las 
diversas partes de la diagonal y las per-
pendiculares BB', CC', etc. El área del polígono, tendrá, pues, 
por medida la suma. 

^ B B ' X A B ' + ^ X B ' C ' +
C ^ ± ^ X C ' D ' 

H - Í D D ' X D ' E + | F F ' X E F ' + F F ' ' ^ G G , X F G ' 

+ | G G ' x A G ' . 

Este método es el mas cómodo sobre el terreno. 
Tercer método. Se transforma el polígono dado en un tri-

ángulo equivalente (165) y se mide el área de este triángulo. 
Este método.es el mas rápido, cuando el polígono dado está 
sobre el papel. 



APLICACIONES Í . Medir el área del polígono A J B C D E (fig. 1 1 5 ) 

sabiendo que 

A C = 2 2 m , C ¿ = * 1 ™ , I , 
AD=21 m , 50 , EH—6 m , 
B F = Í7m ,80. 

El área pedida es igual á 

2 2 x 1 7 , 2 1 , 5 0 x 1 1 , 2 5 + ^ 2 1 , 5 0 x 6 

J simplificando; 

i l X l 7 , 8 0 + 1 0 , 6 5 x 1 7 , 2 5 = 2 0 5 ^ , 2 9 2 5 . 

U. Medir el área del polígono ABCDEFG, (fig. 114), sabien-
do que 

AB' = 5 m , 8 0 , C 'D '=10 m , l 0, 
B 'C '=5 m , 70 , D'E = 4 m , 5 0 , 
E F ' = 5 " , 8 0 , CC' =10™,82, 
F'G = l l m , 5 5 , DD' = 7 m , 5 0 , 
G'A = 6™,75, FF' = 8 m , 7 0 , 
BB' = 6 m , 4 0 , GG' = 1 0 ' » . 

El área pedida será igual á 

que haciendo todos los cálculos será en resumen o37mc,6005. 

1 6 7 . PROBLEMA. Hallar el área aproximada de una figura 
limitada por una curva. 

Para ello se marcan sobre la curva una porción de puntos 
bastante próximos unos á otros, cou el fin de que pueda asi-

nidarse á una línea recta la parte de curva comprendida entre 
dos de ellos, y se reemplaza la línea curva por una quebrada, 
cosa que se obtiene uniendo dos á dos estos puntos. El área del 
polígono así obtenido difiere poco del área dada, y puede substi-
tuirse una por otra. Gomo se comprende, el error cometido 
es tanto menor mientras mas próximos se hallen los vértices 
unos á otros. 

R 

NA/ 
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Fig. U5. 

1 6 8 . T E O R E M A . El cuadrado B C D E formado sobre Ui hipo-
tenusa BC de un triángulo rectángulo ABC, es equivalente á 
la suma de los cuadrados A B F G y 
A C H K construidos sobre los dos 
lados del ángulo recto (fig. 115). 

Bajemos desde el punto A sobre 
BC una perpendicular AL que se 
prolonga hasta encontrarse con BE 
enM, y decimos que el rectángulo 
LBEM es equivalente al cuadrado 
ABFG; porque, uniendo AE y CF, 
los dos triángulos ABE, FBC tie-
nen el lado A B = F B , como lados 
de un mismo cuadrado; B E = B C 
por la misma razón, y el ángulo 
ABE igual al FBC, como formados los dos agregando un ángulo 
recto al ABC, y por tanto los dos triángulos son iguales. 

Ahora bien: el triángulo ABE tiene la misma base que el 
rectángulo BEML y la misma altura, puesto que el vértice A 
del triángulo está sobre la prolongación de la otra base; luego el 
área del rectángulo BELM es doble de la del triángulo ABE 
( 1 6 4 ) . De igual modo el triángulo FBG tiene la misma base BF 
que el cuadrado ABFG y la misma altura, puesto que su vér-
tice C está sobre la prolongación de AG; luego el área 
del cuadrado ABFG es doble de la del triángulo FBC. Por 
consiguiente el rectángulo BELM es equivalente al cuadrado 
ABFG. 

Del mismo modo se demostraría que el rectángulo CLMD es 
equivalente al cuadrado ACHK, quedando demostrado final-
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mente que CBDE que es Insuma de los dos rectángulos, es 
equivalente á la suma de los dos cuadrados ABFG, ACI1K. 
Q . E . t. D . 

O B S E R V A C I Ó N . El descubrimiento de esta propiedad notable 
del triángulo rectángulo sé atribuye 'al filósofo griego Pitá-
goras. 

1 6 9 . C O R O L A R I O . El área del cuadrado construido sobre B C 

tiene por medida el cuadrado del número que mida BC; y de 
igual manera, la medida de los cuadrados formados sobre AB 
y sobre AC tiene respectivamente por expresión los cuadrados 
de los números que midan á AB y AC; luego el teorema prece-
dente, puede también enunciarse de la manera siguiente: 

El cuadrado del número que mide la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo es igual á la suma de los cuadrados de 
los números que miden los dos lados del ángulo recto. 

1 7 0 . P R O B L E M A . DOS lados de un triángulo rectángulo se 
nos dan en números, y se desea saber cuál es el tercero. 

Primer caso. Se dan los dos lados del ángulo recto. 
Supongamos (pie los dos lados sean iguales uno á 7m ,50, y 

el otro á 10m ; el cuadrado de la hipotenusa será igual á la suma 
de los cuadrados de estos dos números, es decir á 

7 , 5 0 a 1 0 s = : 5 6 , 2 5 - h 100 = 156,25 

y por consiguiente, se obtendrá la hipotenusa, extrayendo la 
raiz cuadrada de este número, que será 12m ,5. 

Para calcular la hipotenusa de un triángulo rectángulo, 
cuandose conocen los dos lados del ángulo recto, no hay que 
hacer mas que sumar los cuadrados de los números dados y 
estraer la raiz cuadrada de esta suma. 

Segundo caso. Se nos dan la hipotenusa y uno de los lados 
del ángulo recto. Supongamos, v. g : que la hipotenusa sea 
igual á a m. y uno de los lados del ángulo recto á 5 m. El 
cuadrado de la hipotenusa es igual á la suma de los cuadrados 
de los dos lados del ángulo recto. Si, pues, del cuadrado de 
la hipotenusa se sustrae el cuadrado de uno de los lados del 

BE LAS AREAS. 

ángulo recto, se tendrá el cuadrado del otro lado, y en el caso 
propuesto el cuadrado del lado desconocido será igua á 

5«—5* = 2 5 — 9 = 16. 

Extrayendo la raiz cuadrada de 16 se tendrá el valor del 
lado, que sera 4 m. 

Cuando se conoce en un triángulo rectángulo la hipote-
nusa y uno de los lados del ángulo recto, para averiguar el 
valor del otro lado, se resta del cuadrado de la hipotenusa 
el cuadrado del lado dado, y se extrae luego la raiz cua-
drada de la diferencia que resulte. 

1 7 1 . P R O B L E M A . Construir un cuadrado equivalente á la 
suma ó á la diferencia de dos cuadra-
dos dados. 

Primer caso. Propongámonos, pri-
meramente construir un cuadrado equi-
valente á la suma de dos cuadrados 
cuyos lados son conocidos. Sobre los 
lados de un ángulo recto, se toman á 
partir del vértice A (fig. 116), dos lon-
gitudes AB y AC respectivamente iguales á los lados de los cua-
drados dados, y uniendo BC, esta línea es el lado del cuadrado 
que se busca (168) . 

Segundo caso. Propongámonos, en segundo lugar, construir 
un cuadrado igual á la diferencia de dos cuadrados dados. 
Sobre uno de los lados de un ángulo recto tomamos, á partir 
del vértice A (fig. 116), üna longitud AB igual al lado del 
menor de los dos cuadrados dados,"y desde el punto B, como 
centro, con un radio igual al lado del mayor cuadrado, 
describimos un arco de círculo que corte en C el otro lado 
del ángulo recto : AC es el lado del cuadrado (pie se busca. 
En efecto: si juntamos BC se forma un triángulo rectángulo 
ABC, y resulta del teorema n.° 1 6 8 que el cuadrado construido 
sobre AC es equivalente á la diferencia de los cuadrados 
construidos sobre BC y sobre AB, es decir, á la d i f e r e n ^ ^ . 
los cuadrados dados. 0 

Fifí- « 6 . 



OBSERVACIÓN. El problema precedente podría servir para 
construir un cuadrado doble de un cuadrado dado, y también 
para construir un cuadrado equivalente á la suma de muchos 
cuadrados dados menos la suma de muchos otros cuadrados 
dados también. 

§ XIII. Nociones de agrimensura. — Uso de la cadena y de la escuadra 
de agrimensor. 

172 . Medir un terreno, es apreciar su superficie. 
En todo lo que sigue supondremos que el terreno que se va 

a medir es llano y horizontal. 
Los teoremas que acabamos de demostrar enseñan que para 

obtener el área de una figura plana hay necesidad de medir 
lineas rectas y perpendiculares á estos líneas. Es menester, 
pues, aprender en primer lugar á trazar líneas rectas en el ter-

reno, á medir longitudes, y á trazar per-
pendiculares á otras rectas. 

175 . Trazado de una línea recta 
sobre el terreno. Es raro que se trace 
efectivamente una línea recta sobre el 
terreno; limítase la operacion á marcar 
un cierto número de puntos con auxilio 
de señales llamadas jalones, á lo cual se 
llama jalonar una alineación. 

Un jalón es un bastón de madera 
(fig. 117) de uno á dos metros de al-
tura, aguzado en su extremo inferior, 
y hendido en el superior longitudinal-
mente para recibir un cuadrado de papel 

, . . , j l u n c o ó una placa de hojalata pintada 
de dos colores que se llama mira. Supongámos ahora que A 
y C sean os dos extremos de una línea recta, marcados por dos 
jalones clavados perfectamente verticales (fig. 118), y que se 

Fig. 117. 

quiere colocar un jalón entre A y C en la alineación determi-
nada por «helios dos puntos. El agrimensor se coloca un poco 
detrás del jalón A, y envía un ayudante que lleva un jalón 
en la dirección AG. .Mediante señales hechas con las manos 

Fig. 118. 

hace variar Ja colocacion del jalón hásto que, mirando en la 
dirección AC, el jalón A cubra simultáneamente los jalones B 
y C, en cuyo caso se está seguro de que los pies de los tres 
jalones están en línea recta. De igual manera se colocan cuan-
tos jalones se desee, bien entre los puntos A y C ó sobre la pro-
longación de la línea AG. 

174 . Medida de longitudes sobre el terreno. Colocándose 
comunmente los jalones de veinte en veinte metros, no hay 
que pensar en el emplo del metro para medir tales distancias; 
se emplea un instrumento llamado cadena de agrimensor. Esta 
(fig. 119) se compone de cincuenta eslabones de hilo grueso de 

Fig. 119. 

hierro, cada uno de los cuales tiene 20 centímetros de longi-
tud, de suerte que la cadena entera tiene la de 10 metros ó un 
decámetro. Estos eslabones están reunidos por anillos de hierro, 
sustituidos de cinco en cinco por anillos de cobre que indican 
los metros: el medio de la cadena esto señalado por un anillo 
de forma particular. Los dos extremos de la misma los forman 
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dos asas tle hierro, cuya magnitud está tomada de los esla-
bones finales. Con la cadena se emplean diez agujas de hierro 

de 50 á 40 centímetros de altura (figura 120), 

Í
que suelen llamarse piquetes. 

Para medir una recta AB (fig. 121) jalonada, 
el operador apoya contra el jalón extremo A y en 
la base, el asa de la cadena; el ayudante, cogida 
la otra con una mano y llevando en la otra las diez 
agujas, marcha en la dirección AB, deteniéndose 
cuando la cadena está bien tendida sobre el suelo. 

F¡g. i2o. Entonces el operador hace que el ayudante cambie 
á derecha ó izquierda, según convenga, hasta que 

la linea trazada en el suelo por la cadena coincida con la ali-
neación AB. Entonces el ayudante clava en el suelo una aguja 
en el extremo de la cadena y dentro del asa final que llevaba 
él cogida. Hecho esto, operador y ayudante se ponen en marcha 
en la dirección AB, llevando la" cadena. Una vez que el agri-* p B 

F i g . 121 . 

mensor llega á la aguja clavada se detiene, apoya contra 
ella la cadena, y hace que el ayudante clave otra aguja, te-
niendo cuidado, como la primera vez, de que la cadena esté 
bien estendida y en la dirección de la recta AB. Becoge luego 
la primera aguja, y así continua hasta <jue el ayudante liava 
llegado al extremo B de la recta. Este apoya contra el jalón 
B el asa de la cadena que deja tendida en el suelo. El agrimen-
sor avanza hasta la última aguja P ; cuenta las que lleva, te-
niendo en cuenta la del punto P y por ellas sabe el núnero 
de decámetros que hay entre A y 1'. Estando la cadena tendida, 
aprecia el agrimensor el número de metros y dobles decíme-
tros que hay en PB, y con el auxilio de un' doble decímetro 
dividido en centímetros puede apreciar la fracción de eslabón 
que queda, si hay alguna, y por tanto puede averiguar la mag-
nitud completa de AB. Supongamos por ejemplo que el núnero 
de agujas clavada sea cinco, y que la línea PB contiene cuatro 

metros, tres eslabones y diez y ocho centímetros; la longitud 
AB valdrá 5 decámetros, 4 me-
tros, 6 decímetros, 18 centíme- ^ g ^ f i * * 9 ^ 

OBSERVACIÓN. Para las peque-
ñas distancias sustituye á la ca- p ^ ^ ^ B ^ t £ J 
dena una cinta de hilo engomada, 
de diez metros de larga, divi- F¡g. 122. 
dida en metros, decímetros y 
centímetros. Esta cinta se enrolla en un carrete y el todo se 
encierra en una caja cilindrica de cuero, cuyo pe-
queño instrumento toma el nombre de ruleta 
(fig. 122). 

17O. Trazado de perpendiculares sobre el 
terreno. El instrumento que se emplea para trazar 
sobre el terreno líneas perpendiculares á otras se 
llama escuadra de agrimensor ó simplemente es-
cuadra. Consiste en una caja cilindrica ó prismática 
de cobre, de ocho á diez centímetros de alta por 
cinco ó seis de diámetro, y cuyo contorno esta hen-
dido por cuatro ventanas verticales que determinan 
dos líneas de visualidad perpendicu-
lares. Tomemos, por ejemplo, una 
escuadra prismática de ocho caras 
(fig, 123). La cara A está hendida en 
su parte inferior por una hendidura 
vertical, muy estrecha, y en su parte 
superior por una ventana rectan-
gular, dividida en sentido de su 
longitud por un hilo muy fino cuya 
dirección coincide con la de la hendi-
dura inferior : la reunión de ' estas 
dos aberturas así dispuestas se Uama 
una pínula : la ventana estrecha se P'g. J24. 

llama ojetillo porque se aplica á ella el ojo, y la abertura 
rectangular se denomina ventana. La cara A' paralela y 

123. 
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opuesta á Ja A presenta una pínula enteramente semejante 
con Ja sola diferencia de que Ja mira está arriba y la ventana 
abajo Si se aplica el ojo al ogetillo de la cara A v se ve el 

0 d c l a v e n t a n a d ( í la cara A', queda así determinada una 
dirección perfectamente definida; y lo mismo sucederá con 
a dirección determinada por la hendidura de la cara A' v el 

hilo de la ventana de la cara A. Las caras B y B' llevan igual-
mente dos pínulas, y el instrumento está construido de modo 
que la linea de visualidad dada por estas otras pínulas sea 
perpendicular á la precedente. 

La caja termina en la parte inferior por un cubo que sirve 
para fijarla sobre un bastón ferrado que se coloca vertiealmente 
en el suelo, cuando se quiere hacer uso de la escuadra 
(íig. 124). 

Expliquemos ahora el uso de este instrumento. Hay dos pro-
blemas que resolver según que se quiera trazar una perpen-
dicular a una recta por un punto tomado en ella, ó por un 
punto exterior á dicha recta. 

1.° Trazar una perpendicular á una recta MN por un 
punto A de esta recta (fig. 125). 

El operador coloca en A el bastón 
de la escuadra y hace girar el instru-
mento hasta que la línea de mira 
determinada por dos pínulas opuestas 

_ pase por el jalón colocado en M. Mira 
después en la direcion perpendicular, 

n . h a c e colocar un jalón en un punto 

®sta dirección : la línea determinada por los jalones A 
y B es la perpendicular pedida. 

Tmzar "na perpendicular á una recta MN por un 
punto A tomado fuera de esta recta (fig. 126). 

El operador coloca la escuadra en un punto 0 de la línea 
m que le parece á simple vista ser el pié de la perpendicular 
Comienza por asegurarse de que el punto 0 esta en la línea 

y a l e f e c l ° g i r a 111 escuadra hasta que á través de dos pí-
nulas opuestas vea el jalón M. Después, á través de las mismas 
pínulas mira en dirección opuesta, y sí el punto 0 está sóbrela 

Fig. 12o. 

O B O' N 
Fig. 126. 

recta, deberá ver el jalón N. Esto hecho, el operador mira en 
la dirección perpendicular, y lo mas fácil 
será (pie la visual no pase por el punto 
A, (pie quedará á derecha ó izquierdí. Se 
trasladará entonces la escuadra liácia donde 
fuere necesario, cuidando de cerciorarse 
en el nuevo punto de que se halla este -
sobre la línea MN. M 

Después de algunos ensayos se lle-
gará á encontrar el pié de la perpendicular en el punto B. 

476. P R O B L E M A . Medir nn polígono (fig. 1 2 7 ) . 

Se colocan jalones en todos Jos vértices del polígono dado 
ABCDEFG, y se jalona sobre el terreno una línea MN, sobre 
la cual se bajan desde todos 
los vértices las perpendiculares 
W , BB', CC', etc. Se mide 
con la cadena la porcion de la 
línea MN comprendida entre 
los piés A' y E' de las perpen-
diculares extremas, teniendo 
cuidado de anotar las distancias 
al punto A' de todos los jalo-
nes B',C' ,D',F' ,G'que marcan los piés de las perpendiculares. 

Se mide además el largo de todas las perpendiculares, con 
lo que se tienen todos los datos necesarios para calcular las 
areas de los triángulos y 
los trapecios, tales como 
AA'Il, AA'B'B, y por con-
siguiente el área del po-
lígono. 

4 7 7 . Medir una por-
cion de terreno limitado 
por una línea curva. Fig. 128. 

Consideremos un terreno limitado en parte par la línea curva 
ABC (fig. 128). 



Se buscan sobre esla curva los puntos P, Q, 1!, S, bastante 
próximos para que el arco de curva comprendido entre dos 
puntos consecutivos difiera poco de la línea recta, que ha de 
juntar los dos puntos, y se sustituye la curva ABC por la 
quebrada APQRSBC. Queda desde entonces la operacion redu-
cida á medir un polígono, como se liizo antes. 

178 . Medir un terreno cuyo interior no es accesible. 
Se rodea el terreno de otro polígono que ordinariamente es 

un rectángulo ó un trapecio y se mide de una parte este polí-
gono, y de otra el terreno comprendido entre el perímetro de 

n t
 1 este polígono y el del ter-

—vN reno dado, hallando des-
Í ¡ / pues la diferencia de las 
y j r dos áreas. Así para medir 
y k el estanque, ABCD.... U 

• (íig. 129) se rodea de 
9 un trapecio rectángulo 

MNl'Q, cuya área se ob-
tendría sin dificultad. Des-

pués, bajando de los puntos ABC.... U perpendiculares sobre 
los lados próximos del trapecio, se miden las porciones de 
terreno comprendidas entre los lados y el borde del e s t a -
que. Se suman estas áreas, y se restm del área del trapecio 
MNPQ y tendremos la superficie del estanque. 

EJEBCICIOS SOBBE EL LIBRO III 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR 

1. Si se junta un punto interior á un paralelogramo con los 
cuatro vértices, los cuatro triángulos formados son tales, que la 
suma de los dos triángulos opuestos es equivalente á la suma 
de los otros dos. 

2. Si se unen dos á dos los puntos medios de los lados de 

Fisr. 129. 

ún cuadrilátero, se forma un paralelogramo que equivale á la 
mitad del cuadrilátero. 

5. Dos cuadriláteros que tienen las diagonales iguales é igual-
mente inclinadas, son equivalentes. 

4. El área de un cuadrilátero cuyas diagonales son perpen-
diculares tiene por medida la mitad del producto de las dia-
gonales. 

5. Si se une un punto P interior á un paralelogramo ABCD 
á todos los vértices, y se considera los tres triángulos que 
tienen su vértice común en el punto P y por bases respectivas 
la diagonal y los dos lados que parten del mismo punto A, el 
primero de estos triángulos es igual á la diferencia de los otros 
dos. ¿Cómoserá menester modificar el enunciado del teorema 
cuando el punto P sea exterior al paralelogramo? 

6. Dado un cuadrilátero, por el punto medio de cada diago-
nal se traza una paralela á la otra diagonal. Estas dos líneas se 
cortan en un punto que se une con los puntos medios de los 

.cuatro lados del cuadrilátero. Estas líneas descomponen el 
cuadrilátero dado en cuatro cuadriláteros equivalentes. 

7. El cuadrado que tiene por lado la diagonal de otro cua-
drado,. tiene un área doble de la de este cuadrado. 

8. Si sobre los tres lados de un triángulo rectángulo se 
construyen triángulos equiláteros, el triángulo equilátero cons-
truido sobre la hipotenusa es equivalente á la suma de los 
otros dos. 

9. Demostrar que el cuadrado construido sobre la suma de 
dos líneas A y B es equivalente á la suma de los cuadrados 
construidos sobre estas dos líneas, mas dos veces el rectángulo 
que tiene una de estas líneas por base y la otra por altura. 

10. Demostrar que el cuadrado construido sobre la diferencia 
de dos líneas A y B es equivalente á la suma de los cuadrados 
construidos sobre estas dos líneas, menos dos veces el rectín-
gulo que tiene una de estas líneas por base y la otra por altura. 

11. Demostrar que la diferencia de los cuadrados construi-
dos sobre dos líneas A y B es equivalente al rectángulo que 
tiene por base la suma A + B y por altura la diferencia 
A ~ B - <- -YrofMB m Wíprn i m 
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12 Dos triángulos que tienen un ángulo igual son entre si 
como' los productos de los lados que comprenden el ángulo 
igual. 

o * 

PROBLEMAS PARA RESOLVER 
1. Calcular el área de un triángulo equilátero cuyo lado es 

a . Aplicación al caso en que a = 5m. 
2 Un trapecio rectángulo tiene un ángulo igual | de recto 

calcular su área : 1 • cuando se dan las «los bases; 2. cuando 
se dan una base y la altura; 3.« cuando se dan una base y la 
longitud del lado oblicuo á esta base. , , , 8 m . 

3 En un trapezio ABCD, la base mayor ABíes igual a i S m . , 
los á n i A y B son iguales los dos á 45»; y os lados no 
L S s son los dos iguales á 7 m. Hallar el area de este 
trapecio y la del triángulo obtenido prolongando los lados no^ 
paralelos Hasta que se encuentran 

4. El mismo problema supomendo que los ángulos A y B 

sean iguales los dos á 60°. 
5 Dos triángulos equiláteros e s t á n colocados uno al lado 

del otro de modo que tienen un vértice común y sus bases en 
linea recta. Se unen los dos vértices y se obtiene un c u a d r a -
tero, cuya área se pide, sabiendo que los lados de los dos tn-
ángúlos equiláteros tienen las longitudes respectivamente 
iguales á a y á b. - Aplicación al caso en que a=i m. y 
b ~6"Hal la r el área de un polígono circunscrito á un círculo 
de 54 m. de radio y cuyo perímetro es igual a 4d2 m 

7 Se construyen cuadrados sobre los tres lados de un tri-
ángulo rectángulo; se unen dos á dos los vértices próximos de 
estos tres cuadrados. Se obüene así un exágono cuya area 

S< 8 . e S S v S ° u n ' triángulo en partes equivalentes por líneasj 
que emanan de un mismo vértice. . 

9. Dividir un trapecio en partes equivalentes por lineas que 

encuentren las dos bases. 

10. De entre todos los triángulos que pueden construirse 
con dos lados dados, ¿ó cual esel mayor? 

11. De todos los triángulos inscritos en un mismo círculo y 
teniendo una misma base, ¿cuál es el mayor? 

12. ¿Cuál es el mayor de todos los triángulos inscritos en 
un mismo círculo, teniendo un vértice común? 

15. De entre todos los rectángulos que pueden inscribirse 
en un mismo círculo, ¿cuál es el mayor? 

14. Con diagonales de longitud dada pueden construirse 
una infinidad de cuadriláteros : ¿bajo que ángulo deben estas 
diagonales cortarse para que las áreas de estos cuadriláteros 
sean lo mayor posible? 

15. Dos campos están separados por una línea quebrada: 
se pide sustituir esta línea de separación por una línea recta, 
de modo que la superficie de las dos parcelas de tierra rio 
cambie 
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LAS FIGURAS SEMEJANTES 

§ XIV. Líneas proporcionales. 

1 7 9 . L B M A . Sobre una recta AB existen dos puntos tales 
que la relación de sus distancias á dos puntos dados A y B 

es igual á una relación 
dada; y no hay mas que 

•A -j¡—ü \r~ dos, uno colocado sobre la 
recta AB y el otro en su 

Fig- l3°- prolongacion (fig. 150.) 
Para aclarar las ideas, supongamos que la relación de las 

distancias del punto buscado á los puntos A y B sea igual á ji-
paríamos la linea AB en 5 -f 2 ó en 7 partes iguales y tomemos 
5 de estas partes desde el punto A, y tendremos asi un punto 
M tal que 

MA 5 . 
MB 2 ' 

y si el punto M cambia de lugar entre A y B, la relación 

MA cambiará, porque uno de los términos de esta relación 

aumentará mientras que el otro disminuirá. El punto M es pues 
el único que divide AB proporcionalmente á los números 5 y 2. 

Busquemos ahora un punto sobre la prolongacion de AB; 
dicho punto debiendo estar mas alejado del punto A que del B. 
no puede hallarse mas (pie sobre la prolongacion de AB, mas 
allá del punto B. Para obtenerlo dividamos AB en 5 — 2 ó en 
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tres partes iguales y tomamos á partir del punto A, 5 de 
estas partes, con lo cual obtenemos un punto P tal que 

PA 
PB 

5 
Y 

Si el punto P varía sobre la prolongacion de AB, la relación 

variará, porque los dos términos de ella aumentarán ó 

disminuirán en una misma cantidad, y es sabido que una 
fracción cambia de valor cuando se le añade ó quita á ambos 
términos una misma cantidad. 

También puede hacerse ver de la manera siguiente : tenemos 
evidentemente 

PA PB-hAB 
PB PB 

AB 
P B ' 

Si el punto P cambia de posición en la prolongacion de AB, 

la relación ^ cuyo numerador es fijo y el denominador va-

riable, variará; y lo mismo tendrá lugar por consiguiente con 

la relación — . El punto P es pues el único de los situados en la 

prolongacion de AB cuya relación de sus distancias á los puntos 
5 
2" 

5 
A vJLes igual á ~r 

TEOREMA. Una paralela á un lado de un triángulo 
determina en los otros (los lados segmen-

: proporcionales. 
Sea DE paralela al lado BC del triángulo 

ABC (fig. 451) y decimos que hay : 

AD AE 
DB EC' 

Suponemos que las líneas AD y DB tie- F|s- 131-
nen una medida común, contenida 5 veces, por ejemplo, en 
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AD, y dos veces en DB; la relación ^ será en este caso igual á 

Por los puntos de división de AB, trazamos paralelas á BC, 

que dividirán á AG en segmentos iguales entre sí. Tomemos, 
con efecto, los segmentos AG y El; trazemosEK paralela á AB, 
en cuyo caso las líneas EK y DM son iguales como lados opuestos 
de un paralelógramo : Dll—AF por construcción, y por tanto 
E K = A F . Además los triángulos AFG, EK1 tienen el lado 
A F = E K , el ángulo AFG = EKI por tener los lados paralelos 
y dirigidos en un mismo sentido (82), el ángulo FAG=KEl 
como correspondientes, luego son iguales, y el segmento 
AG=EI . Lo mismo podria demostrarse la igualdad de los demás 
segmentos de la línea AG. Besulta en fin que AE contiene 3 de 

estas partes y EG contiene 2 ; luego la relación ^ = ^ ; luego 

• , , AD es igual a JR -̂ Q. E. L. D. 
DU 

Demostrado el teorema para el caso en que las dos líneas AD 
y DB tengan una medida común, por pequeña que sea, es 
también cierto para el caso en que sean incomensurables. 

181 . COROLARIO I. Si en la proporcion 

AD AE 
D B ~ E C 

se cambian de lugar los medios, resultará esta otra: 

AD DB 
AE EG' 

De esta se deduce por una propiedad conocida de las rela-
ciones ¡guales 

Al) 1)1! AP-hPIi 
AE EG AE-t-EC' 

AD DB AB 
AE EG AG'* 

igualdad de relaciones que puede enunciarse así : 
Ojiando se cortan dos lados de un triángulo por una pa-

ralela al tercero, la relación de los dos primeros lados es 
igual á la relación de los segmentos comprendidos entre el 
vértice y la secante, y á la relación de los segmentos com-
prendidos entre la secante y el tercer lado. 

OBSERVACIÓN. El teorema y el corolario precedentes son ver-
dad también, cuando la secante en vez de cortar los lados 
mismos del triángulo, corta su prolongación, y se demuestran 
del mismo modo. 

1 8 2 . COROLARIO II. Las paralelas interceptan en dos 
rectas AC, 1)F segmentos proporcio' 
nales (fig. 152.) 

Sean AD, BE, CF, tres paralelas que 
cortan las rectas AC y DF, y decimos 
que resulta 

A B 

DE! 
BC 

:EF' Fig 132. 

En efecto : por el punto I) trazamos DH paralela á AC, y 
tendremos (181) 

DG GH. 
DE EF' 

y como DG=AB, G1I=BC (72), luego 

AB BC 
m=w E-L-D-

LAS FIGURAS SEMEJANTES, 

y reemplazando AD-f-DB por AB, y A E + E C por AC, 

1 0 5 . T E O R E M A . Becíprocamente, si una línea DE divide 
dos lados de un triángulo en segmentos proporcionales, es 
paralela al tercer lado. (fig. 155.) 



Suponemos que la línea I)E divide los lados AB y AC en 
segmentos proporcionales, de 
manera que resulte 

AD 
DB 

AE 
" E C 

Fig. 155. 
y decimos que en este caso DE 
es paralela á BC. En efecto, si 

por el punto D trazamos una paralela á BC, esta paralela divide 
el lado AC en segmentos proporcionales á Al) y BB ( 1 8 0 ) ; mas 
el punto E es el único que divide AC en la relación de AD á DB 
( 1 7 9 ) , y por tanto la paralela trazada pasa por el punto E. 
Y . E . L . D . 

^ x v . — Polígonos semejantes. — Condiciones para la semejanza. 

1 8 4 . D E F I N I C I O N E S . D O S polígonos son semejantes cuando 
tienen los ángulos iguales uno á uno y los lados homólogos 
proporcionales. Se llaman lados homólogos de dos polígonos 
semejantes los que son adyacentes de una y otra parte á los án-
gulos iguales. En dos triángulos semejantes los lados homólogos 
son opuestos á los ángulos iguales. Llámanse vértices homólo-
gos de dos polígonos semejantes los vértices de los ángulos igua-
Fés ; y diagonales homologas, las que unen vértices homólogos. 

1 8 5 . T E O R E M A . Toda paralela D E á uno de los lados de un 
triángulo ABC determina un nuevo tri-
ángulo semejante al primero (fig. 154.) 

En efecto : desde luego resulta que 
los dos triángulos ABC, AÍ)E son equián-
gulos porque tienen el ángulo A común 
y los otros iguales respectivamente como 
correspondientes. 

Los lados homólogos son proporcionales : en efecto, tenemos 
la proporcion (181) ^ ^ • 

A E = A C 

de la que resulta: 

A P - A E . 

A B J - A C ' L 1 J 

trazamos luego EF paralela á AB, y tendremos ( 1 8 1 ) 

AE AC . AE BF 
BF BC ° AC BC' 

y como BF = DE (72) , tenemos : 

A _ E
= E . m 

AC BC L - J 

Las proporciones [1] v [2] tienen una relación común —> 
A C 

luego las tres relaciones son iguales, y resulta : 

AD AE DE 
AB AC BC' 

lo que demuestra que los dos triángulos ADE, ABC tienen los 
lados proporcionales, y como son equiángulos, son semejantes. 
O . E . L . D . 

1 8 6 . C O R O L A R I O . En un trapecio la línea que junta los 
puntos medios de los lados no paralelos, es paralela á las 
bases é igual á su semi-suma. 

Volvamos sobre la figura que sirvió para hallar el área del 
trapecio (fig. 155) ; junte-
mos los puntos medios F y i> r 

C de los lados no paralelos / _ Y 
BC y AI); el punto F es al 0 

mismo tiempo también el ¿ - 1 — 
medio de la linea DE puesto 
que los dos triángulos BEF, 
CI)F son iguales. La línea GF divide, pues, en dos partes 
iguales los lados DA y DE del triángulo DAE ( 1 8 5 ) . Por 
consecuencia los triángulos DGF, DAE son semejantes (18O) y 
sus lados homólogos proporcionales; DG es la mitad de DA ; 

u 
Fi». 155. 
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luego GF es la mitad de AE, es dee.r, que GF es igual á la 
semisuma de las bases. Q. E. L. D. 

¿ L i t a inmedia tamente de aquí que el área del trapecio 
tiene por medida el producto de su altura por la Unea que 
júnta los puntos medios de los lados no paralelos ( 1 6 4 ) . 

1 8 7 . T E O R E M A . DOS triángulos ABC, A'BV que tienen los 
ángulos ¡guales uno á uno, son semejantes (fig. 

* v Suponemos que A = A , 
A B = B', C = C ' ; toma-

mos sobre AB una longi-
tud AB — A'B' y traza-
mos BE paralela á BC; y 

' el triángulo ABE es se-
mejante á ABC ( 1 8 5 ) . 

Decimos además que 
este mismo triángulo ADE es igual al triángulo A'B'C'; porque 
efectivamente tienen el lado AD = A'B' por construcción ; e 
ángulo A igual al A' por la hipótesis, y por ultimo ABE igual 
al ángulo B\ porque los dos lo son al ángulo B. Los dos tri-
ángulos ABE, A'B'C' son pues iguales (51); y por consiguiente 
el triángulo A'B'C' es semejante al ABC. o. E. L D. 

OBSERVACIÓN. Basta que los dos triángulos, ABC, A B <• ten-
gan dos ángulos iguales para ser semejantes, porque si los 
tienen, son equiángulos (67) y son por tanto semejantes. 

1 8 8 . T E O R E M A . Dos triángulos ABC, A'B'C' que tienen un 
ángulo igual compren-
dido entre lados propor-
cionales, son semejantes 
(fig- 157). 

Tenemos por hipótesis 

, [1J 

Tomemos sobre AB una longitud AD = A'B' y trazamos DE 
paralela á BC. El triángulo ADE es semejante á ABG (18o) . 
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Por consecuencia tendremos : 

AB 
AJ) 

AG 
" A E ; 

las proporciones [1] y [2] tienen los tres primeros términos 
iguales, puesto que AD = A'B'; luego AE = A'C', de donde 
resulta que los triángulos ADE, A'B'C' tienen el ángulo 
A = A' por hipótesis, AD = A'jR'por construcción, y A E = A ' C ' 
por lo demostrado; luego son iguales (52), y por ello A'B'C'es 
semejante á ABC. 

189 . Dos triángulos, ABC, A'B'C', que tienen los lados 
proporcionales, son se-
mejantes (fig. 158). 

Suponemos que hay lo 
sumiente 

Fig. 158. A'B' A'C' B ' C 

Tomamos sobre AB una longitud AD — A'B'; trazamos una 
paralela DE á BC y el triángulo ABE es semejante á ABG 
( 1 8 5 ) . Por tanto 

A B _ A C _ B C 
AD AE DE W 

Comparando las igualdades de las relaciones [1J y [2], 
teniendo en cuenta que AD = A'B', se deduce 

AE = A'C'; BE = B'C'; 

los triángulos ADE, A'B'C' tienen, pues, los tres lados iguales, 
luego son iguales y A'B'C' es semejante á ABC. 

1 9 0 . T E O R E M A . DOS triángulos que tienen los lados para-
lelos ó perpendiculares son semejantes. 

Estos triángulos tienen, según lo dicho, los ángulos iguales 
ó suplementarios respectivamente (62 y 65) . Designemos con 



A, B, C, A', B', C , los ángulos de los dos triángulos. No 
puede suceder al mismo tiempo : 

A + A ' = 2 rectos; B-h-B' = 2 rectos; C + C'== 2 rectos, 

porque la suma de los seis ángulos seria igual á 6 rectos, lo 
cual es imposible ( 6 3 ) ; tampoco puede ocurrir que: 

A = A' ; B -+- B = 2rectos; C - h C ' = 2rectos, 

porque, aun en este caso, la suma de los seis ángulos seria 
mayor (pie cuatro rectos, cosa imposible también. Será nece-
sario que suceda que : 

A = A' ; B = B ' ; C = Í ; 

pero en este caso los triángulos son equiángulos y por esta 
razón semejantes ( 1 8 7 ) . 

1 9 1 . T E O R E M A . Dos polígonos ABC D E , A'B'C'D'E' com-
puestos de un mismo número de triángulos semejantes 

y semejantemente colo-
cados , son semejantes 
( f , g . 159). 

En efecto : decimos en 
primer lugar que los dos 
polígonos tienen los ángu-
los iguales uno á uno. 

159 
Los ángulos B y B' son 

iguales como ángulos homólogos de dos triángulos semejantes 
ABC, A'B'C'; los ángulos E y E' son iguales por la misma 
razón. Los ángulos BCD, B'C'D' son iguales como com-
puestos uno y otro de dos ángulos iguales uno á uno, el án-
gulo BCA = B'C'A' á causa de la semejanza de los triángulos 
ABC, A'B'C', y el ángulo ACD igual al ángulo A'C'D' á causa 
de la semejanza de los triángulos ACD, A'C'D'; los dos ángulos 
CDE, C'D'E' son iguales por una razón análoga. En fin los án-
gulos BAE, B'A'E' compuestos de un mismo número de án-
gulos iguales uno á uno son también iguales; luego los dos 
polígonos son equiángulos. 

En segundo lugar decimos que los dos polígonos tienen los 
lados homológos proporcionales. En efecto : la semejanza de 
los triángulos ABC y A'B'C', ACD y A'C'D', ADE y A W dan 
last: igualdades de las relaciones siguientes : 

AB BC AC 
A'B' ~ B ' C ' : A'C'' 
AC CD AD 

A'C C'D' — A'D'' 
AD DE EA 

A'D' ~ D ' E ' : — E ' A ' ' 

de donde se deduce, á causa de las relaciones comunes, 

AB 
A'B'' 

BC 
B'C' 

CD 
C'D' : 

® ! L 
D'E' : 

EA 
E'A'' 

igualdades que demuestran la proporcionalidad de los lados ho-
mólogos. 

Los polígonos son, pues, equiángulos y tienen los lados pro-
porcionales y por tanto son semejantes. Q. E. L. D. 

1 9 2 . T E O R E M A . Becíprocamente, dos polígonos seme-
jantes ABCDE, A'B'C'D'E' pueden ser descompuestos en un 
mismo número de trián-
gulos semejantes y se-
mejantemente dispuestos 
( f i g . 140). 

Por los vértices homó-
logos A y A' se trazan to-
das las diagonales posi-
bles en los dos polígonos, 
las cuales descomponen 
cada uno de ellos en tantos triángulos como lados hay menos 
dos. El número de los triángulos es el mismo en cada polí-
gono y decimos que son semejantes uno á uno. 

Tomemos primeramente los dos triángulos ABC, A'B'C'. 
Tienen el ángulo B igual al ángulo B', como ángulos homó-

A I 
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Iqgos de dos polígonos semejantes. La semejanza de estos da" 
además la proporción : 

AB BC • 
A'B' B 'C ' 

luego los dos triángulos ABC, A'B'C' tienen un ángulo igual 
comprendido entre lados proporcionales, y por consecuencia 
son semejantes (188). 

Besulta de lo dicho que el ángulo BCA es igual á B'C'A', y 
- como el ángulo BCI) es igual al B'CD' en virtud de la hipó-
tesis, el ángulo ACI), diferencia de los BCI) y BCA, es igual al 
ángulo A'C'D', diferencia de los ángulos B'C'D' y B'C'A'. La 
semejanza de los dos triángulos ABC, A'B'C da la proporción 

BC _ CA 
B ' C ' - C A ' ; 

y la de los dos polígonos origina la de 

BC CP 
B ' C ' - C D ' : 

deduciéndose de la comparación de estas dos proporciones : 

CA _ CP 
C'A' CD' ; 

luego los dos triángulos ACD, A'C'D' tienen un ángulo igual 
comprendido entre lados proporcionales, y por tanto son seme-
jantes. 

De igual modo, podría demostrarse la semejanza de los de-
mias triángulos. 

1 9 5 . T E O R E M A . La relación de los perímetros de dos polí-
gonos semejantes ABCDE, A'B'C'D'E' es igual á la relación de 
dos lados homólogos (fig. 140). 

Tenemos por hipótesis : 

AB _ BC CP DÊ  EA 
A'B' B'C C'D' D'E' E'A'' 

LAS FIGURAS SEMEJANTES. 111 

de donde se deduce inmediatamente por una propiedad sabida 
de las relaciones iguales : 

ABH-BC+CD-hÜE-i-EA AB 
A'B' -+- B'C - h C 'D'+D'E ' - f - E ' A ' - A'B' Q. E . L . D . 

Es además fácil darse razón de la exactitud de este teorema 
mediante la siguientes sencillas consideraciones : supongamos, 
para concretar las ideas, que la relación de dos lados íiomó-

5 
logos de los dos polígonos sea igual á Esto quiere decir que 

g 
cada lado del primer polígono vale g del lado homólogo del otro 

polígono, y por consecuencia el perímetro del primero vale 
5" 

también g del perímetro del segundo, que era cabalmente lo 

que era preciso demostrar. -

§ XVI. Relaciones en t re la perpendicular bajada desde el vértice del án-
gulo recto de un triángulo rectángulo sobre la hipotenusa, los segmentos 
de la hipotenusa, la hipotenusa misma y los lados del ángulo recto. 

1 9 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llama proyección de un punto sobre 
una recta el pié de la perpendicular bajada desde dicho punto 
sobre la recta. 

Se llama proyección de una recta AB sobre una recta CD la 
pprcion A'B' de esta última recta com-
prendida entre las proyecciones A' y B' 
de los dos extremos de AB (fig. 141). 

Becordemos que cuando los dos me-
dios de una proporcion son iguales, 
cada uno de ellos se llama medio pro-
porcional entre los dos extremos. 
También importa tener presente que 
esta definición equivale á decir (pie la media proporcional 
entre dos números es un tercer número cuyo cuadrado es igual 

,al producto de los dos primeros. As! la media proporcional • 

8WretS®M» K lío"' 
L Ü L I O T K A U H W E R S I U Í U * 

" A L F O N S O R E Y E S " 

A' B' 

Fig. 141. 
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entre 2 y 18 es 6 , porque el cuadrado de 6 es igual al pro-
ducto 2 x 1 8 (v. la Aritmética). 

1 9 O . T E O R E M A . Si desde el vértice A del ángulo recto de ' 
un triángulo rectángulo ABC se baja una perpendicular 
sobre la hipotenusa: 

1.» Cada lado del ángulo recto es medio proporcional 
entre la hipotenusa entera y su pro-

N yeccion sobre la hipotenusa; 
\ 2.° La perpendicular es media 

• proporcional entre los segmentos de 
^fejl la hipotenusa (fig. 142). 

1.° Los dos triángulos ABC, ABD 
son rectángulos y tienen el ángulo B 

común, luego son semejantes ( 1 8 7 ) . Escribiendo ahora la ; 
proporcionalidad de los lados homólogos de dichos triángulos, 
tendremos : 

= ^ ó A B S = B C X B D ; 
AB BD 

lo cual prueba que el lado AB del ángulo recto es medio pro- ; 

porcional entre la hipotenusa entera BC y la proyección BB de j 
dicho lado sobre la hipotenusa. Comparando del mismo modo 
los triángulos semejantes ABC, DAC hallaríamos igualmente 

Á C 2 = B C x C D 

2.° Los dos triángulos ABI), CAI) equiángulos con relación 
al triángulo ACB son equiángulos entre sí, y por tanto seme-1 
jantes, de lo que resulta la proporcion 

ó A D s = B D x C D ; 
Al) CD 

que muestra que la perpendicular AB es media proporcional 
entre los segmentos BD y CD de la hipotenusa. 

1 9 6 . C O R O L A R I O I. Uniendo un punto cualquiera A de ÜFIÍA 

AB BD 
ACS CD' 

1 9 8 . T E O R E M A . El cuadrado déla hipotenusa de un trián-
gulo rectángulo es igual á la suma de los cuadrados de los 
lados del ángulo recto (fig. 145). 

Tenemos ( 1 9 5 , 1 , ) _ • 

A f = B C x B D m m n u m w m á 
AC'—BCXCD; * m ^ ^ 

* * ? « 5 i sumando se obtiente: 
«Tí UB 

AB5 - h A G ! = B C X (BD -H CD)=BC X BC=BC". Q. E. L. n 
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semicircunferencia con los dos extremos del diámetro BC 
(fig. 142) se forma un triángulo rectángulo (114) y en virtud 
del teorema precedente resultará : 

1.° Toda cuerda de un círculo es media proporcional 
entre el diámetro que pasa por su extremo y su proyección 
sobre el diámetro; 

2.° La perpendicular bajada desde un punto cualquiera 
de la circunferencia sobre un diámetro, es media propor-
cional entre los dos segmentos del diámetro. 

1 9 7 . COROLARIO I I . Los' cuadrados 
ángulo recto de un triángulo rec-
tángulo son proporcionales á las 
proyecciones de estos lados sobre la 
hipotenusa. 

Tenemos (fig. 142) 

de los dos lados del 

A B 2 = B C X B D , 
A C 2 = B C X C D . 

Dividiendo miembro á miembro estas dos igualdades y obser-
vando que BC, factor común á los dos términos puede desa-
parecer, resultará 

Fig. 1 « . 



OBSERVACIÓN. Este teorema no difiere en el fondo del que se 
lia demostrado en el n° 1 6 8 . 

1 9 9 . APLICACIONES. Los teoremas desde los N O S 1 9 O y 1 9 8 

establecen relaciones entre los tres lados de un triángulo rec-
tángulo, la perpendicular bajada desde el vértice del ángulo 
recto sobre la hipotenusa y los dos segmentos de esta, las cua-
les son seis cantidades entre todas. Dadas dos de estas cantida-
des se puede, con auxilio de estas relaciones, calcular las cuatro 
restantes. De aquí nueve problemas distintos sobre el triángulo 
rectángulo, cuya solucion se deduce de los teoremas prece-
dentes ; he aquí algunas de esta soluciones. 

I. Los dos lados de un triángulo rectángulo son iguales, el 
primero á 21 metros y el segundo á 28. Se desea saber cuál 
será la hipotenusa, los dos segmentos y la perpendicular. 

La hipotenusa se obtiene como lo liemos explicado ya (170) 
reuniendo los cuadrados de los dos lados y extrayendo la raiz 
cuadrada de esta suma, de este modo : 

V 2 I m ^ = / 1 2 2 5 = = o 5 m e t r o s . 

Los segmentos de la hipotenusa se calculan mediante la pro-
piedad del n° 19O, LU; del cual se deduce en efecto que : 

BD=I= ®=§r> 
cuyas expresiones en números serian : 

9 1 I 4 4 1 
B D = i - = i r = 1 2 " - 6 0 ; 
C D » M f e . , 4 0 . •¿>5 oo 

Por último la perpendicular AD se obtiene aplicando la 
segunda parte del mismo teorema 

AD2=BDxCD 

A D 2 = 1 2 , 6 x 2 2 , 4 = 2 8 2 , 2 4 , 
de donde 

A D = \ / 2 8 2 , 2 4 = 16™ 

Se ludia, sin embargo AD más rápidamente teniendo en 
cuenta que : 

BCxAD=ABxAC 

porque estos dos productos representan, uno y otro el doble 
del área del triángulo, y de ello se deduce «pie 

, n A B x A C 2 1 x 2 8 588 0 A D — — § 1 — S = = — f ¡ — — — = 1 6 m , 8 . 
BC do DD ' 

II. La hipotenusa de un triángulo rectángulo tiene una lon-
gitud de 15 metros, y uno de los lados del ángulo recto es 
igual á 5, y se desea saber cual será el otro lado del ángulo 
recto, los segmentos de la hipotenusa y la perpendicular. 

Este problema se reduce iiunediatemente al anterior, calcu-
lando el otro lado del ángulo recto, cosa que ya sabemos hacer 
(170) y que es igual dicho lado á : 

S / 1 5 2 — 5 2 = 1 2 metros. 

Pero pueden calcularse primeramente los dos segmentos de 
la hipotenusa, y el que de estos constituye la proyección del 
lado dado se obtiene fácilmente mediante la fórmula 

con un milímetro de aproximación. 
El otro segmento se obtiene por diferencia, y será igual á 

25m 1 A im 
1 5 m — p í - = l l a , , 0 7 7 , 

I D l o 

con un milímetro de diferencia. 



La perpendicular se obtiene tomando la media proporcional 
entre los dos segmentos, lo cual da : 

m 144 60» 
VT3 X -T5=T3-= 4 m ' 6 1 5 ' 

con un milímetro de aproximación. 
Finalmente el segundo lado del ángulo recto se halla cal-

culando la media proporcional entre la hipotenusa y el se-
gundo segmento, lo cual da 

y j 1 5 x ^ = ^ 1 4 4 = 12 metros. 

III. Los segmentos de la hipotenusa de un triángulo rectán : 

guio son iguales á 16m,15 el primero, y á 25°>,60 el segundo, 
y se trata de calcular los lados' del triángulo y la perpen-
dicular. 

La liipotenusa es igual á la suma de los dos segmentos, es 
decir á * 

16m,15 + 2 5 » , 6 0 = 4 1 m , 7 5 . 
Los lados del ángulo recto se obtienen por las medias pro-

porcionales, y el priméro es igual á 

\ ¡ 4 1 , 7 5 x 16,15 = V 674 ,2625=25 m , 775 , 

con un milímetro de aproximación. El segundo será igual á 

\ J M , 7 5 X 2 5 , 6 0 = \ / 1 0 6 8 , 8 0 = 5 2 " » , 695, 

con un milímetro de aproximación. 
L'ltimmamente la perpendicular es media proporcional entre 

los dos segmentos, y su valor será por tanto : 

V / 1 6 , 1 5 x 2 5 , 6 0 = \ / 4 i 5 , 4 4 = 2 0 m , 5 5 5 , 

con un milímetro de diferencia. 
IV. Se nos da la perpendicular A D = 1 8 metros y el seg-

mento B D = 5 metros y se trata de calcular el otro seg-
mento y los lados del triángulo rectángulo. 

De la igualdad 

residía, 
I Í T = B D X C D 

L D —BD - 5 " 5 — 0 4 

La hipotenusa será igual á 

5 m + 6 4 m , 8 = 6 9 m , 8 . 

Los lados del ángulo recto pueden calcularse mediante el 
teorema del n.° 19O ó bien aplicando el teorema 1 9 8 á los 
triángulos rectángulos ABD, ACD. Empleando el primer pro-
cedimiento tendremos : 

AB=y/BGxBD=y/09,8x5 =18™,681, 
AC=V BCxCD=V 69,8 x 64,8=67™,254, 

con un milímetro de diferencia. 

§. XVII. Teorema relativo al cuadrado del número que espresa 1? longitud 
del lado de un triángulo opuesto á un ángulo agudo ú obtuso. 

2 0 0 . T E O R E M A . El cuadrado del lado de un triángulo 
opuesto á un ángulo agudo A es igual á 
la suma de los cuadrados de los otros 
dos lados, menos dos veces el producto 
del uno de estos lados por la proyección 
del otro sobre el primero (fig. 114.) 

Desde el vértice B bajamos la perpen-
dicular BD sobre el lado AC. En el tri-
ángulo rectángulo BCD tenemos (198): 

B C f e B D ^ + D C 4 ; 

en el triángulo rectángulo ABD, tenemos igualmente : 

BD S +AD S =AB ! ; 



además, observando la figura, resulta que DC=AC—AI), v 
elevando los mienbros de esta igualdad al cuadrado1 tenemos 
que 

TlC"=AC2-bAD2—2 AC X AD. 

Si ahora sumamos las igualdades [1], [2], [5], y hacemos 
las reducciones consiguientes resultará al fin que : 

B C 2 = A B 2 + A C " — 2 AC X AI). Q . E . L . D . 

2 0 1 . T E O R E M A . En un triángulo obtnsanguloÁRC el cua-
drado del lado opuesto al ángulo obtuso 
A es igual á la suma de los cuadrados de 
los otros lados, mas dos veces el producto 
del uno de estos lados por la proyección 
del otro sobre el primero (fig. 145.) 

Desde el punto B bajamos la perpen-
dicular BD sobre el lado opuesto; en cuyo 
caso el triángulo rectángulo BCD nos da 
( 1 9 8 ) : 

Fi". 145. 

BC2=BD !-t-CD s ; 

el triángulo rectángulo ABD nos da igualmente 

BÌT- ) -AÌ r=AÌ? ; 

M 

[2] 

tenemos además en la figura que C D = A C + A D , y elevando al 
cuadrado' los miembros de esta igualdad resulta 

CD = A C s - f - A D s + 2 A C x A D ; P I 

\ . Suponemos conocida ta composicion del cuadrado de la suma ó ele la 
dilerencia de dos números. Demuéstrase en Aritmética y en Algebra que el 
cuadrado de la suma de dos números es igual á la suma de los cua-
drados de estos dos números, mas el doble producto del primero por 
el segundo; y que el cuadrado de la diferencia de dos números es 
igual á la suma de los aladrados de estos números menos el doble 
jn-oducto de uno por otro. 
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sumando ahora las igualdades [1], [2] y [5], tendremos por fin 

B C 2 = A B ' + A C 2 - 1 - 2 A C X A D . Q. E. L. D. 

2 0 2 . C O R O L A R I O . Un ángulo de un triángulo es agudo, 
recto á obtuso, según que el cuadrado del lado opuesto á 
este ángulo sea inferior, igual ó superior á la suma de los 
cuadrados de los otros lados. 

Esto resulta inmediatamente, teniendo al mismo tiempo 
presente los teoremas de los números 1 9 8 , 2 0 0 y 2 0 1 . 

2 0 3 . A P L I C A C I Ó N . L O S teoremas precedentes permiten la 
resolución de la cuestión siguiente. 

Dados los tres lados de un triángulo hallar la altura que 
cae sobre uno de los lados y la superficie de este triángulo. 

Supongamos que se desea calcular la altura BD (fig. 144 
y 145). Se buscará en primer lugar la proyección AD del 
lado AB sobre el lado AC. Si el ángulo A es agudo, tendremos 
(200) 

B C ! = A B S + A C ! — 2 A C X A B ; 

de donde fácilmente se deduce : 

A B S + - A C S — B C 2 

A l ) = - 2AC 

si el ángulo A fuese obtuso, tendríamos (201) 

A D = 
BC2—AB2—AC2 

2xVC 

Conociendo AD se obtendrá BD en el triángulo rectángulo ABB 
por la fórmula 

B D = \ / A B 2 - A D 2 . 

Despues, se calcula fácilmente la superficie multiplicando 
AC por BD y tomando la mitad del producto. 
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E J E M P L O . S e n o s d a : 

A B = 2 5 m , 
B C = 4 1 m , 
A C = 5 2 m ; 

y se desea calcular la altura BD y la superficie. 
Formamos para ello los cuadrados de los tres lados, que serán 

A B 2 = 6 2 5 , 
1 5 ? = 1 6 8 1 , 
AG S =1024. 

8¡Cl es mayor que AB*4-AG*=1049; luego el ángulo A es 
obtuso y tendremos 

. n BC2—AB2—AC2 32 . „ 
A I ) = 2AC = 6 4 = ^ 

De esto se deduce que 

B D = V A B 2 — A D s = \ / 6 2 4 , 7 5 = 2 4 » , 9 9 5 , 

con un milímetro de diferencia. Finalmente, la superficie será : 

| A G x B D = 1 6 x 2 4 , 9 9 5 = 5 9 9 m c , 9 2 , 

con un decímetro cuadrado de diferencia. 

§ XYIII. Teorema relat ivo á las secantes de u n círculo q u e proceden 
d e u n mismo punto . 

2 0 4 . T E O R E M A . Si desde un punto tomado en el plano de 
un círculo se le trazan secantes, el producto de las distan-
cias desde el punto á los otros dos puntos en que las se-
cantes cortan cada cual la circunferencia es el mismo para 
todas las secantes. 

Hay que distinguir dos casos : 
1 E l punto dado P se halla en el interior de la circunfe-

rencia (fig. 146). Trazamos por este punto dos secantes cuales-
quiera, BPA, DPG, y unimos los puntos 
Cy B, A y D. Los dos triángulos GPB, APD 
tienen el ángulo D = B , como inscristosen 
el mismo segmento ( 1 1 6 ) , el ángulo C = A , 
por la misma razón; luego son semejantes 
(187), y resulta la siguiente proporcion: 

PB PG j i j = j T ^ ó P B X P A = P C X P D . Q. E. L. D. 

2.° El punto P es exterior á l a circunferencia (fig. 147). 
Desde dicho punto se trazan dos secantes cualesquiera PBA. 
PDG, y se unen BC y AD. Los triángulos 
PAD, PCB tienen el ángulo P común y el 
ángulo A = C como inscritos en el mismo 

-segmento (116) y por consiguiente son 
semejantes (187), y dan la proporcion si-
guiente : 

Ó P A > < P B = P C x P D . Q . E . L . D . 

A 
2 0 5 . COROLARIO. Si desde un punto P Flg ' U l ' 

tomado fuera de un círculo se le fraza una tangente y una 
secante, la tangente es media proporcional entre la secante 
entera y su parte exterior (fig. 147). 

Sea PBA la secante y PE la tangente; tracemos por el 
punto P otra secante PDC, y resultará, pues : 

P D x P C = P A x P B . 

Si consideramos ahora que la secante PDC gira sobre el 
punto P aproximándose á PE, los puntos D y G tienden á con-
fundirse en uno solo, en el punto E, y entonces la relación 
precedente se convierte en esta otra: 

P E 5 = P A X P B . Q. E. L. D. 



§ XIX. Problemas : dividir una recta dada en partes iguales, en partes 
proporcionales á longitudes dadas. — Hallar una cuarta proporcional á 
tres líneas dadas, y una media proporcional á dos líneas dadas. — Cons- . 
t ruir sobre una recta dada un polígono semejante á un polígono dado. 

2 0 6 . P R O B L E M A . Dividir tina recta en un cierto nú-
mero de partes iguales. 

Propongámonos, por ejemplo, dividir la recta AB (fig. 148) 
en cinco partes iguales. Por uno de los extremos A de la recta 

dada trazamos una línea cualquiera in-
definida AG, sobre la cual tomamos, á 
partir del punto A y una tras otra, 
cinco longitudes AC, CI>, DE, EF, FG 
iguales entre sí. Despues unimos BG, 
y por los puntos C, D, E, y F trazamos 
paralelas á BG. Dichas líneas dividen á 
AB en cinco partes iguales; porque 

resulta en efecto, de la demostración del teorema del n° 1 8 0 
que, cuando un lado AG de un triángulo se divide en partes 

iguales, las paralelas al lado BG, 

mi 1 trazadas por los puntos de división, 
dividen al otro lado AB en un mis-
mo número de partes iguales. 

Fig. 148. 

n t-
p i -

2 0 7 . Dividir una recta dada AB 
en partes proporcionales á las lon-
gitudes dadas M, N, P (fig. 149). 

Por el punto A se traza una recta 
indefinida cualquiera, sobre la cual 
tomamos á continuación una de otra 
tres longitudes AC, CD, DE respecti-
vamente iguales á las líneas M,'N, P. 
Unimos BE y por los puntos C y D 
trazamos paralelas á BE, cuyas lí-

neas dividen la línea AB en segmentos proporcionales á las 
longitudes M , N, P ( 1 8 2 ) . 

Fig. 149. 

OBSERVACIÓN. Si quisiera dividirse la línea A B en partes pro-
porcionales á números dados, como i , 5 y 5, por ejemplo, 
tomaríamos una longitud arbitraria como unidad y se cons-
truirían tres líneas M, N, P respectivamente iguales á cuatro 
veces, 5 veces y 5 veces la unidad de longitud, con lo cual, 
este problema quedaría asimilado al anterior. 

2 0 8 . P R O B L E M A . Construir una cuarta proporcional á tres 
líneas dadas M, N, P (fig. 150). 

Se llama cuarta proporcional á tres líneas dadas el cuarto 
término de una proporcion en la 
que figuran como los tres primeros M N 
términos las tres líneas dadas. Para 
construir, pues, la cuarta propor-
cional á las líneas M, N, P, formo 
un ángulo cualquiera O y sobre uno 
de los lados tomo, á partir del pun-
to O dos longitudes OA, OB respec-
tivamente iguales á M y á N, y so-
bre el otro lado una OC = P. Des-
pues uno AC y trazo BD paralela á 
AC y OD es la cuarta proporcional pedida; porque los triángu-
los semejentes OAC, OBD (18O) dan : 

OA OC . M JP_ 
0 B — O D ° N~OI)" 

2 0 9 . P R O B L E M A . Construir una me-
dia proporcional á dos rectas dadas 
a y b (fig. 151). 

Primera solucion. Sobre una recta 
indefinida tomamos á continuación una 
de otra dos longitudes AB, BC respec- A 

tivamente iguales á a y b. Sobre AG 
como diámetro describimos una semi-
circunferencia, y trazamos BI) perpen-
dicular á AC, la cual es media proporcional entre AB y BC 
(186, 2.»). 

/ ' i 
/ ' \ , s 

a 1 » c 
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Segunda solucion (fig. 152). Sobre una línea indefinida } 
tomarnos á partir de un punto A dos l o n g i t u - | 
des AB y AC respectivamentes iguales á a y 

[ / ' \ \ á b. Sobre AC, como diámetro, describimos A 
L .1— ^ u n a semicircunferencia y elevamos BD per- | 

i,-;,, 5> pendicular al diámetro, uniendo luego AB. j 
Esta es la media proporcional pedida (196 , 
i-0). „ i 

J ) Tercera solucion (fig. 155). Sobre una lí-
A- " > « nea indefinida lomamos á partir del mismo 

punto A dos longitudes AC y AB respectiva- • 
mente iguales á a y á b. Luego por los puntos j 

B y C liaremos pasar una circunferencia cualquiera, desde el 
punto A se le traza una tangente AB á dicha circunferencia : 
la tangente es la media proporcional pedida ( 2 0 5 ) . 

2 1 0 . COROLARIO. Este problema puede servir para construir 
un cuadrado equivalente á un rectángulo; el lado de este i 
cuadrado es una media proporcional entre la base y la altura , 
del rectángulo. Del mismo modo podría obtenerse el lado de un 
c u a d r a d o equivalente á un triángulo buscando una media pro- 1 
porcional entre la base y la mitad de la altura del triángulo. ] 
Como además sabemos trasformar un polígono en triángulo . 
equivalente, podría también construirse un cuadrado equiva-
lente á un polígono dado. 

2 1 1 . PROBLEMA. Construir sobre una recta dada un polí-
gono semejante á otro po-

b lígono dado (fig. 154). 
/ N . p' Sea ABCBE el polígono : 

dado A'B' el lado dado que 
A 7 ~>v¡ debe ser homólogo de AB. 

\ / / Desde el punto A traza-
\ E " o . mos en el polígono ABCDE 
E

 Fl„ todas las diagonales posi-
bles. 

Luego en el punto A' formo.con A'B' un ángulo igual á BAC, 
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v en el punto B', con la misma recta, un ángulo igual á ABC, 
con la cual resulta un triángulo A'B'C' semejante á ABC ( 1 8 7 ) . 

Formanos por el mismo procedimiento sobre A'C' un triángulo 
semejante á ACD y así de los demás. El nuevo polígono 
A'B'CD'E' será semejante al primero ( 1 9 1 ) . 

Puede además determinarse cada uno de los vértices del 
polígono A'B'CD'E' por la 
intersección de rectas que 
partan todas de los puntos 
A'B' (fig. 155). Para ello, 
en el polígono dado se tra-
zarán todas las diagonales 
posibles por el punto A y 
por el punto B. Despues se 
formarán en el punto A' los 
ángulos B'A'C', C'A'D', D'A'E' respectivamente iguales á los án-
gulos BAC, CAD, DAE. Lo mismo se hará en el punto B' : los 
ángulos A'B'E', E'B'D', D'B'C' respectivamente iguales á los 
ángulos ABE, EBB, BBC. Entonces el punto C' se determinará 
por la intersección de las rectas A'C y B 'C; el puuto B' pol-
la de las rectas A'D' y B'D'; y así los demás. 

F i g . 155. 

EJEBCICIOS SOBBE EL L1BB0 IV 

T E O R E M A S P A R A D E M O S T R A R 

1. Sobre una recta AB se marcan dos puntos M y P tales 

que ^ = Se toma el medio O de la distancia MI'. Hay 

(pie demostrar que OM es media proporcional entre OA y OB. 
2. La bisectriz del ángulo de un triángulo divide el lado 

opuesto en partes proporcionales á los lados adyacentes. 
5. La-línea que une los puntos medios de los lados no pa-

ralelos de un trapecio pasa por los puntos medios de las dia-
gonales, y la poreion de este línea comprendida entre las diago-
nales es igual á la semidiferencia de las bases del trapecio. 
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4. Las tres medianas de un triángulo se cortan en un 
mismo punto que está situado á los dos tercios de la longitud 
de cada mediana á partir desde el vértice. 

5. Si desde los tres vértices de un triángulo y desde el 
punto de reunión de sus medianas se bajan perpendiculares 
sobre una recta cualquiera del plano exterior al triángulo, la 
cuarta de estas perpendiculares es igual al tercio de la suma 
de las otras tres. 

6. Un polígono ABCBE.... dado, se unen todos sus vértices 
á un punto cualquiera 0 del plano, y se dividen las rectas 
OA, OB, OC en partes proporcionales en los puntos 
A', B', C' de suerte que resulte : 

OA' OB' OC 

\ se trata de demostrar que el polígono A'B'C'D'.... es seme-
jante al polígono ABCD 

7. Badas dos circunferencias 0 y O' se trazan en ellas rádios 
paralelos y en el mismo sentido : se juntan sus extremos. Todas 
las líneas obtenidas de este modo encuentran la línea de los 
centros prolongada en un mismo punto, que se llama el centro 
de semejanza externa de las dos circunferencias. 

8. Si en dos circunferencias se trazan rádios paralelos y en 
sentido contrario, las líneas que unen sus extremos encuentran 
todas la línea de los centros en un mismo punto que se llama 
el centro de semejanza interna de las dos circunferencias. 

9. Las tangentes comunes exteriores á dos circunferencias 
pasan por el centro de semejanza externa, y las tangentes 
comunes interiores, por el centro de semejanza interna. 

10. En un triángulo rectángulo la inversa del cuadrado de 
la perpendicular bajada desde el vértice del ángulo recto sobre 
ia hipotenusa es igual á la suma de las inversas de los cua-
drados de los lados del ángulo recto. 

11. Si desde el punto medio de un lado del ángulo recto de 
un triángulo rectángulo se baja una perpendicular sobre la 
hipotenusa, la diferencia de los cuadrados de los segmentos 

determinados sobre la hipotenusa es igual al cuadrado del otro 
lado. 

12. La distancia de un punto de una circunferencia á una 
cuerda cualquiera es media proporcional entre las distancias 
de este mismo punto á las tangentes trazadas por los extremos 
de la cuerda. 

13. Si por los extremos de un diámetro de un círculo se 
le trazan dos tangentes paralelas, la parte de una tercera tan-
gente cualquiera comprendida entre las dos primeras está 
dividida por el punto de contacto en dos segmentos, cuyo pro-
ducto es igual al cuadrado del rádio. 

14. Guando dos circunferencias son tangentes exterior-
mente, la porcion de la tangente común exterior comprendida 
entre los puntos de contacto es media proporcional entre los 
diámetros de las dos circunferencias. 

15. La suma de los cuadrados de dos lados de un triángulo 
es igual á dos veces el cuadrado de la mitad del tercer lado 
mas dos veces el cuadrado de Ja mediana que cae sobre este 
tercer Jado. 

16. La suma de los cuadrados de las diagonales de un para-
lelógramo es igual á la suma de los cuadrados de los cuatro 
lados. 

17. La suma de los cuadrados de los lados de un cuadrilá-
tero es igual á la suma de los cuadrados de las diagonales, 
mas cuatro veces el cuadrado de la línea que une los puntos 
medios de las diagonales. 

18. El lugar geométrico de los puntos tales que la suma de 
los cuadrados de sus distancias á dos pimtos fijos A y B sea 
constante, es un círculo cuyo centro está en medio de la 
línea AB. 

19. Si se junta un punto M cualquiera tomado en el plano 
de un triángulo ABC á los tres vértices y al punto de reunión G 
de las medianas resultará : 

I P - H H B 2 4 - M G 2 = A G í H - B G í - M H - 5 M G í . 

20. La diferencia de los cuadrados de dos lados de un , 



guio es igual al doble producto del tercer lado por la proyec-
ción sobre este lado de la mediana correspondiente. 

21. El lugar geométrico de los puntos tales que la dife-
rencia de los cuadrados de su" distancias á dos puntos fijos sea 
constante, es una línea recta perpendicular á la que une los 
dos puntos fijos. 

22. El producto de dos lados de un triángulo es igual al 
producto de la altura que cae sobre el tercer lado por el diá-
metro del círculo -circunscrito al triángulo. 

23. Si desde un punto P tomado fupra de un círculo 0 se 
le trazan dos tangentes, la cuerda que pasa por los puntos de 
contacto corta el diámetro que pasa por el punto P en un 
punto Q tal que el producto OP X O Q es igual al cuadrado del 
radio. 

24'. Si desde lodos los puntos de una línea recta situada en 
el plano de un círculo se trazan á este círculo dos pares de 
tangentes, las cuerdas que pasen por ios puntos de con-
tacto de cada uno de los pares de tangentes encuentran en un 
punto fijo el diámetro perpendicular á la recta dada. Este 
punto se llama el polo de la recta. — Recíprocamente. 

25. Cuando tres circunferencias son secantes dos á dos, las 
tres cuerdas comunes concurren á un mismo punto. 

PROBLEMAS PARA RESOLVER 

1. Inscribir en un triángulo un rectángulo semejante á un 
rectángulo dado. 

2. Hallar el lugar de los puntos tales, que la relación de 
sus distancias á dos rectas fijas sea igual á una relación 
dada. 

3. Dado un cuadrilátero ABCD bailar en el interior un 
punto S tal, que si se le une con todos los vértices, las áreas 
de los cuatro triángulos formados de este modo sean iguales 
dos á dos, es decir, que tengamos ASB =.CSD .y ASC = BSD 
Concurso general de la clase de filosofía, 1867). 

4 Se nos da un triángulo ABC rectángulo en A. A la bipo-

tenusa BC se le traza una perpendicular que corta en I) el 
lado AB y en E el lado AC. Se une BE y CD. Se trata aliora de 
encontrar el lugar descrito por el punto de intersección de 
estas dos rectas, cuando la perpendicular á la hipotenusa se 
mueve. 

5. Unimos mi punto fijo tomado en el plano del circulo á 
todos los puntos de la circunferencia, y dividimos las líneas así 
obtenidas en segmentos proporcionales. Esto hecho, se. desea 
hallar el lugar geométrico de los puntos de división. 

6. Hallar el lugar en que se juntan las medianas de los 
triángulos inscritos en un mismo segmento de circulo. 

7. Desde un punto dado fuera de un círculo, trazarle una 
secante tal que la cuerda comprendida sea media proporcional 
entre la secante entera y su parte exterior. 

8. Determinar sobre una recta AB dos puntos que sean tales 
qüe la relación de sus distancias á dos puntos A y B sea igual 
á la relación de dos líneas dadas M y N. 

9. Construir un triángulo rectángulo, conociendo uno de los 
lados del ángido recto y la suma ó la diferencia de la hipote-
nusa y del otro lado. 

10. Describir una circunferencia que pase por dos puntos 
dados y que sea tangente á una recta ó á una circunferencia 
dada. 

11. Describir una circunferencia que pase por un punto 
dado y que sea tangente á dos rectas dadas. 

12. Por un punto dado en un ángulo trazar una secante que 
corle en los lados longitudes proporcionales á dos líneas dadas. 

15. Hallar el área de un trapecio del cual se conocen los 
cuatro lados. 

14. Dados dos círculos hallar el lugar geométrico de los 
puntos desde donde se le pueden trazar tangentes iguales. 

15. Hallar en el interior de un triángulo un punto tal que 
la suma de los cuadrados de sus distancias á los tres vértices 
sea la mas pequeña posible. 

16. Hallar el lugar geométrico de los puntos tales, que la 
suma de los cuadrados de sus distancias á los tres vértices de 
mi triángulo sea constante. 



17. Dadas dos circunferencias que se tocan exteriormeute, 
se trazan por el punto de contacto A, en las dos circunferen-
cias, las cuerdas AB y AG perpendiculares entre sí. Se juntan 
por una recta BC los extremos de estas cuerdas y se divide esta 
recta en dos partes que estén en una relación ilada. Hallar el 
lugar de los puntos de división. (Concurso general de la clase 
de tercera, 1870.) 

18. Un ángulo recto gira alrededor de su vértice situado en 
el interior de una circunferencia. Hallar el lugar geométrico 
de los puntos medios de las cuerdas comprendidas sobre la cir-
cunferencia por los lados de este ángulo y el lugar de las pro-
yecciones de los vértices del ángulo recto sobre estas mismas 
cuerdas. 

19. Un rectángulo ABCD tiene un vértice A lijo : los dos 
vérticesB y D, se mueven sobre una circunferencia dada : ¿cuál 
es el lugar descrito por el vértice C opuesto al vertice A? 

20. Dado un punto fijo P en el plano de un círculo O, se 
junta este punto P á un punto cualquiera A de la circunferen-
cia y se determina sobre esta recta un punto M tal que el pro-
ducto P A x A M sea una constante. Hallar el lugar que describe 
el punto M cuando el punto A recorre la circunferencia O. 

21. Por dos puntos A y B dados en una circunferencia trazar 
dos cuerdas paralelas cuya suma sea igual á una longitud dada. 
(Concurso académico de Dijon, clase de tercera, 1867.) 

22. Un ángulo dado gira alrededor de su vértice fijo. Sobre 
los ládos de este ángulo tomamos, á partir del vértice, longi-
tudes variables, pero cuya relación es invariable y dada. Si los 
extremos de una de estas longitudes describen una recta de 
posición dada, ¿qué línea describirían los extremos de la otra 
longitud variable? (Concurso académico de Diiou, clase de se-
gunda, 1868.) 

23. Dados una circunferencia y dos puntos A y B sobre un 
mismo diámetro, se unen respectivamente á los puntos A y B 
los extremos P y Q de un diámetro móvil PQ. Dos rectas PA y 
QB obtenidas se cortan en un punto M. Se desea bailar el lugar 
geométrico descrito por este punto M, cuando se hace mover el 
diámetro PQ. (Concurso general de la clase de tercera, 1866.) 

24. Dadas dos circunferencias C y C' y una recta D perpen-
dicular á la línea de los centros, por cada punto P de la recta 
se trazan tangentes á una y otra circunferencia, y en cada una 
de ellas se unen los puntos de contacto. Las dos cuerdas de 
contacto así obtenidas se cortan en un punto M cuyo lugar geo-
métrico se pide. (Concurso general de la clase de filosofía, 
1866.) 

25. Dados tres puntos A, C, B en línea recta, se hace pasar 
por los puntos A y B una circunferencia, se junta el punto C 
con el medio I del arco AB. Se busca el lugar del punto M 
donde la línea IC encuentra la circunferencia, cuando el rádio 
de esta circunferencia varia. (Concurso general de la clase de 
tercera, 1867.) 

26. Dado mi punto fijo P en el plano de un círculo O, se 
trazan por este punto rectas cualesquiera y sobre cada una de 
ellas se toma un punto M tal que la línea PM sea igual á la 
longitud de la tangente trazada desde el punto M al círculo. 
El problema es hallar el lugar del punto M. 

27. Calcular los lados de un triángulo rectángulo, sabiendo 
que uno de los lados del ángulo recto es igual á 21 metros, y 
que la suma de la hipotenusa y del otro lado es doble de esta 
longitud. 

28. Dos móbiles parten al mismo tiempo del vértice de un 
ángulo recto y recorren los dos lados, el primero con una ve-
locidad uniforme de 12 metros por segundo, y el segundo con 
una velocidad uniforme ds 16 metros por segundo. ¿Cuánto 
tiempo necesitarán para alejarse 90 kilómetros? 

29. Dos círculos cuyos rádios tienen respectivamente 2m ,5 y 
l m , 2 de longitud, se cortan de tal manera que las tangentes 
trazadas por uno de los puntos de intersección son perpendicu-
lares entre sí, y se pregunta cuál es la distancia de los centros 
de estos círculos. 

50. Dado un círculo cuyo rádio sea de 3m ,19 de longitud, 
se le traza una tangente. Se busca sobre esta recta un punto tal 
que si se une con el centro, la parte exterior de esta secante sea 
igual al diámetro del círculo. El problema consiste en calcular 
la distancia de este punto al punto de contacto de la tangente. 



. 51. Dado un circulo cuyo radio es igual á 4™,89 y un punto 
distante del centro 7™,28, calcular la longitud de la tangente 
trazada desde este punto al círculo. 

32. Dos circunferencias se cortan y por uno de los puntos 
de intersección se les traza une secante paralela á la línea de 
los centros. Las longitudes de las cuerdas interceptadas sobre 
esta secante por las dos circunferencias son 14 metros y 9 me-
tros ; la de la cuerda común 8 metros. El problema es hallar 
los diámetros de las dos circunferencias. 

55. En un triángulo ABC se nos da la base BG igual á 72 
metros, la altura que cae sobre el lado BC igual á 45 metros, 
y la mediana que cae sobre el mismo lado igual á 60 metros. 
Hallar las longitudes de los lados AB y AG. 

54. Dos cuerdas paralelas de un círculo están distantes un 
metro y sus longitudes respectivas son 6 metros y 8 metros. 
Hallar el rádio del círculo. 

35. Dos circunferencias son tangentes exteriormente; una 
tiene un rádio de 12»,45; la otra, doble. Se les traza una tan-
gente común exterior y se pide calcular la distancia de los pun-
tos de contacto de esta tangente. 

56. Dos circunferencias cuyos rádios son respectivamente 
iguales á 6m ,80 y 9'",75 se cortan y la distancia de sus cen-
tros es igual á 9m ,60. Calcular la longitud de la cuerda co-
mún. 

57. Se nos dan dos lados de un tirángulo ABC, A B = 1 6 
metros, AC = 24 metros, el ángulo A = 60°. El problema es 
calcular la altura que cae sobre AC, el área del triángulo, el 
lado BC y la altura que cae sobre este lado. 

38. En un círculo cuyo rádio tiene una longitud de 3m ,49 
se inscribe un trapecio cuya gran base es un diámetro y uno 
de los lados no paralelos igual al rádio. Calcular el área del 
trapecio. 

59. Bos circunferencias cuyos rádios tienen respectiva-
mente 9 metros y 6», 50 de longitud son tangentes interior-
mente. El problema es hallar el área del trapecio que tiene 
por bases el rádio de la circunferencia mayor que va á parar 
al punto de contacto, y una cuerda de esta misma circunferen-

cia paralela á la línea de los centros y tangente á la circunfe-
rencia menor. . 

40 Se nos da un círculo cuyo rádio tiene 10 metros, y un 
punto que dista 5 metros del centro. Por este punto, se trazan 
¡los cuerdas inclinadas 45° sobre el diámetro que pasa por 
cute punto y á cada lado del diámetro. Hallar el área del cua-
drilátero inscrito que tiene por vértices los extremos de estas 
cuerdas. , , 

41 Los dos lados del ángulo recto de un triangulo rectán-
gulo tienen 17 metros y 24 respectivamente. Hallar la longi-
tud de la bisectriz del ángulo recto. 



L I B R O V 

LOS POLÍGONOS REGULARES Y EL CIRCULO 

§ XX. Polígonos regulares. - Su ínse r ipc io .en el círculo : cuadrado, 
exágono. 

J h fiT ^ z f c r - c ! r c u , ° c u a n d o sus 

c o n c i a e S r ^ S T ^ ^ " 
la circunferencia eslá 2 £ £ ^ g o ^ ' * ^ 

2 1 3 . T E O R E M A . & S E D I V I D E V N A C I R M N F E R E N D A M 

iguales por los puntos A, B, C... . y s e 

reúnen los puntos de división, el polí-
gono asi formado es regular (fig. 156) 

En efecto : Jos Jados AB, BC, CD.. 
son iguales como cuerdas que subtienden 
arcos iguales, y los ángulos A, B, C... . son 
iguales como inscritos en los segmentos 
iguales, formado cada uno por dos de las 
partes iguales de la circunferencia. 

D 
Fig. 136. 

Tb0RKMA- Todo Polígono regular ABCDEFGH puede 
(fig 1 5 7 ^ " ^ drCUl° V á otro círculo 

Por los tres vértices A, B, C, liaremos pasar una circunfe-
rencia, cuyo centro es 0 , y decimos que pasa también por el 
vértice siguiente D. En efecto : unimos 
OA, OD, y bajamos 01 perpendicular 
sobre la cuerda BC. En este caso CI 
será igual á BI (92). Hagamos después 
girar el cuadrilátero 01CB sobre 01 
para rebatirle sobre OIBA. Los ángulos 
CIO y OIB son iguales como rectos y la 
linea IC tomará la dirección IB, y como 
dichas lineas son iguales, el punto C 
caerá en el punto B. El ángulo 1CD = IBA, supuesto que el 
polígono es regular. La línea CB tomará la dirección BA y 
como además CB = BA el punto D caerá sobre A, y por ello 
0 1 ) = O A , y por consiguiente la circunferencia descrita desde 
el punto 0 como centro con el rádio OA pasa por el punto D. 
De i «mal manera se podría probar que pasa por los otros ver-
tices del polígono', y por tanto este puede ser inscrito en el 

círculo « • 
Probemos ahora que este mismo polígono puede c.rcunscn- -

birse á otro círculo. En efecto: los lados AB, BC, CD, etc., son 
cuerdas iguales de la circunferencia circunscrita al polígono; 
están por esta razón igualmente distantes del centro (94) y 
por consiguiente, si desde el centro 0 bajamos perpendicu-
lares como 01 á todos los lados del polígono, dichas perpendi-
culares son iguales. La circunferencia descrita desde | 1 punto 
O como centro con un rádio 01 toca todos los lados del polí-
gono en su punto medio y está por consiguiente scrita en el 
polígono. 

2 1 5 COROLARIO. Se llama centro de un polígono regular el 
centro común de las circunferencias inscrito y circunscrita a 
dicho polígono. Rádio del polígono es el del circulo circuns-
crito. Al rádio del círculo inscrito se le da el nombre de 

" ' 'se ' ' l lama ángulo central de un polígono regular el que for-
man dos radios consecutivos. Llamando n el numero de lados 



del polígono, su ángulo central vale ̂ « M , y el ángulo del polí-

gono mismo (G8) 2 r _ 4 r e c t . 
n 

2 1 6 . P R O B L E M A . Inscribir un cuadrado en un circulo 
(fig. 158). 

Trazamos dos diámetros perpendi-
culares AC, BD; unimos sus extremos, 
con lo cual la figura A B C B es un cua-
drado ; porque los diámetros perpendi-
culares dividen la circunferencia en 
cuatro partes iguales y por consiguiente 
el polígono A B C D es regular (213) . 

2 1 7 . C O R O L A R I O . En el triángulo 
rectángulo AOB tenemos (198) : 

AB*=0F-hlf |=2qF; 
de donde se deduce : 

AB=0Av/2 , ó | ® = v | ; 

y por consiguiente la relación del lado de un cuadrado ins-
crito en un círculo con el radio de este circulo es igual á 
\ /2 . ^ 

V/2 es íncomensurable, es decir que dicha cantidad no puede 
expresarse exactamente ni por un número entero ni por un 
numero fraccionario, en lo cual vemos un ejemplo de dos can-
tidades que no tienen una medida comum. 

OBSERVACIÓN. Dividiendo en dos partes iguales los arcos A B , 

BC, etc., resultaría inscrito un octógono regular, y continuando 
el procedimiento, se inscribirían polígonos regulares de 16, 
oz, 64, etc., lados. 

2 1 8 . P R O B L E M A . Inscribir en un círculo un exágonorequ-
lar y un triángulo equilátero (fig. 459). 

Sea AB el lado del exágono regular inscrito en el círculo 0 . 
. , . 4 2 

El ángulo central AOB es igual a ^ ó g 

dé recto (21o). La suma de los ángulos 
2 4 

OAB, OBA valdrá 2 rect. — g rect. = ^ 

recl. Bichos dos ángulos son iguales 
puesto que OA = OB : cada uno vale, 

2 
pues, ~ rect., y el triángulo OAB tiene Fig. 159. 

ó 
los tres ángulos iguales; luego es equilátero (41) y AB es igual 
al nidio. 

Para inscribir, según esto, un exágono regular en un círculo, 
basta inscribir una tras otras seis cuerdas iguales al rádio. 
Uniendo despues de dos en dos los vértices del exágono regu-
lar ABCDEF se obtendrá el triángulo equilátero inscrito ACE. 

2 1 9 . COROLARIO. Tracemos el diámetro A D : el triángulo 
rectángulo ACD da : 

AC2=AD2—DC2 ; 

ó, llamando R el rádio del círculo 

AC! = 4 R 3 — R 2 = 5 R 2 , 
y n 

A C = R \ / 5 ; 

el lado de un triángulo equilátero inscrito es igual al rádio 
multiplicado por yjl. es Íncomensurable; y por tanto el 
lado del triángulo equilátero inscrito en un círculo y el rádio 
del círculo no tienen medida comum. 

OBSERVACIÓN. Dividiendo sucesivamente en 2, 4, 8, 16. . . . 
partes iguales cada uno de los arcos subtendidos por los lados, 
del exágono se inscribirán polígonos regulares de 12, 24, 48, 
96.. . . lados. 



§ XXI. Medio de valuar la relación aproximada de la circunferencia 
al diámetro. — Aplicaciones. 

2 2 0 . D E F I N I C I Ó N . Siendo la circunferencia una línea curva 
no puede obtenerse inmediatamente su longitud, como se 
obtiene la de la línea recta, al compararla con la unidad de 
longitud. De aquí la necesidad de definir lo que debe enten-
derse por longitud de una circunferencia. 

Para ello imaginemos que se inscribe un polígono regular en 
la circunferencia (fig. 160), y que se duplican indefinidamente 

el número de lados de dicho polígono : se 
obtendrá de esta manera una serie de po-
lígonos cuyos perímetros irán siempre en 
aumento pero que no crecerán sin límite, 
porque cada uno de ellos es mas pequeño 
que el perímetro de un polígono regular cir-

Fi- 160 eunscrito, como es fácil comprobarlo. Re-
sulta de aquí que los perímetros de los po-

lígonos regulares inscritos tienden hácia un límite fijo que no 
pueden jamás alcanzar, pero al cual pueden aproximarse tanto 
como se quiera : este límite es lo que llamamos longitud de 
la circunferencia. 

La longitud de una circunferencia es el límite hácia el 
cual tiende el perímetro de un polígono regular inscrito, 
cuando el número de lados de este polígono aumenta inde-
finidamente. 

Lo mismo se definiría la longitud de un arco cualquiera. 

2 2 1 . T E O R E M A . DOS polígonos regulares de un mismo 
número de lados son semejantes, y ta relación de los perí-
metros es igual á la relación de los rádios. 

El ángulo de un polígono regular de n lados es igual á 

9 r 1 r C C L • w ' I ' 

luego dos polígonos regulares de n lados son equiángulos. 

LOS POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCULO. 

Los lados de dichos polígonos son proporcionales, puesto que 
en cada poligono son todos iguales; luego los polígonos son 
semejantes. 

Sean de otra parte, AB y A'B' los 
lados de los dos polígonos regulares se-
mejantes; 0 y 0 ' sus centros (fig. 161); 
los ángulos AOB y A'O'B' son cada uno 

igual á y los lados (pie abrazan Fj i g j 

estos ángulos proporcionales. Los triángulos AOB, A'O'B' son 
pues semejantes, y resulta : 

AB OA 
A ' B ' - O ' A ' ' 

Como la relación de los perímetros de los dos polígonos es 

igual á — (195), es por ello igual también á la relación de 
AI) 

los rádios. 
2 2 2 . T E O R E M A . La relación de dos circunferencias es 

igual á la relación de sus rádios. 
' Si en las dos circunferencias 0 y 0 ' (fig. 162) inscribimos 

dos polígonos regulares de 
un mismo número de lados, 
la relación de sus períme-
tros será igual á la relación 
de sus rádios OA y O'A', 
esto será verdad por muy 
grande que sea el número 
de lados. Cuando se au-
menta indefinidamente el 
número (le lados de los dos 
polígonos, sus perímetros tienen por límites respectivos las 
longitudes de las dos circunferencias. Luego la relación de 
estas es igual á la relación de los rádios. 

Fig. 162. 

2 2 3 . COROLARIO. I . La relación de la circunferencia al 
diámetro es un número constante. 



Llamemos C y C' las longitudes de dos circuinferencias cnvos 
radios son R y IV, y tendremos según el teorema precedente 

G R 
C ¡R'" 

Doblando los términos de la segunda relación, con lo cual no 
cambia su valor, tendremos 

C _ 2 R 
G' 211" 

cambiando de lugar el término medio resulta 

2R 2R' ; 

lo cual significa que la relación de una circunferencia á su 
diámetro es igual á la relación de otra circunferencia con el 
suyo, ó en otros términos, que la relación de una circunfe-
rencia con su diámetro es un número constante, cualquiera 

' que sea la circunferencia, Q. E. L. D. Llamando t. esta relación constante, tendremos 

G _ 
2 H ~ , r ' 

de donde se deducen las fórmulas 

J.TZ Z n 

que sirven para calcular la longitud de una circunferencia de 
la que se conoce el rádio, é inversamente, el rádio de una cir-
cunferencia de longitud dada. Para ello es menester el nú-
mero ;r; se demuestra que tz es inconmensurable y que su 
valor aproximado en decimales es 

i r = 5 , l 4159265558979525846 

Pueden también tomarse los valores aproximados mas sencillos 
22 555 
T ^ ÍT3 : e n m a y ° r parto de las aplicaciones se toma 

LOS POLÍGONOS REGULARES Y EL CIRCULO. 

^ = 5,1416 valor aproximado en menos de una centésima de 

milésimo. También es útil conocer el vator de - , que es : 

- = 0 , 3 1 8 5 0 9 8 8 6 1 8 3 7 9 0 . 
ir 

A P L I C A C I O N E S . I . Calcular la longitud de una eircufenrencia 
cuyo rádio es igual á 56m ,45. 

Tenenos: 

C = 5 6 ™ , 4 5 x 2 x 7 r = l l 2 m , 9 0 X ^ = 3 5 4 " , 6 8 6 

con un milímetro de aproximación. 
n La circunferencia de una cuenca circular, medida con 

una cuerda es de 54- ,62 ; ¿cúal es el rádio de esta cuenca 
Tenenos : 

2 7C 57 

= 1 7 » , 5 1 x 0 , 3 1 8 5 0 9 8 8 = 5 m , 5 1 0 

con un milímetro de aproximación. 
ül Calcular el rádio de un meridiano terrestre supo-

niendo que la circunferencia de este meridiano sea. igual a 
40000 000 metros. 

La semi-circunferencia valdrá 20000 000 metros y por 
consiguiente el rádio estará dado por la fórmula ^ ^ ^ j 

R = 2 0 0 0 0 0 0 0 m x | ^ 6 6 1 9 8 | ^ S ^ ^ 
«ALFONSO ^ L - , 

con menos de un metro de esceso. 
MtfS» ^ 

2 2 4 . C O R O L A R I O . II. La longitud de un arco de circulo se 
deduce fácilmente de la longitud de la orcunlerenaa Sea ', 
el rádio del arco, n el n.» de grados de este arco, C su longitu , 
l la longitud de la circunferencia entera, en cuyo caso es evi-



dente que la relación del arco á la circunferencia es igual á la 
relación de n á 360°, y tendremos : 

G 560 ' 

sustituyendo G por 2rcR, tendremos la formula 

560 ~ 180' 
A P L I C A C I O N E S . I . ¿Cuál será la longitud del arco d e 4 8 " en una 

circunferencia cuyo radio es de 7m? 
Tenenos: 

T T X 7 X 4 8 7 C X 7 X 4 28* t • 
180 1 5 — = T 5 = 5 - , 8 6 4 

con un milímetro de diferencia. 
n . La longitud del arco de 31»,17' en una circunferencia 

es de 145»,6, ¿cuál es el rádiode esta circunferencia? 
De la fórmula precedente se deduce 

„ 180/ 
K = ; 

im 

como en este ejemplo, el arco dado contiene minutos, lo conver-
tunos en minutos así como el número 180 que representa el 
n.° de grados de la semi-circunferepcia, y tendremos entonces: 

R _ 1 0 8 0 0 x 145,6 1572480 1 
K — Í 8 7 7 3 ^ = - l 8 7 r X ; = 2 6 6 m > 6 6 8 > 

con menos de un milímetro de diferencia. 
m En un círculo, hay un arco de longitud igual al rádio; 

¿cual es el n.° de grados, minutos y segundos de dicho arco? 

De la fórmula / = ' — s e deduce 

y como en este caso l es igual á R, la fórmula se simplifica y 
será 

n = l ^ = 1 8 0 x - = 5 7 ° , 2 9 5 7 7 9 5 1 
TV K 

Para valuar en minutos la fracción decimal de grados, es ne-
cesario multiplicarla por 60, de lo cual resulta, trasformada 
aquella en 17'7467706; y la fracción decimal de minutos se 
convertirá á su vez en segundos multiplicándola también por 
60, y dará 44"8062. . . . Luego el arco pedido vale : 

57°, 1 7 ' , 44", 806, 

con un milésimo de segundo de diferencia. 

2 2 5 . O B S E R V A C I Ó N . DOS arcos que contienen el mismo nú-
mero de grados, minutos y segundos tienen longitudes pro-
porcionales á sus rádios, puesto que para obtener la longitud 
de un arco es necesario multiplicar su rádio por la cantidad 

cantidad invariable si la medida del arco en grados, mi-
180 
ñutos y segundos permanece la misma. Luego si el radio es 
doble, triple, cuadruplo, etc., la longitud del arco será al 
mismo tiempo doble, triple, cuadruplo, etc., es decir, que 
será proporcional al rádio. 

2 2 G . P R O B L E M A . Dado el lado c de un polígono regular 
inscrito en un circulo que tenga por 
rádio R, calcular el lado c' del polígono 
regular inscrito de un número doble de 
lados. 

Sea AB el lado c dado (figura 165). Tra-
zamos el diámetro CE perpendicular áAB, 
y AG será el lado c' buscado. Tenemos, 
pues, (196 , L.U) : 

A G 2 = C E x C D = C E x ( C 0 — O D ) ; 



luego 

ó bien 

O D = V ' O A 2 — A D * = Y / R * — C ~ ; 

C ' 3 = 2 R ( R - V / R A - Í ) ' 

c ' = v/R(2R— • 

A P L I C A C I O N E S . I . Supongamos que el rádio de la circunferencia 
sea igual á 1, y que el polígono regular dado sea el cuadrado 
inscrito en el círculo : en este caso AB = ^ 2 ( 2 1 7 ) , y ten-
dremos : 

OD 

y multiplicando por 2 los dos términos de la fracción debajo 
el radical, resulta que 

O I . = V 1 = 4 
de donde se deduce 

C D = 0 C - 0 D = L - F 
í ¿ 

de aquí se sigue 

AC! = C D x C D = ^ = ^ X 2 = 2 — v / 2 ' 

A C = V 2 — Y / 2 . 

Tal es el valor del lado del octógono regular inscrito en el 
círculo cuyo rádio es igual á uno. 

II. Supongamos, en segundo lugar, que el polígono dado 
sea el exágono regular, siendo el rádio en todo caso igual á 1. 

2,82842 
3,06146 
3,12144 
3,13654 
5,14055 
5,14127 
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Entonces AB = 1 y tendremos : 

o\)=\'W—W=\/1—(!) 
sigúese de aquí que 

C D = 0 C — 0 D = 1 — ^ 2 " = ^ — 

L y 

Á C í = C D x C E = ^ = ^ x 2 = 2 - V / 5 , 

de donde 

que es el valor del lado del dodecágono regular inscrito en el 
círculo de radio 1. 

2 2 7 . P R O B L E M A . Calcular un valor aproximado del nú-

m 'Toncamos una circunferencia de rádio 1. En este caso la 

fórmula C = 2trR nos da * = g y para tener el valor de r 

basta calcular la longitud de la semi-circunferencia cuyo, 
rádio es 1 Para ello calcularemos los perímetros de los polí-
gonos regulares inscritos de 4, 8, 16, 52 ete lados Estos 
perímetros serán valores aproximados de C. El lado del cua-
drado inscrito en el círculo cuyo rádio es 1 es ^ 2 La formula 
del número precedente nos servirá para calcular el lado del 
octógono regular. Despues calcularemos el lado del polígono 
recular de 16 lados, y así en adelante. Conocidos los lados 
de°estos polígonos, obtendremos fácilmente el de los medios 
perímetros. He aquí sus valores: 

A C = V 2 — \ / 3 ; 



y así en adelante. Dichos números son valores cada vez mas 
aproximadas del número n . 

O B S E R V A C I Ó N . Por un método análogo encontró Arquimedes 
22 

para * el valor aproximado de -=-. 

§ XXII. Area de un polígono regular . — Area de u n círculo, de u n sector 
circular. 

2 2 8 . T E O R E M A . El área de un polígono regular tiene por 
medida el producto de su perímetro por la mitad de su apo-
tema. 

Sea ABCDEF un polígono regular (fig. 164). Le descompo-
nemos por medio de rádios OA, OB, 
OG<,ÍJ en triángulos, que tienen por 
bases los lados del polígono, y por al-
tura las líneas iguales OG, OH, etc. 
Cada uno de estos triángulos tiene por 
medida el producto de su base por la 
mitad de la apotema. La suma de to-
dos los triángulos ó el polígono entero 

tiene por medida la suma de las bases multiplicada por la 
mitad de la apotema, es decir el producto del perímetro, por 
la mitad de la apotema, Q. E. L. D. 

2 2 9 . T E O R E M A . El área del círcido es igual á la circun-
ferencia multiplicada por la mitad del rádio. 

Supónganos que en el círculo dado se inscribe un polígono 
regular de gran número de lados. El área de este polígono di-
ferirá muy poco de la del círculo, el perímetro del polígono 
también se diferenciará muy poco de la circunferencia y la 
apotema será próximanente el rádio. Aumentando cada vez 
mas el número de lados del polígono regular, su área se aproxi-
mará indefinidamente de la del círculo, su perímetro tenderá 
á confundirse con la circunferencia y la apotema llegará á 
diferenciarse del rádio en una cantidad insignificante. Podre-

nios, según esto considerar el círculo como un polígono regu-
lar de un número ilimitado de lados, que tiene por perímetro 
la circunferencia y por apotema el rádio, y que en virtud de 
lo dicho en el teorema anterior, tiene por medida el producto 
de su circunferencia por la mitad del nidio Q. E. L. D. 

2 5 0 . OBSERVACIÓN. Como anteriormente, llamemos R al 
nidio del círculo, C á la longitud de la circunferencia, S el 
área de este mismo círculo, y por el teorema anterior tendre-
mos : 

<j C x R . 

pero sabemos por otra parte (252) que : 

C = 2 J T B . 

Podemos, pues, sustituir C por este valor en la primera fór-
mula y resultará : 

TFL 

fórmula que se enuncia en estos términos : 
El área del círculo es igual al cuadrado de su rádio 

multiplicado por el número n. 
En vez de sustituir, en la expresión de S, la circunferencia 

por su valor en función del rádio podria por el contrario reem-
p 

plazarse B por el valor R = t y ; (225) y tendríamos en este 

caso :• 

Esta fórmula, de uso menos frecuente que la anterior, se 
enuncia así : 

El área del círculo es igual al cuadrado de la semi-cir-

cunferencia multiplicado por -. 



A P L I C A C I O N E S . I . El diámetro de una pieza de cinco francos 
en plata es de 57 milímetros, y se desea saber la superficie de 
esta pieza. 

Jj'Jmm 

El rádio es igual á ' — = 1 8 m m , 5 ; y en este caso la fór-

mula [1] dará : 

S = 1 8 , 5 s X w = 1 0 7 5 m m c , 2 1 , 
con menos error de una centésima de milímetro cuadrado. 

II. La circunferencia de un círculo máximo del globo ter-
restre es igual á 40 000 kilómetros, y se desea saber la super-
ficie He dicho círculo. 

La formula [2J nos dará 

S = 2 0 0 0 0 2 x - = i*27325954tc, 7r 

con menos de un kilómetro cuadrado de diferencia. " 
III. Calcular el rádio de un círculo que tuviese la superficie 

de una hectárea. De la formula [I] se deduce inmediatamente 

que nos dará en el ejemplo propuesto, tomando el metro por 
unidad de longitud 

R ! = 1 0 0 0 0 x - = 3 1 8 5 , 0 9 8 8 ; 
TV 

y estrayerido la raiz cuadrada de los dos números 

, R= \ /5185 ,0998=56™,42 , 

con menos de un centímetro de error. 

2 5 1 . D E F I N I C I Ó N . Se llama sector de círculo ó simplemente 
sector la porcion de círculo comprendido entre dos rádios. 

2 5 2 . T E O R E M A . El área de un sector es igual á la longi-

tud del arco que le sirve de base multiplicada por la mi-
tad de su rádio (fig. 165). 

Sea AOB el sector dado. Inscribamos en el arco AB una linea 
quebrada que tenga todos sus lados iguales, A C D B , y supon-
gamos que aumenta indefinidamente el número de lados. El 
área comprendida entre esta línea que-
brada y los dos rádios OA y OB se acer-
cará cada vez más al área del sector, á A 
medida que la longitud de la línea 
quebrada inscrita en el arco AB se 
aproxime á la del arco mismo. En este 
caso, haremos ver, como en el número 
(228), que el área del polígono for-
mado por los rádios OA y OB y la línea quebrada inscrita tiene 
por medida la longitud de esta linea quebrada multiplicada 
por la mitad de su apotema OG; de donde concluiremos, 
como hicimos respecto al círculo, que el área del sector es 
igual á la longitud del arco AB multiplicada por la mitad 
de O A . Q . E . L . D . 

2 5 5 . O B S E R V A C I Ó N . Llámenos R el rádio del sector, l la lon-
gitud del arco AR y S el área del sector, y tenclrémos .según 
el teorema precedente, 

/ X R . 

. y si reemplazamos l por su valor dado en el n° 2 2 4 , tendremos : 

* R N R _ T T R 2 H . 

1 8 0 X 2 ~ 3 6 0 ' 

fórmula ordinariamente empleada para calcular el área del 
sector y que puede servir para resolver muchas cuestiones re-
lativas al sector circular : no nos detenemos en ello. 

2 5 4 . C O R O L A R I O . La relación del área del sector con la del 
círculo es igual á la relación del arco del sector con la cir-
cunferencia. 



Porque estas dos áreas se obtienen multiplicando por una 
misma cantidad, que es la mitad del radio, de una parte el arco 
del sector y de otra la circunferencia; luego su relación es 
igual á la del arco con la circunferencia. 

§ XXIII. Relación de las áreas de dos figuras semejantes. 

2 5 3 . T E O R E M A . La relación de las áreas de dos polígonos 
semejantes es igual al cuadrado de la relación de los lados 

A homólogos. 
/ 1 \ A 1.° Demostraremos en 

¡ \ X ¡ \ primer término el teo-
| \ ¡' \ rema relativamente á 
i A b' o- c flos triángulos semejan-
\ ¡ s 16S

C les ABC, A'B'C (figura 
166). Desde los vértices 

homólogos A y A' trazamos las alturas AI) y A'D', y los dos 
triángulos ABD, A'B'D' tienen los ángulos D y D' iguales como 
rectos; los ángulosB y B' iguales como homólogos de dos tri-
ángulos semejantes; los dos triángulos son pues semejantes 
(187) y dan la proporcion 

AD AB 
A'D' A'B'' 

lo cual vale tanto como decir que en dos triángulos semejantes, 
la relación de dos alturas homologas es igual á la relación de 
los dos lados homólogos. Esto dicho, el área del triángulo ABC 

tiene por medida el producto r> BCxAD y la del triángulo A'B'C' 

es igual á^B 'C 'xA'D ' . La relación de estas dos áreas es, pues, 

B ' C X A'D'<1Ue p U e d e e s c r i l ) i r s e P e r o acabamos de 

, , • AB . . . AB BC , • • , 
ver que la relación —— es igual a r7T-,-, r 7 7 r , es también igual 

A 1) AD . Bli 

á ^yjp á consecuencia de la semejanza de los triángulos; luego 

la relación de los triángulos es igual á 

AB v „ AB ABf 
A ' B ' X A'B' : A'B" 

Q . E . L . D . 

Puede también demostrarse este teorema mediante conside-
raciones por extremo fáciles. Cuando se duplican los lados de 
un triángulo, las alturas 
son dobles al mismo tiem-
po. Si se doblara sola-
mente la base sin cam-
biar la altura, el área del 
triángulo doblaría. Si se 
dobla despues la altura, 
el área doblaría todavía; 
luego seria cuatro veces 
mayor. De igual modo es evidente que triplicando todos los 
lados de un triángulo, el área será nueve veces mayor y así 
en adelante; luego las áreas de dos triángulos semejantes son 
proporcionales á los cuadrados de los lados homólogos. 

2 0 Consideramos en segundo lugar, dos polígonos seme-
jantes cualesquiera ABCDE, A'B'C'B'E' (fig. 167); los descom-
ponemos en triángulos semejantes uno á uno, y tendrémos 
según lo dicho anteriormente 

A B C Ä F ACD CD* etc. 
A'B'C' A7!?*' A'D'E' C'D'2 

De otro lado, siendo semejantes los polígonos, tenemos : 

AB 
A'B' 

CD 
C'D': 

DE 
D'E'' 

v por consecuencia, 

(Tí)75 D'E'4 

De todas estas igualdades de relaciones se desprende : 

ABC ACD _ ADE _ AB* 
A'B'C A'C'IC A'D'E' J ^ * 



y finalmente 
ABC+ACB+-ADE _ AB* 

A'B'C'-+-A'C'D -+- A'D'E' A l P C ' E ' 

Puede darse á esta demostración otra forma. Supongamos 
para lijar las ideas (pie la relación de los lados homólogos de 

ó 
dos polígonos semejantes sea igual á la relación de las 

áreas dedos triángulos semejantes tomados en los dos polígonos 
3 9 

será el cuadrado de ^ ó |> lo cual quiere decir que cada uno de 

los triángulos que componen el primer polígono es ^ del trián-

guio correspondiente en el segundo polígono. El primer polí-
9 

gono vale por consiguiente los ^ del segundo, ó en otros tér-
minos la relación de las áreas de estos polígonos es igual á la 
relación de los cuadrados de los lados homólogos, Q. E. H. D. 

2 5 6 . COROLARIO. I . Dos figuras semejantes cualesquiera 
pueden siempre asimilarse á dos polígonos semejantes reempla-
zando las líneas curvas por líneas quebradas que difieran poco 
de las primeras; luego las áreas de dos figuras semejantes 
cualesquiera son proporcionales á los cuadrados de las líneas 
homólogos de estas figuras. 

En particular, las áreas de dos círculos son proporcionales 
á los cuadrados de sus rádios. Puede, por lo demás, demos-
trarse esto directamente mediante la fórmula que da el área 
del círculo, cuando se conoce el rádio (250) . Sean en efecto R 
y R' los rádios de los dos círculos, S y S' las superficies y 
tendremos : 

S = 7 R R S ; S ' = * R ' 3 ; 

dividiendo estas dos igualdades miembro á miembro, tendrémos: 
' s 

S' ^R'*"' 
y dividiendo por it los dos términos de la segunda relación, 

LOS POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCULO- 4 5 3 

cosa que no altera el valor, resultará 
£ * 

S' R 2 

2 5 7 . COROLARIO. II. Si sobre los tres lados de un triángulo 
rectángulo como lados homólogos, se construyen polígonos 
semejantes, el polígono construido sobre la hipotenusa es 
equivalen te á la suma de los polígonos construidos sobre los 
dos lados del ángulo recto. 

Llamemos a á la hipotenusa, b y c los dos lados del ángulo 
recto del triángulo rectángulo, S, S' y S" las áreas de los polí-
gonos semejantes construidos sobre estos tres lados, y ten-
drémos : 

s 
aí — b* cs' 

de donde se deduce 
S S ' -hS" 

Los denominadores de estas dos relaciones son iguales (198) ; 
luego lo son también los numeradores, y resulta : 

S = S ' - H S " . Q- E. L. D. 

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO V 
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR 

1. Si se divide una circunferencia en partes iguales y por 
los puntos de división se trazan tangentes á dicha circunferen-
cia, formarán un polígono regular. 

2. Si se prolongan de dos en dos los lados de un exágono 
regular, se obtiene un triángulo equilátero cuyo lado es triple 
del del exágono. Hallar la relación de las áreas de estos dos 
polígonos. 



1 5 4 GEOMETRIA PLANA. 

5. El lado del triángulo equilátero circunscrito á un círculo 
es doble del del triángulo equilátero inscrito en el mismo cir-
culo. 

4. Si dos arcos de la misma longitud tienen los rádios dife-
rentes, la relación de los ángulos centrales correspondientes á 
estos arcos es inversa de la relación de los rádios. 

5. Se obtiene un valor aproximado de la semi-circunfe-
rencia tomando la suma de los lados del triángulo equilátero 
y del cuadrado inscrito en el círculo — Error cometido. 

6. Si al triplo del diámetro de una circunferencia se agrega 
la quinta parte del lado del cuadrado inscrito, se obtiene 
un valor aproximado de la circunferencia. — Error que se 
ha cometido. 

7. Los lados de los polígonos regulares de 4, 8, 16, 64, etc. 
lados, inscritos en un círculo cuyo rádio sea 1 tienen por 
expresión : 

4 lados. 

8 » . 

16 » . 

32 » . 

64 » . 

V/2 

V ' 2 - V 2 

y / 2 — V 2 + V Ï 

V 2 — V 2 - f - V 2 + \ / Í 

V / J - V 2 - b V 2 H - v / 2 + \ / 2 

y así en adelante. 
8'. El dodecágono regular inscrito en un círculo es equiva-

lente al cuadrado que tiene por lado el lado del triángulo equi-
látero inscrito en el mismo círculo. 

9. El área del exágono regular inscrito en un círculo es 
media proporcional entre las áreas de los triángulos inscritos 
y circunscritos al mismo círculo. 

10. Llamando A y B las áreas de dos polígonos regulares 
semejantes, el uno inscrito y el otro circunscrito á un mismo 
círculo, y A' el área de un polígono regular inscrito de un 
número doble de lados, A' es media proporcional entre A y B. 

LOS POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCULO. 1 5 5 

11. Se trazan en un círeulo dos cuerdas paralelas, la una 
igual al lado de uu exágono regular, la otra al de un trián-
gulo equilátero : el área de la porción de círculo comprendida 
entre estas dos cuerdas es igual á la sesta parte del círculo 
entero. 

12. El área de una corona circular comprendida entre dos 
circunferencias concéntricas tiene por medida la longitud de 
la circunferencia trazada á igual distancia de las dos primeras 
multiplicada por la semi-diferencia de los radios. 

13. Si se marca un punto C sobre un diámetro AB de una 
semi-circunferencia, y se describen dos semi-circunferencias 
sobre los segmentos AC y BC, el área comprendida entre estas 
tres semi-circunferencias es equivalente al círculo que tenga 
por diámetro la media proporcional entre AG y BC. 

PROBLEMAS PARA RESOLVER 

1. Inscribir un triángulo equilátero en un cuadrado dado, 
colocando uno de los vértices del triángulo ora en uno de los 
vértices del cuadrado, ora en medio de uno de sus lados. 

2. Bado un cuadrado sacar de el cuatro triángulos rectán-
gulos isósceles iguales, y de tal condicion que el octógono así 
obtenido sea regular. 

3. Calcular los rádios de los círculos inscritos y circuns-
critos al triángulo equüátero, al cuadrado y al exágono regu-
lar, conociendo la longitud del lado de cada uno de estos polí-
gonos. 

4. Dado el rádio R de un círculo, hallar las áreas del trián-
gulo equilátero, del cuadrado, del exágono regular, del octó-
gono regular y del dodecágono regular inscritos en el círculo. 

Aplicación al caso en que B es igual á 1000 metros. 
5. Bados tres círculos cuyos rádios son B, B', B"; construir 

un círculo equivalente á la suma de estos tres círculos. Si los 
rádios se expresan en números y se nos da, por ejemplo : ^ 

R = 4 n i , B ' = 7 ' R " = 1 2 m , 



calcular el radio del circulo equivalente á la suma de los tres 
círculos dados. 

6. Dada la apotema de un octógono regular igual á 7m ,162, 
calcular su superficie. 

7. Se inscriben en un círculo dado dos cuerdas paralelas, 
de las cuales, la una AB es el lado del exágono regular inscrito, 
y la otra, CD, el del triángulo equilátero inscrito. Se prolongan 
los radios OG y 01) hasta encontrar á AB prolongada también 
hasta los puntos E y F. Hallar la superficie del círculo que 
tiene por rádio OE y demostrar que el triángulo OEF tiene 
una superficie equivalente á la mitad' del exágono regular 
inscrito en el círculo dado. (Concurso académico de Dijon, 
clase de segunda, 1866.) 

8. La superficie de una corona circular es igual á cuatro 
metros cuadrados, y el espesor de la dicha corona, es decir, la 
diferencia de los rádios de las dos circunferencias es igual á 
5m ,1416. Calcular los rádios de las dos circunferencias. 

9. Calcular las áreas de los segmentos de círculo cuyos arcos 
son de 90°, de 60°, de 120°; siendo el rádio del círculo igual 
á 4°>,84. 

10. Sean A y B dos puntos cuya distancia es un metro. 
Desde cada uno de estos puntos como centro, con un rádio 
igual á un metro, se describe un círculo. Calcular con un cen-
tímetro cuadrado de diferencia el área de la parte comum á los 
dos círculos. (Concurso general de la clase de filosofía, 1864.) 

11. Dado un rectángulo ABCD en el cual la altura AD es la 
K mitad de la base AB (fig. 168), desde 

c los puntos A y B como centros con AD 
por rádio, describimos dos arcos de cír-
culo DE y CE, y sobre AB como diá-
metro describimos la semi-circunfé-

A £ B 
Fj l g 8 rencia AKB que corta los arcos prece-

dentes en G y en H. Se pide 1.° cal-
cular la superficie EGK1I comprendida entre los dos círculos : 
2.° calcular la del cuadrilátero DGHG resultado de unir DG, 
Gil, y I1C. Se da como antecedente que AD = 15m,55. 

12. Dado un paralelógramo ABCD y un punto P en su plano, 

trazar por este punto P una línea que forme con las rectas 
AB y AC, prolongadas suficientemente, un triángulo equiva-
lente al paralelogramo. 

15. Construir un polígono semejante á otro polígono dado y 
cuya área esté con respecto á la del polígono dado en la rela-
ción de dos líneas dadas. 

14 Dividir un triángulo en partes equivalentes ó proporcio-
nales á líneas dadas por paralelas á la base. 

15. Dividir un círculo mediante circunferencias concéntricas 
en partes equivalentes. 

16. Sea un círculo 0. Determinar con la regla y el compás 
un punto exterior S tal que si se traza una tangente SA á la 
circunferencia y si desde el punto de contacto se baja una 
perpendicular AP sobre OS, la relación de los triángulos SAO, 
PAO sea igual á la de 5 á 2. (Concurso académico de Dijon, 
clase de tercera, 1865.) 

17. Construir un polígono semejante á un polígono dado y 
equivalente á otro polígono dado también. 



S E G U N D A PARTE 
G E O M E T R Í A E N E L E S P A C I O 

L I B R O VI 

EL P L A N O Y LA L Í N E A R E C T A 

§. XXIV. Del plano y de la línea recta en el espacio. — Perpendiculares 
y oblicuas al plano. 

2 5 8 . D E F I N I C I O N E S . Ya hemos dicho que se llama plano la 
superficie en que la línea recta tpie une dos puntos cuales-
quiera de dicha superficie, está toda ella en la misma super-
ficie. Resulta de esta definición que una línea recta no puede 
cortar un plano mas que en un solo punto, que se llama pié 
de la recta en el plano. 

Una recta que encuentra á im plano se llama perpendicular 
con relación al mismo, cuando es perpendicular á todas las 
rectas trazadas por su pié en el plano. Siempre que una recta 
es perpendicular al plano, reciprocamente este es perpendicu-
lar á la recta. 

Una recta que encuentra un plano y no es perpendicular á 
este, es oblicua al miaña. Un plano es una superficie indefi-
nida, pero para mayor claridad en las figuras le representare-
mos siempre limitado dándole la forma de un paralelógramo, 
forma aproximada de un rectángulo cuando se le mira obli-
cuamente desde un punto de vista muy lejano. 

2 5 9 . T E O R E M A . Por dos rectas A B y A C , que se cortan 
miede pasar un plano, pero no mas que uno (fig. lbJ ) . 

Representémonos un plano cualquiera trazado por AL y 
hagámosle girar al rededor de AB hasta 
que contenga un punto C de la segunda A-
recta. Conteniendo dos puntos A y C de 
esta recta, contendrá la recta entera, y 
por tanto contendrá tes dos rectas AB y 
A C . 

Decimos además que por AB y AC no F ig 169-
puede pasar mas que un plano. En efec-
o : supongamos dos planos P y Q que pasm por estas dos 

líneas, v sea M un punto cualquiera del plano P. Por este 
punto trazamos en el plano P una recta que encuentre las 
otras dos AB y AC en los puntos D y E. Estos puntos esteran 
también situados en el plano Q; luego la linea DE y por tanto 
el punto M esteran contenidos en el plano Q. Todos los puntos 
del plano P pertenecen, pues, al plano Q, ó en otros térmi-
nos, los planos P y Q coinciden, Q. E. L. D. 

2 4 0 C O R O L A R I O . I . Por tres puntos A , B , C , que no están 
en línea recta puede pasar un plano, y no puede pasar 
mas de uno {fig. 169). 

Unamos AB y AC. El plano trazado por estas dos rectas con-
tiene los tres puntos A, B, C, y todo plano trazado por os 
tres puntos contiene también las dos rectas. Por las dos rectas 
no puede hacerse pasar mas que un plano; luego tampoco 
puede hacerse pasar mas que uno por los tres puntos, A, B, L. 
Q . E . L . D . 

2 4 1 C O R O L A R I O . I I . Por una recta y un punto exterior á 
dicha recta puede pasar un plano, pero no mas que uno. 

Si unimos el punto dado á un punto cualquiera de la recta 
dada, tendrémos dos rectas que se cortan. El plano de estes 
contiene la recta y el punto dado, y reaprocamente todo 
plano que pasa por la recto y el punto dado contiene las dos 
rectas que se cortan. Estos dos últimas no determinan, según 



Lo mismo acontece con una reetn m,* 
dos, c „ n 5 , a n t e M m e s o b r e

 a F Í ™ " 

» 'fe * . plano. es una 
— y recto (fig. 170). 

V i. B \ / . T r ' T 0 S , d?S P " n , o s cualquiera 
. / * X % y { s o b r e , a '«'nea de intersección. 

Z / > ;S , e n '1 0 dos puntos comunes á 
los dos planos, la línea recta AB está 

Fig. no. . contenida en cada uno de ellos y es 

ua inan («41), lo cual es contrario al supuesto. 

UtePR PcT.' SÍ UUa reCta AP Perpendicular á dos 
^ d ^ ^ ^ ^ - ^ o M , espíen-

EL PLANO Y LA LÍNEA RECTA. 161 

Por el punto P trazamos en el plano M una recta cualquiera 
PD, y decimos que AP es perpendicular á PB. En efecto: cor-
tamos las rectas PB, PC, Pf) por una misma recta BC y pro-
longamos la linea AP mas abajo del . 
plano una longitud PA' = PA. Des-
pués unimos AB, AC, AD, A'D, A'B, 
A'C. En el plano ABA', PB es per-
pendicular en el punto medio de 
AA', y por tanto (48) BA = BA'. 
De igual manera CA = CA'; luego / í § / / 
los triángulos ABC, A'BC tienen los 91 ' f r f 
tres lados iguales y son iguales. Si 
hacemos girar el triángulo A'BC so- k . / 
b r i BC como charnela para aplicarlo Fig. t 7 1 . 
sobre su igual ABC, el punto A' 
caerá en el punto A, y como el punto D permanece fijo, DA' 
coincidirá con DA. Dichas dos líneas son iguales por consiguiente 
y el triángulo ADA' es isósceles. La línea DP que junta el 
vértice de este triángulo con el medio de la base es perpendi-
cular á AP (59). Según esto la línea AP es perpendicular á 
toda recta que pase por su pié en plano M, y es por ello per-
pendicular á este plano, Q. E. L. D. 

2 4 6 . T E O R E M A . Por un punto P dado en un plano M puede 
siempre trazarse una perpendicular á este plano y no puede 
trazarse mas que una. 

1.° Trazamos una recta cualquiera BC en el plano M 
(fig. 172) y desde el punto P bajamos una perpendicular PB 
sobre esta recta. En un plano cualquiera trazado por BC trazo 
BA perpendicular á BC y en el plano de las dos rectas PB, BA 
elevo PA perpendicular á PB. Esta línea PA es perpendicular 
al plano M. 

En efecto : sea PC una recta cualquiera trazada en este 
plano por el punto P. Prolongamos PA mas abajo del plano otro 
tanto PA' = PA, y unimos luego AC, A'B, A'C. La recta CB 
perpendicular á la vez á las dos rectas PB, BA es perpendi-
cular á su plano PBA (24O) y por consecuencia á la recta BA' 

11 



172. 

que pasa por su pié en este plano. Los ángulos CBA, CBA' son 
iguales como rectos. En el plano ABA', BP es perpendicular 

en el punto medio de AA'; luego (48) 
B A = BA'. Según esto los dos trián-
gulos ABC, A'BC tienen el lado BC 
comuf, JBA = BA' y el ángulo CBA 
= CBA'; son por consiguiente iguales 
y CA = CA'. El triángulo ACA' es isós-
celes y por consecuencia la recta CP 
que junta el vértice con el medio de la 
base es perpendicular á AP. La recta 

AP, según esto, perpendicular á las dos rectas PB y PC que 
pasan por su pié en el plano M, es perpendicular al mismo 
(245) . Q. E. I,. D. 

2.° Sea PA perpendicular al plano M (fig. 173) PD otra línea 
cualquiera, y decimos que esta es nece-
sariamente oblicua al plano. Porque, en 
efecto, por las dos rectas AP, PD hace-
mos pasar un plano que corte al plano M 
según PE. En este plano no puede tra-
zarse á PE mas que una perpendicular 
(17) y esta perpendicular es PA. Luego 

PD es oblicua á PE y por consiguiente al plano M. 

2 4 7 . T E O R E M A . Por un punto A dado fuera de un'plano 
M se le puede trazar una perpendi-
cular•, y no se puede trazar mas de 
una (fig. 1 7 4 ) . 

1 E n el plano M trazamos una recta 
cualquiera BC y desde el punto A baja-
mos sobre BC la perpendicular AB. Por 
el punto B en el plano M trazamos BP 
perpendicular á BC, y en el plano ABP 
bajamos la linea AP perpendicular á 
BP; AP es perpendicular al plano M 

(la misma demostración que la del n.° 246) . 
2." Toda otra recta AB trazada por el punto A es oblicua al 

Fig. 175. 

Fig. 174. 

plano M. Porque en el plano APB, AP es perpendicular á PB, 
luego AB es oblicua á esta lírica (42) y por consiguiente al 
plano. 

2 4 8 . T E O R E M A . Por un punto P tomado sobre una recta 
puede siempre trazarse un plano perpendicular á esta recta, 
pero no puede trazarse mas que uno (fig. 175). 

1.° Por el punto P, en dos planos diferentes colocados si-
guiendo AB, trazamos á esta recta las perpendiculares PC y PD, 
y trazamos además el plano M determinado por estas dos lí-
neas ; AP, perpendicular á las dos rectas PD, PC, será perpen-
dicular á este plano ( 2 4 5 ) ; luego este plano M es perpendi-
cular á AB. 

2.° Imaginemos otro plano R cualquiera pasando por el 

(
¡unto P y corlemos los planos M y B por otro plano cualquiera 

APG trazado por AB. Este plano cortará al plano B siguiendo 
una línea oblicua á AB, y por tanto AB es oblicua al plano B. 

2 4 9 . C O R O L A R I O . Si por un punto de una recta AB se le 
trazan cuantas perpendiculares se 
quiera, el lugar de todas estas per-
pendiculares es un plano peiyendi-
cular á la recta (fig. 175). 

En efecto : no puede trazarse por 
el punto P mas que un plano perpen-
dicular á la recta AB, y ese plano está 
determinado por dos cualesquiera de 
las perpendiculares trazadas á AB por 
el punto P, y por consiguiente las contiene todas, Q. E. I., D. 

' 2 5 0 . T E O R E M A . Por un punto C tomado fuera de una recta 
AB puede siempre trazarse un plano perpendicular á dicha 
recta, pero no mas de uno (fig. 175). 

1 D e s d e el punto C bajamos sobre AB la perpendicular CP 
y en el punto P trazamos á AB otra perpendicular PD. El plano 
de estas dos rectas CP, PD es perpendicular á AB. 

2.° Sea M un plano perpendicular á AB trazado por el punto 
* rjjnro m i 

«üiorEa u m t m u j 

" M m m m e s " 

A 

/ / 

/ ' m 

B 



G. Le cortamos por el plano ABC y la recta de intersección de-
berá ser perpendicular á AB y coincidirá con CP. Luego todo 
plano perpendicular á AB trazado por el punto C debe pasar 
por el punto P ; por este no puede trazarse mas que un plano 
perpendicular á AB ( 2 4 8 ) ; luego también no puede trazarse 
por el punto G mas que un plano perpendicular á la linea AB. 
Q . E L . D . 

! 2 5 1 . T E O R E M A . Si desde un punto exterior á un plañóse 
le traza una •perpendicular AP y diversas oblicuas; 

1La perpendiculares mas corta que todas las •oblicuas; 
2.° Dos oblicuas igualmente distantes del pié de la-per-

pendicular son iguales; 
5.° De dos oblicuas desigualmente distantes del pie Ve. la 

perpendicular, la que mas se separa es la mayor (íig. 17ü& 
1 S e a AP la perpendicular y A 

una oblicua al plano M. En el pla-
no APB, AP es perpendicular y 
AB oblicua á la recta PB; luego 
A P < P B (45). 

2.° Sean AC, AB dos oblicuas 
igualmente distantes del pié P de 
la perpendicular. 

Los dos triángulos rectángulos 
APC, APD tienen el lado AP común, PC = P D por el supuesto, 
luego son iguales y AC = AB. Q. E. I,, D. 

5.° Sean AC, AE dos oblicuas tales que resulte PE>>PG. 
Sobre PE tomamos una longitud PB = PC y unimos AB. En el 
plano APE, AB y AE son oblicuas á PE, y además P E > A B ; 
luego (45) A E > A B . Como AB = AC (2o), resulta en defi-
nitiva que A E > A C . Q. E. L. D. 

2 5 2 . C O R O L A R I O . Si desde un punto exterior á un planoM 
se trazan oblicuas iguales, AB, AC, AB, etc., el lugar de los 
pies de todas estas oblicuas es una circunferencia que tiene 
por centro el pié de la perpendicular bajada desde el punto 
A sobre el plano. 

La razón es que los piés de todas estas oblicuas están igual-
mente distantes del pié P de la perpendicular, porque son 
iguales. 

2 5 5 . OBSERVACIÓN. La perpendicular bajada desde un punto 
sobre un plano, siendo la líuea mas corta que puede trazarse 
desde el punto al plano, se toma como la medida de la dis-
tancia que hay desde el punto al plano. 

/ 2 5 4 . T E O R E M A . Si desde el pié P de una perpendicular 
AP al plano M se- traza una perpendicular PD á una recta 
cualquiera BC, trazada en el plano, la recta DA que une el 
punto' 1) con un punto cualquiera A 

' de la perpendicular al plano, es per-
pendicular á BC (fig. 177). 

Partiendo del punto B tomamos so-
bre BC dos longitudes iguales DB, I)C 
y unimos PB, PC, AB, AC. En el plano 
M las dos oblicuas PB, PC á la línea BC M 

se apartan igualmente del pié de la 
perpendicular; luego son iguales y por tanto, PB = PC. Según 
esto AB = AC ( 2 5 1 , 2.°) y por tanto el triángulo ABC es 
isósceles, y la línea Aü que une el vértice con el medio de la 
base BC, es perpendicular á dicha base. Q. E. L. D. 

2 5 5 . C O R O L A R I O . La recta B C , perpendicular á la vez á las 
rectas PD y Aü, es perpendicular al plano PA1), que pasa por 
estas dos rectas.' 

OBSERVACIÓN. El teorema precedente se denomina de las 
tres perpendiculares. 

"§ X X V . P a r a l e l i s m o d e l a s r e c t a s y d e los p l a n o s . 

2 5 6 . D E F I N I C I O N E S . Una recta y un plano son paralelos 
cuando no se Encuentran por mucha que sea la distancia hasta 
donde se prolonguen. 



Dos planos son paralelos cuando no se cortan aunque se pro-
longuen indefinidamente. 

2 5 7 . T E O R E M A . Si una recta AB es perpendicular á un 
plano M, toda paralela CD á esta recta es también perpen-
dicular al plano (fig. 178). 

El plano de las paralelas AB y CD corta el plano M siguiendo 
la línea BD. La recta AB perpendi-
cular al plano M, lo es también á 
BB. En el plano ABDC, CD paralela 
á AB es también perpendicular á BD 
(57). En el plano M trazamos" EE 
perpendicular á BD y unimos el 
punto D con un punto cualquie-
ra A de la perpendicular AB; EE 
será perpendicular al plano ABD -
(255) , y por consecuencia será per-

pendicular á BC que pasa por su pié en el plano este. La l ínel 
CB perpendicular á la vez á las dos rectas BD y EE que pasan 
par su pié en el plano M, es perpendicular á este plano, Q. E. 

L . D . 

A 

K 
\ 

c 

\ ti /!>/ 

Fig . 178. 

2 5 8 . COROLARIO. Desde un punto D no puede trazarse á 
una recta AB mas que una paralela (fig. 179). 

Besde el punto D trazo un plano M perpendicular á AB. 
Toda paralela á AB trazada por el 
punto D será perpendicular al plano 
M. Desde el punto D no puede tra-
zarse mas que una perpendicular al 
plano M, luego, etc. 7 

Fig . 179. 
2 5 9 . T E O R E M A . Recíprocamente, 

dos rectas AB, CD perpendiculares á 
un mismo plano son paralelas (fig. 179). 

Si, por el punto I), se traza una paralela á AB, será per-
pendicular al plano M; luego coincidirá con CB (240 , 2.°) ; 
luego CB es paralela á AB. Q. E. L. D. 

2 0 0 . COROLARIO. DOS rectas AB, 
tercera EF son paralelas éntre si 
( f i g . 1 8 0 ) . 

Trazamos un plano M perpendicu-
lar á EF. Las dos rectas AB, CD pa-
ralelas á EF son perpendiculares al 
plano M (257) ; luego son paralelas 
(259) . 

CD paralelas d una 

* C 
E 

B D / 
F 

F ig . 180. 

Fisr. 181. 

2 0 1 . T E O R E M A . Si una recta AB no situada en un 
plano M, es paralela á una recta 
CB, contenida en este pla?w, es 
paralela á dicho plano (fig. 181). 

Se traza el plano de las dos 
pararelas AB, CD. Una recta con-
tenida en este plano no puede 
encontrar al plano M mas que en 
un punto de CD; mas AB no puede encontrar á CD, y por 
consiguiente es paralela al plano M. 

2 0 2 . T E O R E M A . Si una recta es paralela á un plano M, 
todo plano trazado por la linea AB y un punto C del plano 
M corta este último según la recta CD paralela á AB (fig. 182). 

En efecto : AB y CB están en un mismo plano; y no pueden 
encontrarse puesto que CI) está enteramente contenida en el pla-
no M, que es paralelo á AB; luego las dos rectas son paralelas. 

2 0 5 . COROLARIO. I. Cuando una recta AB es paralela á un 
plano M, si por un punto C de este 
plano se traza una paralela á AB, 
está dicha paralela contenida en el 
plano M (fig. 182). 

En efecto: el plano trazado por al 
recta AB y el punto C corta al pía- Fig. *S2. 
no M según la recta CB, parelela á AB. Por el punto C no puede 
trazarse más que una paralela á AB (258) ; juego está conte-
nida en el plano M. 



2 6 4 . C O R O L A R I O . I I . Si una recta es paralela á dos planos, 
es paralela á la intersección dichos planos. 

Porque si por un punto de esta intersección se traza la pa-
ralela á la recta dada, está contenida á la vez en los dos 
planos (265) . 

2 6 5 . T E O R E M A . Dos planos perpendiculares á una misma 
recta son paralelos. 

Desde un misino punto no puede trazarse mas que un plano 
perpendicular á una recta; luego dos planos perpendiculares 
á una misma recta no tiene ningún punto común, y por tanto 
son paralelos. 

2 6 6 . T E O R E M A . Las intersecciones A B , C B de dos planos 
d paralelos M y P con un tercer plano 

/ ~ 7 \ ~J son paralelos (fig. 183). 
•»/ / \ / Las rectas AB y CD contenidas en 

c \ \ R los planos paralelos M y P no pueden 
\ - - j encontrarse, y estando además en un 

/ y / / mismo plano, son paralelas. 
A 

Fig. 183. 2 6 7 . T E O R E M A . Si dos planos M y 
P son paralelos, toda recta peipendicular á uno es per-

pendicular al otro (fig. 184). 
Suponemos AB perpendicular al pla-

no M y decimos que es perpendicular 
al plano P. Por el punto A trazo en el 
plano P una recta cualquiera AC, y por 
la rectas AB y AC trazo un plano que 
corte al plano M según la recta BD, 

Fig. 181. paralela á AC (266). La recta AB per-
pendicular al plano M es perpendicu-

lar, á BD, y á la línea AC paralela á BD. La línea AB, siendo 
perpendicular á toda recta que pase por su pié en el plano P, 
es también perpendicular al plano P. 

t , 
2 6 8 . COROLARIO. I . Por un punto A tomado fuera de un 

plano M, puede trazarse un plano paralelo al plano M, pero 
no más que uno (fig. 184). 

Desde el punto A bajamos la perpendicular AB al plano M, 
y trazamos un plano P perpendicular á AB en el punto A : 
este plano es paralelo al plano M (260) . Recíprocamente : un 
plano paralelo al plano M, trazado por el punto A, debe ser 
perpendicular á AB; luego (248 , 2.°) no puede existir para-
lelo al M por el punto A más que el plano P. 

2 6 9 . C O R O L A R I O . I I . Dos planos paralelos á un tercero son 
paralelos. 

Porque dos planos paralelos á un plano dado no pueden 
tener ningún punto común (268) . 

2 7 0 . T E O R E M A . Las paralelas AB, M 

CD, comprendidas entre dos pla-
nos paralelos M y P, son iguales 
(fig. 185). 

El plano de las dos paralelas corta 
á los planos M y P según las paralelas 
AC y BD (266) ; luego la figura ACDB es un paralelógramo, 
y AB = CD. 

2 7 1 . C O R O L A R I O . Si las rectas AB y C D son perpendiculares 
al plano M, son paralelas (259) y perpendiculares al plano P 
(267) ; luego son iguales. Según esto : dos planos paralelos 
están á igual distancia en toda su ex-
tensión. 

2 7 2 . T E O R E M A . Cuando dos ángalos v 

BAC, EDF tienen sus lados paralelos 
y dirigidos en un mismo sentido, 
1.° estos ángulos son iguales;, 2.° sus M 

planos son paralelos (fig. 186). 
1 T o m a m o s á partir de los vértices 

A v D sobre los lados paralelos de los ángulos las longitudes 
iguales AB = DE y AC == DF; unimos BC, EF, AD, BE, CF. 



Siendo iguales y paralelas las linea AB, DE, la figura ABDE es 
un paraielógramo, y la línea BE es igual y paralela á AB. Del 
mismo modo GE es igual y paralela á AD, y por esta razón BE 
y CF son iguales y paralelas entre sí y la figura BGEE es tam-
bién un paraielógramo. Be lo dicho se deduce que BG = EE, 
en cuyo caso los dos triángulos ABC, DEF tienen los (res lados 
iguales, y los ángulos BAC, EDF son iguales, Q. E. I., D. 

2.° Sea M el plano del ángulo BAC. Si por el punto D traza-
mos un plano P paralelo al plano M interceptará en las tres 
paralelas AD, BE, CF longitudes iguales ( 2 7 0 ) ; luego pasará 
por los puntos E y F y será el plano del ángulo EBF Q. E. L. D. 

2 7 5 . T E O R E M A . Tres planos paralelos M , P , Q , interceptan 
? en dos rectas AB y CB segmentos pro-

m / *r °r: / porcionales (fig. 187). 
Sean A, E, B y C, F, D los puntos en 

que las rectas AB y CD cortan los planos 
M, P y Q. Por el punto C trazamos una 
paralela á AB que corta los planos P y Q 
en los puntos 11 y G. Unimos 11F y GB, 

1 / 
/ „ / «A-

F / V : • / 
I / 

o / J « h » / 

Fig. íSi. cuyas rectas son paralelas como inter-
secciones del plano CGD con los planos paralelos P y Q : de 
donde resulta ( 1 0 0 ) : 

CH CF. 
I1G FD' 

pero C1I — AE y HG = EB, como paralelas comprendidas entre 
planos paralelos; luego : 

EA CF 
E B = F D Q" E" L- D" 

§ XXVI. Angulos diedros. — Planos perpendiculares . 

2 7 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llama ángulo diedro la figura for-
mada por dos planos que se encuentran y terminan en su in-

terseccion común. Los dos planos se llaman caras del ángulo 
diedro, y su intersección arista del ángulo. El ángulo diedro 
suele nombrarse por las dos letras de 
su arista, ó bien con cuatro letras 
una en cada cara y dos sobre la aris-
ta, las cuales se leen en medio de las 
de las caras. 

Dos ángulos diedros son adyacentes 
cuando tienen una misma arista, una 
cara común, y están (»locados uno á 
un lado y otro á otro de esta cara. Se suman dos ángulos jus-
taponiéndolos de modo que sean adyacentes : el ángulo diedro 
formado por las caras exteriores constituye la suma de los dos 
que se han reunido ó sumado. 

Podemos formarnos una idea clara de la magnitud de un 
ángulo diedro suponiendo que una de las caras P (fig. 188), 
aplicada primero sobre la cara M gira al rededor de la arista 
AB siempre en el mismo sentido, en cuya rotación el plano 
móvil P forma con el plano fijo un ángulo diedro cada vez 
mayor. 

2 7 5 . Un plano Q se llama perpendicular con relación á 
otro plano MN (fig. 189), cuando forma con este dos ángulos 
diedros adyacentes iguales MABQ, ÍS'ABQ. 

Se llama ángulo diedro recto aquel cuyas dos caras son per-
pendiculares. 

Bos ángulos diedros son opuestos por la arista cuando las 
caras del uno son prolongación de las del otro. 

2 7 6 . T E O R E M A . Por una recta AB, situada en un plano 
MN puede siempre trazarse un plano perpendicular al plano 
MN; pero no más de uno (fig. 1S8). 

2 7 7 . COROLARIO. Todos los ángulos diedros rectos son 
iguales. 

La demostración de este teorema y su corolario son idén-
ticas á las de los n.os 1 7 y 18 . 



OBSERVACIÓN". Un diedro es agudo ú obtuso según sea mayor 
ó menor que un diedro recto. 

Dos diedros son complementarios cuando sumados valen un 
diedro recto; suplementarios,cuando dicha suma vale dos die-
dros rectos. 

2 7 8 . T E O R E M A . Todo plano que encuentra otro, forma 
con él dos diedros adyacentes suplementarios; y recíproca-
mente, si dos diedros adyacentes son suplementarios sus 
caras exteriores so« prolongacion una de otra. 

(Demostraciones idénticas á las de los n.°* 2 1 y 24) . 

2 7 9 . D E F I N I C I Ó N . Si por un punto A de la arista de un die-
dro (fig. 189) se trazan las perpendiculares AC y AB á esta 

arista en las dos caras del diedro, el ángulo BAG 
que forman se Dama ángulo plano ó rectilíneo 
del diedro. — Si el punto' A se mueve sobre la 

íí arista, las líneas AB y AC permanecen paralelas á 
ellas mismas y no cambia el valor de su ángulo 
(272) . 

El plano del ángulo rectilíneo BAC es perpen-
dicular á la arista ( 24o ) ; luego para construir 
el ángulo plano de un diedro puede cortarse 

este diedro por un plano perpendicular á la arista. 

2 8 0 . T E O R E M A . DOS ángulos diedros iguales tienen los 
ángulos planos iguales, y recí-
procamente, dos ángulos diedtos 
que tienen los ángulos planos 
iguales son iguales. 

1 S i los dos diedros AD y A'D' 
son iguales (fig. 190), pueden su-
perponerse de manera que coin-
cidan y entonces tienen el mismo 
ángulo rectilíneo (279) . 

2.° Supongamos que los ángu-
los rectilíneos BAC, B'A'C (tig. 190) dé los dos ángulos die-

Fig . 189 . 

F i g . 1 3 0 . 

dros AD y A'D' sean iguales, decimos que los diedros lo son 
también. En efecto : trasportemos el segundo diedro sobre el 
primero de modo que él ángulo plano B'A'C' coincida con su 
igual BAC : la arista A'D' perpendicular al plano B'A'C' to-
mará la dirección de la arista Al) perpendicular al plano BAC 
( 2 4 6 , 2.°), y los dos diedros coincidirán, Q. E. I., D. 

2 8 1 . COROLARIO. A un ángulo diedro recto corresponde un 
ángulo plano recto (fig. 191). Supo-
nemos el plano ABF perpendicular al 
MN. Por el punto C trazamos en el plano 
MÑ, DE perpendicular á AB, y en el 
plano ABF, GF perpendicular á AB. Los 
diedros M A B F , N A B F , al ser iguales 
(275) tienen los ángulos rectilíneos 
iguales; luego el ángulo DCF es igual 
á ECF. La línea CF es perpendicular 
á DE y por consiguiente el ángulo 
DCF es recto, Q. E. L. D. 

/ | 
/ 

E 

F~ / / 
/D 

/ / 0 E / 

A 

F ig . 191 . 

2 8 2 . T E O R E M A . — La relación de dos ángulos diedros es 
igual á la de sus ángulos planos. 

Sean AP y DQ (fig. 192) dos ángulos diedros cuyos ángulos 
planos son BAC y EDF. Su-
ponemos que los 
planos tienen una 
común que se contiene 5 
veces en BAC y 5 en EDF. 
La 
planos será, pues 

5 á Por la arista AP y por 
O 

las líneas de división AG, 
AH, AK, AI del ángulo BAC, trazamos planos y hacemos ade- * 
más la misma construcción en el otro diedro. Los dos diedros 
resultarán divididos en pequeños diedros todos iguales entre sí, 
puesto que sus ángulos planos son iguales 1 ( 2 0 8 , 2.°),El d i e ^ ^ 

ángulos 
medida 

relación de los ángulos 
igual 

Fig . 192. 



AP contiene 5, y el diedro DQ contiene 5. Luego la relación de 
5 

estos dos diedros es es decir igual á la relación de los ángu-

los planos correspondientes, Q. E. I,, D. 

2 8 O . T E O R E M A . La medida de un ángulo diedro es la 
misma que la de su ángulo plano, siempre que se tome por 
unidad de ángulo diedro la que corresponda á la unidad de 
ángulo plano. 

Sea 1) el ángulo diedro que se va á medir, A su ángulo 
plano, d la unidad de ángulo diedro, a el ángulo plano corres-
pondiente y tendremos: 

D A 
d~ a' 

D A 
pero - es la medida del ángulo diedro, y - la del ángulo plano; 

(l (l 
luego, etc. 

2 8 4 . O B S E R V A C I Ó N . Si se toma el ángulo recto por unidad 
de ángulo rectilíneo, la unidad de ángulo diedro será el diedro 
recto ( 2 8 ! ) . Podrán de este modo expresarse los ángulos 
diedros en grados, minutos y segundos, si llamamos ángulo 
diedro de Io , 2o, 3o, etc., aquel cuyo ángulo plano vale Io , 
2o, 5o, etc. 

2 8 O . OBSERVACIÓN. El teorema precedente permite deducir 
muchas propiedades de los ángulos diedros de las propiedades 
análogas de los ángulos planos. Ejemplos : Los ángulosdie-
dros opuestos por el vértice son iguales. Si dos planos parale-
los son cortados por un tercero, los cuatro ángulos diedros 
agudos son iguales entre sí, así como los cuatro diedros 
obtusos. 

2 8 6 . T E O R E M A . Cuando una recta AP es perpendicular á 
un plano M, todo plano ABC trazado por esta recta es per-
pendicular al plano M (fig. 193). 

Trazamos en el plano M la recta PD perpendicular á 
AP es también perpendicular á BC. 
El ángulo APD es, según esto el án-
gulo plano correspondiente al diedro 
ABCN. Además AP siendo perpendi-
cular al plano M es perpendicular á 
PD; el ángulo APD es recto; luego lo 
es el diedro y los planos son perpen-
diculares. Q. E. i,, n. 

2 8 7 . T E O R E M A . Cuando un plano Kig'193" 
ABC es perpendicular á otro MN, toda recta AP trazada en 
el primer plano perpendicularmente á la intersección BC, 
es perpendicular al otro plano (fig. 193). 

Sea PD perpendicular á BC en el plano MN. Siendo recto el 
diedro ABCN, su ángulo rectilíneo APB es recto, y la línea AP 
es en este caso perpendicular á las dos rectas BC y PD que 
pasan por su pié en el plano MN, y por consiguiente es per-
pendicular al plano, Q. E. L. D. 

2 8 8 . COROLARIO. Si dos planos A B C y MN son perpendicu-
lares, y por un punto A del primero se traza una peipen-
dicular al segundo, esta recta está enteramente contenida en 
el primero (üg. 193). 

Porque si se traza AP perpendicular á la intersección BC de 
los dos planos, es perpendicular al plano MN, y como desde el 
punto A no puede trazarse más 
que una perpendicular al plano MN, 
esta es la línea AP contenida en el 
plano ABC. 

2 8 9 . T E O R E M A . Si dos planos 
que se cortan son perpendiculares 
á un tercero MN, la intersección de 
los dos primeros AB es perpendicu- Fj t m 

lar á dicho tercer plano (fig. 194). 
Porque si desde el punto A común á los dos primeros pía-



nos se traza una perpendicular al plano MN, debe estar conte-
nida en cada uno de los planos (288) ; luego habrá de ser su 
intersección. 

§ XXVII. Nociones sumarias sobre tos ángulos triedros y poliedros. 

2 9 0 . D E F I N I C I O N E S . Se llama ángulo triedro la figura for-
mada por tres planos que se cortan en un mismo punto, 
llamado vértice del ángulo triedro y las intersecciones mutuas 
de los tres planos son las aristas de dicho ángulo. Los ángulos 
planos formados por estas aristas tomadas dos á dos se llaman 
las tres caras del ángulo triedro. 

Se llama ángulo poliedro la figura formada por muchos pla-
nos que se corlan en un mismo punto. El ángulo poliedro se 
llama convexo cuando, prolongando indefinidamente el plano 
de cada una de sus,caras, la figura se halla toda entera á un 
mismo lado de la cara prolongada. 

2 9 1 . Si se prolongan mas allá del vértice las aristas de un 
ángulo poliedro, se forma un nuevo ángulo poliedro, que se 
llama el simétrico del primero. Dos ángulos poliedros simé-
tricos tienen sus caras respectivamente iguales, como opuestas 
por el vértice y sus diedros también iguales respectivamente 
como opuestos por la arista. Pero estos ángulos poliedros no son 

superponibles porque la disposición de los 
elementos iguales es inversa en los dos, 
como es fácil notar, concibiendo dos obser-
vadores colocados de la misma manera en 
los dos ángulos poliedros. 

Para mostrar que no pueden superpo-
nerse dos ángulos poliedros simétricos, to-
menos por ejemplo los dos triedros simé-
tricos OABC, OA'B'C, y bagamos coincidir 
la cara A'OB' con su igual AOB (fig. 195). 

Puede hacerse esto de dos maneras : 1.° haciendo girar ia 
figura OA'B'C' de 180° al rededor de una perpendicular al plano 

AOB trazada por el punto 0 . En este caso la arista OC' per-
manecería detrás del plano AOB y no podria coincidir con la 
arista OC que está delante; 2.° haciendo girar la figura OA'B'C', 
de 180° al rededor de la bisectriz del ángulo BOA'. Mas en este 
caso la arista OA' vendrá á caer sobre OB, y á menos que el 
ángulo diedro OA' no sea igual al diedro OB no coincidirán los 
dos triedros. 

Si el diedro OA es igual al diedro OB, el triedro OABC podrá 
coincidir con su simétrico y la cara A'OC con la BOC; luego, 
si en un triedro (los diedros son iguales, las caras opuestas á 
estos diedros son iguales, y el triedro es igual á su simé-
trico. Becíprocamente; si dos caras de un triedro son iguales, 
el triedro es igual á su simétrico, y los diedros opuestos á las 
caras iguales son iguales. 

2 9 2 . T E O R E M A . En un triedro, cada cara es menor que la 
suma de las otras dos (fig. 196). o 

Sea OABC un triedro, AOB la cara / k 
mayor. En el plano de dicha cara tra- / \ \ 
zamos la línea OD formando con OA / \ \ \ 
un ángulo AOD igual á AOC. Trazamos / \ \ \ 
además la línea AB que corta á OB en y~~z~ 
el punto D. Tomamos luego OC igual """---L'''' 
OD y unimos AC. BC. Los triángulos i 
AOC, AOD tienen OA común, OC = 01), 196-
y el ángulo A0C=A0D, y por tanto son iguales, y AC = AD. 
En el triángulo ABC tenemos : 

AB<AC-! -BC; 
restando de los dos miembros las longitudes iguales AD y AC, 
quedará 

BD<BC. 

Esto sentado, en los triángulos OBD, OBC tenemos : OB co-
mún, 0D = 0C y BD<BC. De aquí resulta (54) que el án-
gulo B 0 D < B 0 C , y si se agrega á los dos miembros los 
ánimios ¡"nales AOD y AOC resulta en definitiva 

O O »J 

AOB < AOC + BOC. Q . E . L . D . 



2 9 3 . T E O R E M A . La suma de las caras de un ángulo po-
liedro convexo es menor que cuatro ángulos rectos (fig. 197). 

Sea 0 un ángulo polie-
dro convexo. Le cortamos 
por un plano MN, que en-
cuentra todas las aristas de 
un mismo lado del vértice, 

N y tenemos el polígono con-
vexo ABCDE. Unimos todos 
los vértices de este polígono 
con el punto P tomado en 
su interior, resultando un 
número igual de triángulos 

de los cuales tienen por vértice común, unos el punto 0 y los 
otros el punto P. En el ángulo triedro AGBE la cara BAE es 
menor que la suma de las otras dos 

BAE<BAO-hEAO. 

De igual manera 

ABC<ABO+CBO 
BCD<BCO-bDCO, etc.; 

si se suman todas estas desigualdades, resulta que la suma de 
los ángulos que están en la base de los triángulos formados 
al rededor del punto 0 es mayor (pie la suma de los ángulos en 
la base de los triángulos formados al rededor del punto P. 
Luego, por compensación, la suma de los ángulos formados 
al rededor del punto 0 es menor que la de los ángulos for-
mados al rededor del punto P, esto es, menor que cuatro rectos. 
Q . E . L . D . 

APÉNDICE AL LIBRO VI 

LEVANTAMIENTO DE PLANOS Y NIVELACION 

i XXVIII. Nociones sobre el levantamiento de planos. — Levantamiento 
con el metro , la escuadra, el grafómetro y la plancheta. 

/ W 

2 9 4 . D E F I N I C I O N E S Y N O C I O N E S P R E L I M I N A R E S . Se llama proyec-
ción de un punto sobre un plano, el pié de la perpendicular 
bajada desde este punto sobre el plano. El plano sobre que se 
proyecta se denomina plano de proyección; y la perpendicular 
bajada desde el punto sobre el plano de proyección se llama 
línea proyectante ó simplemente la proyectante del punto. 

Se llama proyección de una línea so-
bre un plano, el lugar de las provee-
ciones de todos los puntos de esta línea - " ¡ T ; ¡ 
sobre el plano. ¡ ! ! 

Es evidente que la proyección de una 
línea recta sobre un plano es una línea 
recta. En efecto : sea MN el plano de 
proyección (fig. 198), AB la recta que 
se proyecta. Las proyectantes de todos los puntos son paralelas 
( 2 3 9 ) , y están todas en el plano BAG determinado por una de 
ellas AC y la recta dada AB, y por consecuencia el lugar de 
sus piés es la recta GD intersección de este plano con el de 
proyección MN. 

El plano BAC es perpendicular al plano de proyección, 
& e S o T ' c o n t i e n e I a proyectante AC perpendicular al plano 
MN ( 2 8 6 ) , el cual se Huma plano proyectante déla recta. Se 
llama proyección de una figura sobre un plano1, la figura for-

Fig. 198. 



niada por las proyecciones de todos los puntos y de todas las 
lineas de la figura dada. Si el plano de proyección se mueve 
paralelamente á sí mismo, las líneas proyectantes 110 cambian 
y las proyecciones sobre los dos planos paralelos son iguales. 

2 9 5 . Es sabido que se llama vertical de un lugar la direc-
ción de una plomada en dicho lugar. Las verticales de dos lu-
gares diversos se juntan en el centro de la tierra; pero si estos 
lugares están poco separados, el ángulo de sus verticales es tan 
pequeño que pueden las verticales considerarse como paralelas, 
que es lo que hacemos en todo lo que sigue. 

Se llama plano horizontal un plano perpendicular á la ver-
tical. Todos los planos horizontales son paralelos (269). Toda 
recta trazada en un plano horizontal es una horizontal, y es 
perpendicular á la vertical. 

Se llama plano vertical todo aquel que es perpendicular al 
horizontal : resulta de las propiedades de los planos perpen-
diculares : 

1.° Que todo plano trazado según una vertical es verti-
cal (286) . 

2.° Que un plano vertical contiene todas las verticales que 
pueden trazarse por sus diferentes puntos (288) . 

5.® Que la intersección de dos planos verticales es una ver-
tical (289) . 

Cuando se quiere saber si una recta es vertical, se suspende 
á su lado una plomada y se observa si es paralela á la direc-
ción del hilo. 

Fig. 199. 

Para estar seguro de que un plano es horizontal se emplea 
un pequeño instrumento llamado nivel de burbuja de aire 
(fig. 199). Se compone de un tubo de cristal ligeramente con-
vexo en la parte superior, encerrado en una armadura de cobre . 

que descansa sobre una platina de metal. El tubo está lleno de 
agua, menos en lo que ocupa una burbuja de aire que va por 
sí sola á colocarse en la parte superior del tubo, entre dos 
trazos señalados sobre el cristal, cuando la platina está horizon-
tal. Para verificar la horizontalidad del plano se coloca el nivel 
de burbuja de aire sobre dicho plano en dos direcciones di-
versas y próximamente perpendiculares. Si la posición de la 
burbuja indica que estas dos rectas del plano están horizon-
tales, el plano contendrá dos rectas perpendiculares á la ver-
tical, y será él mismo perpendicular á la vertical (249) esto 
es, será horizontal. 

2 9 6 . Cuando un terreno es plano y horizontal se llama 
plano de este terreno la figura formada por los puntos notables 
de este terreno y las líneas de toda especie que se trazan en él, 
tales como las líneas que saparan los trozos de terrenos, los 
bordes de los caminos y las corrientes de aguas, etc. Cuando 
el terreno es accidentado ó inclinado, que es lo mas frecuente, 
se imagina la proyección de la figura sobre un plano horizon-
tal, y dicha proyección es lo que se llama plano del terreno. 

Levantar el plano de un terreno, es tomar sobre el terreno 
todas las medidas necesarias para determinar completamente la 
figura formada por el plano. 

Trasladar el plano sobre el papel, es construir sobre este 
una figura semejante á la figura del terreno : la relación de 
las lineas trazadas sobre el papel con las líneas homologas del 
terreno se llama escala del plano. 

2 9 7 . Sea cualquiera la figura cuyo plano se desea levantar, 
puede siempre descomponerse en polígonos, si 110 contiene mas 
que líneas rectas. Si hubiere curvas, se sustituyen por líneas 
quebradas que difieran poco de las curvas. La cuestión del le-
vantamiento de planos queda, pues, reducida á levantar el 
de un cierto número de polígonos. 

Por poco extenso que sea el terreno es mas conveniente di-
vidir la operacion en dos partes. Debe primeramente determi-
narse un polígono que abrace la mayor parte de la extensión 



del terreno y se levanta su plano; y luego se fija la posicion 
de los puntos notables y todos los detalles con respecto á los 
diversos lados de este polígono. Dicho polígono, que llamare-
mos polígono topográfico, ha de cumplir con ciertas condi-
ciones : es menester en primer término que puedan medirse 
todos los lados y todos los ángulos, y además que los puntos 
notables del terreno puedan percibirse desde dos vértices al 
menos del polígono topográfico. 

£ 9 8 . LEVANTAMIENTO CON E L METRO. Hemos explicado ya el 
uso de la cadena para medir las longitudes sobre un terreno 
plano y horizontal ( 1 7 4 ) . Cuando está inclinado y desigual, no 
es la longitud misma de la línea AB (fig. 200) lo que hay ne-

i 

A' C' O' E' B' 

Fig. 200. 

cesidad de medir, sino la longitud de su proyección horizontal. 
Para ello, cuando" el operador tiene la mano apoyada fuerte-
mente sobre el suelo en el punto A, el auxiliar tiende la ca-
dena bien horizontal según la línea AC"; despues con una 
plomada, ó ficba cargada de plomo marca el pié C en la ver-
tical trazada desde el punto C". El agrimensor se traslada luego 
á C, y la operacion se continúa con las mismas precauciones, 
obteniéndose como resultado la suma de las longitudes 
AC", CD", DE", ED", suma que es igual á A'B', es decir á la 
proyección horizontal de la recta AB. 

Propongámonos ahora levantar el plano de un polígono 
ABCDEF (lig. 201). Se miden en primer termino todos los 
lados. Para determinar los ángulos, el A por ejemplo, se 
marcan dos puntos á voluntad A' y A" sobre los lados de este 
ángulo. Se miden despues los tres lados del triángulo AA'A", 
lo cual determina el triángulo y por consiguiente el ángulo en 

A, haciéndose otro tanto para la determinación de los otros 
ángulos. 

Si la naturaleza del terreno lo permite, podrán también me-
dirse todos los lados del polígono y todas las diagonales trazadas 
desde un mismo vértice, que- c p 
dando de este modo totalmente / \ 
determinado el polígono. \ 
, Si se desea referir á este / / \ 
polígono un punto especial del B \ \ 
terreno, bastará medir su distan- B-X J E 

cía á dos vértices del polígono, áV / 
pudiendo en este caso considerar / 
especialmente el triángulo que A v ' F 

tiene por vértice el punto dado 
y por base un lado del polígono, y determinar los ángulos de 
la base de este triángulo por el procedimiento que acabamos 
de indicar. 

Vease, pues, como con la cadena y los jalones puede levan-
tarse el plano de un terreno, por muy complicado que sea; y 
cuando la operacion la hace una persona práctica es muy 
exacta, por mas que sea un poco detenida. 

2 9 9 . LEVANTAMIENTO CON I.A ESCDADRA. Hemos descrito la 
escuadra y dado á conocer cómo se trazan con este instrumento 
perpendiculares á una recta, sobre el terreno ( 1 7 5 ) . 

Para levantar con la cadena vía escuadrad plano de un polí-
gono ABCD..., (fig. 202) 
se elige sobre el terreno 
una línea MN, sobre la 
cual puedan bajarse per-
pendiculares desde todos 
los vértices A, B, C.... 
y medirse con la cadena 
todas estas perpendicu-
lares, y la misma línea 
MN. Se determinan des-
pues, mediante la escuadra los piés a, b, c de las perpen-



diculares bajadas, desde todos los vértices del polígono sobre 
MN. Se mide despues con la cadena la línea MN, á partir de 
un punto O tomado de manera que los piés de todas las per-
pendiculares estén á un mismo lado de este punto, notándose 
al llevar la cadena sobre MN la distancia á que están del punto 
0 los l, m, a, k, etc.; una vez tendida la cadena desde O á a 
se mide 0/ y Om; luego, llevada la cadena desde a á 8, se 
determina 0a y Oh; sobre el tercer decámetro ¡}y se determi-
nara 0b y así de los demás. Se miden luego todas las perpen-
diculares ka, B¿», Ce, L/. . . . con lo cual se tienen evidente-
mente todos los elementos necesarios para determin.'r el área 
del polígono. 

El levantamiento con la escuadra es muy expeditivo y bas-
tante exacto, cuando el terreno es poco estenso, conviniendo 
sobre todo para levantamiento de detalles. Tiene además la 
ventaja de que puede desde luego determinarse el área sin 
trasladar el plano al papel. 

5 0 0 . L E V A N T A M I E N T O CON E L G R A F Ó M E T R O . El grafómetro es 
un instrumento que sirve para determinar sobre el terreno el 
ángulo de dos alineaciones. Se compone de un semi-círculo 
de cobre ALB, colocado sobre un pié de tres patas, y al que 
se articula mediante una rodilla colocada entre dos conchas 
gh (figs. 205 y 204). Esta disposición permite dar al semi-
círculo una inclinación cualquiera. El borde ó limbo de la cir-
cunferencia está dividido en grados y medios grados. El semi-
círcu'o lleva además dos reglas ó alidadas con pínulas (véase 
el n.° 175), una de las cuales AB está fija, y el plano de los 
hilos de las dos pínulas pasa por el diámetro 0°-180°; la otra 
alidada CD es móvil al rededor del centro y sus extremos tienen 
la forma de arcos de círculo, terminados en bisel, que pue-
den moverse sobre la graduación del limbo. Llevan una y 
otra un trazo ó señal que corresponde á la línea de visualidad 
ó línea de fe de la segunda alidada y además un vemier 

I 
que permite valuar los ángulos con y- de grado ó 6 minutos 

de diferencia. 

Veamos ahora como se mide el ángulo de dos alineaciones 
OAy OB (fig. 205). Se coloca el grafómetro en estación en 
el vertice del ángulo de modo que su centro esté en la ver-
tical de este punto; se desaprieta luego el tornillo r de la 

F i g . 205. 

rodilla y se hace girar el limbo hasta que esté casi horizontal 
y el plano de visualidad de la alidada fijo coincida con el jalón 
A. Se aprieta luego un poco el tornillo en términos que pueda 
todavía imprimirse algún movimiento al aparato. Luego con 
un nivel de an-e se coloca el plano dèi semi círculo completa-
mente horizontal, confirmándose en que la alidada fija está 
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coincidiendo con el punto A. Entonces se acaba de apretar el 

Fig. 203. 

tornillo para fijar definitivamente el plano del limbo en esta 

I C T Í C A I W W T T S L T A L Ü 
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Fig. 20i-

posicion, y se hace girar la alidada móvil hasta que la visual 
coincida con el jalón B, no faltando mas que leer ya sobre la 
graduación del limbo la medida del ángulo AOB. 

Si las rectas OA y OB están horizontales, se obtiene con 
efecto el ángulo AOB; pero si están inclinadas respecto al ho-
rizonte, se mide en realidad el ángulo de sus proyecciones 
horizontales, puesto que se ha tenido cuidado de colocar ho-
rizontal el limbo. El ángulo medido en esta forma se llama 
ángulo reducido al horizonte, que es cabalmente el que hay 
que tomar en cuenta en el levantamiento de planos. 

Para levantar un plano con la cadena y el grafómetro, se 
emplean .los métodos principales, el método de rodeo y e í de 
intersección; mas largo pero mas exacto, el primero debe 
preferirse para levantar el plano de un polígono topográfico; 
mas rápido, el segundo debe emplearse con preferencia para 
el levantamiento de los detalles. 

Método de rodeo. Se miden todos los lados del polígono con 
la cadena y todos los ángulos con el grafómetro, con° lo cual 
evidentemente está determinado el polígono. Debe practicarse 
sobre el terreno un primer cotejo: es necesario que de este 
resulte que la suma de todos los ángulos medidos sea igual á 
tantas veces 180° como lados tiene el polígono menos d°os. Si 
el error cometido no es, por término medio, mas que de 
5 á 4 minutos por ángulo, ó sea I o por un polígono de 12 á 
15 lados se limita uno á repartirlos entre todos los ángulos 
medidos, puesto que el grafómetro no permite medir con 
mas aproximación. Pero si el error es mayor hay que repetir 
la operacion. Otra verificación puede realizarse cuando se tras-
lada el plano al papel : porque cuando se conocen todos los 
ángulos de un polígono basta, para determinarlo, medir todos 
los lados menos dos; y como se han medido todos, si la. ope-
ración está bien hecha el polígono que se construya con los 
elementos medidos sobre el terreno deberá cerrar exacta-
mente, cosa que no sucederá si se ha cometido cualquier 
error en la medida. 

Método por intersección. Se elije en el terreno una base 
- que pueda medirse muy exactamente (fig. 206), y desde 
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cuyos exiremos puedan verse los puntos notables A, B, C, D.... 
<pie se desea determinar. Se 
mide luego la longitud MN y 
los ángulos AMN y ANM; BMN 
y BNM; CMN y GNM, etc. Cada 
uno de los triángulos AMN, 
BMN, CMN, etc., se determi-
nará por su base MN y los án-
gulos adyacentes á la misma. 
La posicion de los puntos A, 
B, C, I).... quedará de este 
modo determinada. 

5 0 1 . TRASLACIÓN DEL PLANO 

SOBRE EL P A P E L . Sabemos ya como se construye sobre el papel 
mediante el semicírculo un ángulo cuya medida en grados nos 
es conocida ( 1 5 4 ) . Debemos ahora estudiar cómo se reduce 
una longitud cualquiera á una escala determinada. Ordina-
riamente la escala tiene un valor muy sencillo : las mas usua-
les son las de r k , TOVO> WOO> m « > Woo- Guando la escala 
e s «je _x_ basta para hacer la reducción, emplear el doble de-
címetro dividido en milímetros, porque en esta escala el milí-
metro representa una longitud de un decímetro sobre el ter-
reno, y es raro que se pueda obtener una exactitud mayor en 
las medidas practicadas con la cadena. 

Pero cuando la escala es mas pequeña, por ejemplo de 
—i—, es menester recurrir á otro medio mas preciso y construir 
lo que se llama una escala de reducción ó escala de diezmos 

(décimas partes) (fig. 207). En escala de i00 metros 

se reducirán á 0»,02.' Según esto, sobre una línea 

recta tomamos á la derecha de un punto marcado 0 las longi-
tudes sucesivas de 0m ,02, y en los puntos de división escribi-
mos 100, 200, 500, 400, etc.; á la izquierda del punto 0 to-
mamos diez longitudes 10 veces mas pequeñas, es decir de 
0m ,002, escribiendo luego en los puntos de división 10, 20, 

B 

Fig. 206. 

i* 

30 . . . . 100. Tenemos con esto una escala que consiente valuar 
con exactitud las decenas del metro, ó los decámetros. Para 
valuar los metros tracemos debajo de la 
línea, así dividida diez paralelas equidis-
tantes á esta línea y por los puntos de 
división primitivos perpendiculares á di-
chas líneas, repitiendo en la última pa-
ralela toda la numeración que en la pri-
mera. Hecho esto, trazamos oblicuas que 
junten el punto 0 de la división superior 
con el punto 10 de la inferior, y de igual 
suerte los puntos 10, 20, 50.. . . 90 de 
la superior con los 20, 50, 40.. . . 100 
de la inferior, con lo cual queda hecha 
la escala de décimos. 

Observemos ahora que las porciones 
de paralelas- comprendidas entre la per-
pendicular 0-0 y la oblicua 0-10, valen 
respectivamente -¡^, etc., de la 

•longitud 10 marcada en la línea inferior, 
cosa que resulta de las propiedades de 
los triángulos semejantes: así, la longi-
tud ab valdrá de 10 metros, ó 5 me-
tros. Si deseamos, pues, tomar una lon-
gitud de 475 metros con esta escala, 
colocaremos una de la puntas del compás 
sobre la perpendicular 400, en el punto 
A en que dicha perpendicular corta la 
5.a paralela, abriendo luego el compás 
hasta que la otra punta caiga en el punto 
B situado sobre la 5.a paralela y sobre la 
oblicua 70-80. Decimos que en este caso 
AB representará 475 metros en escala de 
so®^; porque en efecto AB = Aa- t -B í 

Además A a — 4 0 0 metros; Bb — 70 metros y ab — Z 
metros. Luego AB = 475 metros. 

Puede trazarse la escala sobre el papel, pero es p r e f e r í ^ 

Fig. 207. 
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usar escalas grabadas en placas de cobre, tanto porque son 
mas exactas, cuanto porque resisten mejor la impresión de la 
punta del compás. 

F i g . 208 . 

3 0 2 . L E V A N T A M I E N T O cox LA P L A N C H E T A . La plancheta es un 
instrumento con el que puede levantarse un plano y trasla-
darlo al papel al mismo tiempo. La parte esencial de dicho 
instrumento es una plancha de dibujo PP' bien derecha, sobre 
un pié de tres ramas MN (fig. 208). La plancheta se 'une á 

este pié por un sistema de articulación que permite darle todas 
las inclinaciones posibles, así como permite también (pie una 
vez fija la plancheta en una posicion cualquiera, pueda el 
instrumento girar al rededor de su centro hasta dar una di-
rección precisa á una línea trazada en la superficie de la 
plancha. Mediante los rodillos r , ¥ puede''tenderse sobre la 
plancheta una hoja de papel. Va unida además á la plancheta 

una alidada con pínula AB (fig. 209), que consiste en una re-
gla metálica escotada en términos que su borde en bisel, se 
halle en el plano de visualidad de las pínulas, y cuyo borde 
se llama línea de fe de la alidada. 

Puede con la plancheta tomarse el ángulo de dos alinea-
ciones. Para ello se coloca el instrumento en el vértice del 
ángulo, cuidando de que la plancheta esté bien horizonLal. 
Despues con la alidada que se pone á voluntad en la super-
ficie de la plancheta, se dirige una visual en la dirección de 
uno de los lados del ángulo, y se traza con el lápiz una línea 
á lo largo de la de fé, y lo mismo se hace con el otro lado del 
ángulo. Las dos líneas trazadas sobre la hoja de papel forman 
un ángulo que no es mas que la proyección horizontal del for-
mado por las dos ¡alineaciones del terreno. 

Despues de lo dicho puede comprenderse el uso de la plan-
cheta en el levantamiento de un plano. Si se opera según el 
procedimiento de rodeo se coloca el instrumento en estación en 
el primer vértice A del polígono ABCD.... que se trata de de-
terminar (fig. 210), y se traza sobre el papel una línea según 
AB. Sobre dicha línea se toma una longitud ab que represente 



la longitud de AB reducida á la escala del plano. Se lleva luego 
el instrumento al punto B colocándole en estación de manera 

que el punto b esté sobre la vertical dél 
punto B y la linea ba, ya trazada en la 
plancheta esté dirigida según BA. Hecho 
esto se traza por. el punto b una segunda 
linea según BG y se toma sobre ella una 
longitud be que represente BC según la 
escala del plano. Así se continúa hasta que 
se llega al último vértice Fv, y si la opera-

ción se ha hecho con exactitud, el polígono abe.... /"deberá 
cerrar sobre sí mismo. 

Si se quiere operar según el procedimiento de intersección 
se elige sobre el terreno una base AB (fig. 211) que se mide, 

n y se coloca la plancheta en 
estación en el punto A. Se 
traza primero sobre la hoja 
de papel una línea ab, se-
gún AB, sobre la cual se 

•toma la longitud que re-
presenta AB según la escala 
del plano. Luego se clava 
una aguja en el punto «, y 
haciendo girar la alidada al 
rededor de ella, se dirigen 

F¡o- 211. sucesivamente visuales á los 
puntos C, B, E,.. . que se 

trata de determinar, y se trazan recias á lo largo de la línea 
de fé en cada una de estas direcciones. Despues se coloca en 
estación la plancheta en el punto B, de modo que el punto b 
esté sobre la vertical del punto B y la línea ba en la dirección 
BA. Se dirigen visuales sucesivamente á los puntos G, I), E, . . . , 
marcando sobre el papel la dirección de todas estas visuales, y 
estas líneas cortarán las anteriormente trazadas desde el punto 
a á los puntos c, d, e...., que representan en el papel á los 
G, D, E.. . . , del, terreno. 

Por todo lo cual se ve que en definitiva el levantar un plano 
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XXIX. Nociones sobre la nivelación. — Nivel de agua, mira . — Cola 
de u n punto. — Curvas de nivel. — Lectura de un mapa topográfico. 

con la plancheta no difiere del que se hace con el grafómetro 
sino en que, en vez de medir los ángulos, se limita el procedi-
miento este á lomarlos sobre el papel mismo donde el plano 
está dibujado. Manejada la plancheta por manos peritas, es 
un instrumento muy expedito y bastante exacto. 

3 0 5 . El plano de un terreno levantado y trasladado al papel 
por los procedimientos indicados no da sino uiia idea incom-
pleta del terreno, porque no indica las alturas de los diferentes 
puntos sobre el plano de proyección, ni da á conocer por tanto 
las ondulaciones del terreno ni sus accidentes, lo que en defi-
nitiva se llama el relieve. La determinación de estas alturas es 
cabalmente el objeto de la nivelación. 

El plano horizontal sobre el cual se proyectan todos los 
pimtos se llama plano de aomparacion, y la altura á que está 
un punto sobre dicho plano, cota de dicho punto. Guando el 
plano de comparación es un plano tangente á la superficie del 
mar y se considera prolongado bajo los continentes, la cota de 
un punto toma en este caso el nombre de altura ó altitud.del 
mencionado punto. 

Nó se miden directamente todas las cotas de un terreno, sino 
las diferencias enlre la cota de uno de estos puntos y las de to-
dos los restantes, en términos que conocida la cota del primero, 
pueda fácilmente saberse las de los restantes. Esta primera cota 
puede elegirse arbitrariamente, porque equivale, á tomar á 
voluntad el plano de comparación, cosa que siempre puede 
hacerse, cuando no se tiene otro propósito que dar una repre-
sentación fiel del terreno. 

Todo plano horizontal se llama plano de nivel, y la dife-
rencia que existe enlre dos cotas se llama igualmente diferen-
cia de nivel de dichos puntos, que en definitiva no es mas que 
la distancia de los planos de nivel (pie pasan por ellos. 
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5 0 4 . N I V E L DE AGUA Y M I R A . El nivel de agua (figura 212) 
se compone de un tubo de latón blanco ó amarillo, de l m , 40 
próximamente de longitud, encorvado en sus dos extremi-

v fr 

Fig . 212 . 

dades que llevan ampollas de vidrio de 
cinco centímetros de diámetro próxima-
mente. Dicho tubo va montado sobre un 
pié de tres patas articuladas, en términos 
parecidos á los del grafómetro, para poderlo 
colocar liorizontalmente y girar alrededor 
de su eje vertical. 

Si se vierte en dicho tubo agua colo-
reada hasta que las ampollas se llenen 
hasta sus dos terceras partes, la superficie 
del agua en los dos vasos estará en el mis-
mo plano de nivel, siguiendo la ley de los 
vasos communicantes; y por tanto una vi-
sual tangente* al plano de los dos círculos 
que forman las superficies del liquido dará 
una visual horizontal, que llega á ser muy 
perceptible si el observador se coloca de-
trás de una de las ampollas á la distancia 
de un metro próximamente. 

La mira es una regla AB dividida en centímetros que se 
coloca verticalmente sobre el terreno (fig. 213), por la cual 
corre una placa móvil Y pintada de dos colores llamada tablilla, 
La línea horizontal que divide la tablilla en dos partes iguales 

se llama línea de fe, la cual se halla á la misma altura que 
la anilla que lleva la tablilla á lo largo de la regla, permi-
tiendo que pueda leerse dicha altura señalada por la anilla sobre 
la regla que al efecto tiene una graduación. Hay miras dife-
rentes, pero todas se fundan en el mismo principio. 

5 0 5 . NIVELACIÓN SENCILLA. Dados dos puntos A y B (fig. 2 1 4 ) , 

hallar la diferencia de nivel entre estos dos puntos. 
Se coloca el nivel entre los dos puntos dados, á una distan-

cia próximamente igual respecto de cada uno de ellos. El 
ayudante se coloca con una mira en el punto A y sube ó baja 
la mira según lo indique el operador, hasta tanto que la visual 
horizontal determinada por el nivel pase por la linea de fé. El 
ayudante lee entonces la altura AV y la anota. Se traslada luego 
con la mira al punto B y mide BV' despues de proceder de 
igual suerte que en A : la diferencia de nivel entre ambos pun-
tos es evidentemente la diferencia de las alturas AV y BV'. 

La operacion que acabamos de describir exige que se deter-
minen dos visuales sucesivas que se llaman niveladas; una 
es la nivelada de espalda y la otra la nivelada de frente, 
según el sentido en que se camina. 

Si los dos puntos A y B estuvieran á mas de 100 ó 120 me-
tros no podría obtenerse la diferencia de nivel en sola una 
operacion, seria necesaria una nivelación compuesta. 

5 0 6 . NIVELACIÓN COMPCESTA. Se eligen cuando se está en este 
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caso un cierto número de puntos intermedios M, N, P, Q.... 
entre los A y B, tales que pueda tomarse la diferencia de 
nivel que haya entre dos puntos consecutivos por una nive-
lación sencilla. Hecho esto, se lleva sucesivamente el nivel 
entre los puntos A y M, entre M y N, entre N y P etc., y así 
sucesivamente, y se escriben en un cuadro preparado de ante-
mano las alturas de mira de las niveladas de espalda y de 
frente relativas á cada nivelación sencilla. Supongamos que se 
han obtenido los resultados siguientes : 

NIVELADAS 
PONTOS NIVELADOS PONTOS NIVELADOS 

DE ESPALDA DE FRENTE 

A i'a, 45 )> 

M l m , 74 1 ra ,51 
N 2m,22 2m ,69 
P 2m ,55 0m ,75 
B » 1 r a ,63 

7m ,76 6m ,58 

- f - l m , 3 8 

Para ir desde el punto A al M, es necesario subir l m , 4 5 — 
l m , 51 = 0 m ,14 ; de M á N se baja 2m ,69 — 1">,74 = 0m ,9o; 
de N á P se sube 2ID,22 — 0m ,75 = l r a , 4 7 ; de P á B se 
sube 2m ,35 — l m , 6 5 = 0m ,72. De donde resulta que de A á 
B se sube 

0 D , , 14 - f - l m , 47 -+-0 ' n , 72—0 m , 95= l m , 58 

ó en esta otra forma 
l m ,45-f - l m ,74-4-2 m ,22-f -2 m ,59 

— (I m ,31-b2 n , ,69-h0 ' n ,79-f - l , n ,65) . 

--x^r. 
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De donde resulta la siguiente regla : 
Hechas la suma de las niveladas de espalda y la de las 

de frente, si la primera suma es mayor que la segunda, el 
último punto esta mas alto que el primero; pero si la suma 
de las niveladas de espalda es menor que la de las de frente, 
el jn-imer punto está mas alto que el último. En los dos 
casos, la diferencia de nivel de los puntos extremos es igual 
á la diferencia entre la suma de las niveladas de espalda 
y la de las de frente. 

5 0 7 . NIVELACIÓN GENERAL DE DN TERRENO. Para darse cuenta 
del relieve de un terreno, importa determinar las cotas de 
muchos puntos, y á esto se llama nivelación general del ter-
reno, que puede ejecutarse de diversas maneras. 

Si los puntos cuyas cotas se quieren determinar están en 
los vértices de un polígono se rodea siguiendo los lados de este 
polígono, determinando por nivelación simple ó compuesta, 
la diferencia de nivel entre los vértices consecutivos. 

Si desde un punto del terreno pueden dirigirse visuales á 
todos los puntos cuya altura se busca, se coloca el nivel en 
este punto central y" se determina la altura de cada uno: esto 
constituye una nivelación radiada. 

Guando hay finalmente interés en conocer el relieve del 
suelo á lo largo de una línea determinada, se marcan sobre 
esta línea puntos que disten entre sí de 50 á 100 metros, y se 
hacen nivelaciones entre todos estos puntos. Bepreséntase ordi-
nariamente el resultado de esta nivelación, imaginando que la 
proyección horizontal de la línea que pasa por todos los puntos 
está rectificada, y que se han elevado por estos diversos puntos 
verticales sobre las cuales se toman las cotas, á partir del plano 
de comparación. Esto es lo que se llama un perfil. Si se liacen 
en un terreno un gran número de perfiles siguiendo alinea-
ciones bien elegidas, se obtendrá una representación bastante 
exacta del mismo. 

5 0 8 . P E N D I E N T E DE UNA R E C T A ; PENDIENTE DE UN PLANO. S e 

llama inclinación de una recta el ángulo agudo que dicha 



recta forma con su proyección sobre un plano horizontal; dicha 
inclinación se expresa en grados. Sea AB (fig. 215) una recta 

b inclinada, ab su proyección horizontal, 
——i A a y B b las cotas de sus extremos. 

B Por el punto A se traza AB' paralela á 
ab, y el ángulo BAB' es la inclinación 

L t l e esta recta. Dicho ángulo se deter-

Eig. 215. 

minará si se nos dá la relación de los 
lados BB' y AB' del triángulo ABB', 

, , . porque se podrá entonces construir un 

BB' 
AB' 

BB' 
ab' 

se denomina la pendiente déla recta AB. 

La pendiente de una recta es la relación de la diferencia 
de nivel de dos puntos de dicha recta con la distancia hori-
zontal. de estos dos puntos. 

J l t í S t a r t f Z S m l á 1111 m e l r o > l a pendiente se expresa 
por la longitud de BB'; y sí suponemos por ejemplo que BB' 
" , 7 3 - " T t t f e D l 0 n C e S 5 6 d i c e ' I u c l a Pendiente 
de la recta es de 1, 2, 3 , . . . centímetros por metro. 

Consideremos ahora un plano 
inclinado al horizonte (fig. 216); 
si se le corta por un plano ho-
rizontal M, la intersección DE de 
los dos planos es una recta hori-
zontal. Otro plano horizontal cor-
taría al plano N siguiendo una 
recta horizontal Gil paralela á DE 
(206) ; de donde se infiere que 
todas las rectas horizontales que 

pueden trazarse en un plano inclinado, son paralelas. Si se 
traza una perpendicular AB á una de dichas horizontales, la 
pendiente de esta linea será mayor que la de cualquiera otra 
AC que sea oblicua á la horizontal. Con efecto : sea AP la 

Fig. 216. 

vertical del punto A, y unamos PB y PC. La línea AC, obli-
cua á DE, es mayor que AB, perpendicular á la misma línea. 
Dichas líneas son oblicuas con relación al plano horizontal M, 
y por tanto la mas corta es la que está mas cerca del pié de la 
perpendicular AP, ó en otros términos P B < P C . La pendiente 

de la recta AB es y la de la recta AC es ~ La pendiente 

de la recta AB es por tanto mayor que la de la recta AC. Por 
esta razón, las líneas perpendiculares á las horizontales de un 
plano inclinado se llaman las líneas de mávima pendiente 
de dicho plano, y se llama pendiente de u n plano, la de las li-
neas de máxima pendiente del mismo. 

5 0 9 . CORVAS DE N I V E L . Se llama cuma de nivel la intersec-
ción de la superficie de un terreno con un plano horizontal, ó 
en otros términos, el lugar de los puntos que tienen la misma 
cota. La determinación de una curva de nivel sobre el terreno 
se efectúa fácilmente con el nivel de agua y la mira. Suponga-
mos, para fijar las ideas que se conoce un primer punto m de 
la curva (fig. 217). Se estacio-
na el nivel á cierta distancia 
en o, y el ayudante se coloca 
en m con la mira y fija la ta-
blüla á la altura marcada por 
el plano de nivel del instru-
mento. Avanza luego sobre el 
terreno evitando subir ó bajar y 
después de haber andado una decena de metros coloca la 
mira sin tocar la tablilla. El operador le hace señales para que 
vaya subiendo ó bajando hasta que la línea de fé de la tablilla 
esté de nuevo en el plano horizontal de la visual. Sea r el 
punto determinado en esta forma; se pone una señal, y se 
procuran determinar por el mismo procedimiento otros puntos 
s, t, u, v, etc. Determinados así, se levanta el plano de la 
línea m, r, s, t, u, v, que es uaa porcion de la curva de 
nivel que pasa por el punto m. Puede continuársela en esta 
forma tanto como se quiera, tomando como puuto de partida 

Fig . 2 1 7 . 



el primeramente obtenido, cambiando de sitio el nivel, si fuese 
necesario. 

Se llaman planos ó mapas topográficos los planos ó mapas 
en los cuales se traza un número mayor ó menor de curvas de 
nivel equidistantes. Las cotas de estas diversas curvas son 
siempre cotas redondas, es decir que se expresan por números 
simples, como 10m, 20m, 50">, etc., ó 100m, 200m, 500m ,etc. 
La diferencia constante de dos curvas de nivel consecutivas se 
llama la equidistancia de las curvas. En Jos mapas formados 
por el estado mayor francés en escala de j o ^ o l a equidistancia 
es de 20 metros; en la carta á goToo, es de 40m ; y en el mapa 
de nivelación general de Francia á j o h i , la equidistancia es 
de 100m. 

Claro es que un plano topográfico es la representación 
exacta del terreno, en la que podrán conocerse todos los acci-
dentes de la superficie del suelo, como si se poseyera un plano 
en relieve. Para convencerse de ello no hay mas que tener 
en cuenta que puede construirse el relieve de un terreno me-
diante el plano topográfico. Supongamos, para mayor exactitud, 
que la escala del plano sea de toloo, y que la equidistancia de 
las curvas de nivel sea de 5 metros. En escala de 10¿00-, cinco 
metros corresponden á medio milímetro. Se toman hojas de 
cartón de medio milímetro de espesor, sobre las cuales dibuja-
remos las curvas de nivel sucesivas. Sobre una tabla colo-
camos el cartón en que está la curva mas baja cortada, sobre 
este colocamos el en que esté la segunda, y así sucesivamente 
la tercera, la cuarta, la quinta, etc., guardando ciertos puntos 
de referencia para la colocacion, según estén en el mapa. De 
esta manera resultará una especie de escalera que se llama un 
relieve en gradería. Rellenando con cera la desigualdad que 
hay entre las curvas hasta obtener una superficie plana y con-
tinua, obtendríamos una imagen fiel del terreno con sus mon-
tañas, sus valles, ondulaciones de toda especie, imagen que se 
ha obtenido mediante las indicaciones del plano topográfico. 

Con el propósito de dar á la configuración del relieve me-
diante las curvas de nivel, no mas precisión, pero sí mas expre-
sión, los autores del mapa del estado mayor y muchos otros 

topográfos han sustituido las curvas de nivel consecutivas por 
líneas de sombra comprendidas 
entre ellas y á ellas perpendicula-
res (fig. 218). En el mapa del 
estado mayor á 8 0 á u o , las líneas 
de sombra se separan la cuarta 
parte de su longitud, y son tanto 
mas gruesas, cuanto son mas cor-
tas.. Con este sistema el dibujo del relieve hiere mas á la 
vista, pero aumenta la dificultad de la lectura del mapa. 

3 1 0 . L E C T O R A DE LOS MAPAS T O P O G R Á F I C O S . N O nos ocupare-
mos de los signos convencionales adoptados para representar 
las diversas clases de tierras, bosques, praderas, viñedos, etc., 
vias de comunicación, de curso de aguas, villas, aldeas, case-
ríos, casas aisladas, porque basta, para reconocer todos estos 
elementos sobre un mapa, tener á la vista la indicación de los 
signos convencionales, que se halla en todos los tratados de 
topografía. Mas difícil es sin duda interpretar exactamente la 
carta en lo que se refiere al relieve del suelo. 

Consideremos dos curvas de nivel consecutivas mn, m'n', y 
sea aa! una pequeña línea perpendicular á la vez á las dos 
curvas (fig. 219). Una faja de terreno estre-
cha á lo largo de la anchura de aa' podrá 
asimilarse á un plano inclinado, y las hori-
zontales de este plano se cunfundirán con 
las curvas de nivel cerca de los puntos a y a'. 
Por consiguiente la linea aa' será la línea Fj„ m 
de máxima pendiente de este plano (308); la 
pendiente del terreno á lo largo de aa', será la relación de la 
diferencia de las cotas de los puntas a y a' á su distancia ho-
rizontal aa'. Llamando p esta pendiente y e la equidistancia de 
las curvas de nivel, tendremos 

e 

De aquí resulta que siendo e constante, la pendiente será 



tanto mayor cuanto aa' sea mas pequeña, de donde se deduce 
que: en un mapa topográfico la pendiente del suelo es tanto 
mas considerable cuanto las curvas de nivel están mas pró-
ximas. En el sistema de líneas de sombras, las pendientes son 
tanto mas fuertes cuanto que dichas líneas son mas cortas, mas 
juntas y mas gruesas. 

Si por el punto a' se traza una perpendicular común á la 
curva m'n' y á la siguiente, se obtendrá la línea de máxima 
pendiente de la porcion de terreno próximo aa' y comprendido 
entre estas dos curvas de nivel, y continuando así, se tendrá 
una línea sinuosa que será la de máxima pendiente del ter-
reno ; de todo lo cual concluiremos que las líneas de máxima 
pendiente cortan las curvas de nivel en ángulo recto. 

Veamos ahora como pueden reconocerse sobre una caria los 
diversos accidentes del suelo, como colinas, mesetas, valles, etc. 

La figura 220 representa un cerrete ó altura. Si la equidis-
tancia es de veinte metros y la curva mas baja tiene la cota de 
140 metros, dicho cerrete tendrá una cota comprendida entre 

240 metros y 260 metros. Or-
dinariamente se marca el vér-
tice por un punto al lado del 
que se esc:ribo, el n° que indica 
la cola. Sobre la misma figura 
se indica que la pendiente á lo 
largo de ab, es mas rápida que 
siguiendo la dirección cd y 
pueden calcularse las pendien-
tes si se conoce la escala del 
plano. Una meseta difiere de 
una colina en que la parte su-

perior no termina en un punto mas elevado que los que le 
rodean, sino en un espacio mas ó menos estenso que es horizon-
tal. En este caso la curva de nivel mas alta en vez de encerrar 
un punto con su cota, contiene una línea de puntos que repre-
senta la curva de la cresta ó el borde de la meseta : la cota de 
esta curva debe indicarse. 

Para discernir fácilmente los demás accidentes del suelo es 

Fig. 220. 

mapa, la línea divisoria es de tal naturaleza, que si se la sigue 
bajando, corta todas las curvas de nivel por su concavidad, 
como la línea AOB (fig. 221 y 222). El talweg por el contrario 
corta todas las curvas de nivel en su parte convexa cuando se 
baja á lo largo de ella, como la GOD. Un talweg señala el 
fondo de un valle ó de una garganta, casi siempre ocupado por 

necesario saber trazar dos líneas llamadas características, y 
que son las líneas de divisoria y de talwegs. Las divisorias 
son líneas tales que no se puede uno separar á derecha ni 
izquierda sin descender, y lo contrario ocurre en los talwegs, 
esto es que no puede uno separarse sin remontar. En un 



una corriente de agua que recoge las de derecha é izquierda; 
las divisorias son las que dividen las aguas, y el terreno en 
vertientes. 

El punto O en el que se cortan el talweg COD y la divisoria 
AOB es una hoz, y por tanto la hoz está siempre colocada en 
la intersección del talweg y la divisoria, y la cota de esta está 
siempre marcada en el mapa. 

Remitimos á las ohras especiales de esta materia á los que 
deseen conocer mas á fondo los mapas topográficos : lo dicho 
basta sin embargo para conocer los mapas á que nos hemos re-
ferido y que tan importantes son para los militares é ingenieros. 

EJERCICIOS SOBRE EL LIBBO VI 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR 

1. Cuando una recta que corta un plano forma dos ángulos 
iguales con tres rectas que pasan por su pié en el plano, es 
perpendicular á dicho plano. 

2. El lugar de las rectas trazadas por un punto dado para-
lelamente á un plano es otro plano paralelo al primero. 

3. Dadas dos rectas situadas en un mismo plano, puede 
siempre trazárseles una perpendicular común, y no se les 
puede trazar mas que una. 

4. Bados un punto O, las rectas paralelas A, B, C, D.... y 
un plano P, todos los planos trazados por el punto O y por las 
rectas A, B, C...., cortan el plano P, siguiendo rectas que con-
curren en un mismo punto'(perspectiva de rectas paralelas). 

5. Si dos rectas son iguales y paralelas, sus proyecciones 
sobre un mismo plano son también iguales y paralelas. 

6. Si desde un punto del espacio se bajan perpendiculares 
sobre planos paralelos á una misma recta, el lugar de estas 
perpendiculares es un plano perpendicular á dicha recta. 

7. Por una recta oblicua á un plano puede siempre trazarse 
un plano perpendicular á aquel, y no puede trazársele mas de 
uno. 

8. El ángulo agudo que una recta forma con su proyéccion 
sobre un plano es mas pequeño que el ángulo que dicha recta 
forma con cualquiera otra trazada por su pié en dicho plano. 

9, Si desdo un punto cualquiera se tiran perpendiculares á 

Fig. 222. 

las dos caras de un diedro, el ángulo de estas perpendiculares 
es igual al ángulo plano del diedro ó es su suplemento. 

10. En todo ángulo triedro los planos que dividen los tres 
diedros en dos partes iguales se cortan según una misma recta. 

11. Si por la bisectriz de las caras de un triedro se trazan 
planos perpendiculares á estas caras, estos planos se cortan si-

•guiendo una misma recta. • k í ?» • 
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42. En todo ángulo triedro, los planos trazados por las 
aristas perpendicularmente á las caras opuestas se cortan se-
gún una misma recta. 

13. Si por el vértice de un ángulo triedro y en cada cara, se 
traza una perpendicular á la arista opuesta, dichas tres redas 
están en un mismo plano. 

U . Si se corta un ángulo triedro trirectángulo OABC por un 
plano que encuentre las aristas en los puntos A, B, C, el cua-

S ,deI i ' 7 d e I ABC es igual á la suma de los 
cuadrados de las areas de los triángulos OAB, OBC, OCA. 

P R O B L E M A S P A R A R E S O L V E R 

1. Trazar por un punto una recta que encuentre dos rectas 
no situadas en el mismo plano. 

2. Hallar la condicion que deben cumplir dos rectas en el 
espacio para que por una de ellas pueda trazarse un plano 
perpendicular á la otra. 1 

5 Hallar en el espacio el lugar geométrico de los puntos 
igualmente distantes de dos puntos dados. 

4. Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de 
tres puntos dados y no situados en línea recta 

5. Hallar el lugar de los puntos del espacio equidistantes de 
dos rectas que se cortan. 

dad
6.; T r a z a r P° r u n a r e c t a d a d a un plano paralelo á otra recta 

7. Trazar por un punto un plano paralelo á dos rectas dadas. 
8. Una recta se mueve siempre paralelamente á un plano P 

dado, y encuentra dos rectas dadas D y D' situadas de un modo 
cualquiera en el espacio. ¿Qué dirección seguirá á medida que 

Filosofía, # 9 ° ) 6 n t e d e l P Í a D ° P ? ( C m , C U r S ° S e n e r a l d e 
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10. Cortar un ángulo poliedro de cuatro caras de modo que 
la sección sea un paralelógramo. 1 . 

11. Hallar sobre el terreno la distancia desde un punto dado 
á otro inaccessible pero que se ve, Besolver el problema con 
la cadena y el grafómetro, con la cadena y la escuadra, con la 
cadena y la plancheta. 

12. Determinar sobre el terreno la distancia á que se bailan 
dos puntos inaccesibles pero que pueden verse. Solucion con 
los varios instrumentos. 

15. Prolongar una recta mas allá de un obstáculo que 
impide la vista. Solucion con varios instrumentos. 

14. Determinar la anchura de un río que no puede atra-
vesarse. 

15. Determinar el diámetro de una torre redonda. Solucion 
con varios instrumentos. 

' 16. Determinar con la cadena y el grafómetro la altura de 
ima montaña sobre la llanura. 

17. Sobre un mapa topográfico se traza una linea recta 
cualquiera y se desea el perfil del terreno siguiendo la alinea-
ción determinada por esta recta. 

18. Trazado un camino en un mapa topográfico determinar 
la pendiente de las diversas secciones de dicho camino com-
prendidas entre dos curvas de nivel consecutivas. 

19. Trazar sobre una carta topográfica un camino con una 
pendiente uniforme dada, á partir de un punto dado, y que 
termine cerca de otro punto determinado. 



L I B R O V I I 

LOS P O L I E D R O S 

§ XXX. De los poliedros : propiedades principales de los prismas 
y de los paralelepípedos. 

5 1 1 . DEFINICIONES. Se llama poliedro un cuerpo limitado 
por caras planas. Estas caras son polígonos planos; sus lados 
son las aristas del poliedro y sus vértices son los vértices del 
poliedro. 

Los ángulos diedros de un poliedro son los diedros formados 
por as caras consecutivas, y los ángulos poliedros del poliedro 
son los que forman en cada uno de los vértices las caras que 
en el se cortan. 1 

5 1 2 . El prisma es un sólido comprendido entre dos polí-
gonos iguales y paralelos, que se llaman las bases del prisma, 

I' las caras laterales que son paralelógramos! 
Para construir un prisma se toma como 

base un polígono ABCDE (fig. 223), y por los 
vértices A, B, G..., se trazan las líneas AA', 
BB', etc., paralelas, iguales y en el mismo 
sentido, situadas fuera del plano ABCDE;.... 
despues se unen sus extremos y el poliedro 
formado en estos términos es 'un prisma, 
porque las caras son paralelógramos (78) y 
¡os polígonos ABCDE y A'B'CD'E' tienen sus 
jados iguales y sus planos paralelos (272) 

El prisma se llama triangular, cuadrangular, pentaqo-
nal etc., cuando su base es un triángulo, un cuadrilátero, un 
pentágono, etc. 

\ 
E 

K 
B 
Fig 2-23. 

Fis- Fig. 226. 

les 1J paralelas, y por consecuencia que pueden tomarse como 
bases de un paralelipípedo dos caras opuestas cualesquiera. 

Un prisma es recto cuando sus aristas laterales AA', BB', etc., 
son perpendiculares á los planos de las bases, y oblicuo en el 
caso contrario. Las caras laterales de un prisma recto son rec-
tángulos. 

Altura de un prisma es la distancia que media entre los 
planos de las dos bases, y en el prisma recto la altura es igual 
á la arista lateral. 

5 1 5 . Se llama paralelipípedo un prisma que tiene por base 
un paralelógramo : las seis caras de un paralelipípedo son pa-
ralelógramos. 

Consideremos un paralelipípedo ABCDA'B'C'D' (fig. 224), 
cuyas bases son los paralelógramos 
iguales y paralelos ABCD y A'B'C'D'. 
Las rectas AD y BC son iguales y pa-
ralelas como lados opuestos de un 
paralelógramo ABCB. Las rectas AA' y 
BB' son iguales y paralelas por la mis-
ma razón. Luego los ángulos DAA', 
CBB' son iguales y sus planos son pa-
ralelos (272). Lo mismo se demostra- A 
ría que los dos paralelógramos ABB'A', Fig. 224. 

BCC'D' tienen todos sus ángulos y todos 
sus lados iguales uno á uno, y por tanto que son iguales. De esto 
resulta que las caras opuestas de un paralelipípedo son igua-



Cuando un paralelipípedo es recto y tiene por base un rec-
tángulo se llama paralelipípedo rectángulo (fi 

Las 
seis caras de un paralelipípedo rectángulo son rectángulos. Las 
longitudes de las aristas que parten de un vértice mismo se 
llaman las dimensiones del paralelipípedo rectangular 

C 7 ° J
e s 1111 paralelipípedo rectángulo que tiene por base 

un cuadrado y cuya altura en igual al lado del cuadrado. Las 
seis caras de un cubo son cuadrados iguales (fig. 226). 

5 1 4 . La pirámide es un sólido una de cuvas caras es un 
polígono plano, y las otras triángulos que tienen por bases los 
lados del primer pobgono y por vértice común un punto to-
mado fuera del plano del primer polígono : tal es, por ejem-

plo, el poliedro SABCDE (fig. 227). El polí-
gono ABCDE se llama la base de la pirá-
mide; el punto S es el vértice y las caras 
triangulares SAB, SBC, etc., son las caras 
laterales. 

La pirámide es triangular, cuadranqu-
tar, pentagonal, etc., cuando su base es 
un triangulo, un cuadrilátero un pentágono, 
etc. La pirámide triángular se llama tam-

bién tetraedro porque tiene cuatro caras 
que todas son triángulos. 

La altura de una pirámide es la per-
pendicular bajada desde el vértice al plano 
de la base. 

La pirámide es regular cuando la base 
es un polígono regular y la altura cae en 
el centro de la base. 

S I S . T E O R E M A . Las secciones hechas en 
un prisma por dos planos paralelos son 
polígonos iguales (fig. 228). 

Sean FGÍ11K, F'G'H'I'K' las secciones he-
chas por dos planos paralelos en el prisma 

Fig. 227. 

Fig. 2: 

AD'. Los lados FG, F'G'son parelelos como intersecciones de 

dos planos secantes paralelos con el plano ABB'A' ( 2 6 6 ) . 

Igualmente GH es paralelo á G'IF, III á HT, etc. Los dos po-
lígonos que tienen sus lados paralelos y dirigidos en un mismo 
sentido son equiángulos ( 2 7 2 ) . Además de esto FG = F'G' 
como paralelas comprendidas entre paralelas, y Jo mismo 
Gil = G'IP, III = HT', etc. Los polígonos, pues, tienen los 
lados y los .ángulos iguales y dispuestos en el mismo sentido. 
Luego son iguales. 

5 1 6 . Se llama sección recta de un prisma oblicuo la que 
resulta cortándole por un plano perpendicular á las aristas. La 
sección recta es la misma sea el que quiera el plano que la 
determine. 

5 1 7 . T E O R E M A . Si se corta una pirámide por un plano 
paralelo á la base : 

1Las aristas laterales y la altura de la pirámide que-
dan divididas en partes proporcionales. 

2.° La sección es un polígono seme- s 
jante á la base. 

5.° La relación de las áreas de la sec-
ción obtenida y de la base es igual á la 
relación de los cuadrados de sus distan-
cias al vértice (fig. 229). 

1 S e a SABCDE la pirámide, A'B'C'D'E' E 
una sección obtenida por un plano para-
lelo á la base, SU la altura de la pirámi- A b 
de, cuya altura resulta cortada en II', por ^ 
el plano de la sección. Si por el punto S 'S' "2°' 
se imagina un plano paralelo á la base se tendrá en virtud 
del teorema del n.° 2 7 5 

SA'__SET_ S G ' _ SU' 
SA SB — SC ~ S H ' M 

2.° Las líneas AB, A'B' son paralelas como intersección de 
dos planos paralelos ABCDE, A'B'C'D'E'por el plano SAB ( 2 6 6 ) . 

Lo mismo sucede con BC y B'C', CD y C'D', etc. Luego los 



polígonos son equiángulos (272) . Además los triángulos se-
mejantes SAB y SA'B', SBG y SB'G', etc., dan 

AB '_SA ' 
A B - S A ' 

B'C' SB' , 
B G ^ S B ' e t C " 

ó, teniendo cuenta de las igualdades [1] : 

AB BC — CD SU' 
[2] 

Luego los polígonos ABCBE, A'B'C'D'E' tienen los ángulos 
iguales y los lados proporcionales, y por tanto son semejantes. 

3.° Las áreas de los polígonos semejantes ABCDE, A'B'C'D'E' 
son proporcionales á los cuadrados de sus lados homólogos (259) 
y tendremos : 

A'B'C'D'E'_A'B 
ABCDE AB2 

y en virtud de las igualdades [2] : 

A'B'C'D'E' 
ABCDE : 

s i r 

Sil" 
Q . E . L . D . 

en cuyo caso b será lamhien equivalente b'. Luego si dos pi-
rámides tienen alturas iguales y bases equivalentes, las sec-
ciones hechas en dichas pirámides por dos planos paralelos 
á las bases á la misma distancia de los vértices, son equina-

5 1 8 . C O R O L A R I O . Si dos pirámides tienen una misma al-
tura II y se cortan las dos por planos paralelos á las bases, 
á la misma distancia li de los vértices, las secciones obteni-
das son entre sí como las bases. 

Sean B y B' las dos bases, b y b' las secciones obtenidas. 
Se tienen en virtud del teorema precedente 

B~I1 2 ' B' H*' 

de donde resulta, en virtud de la relación común, 

B — B ' " 

Supongamos como caso particular que las dos pirámides 
tengan bases equivalentes, esto es, que B "sea equivalente á B', 

5 1 9 . Se llama tronco de pirámide de bases paralelas ó 
simplemente tronco de pirámide, el poliedro obtenido cortando 
una pirámide por un plano paralelo á la base, y tomando lo 
(nie queda despues de desprendar la parte superior de la pirá-
rámide : tal es el poliedro ABCDE A'B'C'D'E' (fig. 229). Los dos 
polígonos ABCBE, A'B'C'D'E' se llaman las bases del tronco de 
pirámide, y su altura es la distancia 1111' á que están los 
planos de las dos bases. 

§ XXXI. Medida de los volúmenes 
pirámide 

paralelepípedo, prisma, 

5Q0. D E F I N I C I O N E S . Se toma por unidad de volumen el de 
un cubo que tiene por lado la unidad de longitud. En Francia, 
en donde la unidad de medida son el metro, sus múltiplos y 
submúltiplos, las unidades de volumen serán los cubos que 
tengan por lado el metro, el decímetro, centímetro, ó el decá-
metro, hectómetro, kilómetro y miriámetro. Se llama metro 
cúbico al cubo que tiene un metro de lado, y decímetro y cen-
tímetro cúbico los cubos que tienen por lado el decímetro ó 
centímetro, etc. 

5 2 1 . El metro cubico vale 1000 decímetros cúbicos. Con 
efecto, si consideramos una caja cúbica de un metro de lado 
(fig. 230) ABCDA'B'C'D', y dividimos el fondo, que es un 
metro cuadrado, en 100 decímetros cuadrados (194) , sobre 
cado uno de ellos podemos colocar un decímetro cúbico, lo 
cual dará una primera capa de un decímetro de altura que 
contendrá 100 decímetros cúbicos. Para llenar toda la caja se 
necesitarán evidentemente sobreponer diez capas paralelas. 
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Luego el metro cúbico contiene 10 veces 100 ó sean 1000 de-
címetros cúbicos. Del mismo modo se puede probar que el de-

címetro cúbico tiene 1000 centímetros 
cúbicos, etc., y en general que cada una 
de las unidades de volumen vede 1000 
veces la que le sigue inmediatamente 
en orden inferior de magnitud. De 
donde resulta que para pasar de una de 
estas unidades á otra, bastará multipli-
car ó dividir el número que exprese el 
volúmen por 1000, por 1 000 000 ó por 
1000000000, etc. Si por ejemplo un vo-

lúmen se expresa en centímetros cúbicos y deseamos referirlo 
al metro cúbico ó al decímetro cúbico bastará dividir el número 
que representa dicho volúmen por 1 000 000 ó por 1000. 

Se emplean además con el nombre de medidas de capaci-
dad, unidades de volúmen (pie derivan de las precedentes; 
tales son el litro que equivale á un decímetro cúbico, el deca-
litro que vale 10 litros, el hectolitro que vale 100 litros, el 
decilitro que es la décima parte del litro, y el centilitro que 
es la centesima del mismo litro. 

5 2 2 . Dos cuerpos son equivalentes cuando tienen volúmenes 
iguales, por mas que no puedan superponerse. Así un prisma 
puede ser equivalente á una pirámide ó á un poliedro cual 
quiera. 

5 2 5 . T E O R E M A . Dos prismas rectos de la misma base y 
altura son iguales. 

Coloquemos uno de los prismas sobre el otro de manera que 
las bases inferiores coincidan. Las aristas laterales del segundo 
prisma, que son perpendiculares al plano de su base, tomarán 
la misma dirección que las correspondientes del primero (246) , 
y como los prismas tienen la misma altura y son rectos, las 
aristas laterales son iguales, y por tanto las bases superiores 
de los dos prismas coincidirán y los dos primas resultarán 
iguales. Q. E. L. D. 

Fig. 251. 

5 2 4 . T E O R E M A . Todo prisma oblicuo equivale á un prisma 
recto que tenga por base su sección recta y por altura su 
arista lateral (fig. 231). 

Sea ABCBE A'B'C'D'E' un prisma oblicuo. Por los vértices A y A' 
de, las dos bases trazamos las secciones rectas AFG11I, A'F'G'HT, 
que forman con las aristas del prisma prolongadas un prisma 
recto que tiene por altura la arista lateral 
A A' del prisma dado. Y notamos en primer 
lugar que las aristas BB' y FF' de los dos 
prismas son iguales por ser ambas iguales 
á AA'. Besulta de aquí inmediatamente que 
F B = F ' B \ y que GC=G'C', IID=II 'D' , etc. 
Esto sentado llevemos el poliedro A'F'G'H'-
I'B'C'D'E' sobre AFGHIBCDE, de modo que 
el polígono A'F'G'HT coincida con su igual 
AFGA1 ( 5 1 9 ) . Las aristas F'B', G'C'.... per-
pendiculares al plano A'F'G' se confundirán 
con FB, GC.... perpendiculares al plano AFG. 
Además, teniendo las aristas igual longitud dos á dos, los po-
liedros coincidirán. Ahora bien, quitando del sólido total el 
poliedro A'F'G'.... E' resulta el prisma oblicuo, y quitando del 
mismo poliedro total el poliedro AFG....E' resulta el prisma 
recto. Luego el prisma oblicuo y el recto son equivalentes. 

Q . E . L . D . 

5 2 5 . T E O R E M A . El plano trazado por dos aristas opuestas 
de un paralelipipedo le descompone en dos prismas trian-
gulares equivalentes. 

Sea ABCDA'B'C'D' (fig. 232) un paralelepípedo cualquiera. 
Por las aristas opuestas A A' y CC' hacernos pasar un plano que 
descomponga el paralelipipedo en dos prismas triangulares 
ABCA'B'C',ADCA'D'C' (pie decimos que son equivalentes. En 
efecto: construyamos la sección recta AEFG del paralelipipedo. 
Dicha sección es un paralelógramo porque los lados opuestos 
son la intersección del plano de la sección recta por los planos 
de las caras opuestas del paralelipipedo, que son paralelos (515). 
Luego los triángulos AEF v AGF son iguales, y dichos triángulos 



son precisamente las secciones rectas de los prismas trián-ni-
lares ABCA'B'C' y ADCA'D'C'-. El prisma 
oblicuo ABCA'B'C es equivalente al rec-
to que tiene por base AEF y por al-
tura AA'. De igual manera el prisma obli-
cuo ADCA'D'C' equivalente al recto que 
tiene por base AGE y por altura AA'. Estos 
dos prismas rectos son iguales, porque 
tienen bases y altura iguales (525) ; luego 
los dos prismas oblicuos que son iguales á 
ellos respectivamente, son equivalentes en-
tre sí. Q . E . L . D . 

F i g . 2 3 2 . 

. , . , 5 2 6 T E O R E M A . El volumen de un pa-
ralelipípedo rectangular tiene por medida el producto de 
sus tres dimensiones. 

Suponemos desde luego que las dimensiones del paraleli-
pipedo rectangular han de ser múltiplos de la unidad de lon-

gitud. Sea ABCDA' (fig. 233) un parale-
lipípedo rectangular cuyas aristas AB, AD 
y AA' son respectivamente iguales á 4 me-
tros, 5 metros y 5 metros. La base ABCD 
del paralelipípedo contiene 4 x 3 ó 12 me-
tros cuadrados ( 1 5 6 ) . Sobre cada uno de 
estos metros cuadrados podrá colocarse un 
metro cúbico y de este modo se tendrá 
una capa de 12 metros cúbicos, capa que 
no tendrá mas que un metro de altura. 

Para llenar todo el paralelipípedo serán necesarias cinco capas 
iguales El paralelipípedo tendrá, pues, en total 4 x 3 x 1 ó 
sean 60 metros cúbicos : su volumen está pues expresado por 
el producto de sus tres dimensiones, Q. E. L D 

Tomenos ahora un paralelipípedo rectangular cuyas dimen-
siones sean arbitrarias, por ejemplos iguales á 2 - , 5 , 4»,92 y 

T o d a s e s , a s longitudes se expresaran en unidades m u í 
pequeñas para que estén representadas por números enteros", 
v. g. en centímetros. Serán por tanto iguales á 250 centíme-

Fig. 233. 

tros, 492 id, y 69 id. La demostración precedente prueba 
que el volúmen del paralelipípedo rectángular es igual á 
450 X 492 X 69 ó sean 8 487 000 centímetros cúbicos. Y como 
el centímetro cúbico es la millonésima parte del metro cúbico, 
dicho volúmen referido al metro cúbico como unidad será 
expresado por el número 8mc,4S7 000. Según las reglas para 
la multiplicación délos números decimales este número pudiera 
haberse obtenido multiplicando directamente los tres números 
decimales 2,50, 4,92, y 0,69. Por consecuencia el volúmen 
del paralelipípedo rectángular está también determinado por 
el producto de sus tres dünensiones. Q. E. L. D. 

5 2 7 . C O R O L A R I O . I . La base del paralelipípedo es un rec-
tángulo, cuya arca tiene por medida el producto de sus dos 
dimensiones, luego el paralelipípedo rectangular tiene por 
medida elproducto de su base por su altura. 

5 2 8 . C O R O L A R I O . II. El cubo es un paralelipípedo rectangular 
cuyas dimensiones son todas iguales, de donde resulta que el 
volúmen del cubo tiene por medida el cubo de su lado. Por 
esta propiedad se ha dado á la tercera potencia de un número 
el nombre de cubo de dicho número. 

A P L I C A C I O N E S . I . Las dimensiones de una placa de marmol 
que tiene la forma da un paralelipípedo rectangular sofl las si-
guientes : 

Largo l m , 28 
Ancho 0m ,52 
Alto 18 milímetros. 

¿Cuál será su volúmen? 
Es necesario primeramente referir las tres dimensiones á 

una misma unidad, al metro por ejemplo, y hecho esto, el vo-
lúmen expresado en metros cúbicos será : 

1 , 2 8 x 0 , 3 2 x 0 , 0 1 8 = 0 m c , 0 0 7 5 7 2 8 ; 

pudiendo decirse también que es igual á 7 decímetros cúbic^ff5 . 
572 centímetros cúbicos y 800 milímetros cúbicos. y v-' * ' 



If. Una pila de piedra rectangular tiene las dimensiones in-
teriores siguientes : 

Largo 0m ,94 
Ancho 0m ,45 
Profundidad 0m ,52 

¿Cifál será su capacidad en litros? 
El volumen interior de la pila expresado en metros cúbi-

cos, será : 

0m,94x0,45x0,52=0mc,21996: 

su valor en litros será 219',96 ó sean 2 hectolitros, 19 li-
tros y 96 centilitros. 

III. Una piedra de talla de forma cúbica tiene 87 centíme-
tros de lado, y se desea saber cuál será su volúmen. 

El volúmen pedido, expresado en centímetros cúbicos, es : 

87 3 =658505 c - ° ; 

cuya cantidad, expresada en metros cúbicos, para lo cual basta 
dividirla por 1 000 000, será O»-*, 658 505. 

IV. Se desea fabricar una área rectángular que pueda con-
tener 25 hectolitros de trigo. La superficie del fondo es de 
60 declhietros cuadrados: ¿cuál será la altura que habrá que 
darle? 

25 hectolitros equivalen á 2m-c, 5 y 60 decímetros cuadra-
dos á 0m-c, 6 ; si se conociera la profundidad multiplicándola 
por 0,6, se tendría el volúmen 2 ,5 ; luego la profundidad es 
igual á 

M — ¿ m tan 
0,6 ' b / ' 

con menos de un milímetro de error. 
Y. La capacidad de un vaso cúbico es de 216 centímetros 

cúbicos : ¿cuál será la longitud del lado? 
Evidentemente será la raíz cúbica de 216, osean 6 centí-

metros. 

5 2 9 . T E O R E M A . El volúmen de un paralelipípedo recto es 
igual al producto de su base por su altura (fig. 254). 

Sea ABCD A'B'C'D' el paralelípípedo recto cuya base es ABCD 
y la altura AA'. Tomemos ADD'A' por base (515) y por el 
punto A tracemos un plano perpendicular 
á AB. Este plano contendrá á AA' que es n¡J£-
perpendicular al plano ABCI) y por consi-
guiente á AB. La sección AA'E'E determi-
nada por este plano es un rectángulo, por 
que AA' es perpendicular al plano AJBCI), y 
por consiguiente á AE. Dicho esto, el prisma 
oblicuo AA'D'DB B'C'C es equivalente al 

N? 
1 
1 
1 

A' I 
1 
1 

1 
1 

E ! 

1 
1 
I 

\ 

• A — 

prisma que tiene por base, su sección recta F i g ^ 
AA'E'E y por altura su arista lateral AB 
( 5 2 4 ) , y como este prisma recto tiene por base un rectángulo, 
su medida es (526) : A E x A A ' x A B . Si ahora se tiene en 
cuenta que A B x A E es la medida del área del paralelógra-
mo ABCD, resultará que el volúmen del paralelipípedo dado 
tiene por medida : 

ABCDxAA'. 

5 5 0 . T E O R E M A . El volúmen de un paralelipípedo oblicuo 
es igual al producto de su base por su altura (fig. 235). 

Sea ABCDA'el paralelipípedo oblicuo que tiene por base ABCD. 
Tomemos por base ADD'A' y construyamos la sección recta 
EFGII perpendicular á la arista AB, en cuyo caso puede reem-
plazarse el paralelipípedo oblicuo por el recto que tiene por base 
EFGII y por altura AB ( 5 2 4 ) . Su medida será, pues ( 5 2 9 ) , 

EFGIIXAB. Pero el área del paralelógramo EFGH es igual á su 
base por su altura, esto e s E F x I I L . Luego el volúmen del pa-
ralelipípedo es : 

ABxEFxlIL 

Esto sentado, observemos que EF, que es una línea del pla-
no EFGH perpendicular á AB, es ella misma perpendicular á 
AB, y por consiguiente, queel producto ABxEFrepresenta el 
área del paralelógramo ABCD. De otro lado, los planos ABCD y 



EFGíI son perpendiculares, puesto que el primero contiene la 
linea AB perpendicular al segundo (286) ; y la línea HL traza-
da en el plano EFGH perpendicularmente á la intersección EF 
de los dos planos, es perpendicular al plano ABCD (287) , y 

poc tanto, esta línea es la altura del paralelipípedo oblicuo 
ABCDA'. Resulta de todo que el volumen de este paralelipípedo 
tiene por expresión ABCDxAL, es decir, el producto de su 
base por su altura, Q. E. L. D. 

5 5 1 : T E O R E M A . El volumen de un prisma cualquiera es 
igual al producto de su base por su altura. 

i Suponemos en primer lugar que el prisma dado sea un 
prisma triangular. Si por dos de las aristas laterales de este 
prisma se trazan planos paralelos á las caras opuestas, se for-
ma un paralelipípedo que tiene la misma altura que el prisma 
y una base doble, y se sabe que (525) dicho paralelipípedo tie-
ne un volumen doble que el del prisma. El volumen del parale-
lipqmlo tiene por medida el producto de su base por su altura 
J 3 Ú U ) , luego el del prisma vale Ja mitad de este producto, ó 
lo que es lo mismo, es igual al producto de su base por su al-
tura, puesto que su base es la mitad de la del paralelipípedo. 

e " s e S u n d o l u g a r u n prisma poligonal ABCDE 
A'B C D E (fig. 256). Por la arista EE' y por cada una de las 

otras aristas hacemos pasar planos que descompongan el pris-
ma dado en prismas triangulares. Cada uno 
de ellos tiene por medida el producto del 
triángulo que le sirve de base por la altura 
común. El prisma poligonal tendrá, pues, 
por medida la suma de los.triángulos mul-
tiplicada por la altura, ó su base multipli-
cada por su altura, Q. E. L. D. 

O B S E R V A C I Ó N . L O S teoremas de los núme- * 
ros 5 2 6 , 5 2 9 , 5 5 0 y 5 5 I pueden com-
prenderse en un solo enunciado : Todo 
prisma tiene por medida el producto de su base por su al-
tura. 

5 5 2 . C O R O L A R I O S . 1 0 Dos prismas que tienen las bases 
equivalentes y las alturas iguales, son equivalentes. 

2." Dos prismas de la misma altura son entre sí como 
sus bases. 

5.° Dos prismas gue tienen las bases equivalentes, son 
proporcionales d sus alturas. 

Estas son consecuencias evidentes del enunciado que precede. 
A P L I C A C I O N E S . I . Una columna prismática tiene por base un 

exágono regular cuya área es igual á 18 decímetros cuadrados; 
su altura es de 7m ,20. ¿Cuál será su volumen? 

Refiero al metro cuadrado el área de la base, que me 
dará 0m , c ,18; y el volumen pedido será, pues : 

0 , 1 8 x 7 , 2 0 = l m c , 2 9 9 . 

II. La sección recta de una zanja es un trapecio cuyas ba-
ses son 0m ,55 y l m , 98 y la altura es l m ,51 . Se pregunta 
cuál es la longitud de la dicha zanja, sabiendo que la tierra 
que se ha extraído para hacerla tiene un volumen de 942 me-
tros cúbicos. 

El área de la sección es igual á 

0,55-1-1,98 . r.. . p —— r > x l , 5 1 = l m c , 5 1 í ) 0 o . 



G E O M E T R I A E N E L E S P A C I O . 

Mulüphcando esta área por la longitud de la zanja, se ob-
tendrá el volumen 5 4 2 - , L a longitud se obtendrá dividiendo 
o52 por 1,51 £»05, que da 558-,2 con un decímetro de difc-
rencia. 

3 5 5 . T E O R E M A . DOS pirámides triangulares de bases equi-
valentes y de la misma altura, son equivalentes (fig 257) 
I dos pirámides. Supongamos que las 
bases ABC, A'B'C, están sobre un mismo plano. Dividamos la 
altura en partes iguales, y por los puntos de división trace-
mos planos paralelos á las bases. Estos planos forman en las 

pirámides las secciones DEF, D'E'F', IKL, I'K'L',... equiva-
lentes dos á dos en virtud del n.° 5 1 8 . Sobre cada una de estas 
secciones como base, construimos un prisma que ten-a sus 
aristas paralelas á SA en la primera pirámide,yáS'A'en la se-
gunda. Estos prismas serán dos á dos equivalentes, por tener 
bases equivalentes y la misma altura. Por consiguiente, la 

valTn.P ' t°S P m D ? í n S C r Í t°S e n k P r i m e r a P W ® es equi-valente a la suma de los prismas inscritos en la segunda. 
Esto dicho, diferencia entre el volumen de la pirámide 

i > f m e n y d . T a ^ ^ ^ ¡ n S C r Í t 0 S CS m e " 0 r «1 vo-lumen del tronco de p.rámide SBCPGI1. Este último volumen 

f f e ; ; t C e r ° " m e d Í d ^ U e indefinidamente 
el numero de lo prismas inscritos, puesto que su altura, que 
es a lo mas igual á PS, disminuye indefinidamente: en o £ 

tura es en este caso la del tronco, y bastará probar que su base 
GAC es media proporcional entre las dos bases del tronco. Para 
ello, por el punto G se traza GH, paralela á BC. Los dos trián-
gulos DEF, AG1I son iguales, por tener DE = AG y los ángulos 
iguales. Además, los triángulos ABC, AGC, tienen el mismo 
vértice Cy sus bases AB, AG en línea recta; luego tienen la 
misma altura y son proporcionales á sus bases, y tenemos: 

ABC AB 
AGC AG' 

tenemos igualmente : 
AGC AC 

AG1I~A1I 

y én virtud de las paralelas : 

AB AC 
A G - A H ; 

y por último 
ABC- AGC _ 
AGC AGH' 

ó bien 
ABC AGC 
AGC=BEF Q" E- L- D-

2.° Consideremos ahora un tronco de pirámide poligonal 
ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 241); formemos una pirámide triangu-
lar TFGH que tenga la misma altura que la pirámide SABCDE 
v una base equivalente (554). Cortemos la pirámide TFGII por 
un plano paralelo á la base y á la misma distancia del vértice 
T que el plano A'B'C'D'E está del vértice S. Las dos secciones 
A'B'G'B'E', F'G'H' serán equivalentes (518). Por tanto, las dos 
pirámides SA'B'C'Ü'E', TF'G'H'son equivalentes, y los dos tron-
cos de pirámide lo son igualmente. Además tienen la misma 
altura y las bases equivalentes; y puesto que la medida del 
tronco de pirámide triangular no depende sino de su altura 
y' de su base, la medida del tronco de pirámide de base poli-
gonal será la misma. * ( 8 » u c s 

; A SiNIVEÉSITAtiÁ 1 5 
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O B S E R V A C I Ó N . Llamamos B y b las dos bases del tronco de 
pirámide, II su altura y V su volumen. La media proporcional 

Fig. 241. 

entre las bases será \Jtib y las tres pirámides del enunciado 
tendrán por valor respectivo 

| B X H , i f c x H , l\/Bbxll; 

el volumen del tronco se determinará según la fórmula 

V = | B x H - h g f c x H - ¡ - g v / B ¿ X l l , 
\ 

ó colocando - II como factor común 
5 

V = | H X ( B + ¿ - H / B 6 ) . 

A P L I C A C I O N E S . I . La mayor de las pirámides de Egipto tiene 
por base un cuadrado de 252m,75, de lado, su altura es de 
146 metros, y se desea saber el volumen. 

El área de la base es igual á 252,752 y el volumen de la 
pirámide es : 

2 5 2 , 7 5 2 x 146=2656599»" ,052 , 

con un error por exceso de 0m-°,001. Como se ve, dicha pirá-

mide tiene un volumen considerable, del cual podemos for-
• marnos una idea clara suponiendo que con los materiales que 

la componen se formaría un muro de dos metros de altura y 
40 centímetros de espesor, y cuya longitud seria : 

2656598,052 _ a f f A , A „ 
2x0,40 = 5 2 7 0 4 9 7 metros-

es decir 5270 kilómetros próximamente, muro con el que 
casi podría rodearse toda Francia. 

II. El obelisco de Luxor es un tronco de pirámide muy alar-
gado, de bases cuadradas, y tiene encima de su base menor 
una pirámide regular". El lado de la base inferior tiene 2m ,42 
de longitud; el de la base superior, 1 r a ,54; la distancia de 
las dos bases es igual á 21m ,60, y la altura de la pirámide, 
l m ,20 . Se desea saber cuánto pesará el obelisco, sabiendo que 
el metro cúbico de granito de que está hecho pesa 2750 ki-
logramos. 

Averigüemos en primer lugar su volúmen. El área de la 
base mayor es de 2,422 = 5m c ,856í . La de la base menor es 
l , 5 4 2 = 2 m c , 5 7 1 6 . La inedia proporcional entre las dos bases 
es V 2 , 4 2 * x l , 5 4 2 ó bien 2,42 X 1,54 = 5^ ,7268 . Sumamos 
éstos tres números que nos dan 11,9547. El volúmen del tron-
co de pirámide es pues : 

oí fin 
11,9548 x ==' 86mc,074560 

El volúmen de la pirámide será á este tenor 

1 20 
2 , 5 7 1 6 x — = 0™,948640 

y el volumen total del obelisco será finalmente 

86™,07457 -b 0rac,94864=87U1C,0252. 

Según esto su peso será : 

2750ksx87,0252=259 515^,8, 

ó sean próximamente 2595 quintales métricos. 



i 
§ XXXII. Nociones sumarias sobre los poliedros semejantes. - Relación 

de las superficies y de los volúmenes. 

5 5 7 . DEFINICIONES. Se llaman poliedros semejantes dos 
poliedros que tienen los ángulos poliedros iguales, y que se 
hal an comprendidos entre un mismo número de caras seme-
jantes una a una. Se llaman homólogos los elementos correspon-
dientes de dos poliedros semejantes. Resulta de la definición 
misma que los diedros homólogos de dos poliedros semejantes 
son iguales y semejantemente dispuestos. Además, las aristas 
Homologas de dos poliedros son proporcionales, porque las caras 
de ellos son semejantes dos á dos, y como dos caras adyacentes 
tienen una arista común, la relación de dos aristas homologas 
es la misma para todas las caras. 

5 5 8 . T E O R E M A . Si se corta una pirámide S A B G D por un 
plano paralelo a su base, se forma una nueva pirámi-

de S A ' B ' C ' D ' , semejante á la primera 
(fig. 242). 

En efecto, las dos pirámides tienen las 
caras semejantes ( 5 1 7 ) , tienen además el 
ángulo poliedro en S común; los ángulos 
triedros ASBD, A'S'B'D' tienen respectiva-
mente "iguales 'las caras y lo mismo los án-
gulos diedros ( 2 8 5 ) . Además, las caras 

B c
 d e j? s diedros de estos dos ángulos triedros 

Fig. 242. 681511 semejantemente dispuestas, y por 
tanto, pueden superponerse y por consi-

guiente son iguales. Lo mismo sucede con lostriedros B y B', 
G y C', etc., y por tanto, las dos pirámides son semejantes. 

5 5 9 . T E O R E M A . DOS tetraedros que tienen un ángulo die-
dro igual comprendido entre caras semejantes ij semejante-
mente dispuestas, son semejantes. 

Sean ABCD, A'B'C'D' dos tetraedros (fig. 245) que tienen el 

diedro AB igual al A'B', la cara ABC semejante á la A'B'C', y 
la cara ABD semejante á la A'B'B'. Llevemos A'B'C'D' de ma-
nera que el diedro A'B' coincida con su igual AB, cayendo el 
punto A' en el punto A, y B' 
en B". A causa de la seme-
janza de los triángulos ABC, 
A'B'C', el ángulo BAC es 
igual al B'A'C'; A'C' tomará 
la dirección AC y C' vendrá 
á parar á.C". De la misma 
suerte el punto D' caerá en 
D" sobre AD. Dicho esto, el 
ángulo AB"C" siendo igual Fis- 2i3-

á ABC, la línea B"C" será paralela á BC. Por la misma razón 
será paralela á BD. Según esto, el plano B"C"D" es pa-

ralelo á BCD ( 2 7 2 ) . En virtud, pues, del teorema precedente, 
la pirámide AB"C"I)" ó su igual A'B'C'D' será semejante á-la 
pirámide ABCD. Q. E. L. D. 

5 4 0 . T E O R E M A . Dos poliedros compuestos de un mismo nú-
de tetraedros ¿emejantes y semejantemente dispuestos, son 
semejantes. 

En efecto, los ángulos poliedros homólogos serán iguales 
como compuestos de un mismo número de ángulos triedros 
iguales y dispuestos de la misma manera. Si, en uno de los po-
liedros muchos triángulos están en un mismo plano y forman 
un polígono piano, los triángulos homólogos en el otro esta-
rán también en un mismo plano, á causa de la igualdad de los 
diedros de los tetraedros homólogos : las caras homologas se-
rán además semejantes, como compuestas de un mismo nú-
mero de triángulos semejantes y semejantemente dispuestos. 
Luego de todo resulta que los poliedros serán semejantes. 

5 4 1 . T E O R E M A . Recíprocamente : dos poliedros semejan-
tes pueden descomponerse en igual número de tetraedros se-
mejantes y semejantemente dispuestos (fig. 244). 

Tomamos una de las aristas AB de uno de los poliedros, y en 



Jas dos caras que se cortan según esta línea ó arista, tomamos 
Jas aristas AC y AD. Consideremos el tetraedro ABCD cmo 
diedro AB es uno de los diedros del poliedro. El tetraedro ho-
mólogo A'B'C'D' será semejante á él, porque tienen el diedro 

AB = A'B\ como diedros homólogos de los dos poliedros y las 
caras ABC, ABD serán respectivamente semejantes á las caras 
A'B'C', A'B'D' como triángulos homólogos que forman parte 
de dos caras homologas de los dos poliedros (559). 

Sentado esto, quitemos á los dos poliedros estos dos tetrae-
dros semejantes, y los dos poliedros restantes serán semejan-
tes, y operando de la misma manera, se quitarán otros dos 
tetraedros semejantes y así en adelante. Luego, etc. 

5 4 2 . T E O R E M A . La relación de las superficies de dos po-
liedros semejantes es igual á la relación de los cuadrados 
de las aristas homologas.' 

Sean A y a dos aristas homologas de dos poliedros semejan-
tes, S, S', S" las áreas de diversas caras del primer poliedro, 
s, s', s" las áreas de las caras homologas del segundo poliedro; 
y tendremos (255): 

S A5 S' A2 

de donde 
S _ Í _ S ^ _ As 

s s' ~ s " W 

Q . E . H . D . 
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y por consiguiente en virtud dé un teorema conocido 

S- f -S ' -hS" + .. . A* 
s - f - s ' - b s " -b . . . ~~ a*' 

5 4 5 . T E O R E M A . La relación de los vo-
lúmenes de dos poliedros semejantes es 
igual á ta relación de los cubos de sus 
aristas homologas. 

Consideramos en primer término dos 
tetraedros semejantes y los disponemos de 
manera que tengan un triedro común c 

(fig. 245); cuyos tetraedros serán SABC, 
SA'B'C'. Los planos ABC, A'B'C son para-
lelos, y las alturas de las dos pirámides 
son Sil y SU'. Tendremos, pues (554) : 

SABC—\ ABC X SI I, 
o 

S A ' B ' C = | A'B'C' X SH'; 

dividiendo miembro á miembro las anteriores igualdades, 
resulta : 

pero 

y también (517) 

SABC _ ABC SH 
SA'B 'C ' - A'B 'C ' X SJ1 ' ; 

A B C A B 2 

A ' B ' C ' - a 7 ^ 

SH 
SU': 

AB 
A'B' ' 

de donde resulta finalmente 

SABC AB2 

X 
AB AB5 

SA'B'C I f 8 A'B' P B 

Considerando ahora dos poliedros semejantes P y p, que 



Q . E . L . D . 

descomponemos en tetraedros semejantes T, V , T" perte 
necientes al pr imeo, y t , t ', f . . . al segundo, y que A y a son 
dos aristas homologas de dichos dos poliedros, tendremos, se-
gún lo dicho antes, que : 

T _ A 5 T' A3 

t a 3 ' e t c - ' 
de donde 

A5 

y por consiguiente, según un teorema sabido 

T + T ' - h F - K . . A5 

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO VII 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR * 

V L a s , c u a l ™ diagonales de un paralelipípedo cualquiera se 
cortan mutuamente en dos partes iguales 

2 Las diagonales de un paralelipípedo rectángulo son igua-

r i 6 T d e d I a S GS ^ i5 l a s ™ a ^ los cuadrados de las tres d.mensiones del paralelipípedo. 
3. Las rectas que unen los puntos medios de las'aristas 

3 2 * U Q t C t r a e d r ° 8 6 C O r t a n raútua™^ en dos partes 

Si en un tetraedro, dos aristas son respectivamente 

so7 t amb ien r C S a 3 r Í S t a S ° P u e s t a s ' l a s otó» dos aristas lo 

, ^ E n " n t , e t r a e d r o e n el que cada arista es perpendicular 
a su opuesta, las cuatro alturas se cortan en un mismo punto, 

en el que se cortan también las perpendiculares comunes á las 
aristas opuestas. 

6. Los planos trazados perpendicularmente sobre las aristas 
de un tetraedro por sus puntos medios, se cortan en un mismo 
punto. 

7. Los planos bisectores de los diedros de un tetraedro se 
encuentran en un mismo punto. 

8. Dado un tetraedro cuyas aristas son todas iguales, se 
baja desde uno de los vértices una perpendicular sobre la cara 
opuesta, y se une el punto medio de esta perpendicular con 
los otros tres vértices. Demuéstrese, esto hecho, que las tres 
líneas de unión, así trazadas, son perpendiculares dos á dos. 
(Concurso general de la clase de segunda, 1870.) 

9. El volumen de un prisma triangular tiene por medida la 
mitad del producto del área de una cara lateral por la distan-
cia de esta cara á la arista opuesta. • 

10. Si sobre tres rectas paralelas y no situadas en un mis-
mo plano, se toman las longitudes AA', BB', CC' iguales á una 
recta dada, el volumen del prisma triangular ABCA'B'C' es 
constante, cualquiera que sea la posicion de los puntos A, B, C, 
sobre las tres rectas. 

11. Dadas tres rectas paralelas, no situadas en el mismo 
plano, se toma en una de ellas una distancia AB, igual á una 
longitud dada. Se toma además arbitrariamente un punto C 
sobre la segunda, y otro punto I) en la tercera. Los cuatro 
puntos A, B, C, D, son los cuatro vértices de una pirámide, y 
hay que demostrar : 

Que el volumen de esta pirámide es independiente déla 
posicion de los puntos C y D sobre las rectas en que se hallan; 

2.° Que este volumen es proporcional á la longitud AB; 
5.° Que permanece el mismo cualquiera que sea la de las 

. tres paralelas sobre las que se tome la longitud AB. 
12. Dos tetraedros que tienen un ángulo triedro igual, son 

entre si como los productos de las aristas que comprenden el 
ángulo triedro igual. 

13. Dado un tetraedro cualquiera ABCD, se juntan dos á 
dos los puntos medios en las cuatro aristas AB, BC, CD, DA. 



Demuestres* que todos los puntos medios están en un mismo 
p ano y que este plano divide al tetraedro en dos partes equi-
valentes. (Concurso general de la clase de segunda' 18(59 ) 

14. Jmasnemos en un tetraedro ABCD cuatro aristas con-
s e l v a s AB BC, CD, DA, y que se deforma el dicho tetrae-
dro de todos los modos posibles, conservando las aristas men-
cionadas sus longitudes respectivas. Demostraren estos supues-
tos, que entre todos los tetraedros asi obtenidos es el mavor 

& R I I O S : Á N ^ d i e d r o s q u e t i e n e n p° r a r ¡ s t a s a ¿ y 
a i t \ u n ( ¡ d e , o s vér t í<*S de un tetraedro se traza 

un plano paralelo a la cara opuesta. Estos cuatro planos for-
man un nuevo tetraedro cuyas caras son semejantes á las del 
primero. Hállese la relación de las superficies y del volumen 
de los dos tetraedros dichos. J 

PROBLEMAS PARA RESOLVER 

1. Dadas tres rectas tales, que dos cualesquiera de ellas no -

un nar1 I U f ' 1 " " p h n ° > * SG P l d e ^ construyamos 
' q U C t 6 n g a l m a r i s t a s s i t » a d a * sobrjf estas 

2 Dadas las áreas de Jas dos bases de un tronco de pirámi-

O. Cortar un cubo por un plano, de manera que lá sección 
sea un exágono regular. 1 _ 1 0 , 1 

4. Se dan dos pirámides iguales, de base cuadrada v cuvas 
caras laterales son triángulos equiláteros. Se unen de m ^ e r a 
que coincidan las bases, y se corta el poliedro que r " 
ta unión por un plano que pase por í l punto l e d o l ú a 

5. Hallar el volumen de un tetraedro regular del cual se 

conoce la arista. (Se llama tetraedro regular aquel cuyas cua-
tro caras son triángulos equiláteros.) 

6. Se construyen dos pirámides regulares iguales, de base 
cuadrada, y cuyas caras laterales son triángulos equiláteros y se 
las reúne por su base. Se obtiene de esta manera un poliedro 
de ocho caras triangulares, cuyas aristas son iguales y que se 
llama un octaedro regular. Se desea saber cuál será el volu-
men, conociendo la arista. 

7. Dado un ángulo triedro y una recta en una desús caras, 
se pide trazar por esta recta un plano que cierre el ángulo 
triedro y determine un tetraedro de volumen dado. 

8. Dada una pirámide triangular, trazar por una de sus 
aristas de la base un plano que divida la pirámide en dos par-
tes equivalentes. 

9. Dada una pirámide triangular truncada, trazar por una 
de las aristas de la base superior un plano que divida el volu-
men del tronco en dos partes equivalentes. (Concurso general 
de la clase de segunda, 1875.) 

10. Dado un prisma triangular, se hace en él una sección 
abe paralela á las bases. Se unen los vértices a, b, c de esta 
sección á un punto cualquiera O, tomado en el plano de la base 
superior. Se prolongan las lineas de unión hasta que se en-
cuentren en A, B, C con el plano de la base inferior. Se pre-
gunta á qué distancia de la base superior debe estar hecha la 
sección abe para que el tetraedro que tiene por vértices 
O, A, B, C sea equivalente al prisma. (Concurso general de la 
clase de filosofía, 1875.) 

11. Una vasija que tiene la forma de un prisma exagonal 
regular, tiene de capacidad 2000 hectolitros. Su profundidad 
es de 0m ,50, y se pide la longitud de los lados de la base. 

12. Un bloque de basalto tiene la forma de un prisma cuya 
base es un exágono regular que tiene de lado 0m ,03, de altu-
ra 5m ,45, y el metro cúbico de basalto pesa 2850 kilogra-
mos. Se desea saber cuál será el peso de este bloque. 

15. Un estanque tiene la forma de un prisma cuya base es 
un octógono regular de 10 metros de lado. El fondo del estanque 
es horizontal, y la altura del agua en él contenida es de 



° m ' 7 5 - "aY que calcular en hectolitros el volumen del agua 
/ n l f - El volumen de un paralelípípedo rectangular es igual á 
5 . , ' V SUS a n s l a s 5011 c n t r e s í «>mo los números 3 ,5 , 7. 
Cual será la longitud de sus aristas. 

15 Se trata de un círculo cuyo rádio es 10 metros, y se le 
inscribe un triángulo equilátero. Hallar el volumen de la pi-
rámide que tenga dicho triángulo por base y una altura igual 
á 12 metros. 

16. Hallar la altura de una pirámide regular de base cua-
drada, sabiendo que la superficie de la base es igual á 6m-c,7483, 
y que la longitud de las aristas laterales es igual á 6™,89. 

17. Calcular en hectolitros la capacidad de un estanque de 
forma cuadrada, cuyas paredes están en talud, siendo el fondo 
también un cuadrado. Dichos dos cuadrados tienen respectiva-
mente 12 y 10 metros de lado, y la profundidad del estanque 
es de 2°', 10. ^ 

LIBRO VIII 

t t w t i** 

w ^ m umssmu 

" a l f o n s o m i s " 
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CUERPOS REDONDOS 

§ XXXIII. Cilindro recio de base circular. — Medida de la superficie 
lateral y del volumen. 

F i g . 2 4 6 . 

5 4 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llama cilindro recto de base circu-
lar, ó mas breve, cilindro circular recto, "el sólido engen-
drado por la revolución de un rectángu' 
OO'A'A (fig. 246), que gira alrededor de uno b' 
de sus lados 00 ' . En este movimiento, los 
lados OA, O'A describen dos círculos iguales 
y paralelos que son las bases del cilindro; el 
lado AA' engendra la superficie lateral del 
cilindro; el lado fijo 00 ' se llama eje ó altura B ; 
del cilindro. 

Es evidente que todo punto de AA' girando 
alrededor de 00' , describe una circunferencia igual y paralela 
á las bases; y por tanto, si se corta un cilindro por un plano 
prependicular al eje, la sección es un cír-
culo igual á la base. 

5 4 5 . T E O R E M A . La superficie lateral 
de un cilindro circular recto es igual á 
la circunferencia de su base multiplicada 
por su altura (Gg. 247). 

En la base del cilindro inscribimos un 
polígono regular ABCDEF, y por los vérti-
ces trazamos las generatrices AA', BB', CC, 
etc., y unimos los extremos de estas líneas. 
Resultará de este modo un prisma inscrito en el cilindro. Sien-

Fig. 247. 



° m ' 7 5 - " aY que calcular en hectolitros el volumen del agua 
/ n l f - El volumen de un paralelipípedo rectangular es igual á 
5 . , ' V SUS a n s l a s 5011 c n t r e s í «>mo los números 3 , 5 , 7. 
Cual será la longitud de sus aristas. 

15 Se trata de un círculo cuyo rádio es 10 metros, y se le 
inscribe un triángulo equilátero. Hallar el volúmen de la pi-
rámide que tenga dicho triángulo por base y una altura igual 
á 12 metros. 

16. Hallar la altura de una pirámide regular de base cua-
drada, sabiendo que la superficie de la base es igual á 6m- c ,7485, 
y que la longitud de las aristas laterales es igual á 6™,89. 

17. Calcular en hectolitros la capacidad de un estanque de 
forma cuadrada, cuyas paredes están en talud, siendo el fondo 
también un cuadrado. Dichos dos cuadrados tienen respectiva-
mente 12 y 10 metros de lado, y la profundidad del estanque 
es de 2°', 10. ^ 
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CUERPOS REDONDOS 

§ XXXIII. Cilindro rec io d e base c i rcular . — Medida d e la superficie 
la teral y del vo lumen . 

F i " . 2 4 6 . 

5 4 4 . DEFINICIONES. Se llama cilindro recto de base circu-
lar, ó mas breve, cilindro circular recto, "el sólido engen-
drado por la revolución de un rectángu' 
OO'A'A (fig. 246), que gira alrededor de uno b' 
de sus lados 0 0 ' . En este movimiento, los 
lados OA, O'A describen dos círculos iguales 
y paralelos que son las bases del cilindro; el 
lado AA' engendra la superficie lateral del 
cilindro; el lado fijo 0 0 ' se llama eje ó altura B ; 
del cilindro. 

Es evidente que todo punto de AA' girando 
alrededor de 00 ' , describe una circunferencia igual y paralela 
á las bases; y por tanto, si se corta un cilindro por un plano 
prependicular al eje, la sección es un cír-
culo igual á la base. 

5 4 5 . TEOREMA. La superficie lateral 
de un cilindro circular recto es igual á 
la circunferencia de su base multiplicada 
por su altura (üg. 247). 

En la base del cilindro inscribimos un 
polígono regular ABCDEF, y por los vérti-
ces trazamos las generatrices AA', BB', CC, 
etc., y unimos los extremos de estas líneas. 
Resultará de este modo un prisma inscrito en el cilindro. Sien-

Fig. 247. 



do recio este prisma, sus caras laterales son rectángulos de la 
misma altura, y la suma de las áreas de dichos rectángulos, es 
decir, la superficie lateral del prisma tendrá por medida el 
perímetro de la base multiplicada por la altura. Ahora bien, si 
se aumenta indefinidamente el número de los lados del polí-
gono ABCDEF, su perímetro tendrá por límite 1a longitud de la 
circunferencia base del cilindro, y la superficie lateral del 
prisma tendrá por límite la del cilindro. De aquí resulta que la 
superficie lateral del cilindre es igual á la circunferencia de su 
base, multiplicada por su altura. 

5 4 6 . C O R O L A R I O . Si la base del cilindro es un círculo de 
rádio R, y llamamos á la altura 11 la superficie lateral será 

SttRH; 

y la superficie total del cilindro, que se compone de la su-
perficie lateral mas la superficie de las dos bases, tendrá por 
medida la expresión 

STTRH+^R2 , 

ó, considerando 2rcR como factor común 

2jrRx(H-f-R) . 

5 4 7 . OBSERVACIÓN. Si se cortara la superficie del prisma 
inscrito en el cilindro según una arista AA', podría evidente-
mente desarrollarse esta superficie sobre un plano, y se obten-
dría de esta manera un rectángulo que tendría por "base el pe-
rímetro de la base del prisma, y por altura la misma del pris-
ma. De aquí se deduce que la superficie lateral de un cilin-
dro es desarrollable sobre un plano, y que el desarrollo 
tiene la forma de un rectángulo que tiene por altura la del 
cilindro y por base la circunferencia de la base del ci-
lindro. 

5 4 8 . T E O R E M A . El volumen de un cilindro es igual al 

producto de su base por su altura. Este teorema es evidente 
sin mas que cosinderar al cilindro como el límite de un pris-
ma inscrito, cuando aumenta indefinidamente el número de 
caras de dicho prisma. 

5 4 9 . C O R O L A R I O . La fórmula siguiente expresa el volúmen 
del cilindro : 

V=7rRML 

A P L I C A C I O N E S . I. El diámetro de un conducto hueco cilindri-
co es igual á 18 centímetros, y su altura á 65 centímetros. 
¿Cuál será la superficie de la plancha con que se ha hecho? 
La circunferencia de la base de este cilindro es igual á 18 R X~ 
y la superficie lateral, expresada en centímetros cuadrados 
será : 

1 8 x » X 6 5 — t t x 4 170 = 3 6 7 6 c c , 

con un centímetro de error. 
II. Se desea fabricar un conducto cilindrico con una placa 

de palastro rectangular cuya superficie es igual á 50 decímetros 
cuadrados. La base y altura de este rectángulo están en la re-
lación de 5 á 2, y se pide el diámetro y la altura del conduc-
to que se va á hacer. 

Hay que buscar en primer término las dimensiones del rec-

tángulo de palastro : la base es ^ de la altura y por tanto el 

área equivale á ^ del cuadrado de la altura, y el cuadrado 

2 5 0 x 2 100 
dé la altura es los ~ del área ó sea — = - = ~ La altura 

5 o o 
i 0-' 

será la raiz cuadrada de este número es decir —¡.- = 5d, 775, 
V5 

cantidad que será la altura del conducto. 3 
La base de dicho rectángulo es ^ de sste número, ó sean 

8d,660. Al formar el conducto, esta base se convierte en cir-
«KWÉBfeftB K Í8EV6 LESÍS 
SIBUOTECA UfüiVEKSITAJUA 

" A L F O N S O R E Y E S " 



cunferencia del cilindro, y el diámetro se obtendrá dividiendo 
la circunferencia por t., y resultará 

8d ,660x-=2d ,76; 
7T • 

y por tanto el diámetro del conducto será igual á 2d ,76 ó sean 
276 milímetros y su altura 577 milímetros. 

III. Una columna cilindrica de fundición tiene 12'centíme-
tros de diámetro y 5m ,75 de altura : ¿cuál será el volumen? 

El rádio de fa base es igual á 0m ,06, y por consiguiente, el 
volumen será : 

Trx0,06ax5,75=Trx0,0135=(Kc,042412, 

ó sean 42 decímetros cúbicos 412 centímetros cúbicos. 
IV. Un hilo cilindrico de cobre tiene 400 metros de lon-

gitud y pesa 2765 gramos. Sabiendo que un centímetro cúbi-
co de cobre pesa 8sr,8 se desea saber cuál es el diámetro de 
dicho hilo. 

El volumen del hilo será evidentemente _ _ 2 7 6 5 0 c ^ 
8,8 88 

Su longitud es de 40 000 centímetros, y llamando R al rádio, 
tendremos según la fórmula del volumen del cdindro 

^ • X 4 0 0 0 0 = ? I | L 0 ; 
oo 

de donde se saca 

88 X 40 000 x 552 O O O ^ * -

y por consiguiente 

R = \ / 0 , 0 0 2 5 2 7 5 = 0 C , 0 5 0 2 7 . 

El diámetro del hilo será el doble de este número, ó sea 
0°, 10054, es decir un milímetro próximamente. 

V. Las medidas de capacidad para los líquidos tienen la for-
ma de un cilindro cuya al tul-a es doble del diámetro. Hallar el 
diámetro del litro. 

Tomamos por unidad de longitud el decímetro, y por consi-
guiente, por unidad de volumen el decímetro cúbico ó el litro. 
En este caso, si llamamos R al rádio del cilindro, su diámetro 
será 2R, su altura 4R, y tendremos según la fórmula pre-
cedente 

l=7rR2X4R = 4jrR3;. 

de donde se deduce 

R|g¡1=0,079577471... 

y por consiguiente 

R=V'0,079577471 =0d,450 

con menos de una milésima de decímetro. El diámetro del 
litro será, pues, 0d ,86 ó 86milímetros, y su altura igual á 172 
milímetros. 

VI. Hallar el volumen de la obra de fábrica empleada en la 
construcción de un pozo cilindrico de 4m, 75 de profundidad 
y de l m , 2 4 de diámetro interior, sabiendo que el espesor uni-
forme de la obra de fabrica es de 0m ,55. 

El volúmen de la obra de fábrica es la diferencia de los vo-
lúmenes de dos cilindros de la misma altura y cuyos rádios 
son respectivamente 0m ,62 y 0m ,62 + 0 m , 5 5 = 0 m , 9 7 , cuyo 
volúmen será igual á 

irx0,972x4,75—jrx0,622x4,75, 
ó bien : 

(0,97-'—0,622)x4,75xjr=8m-,c,304, 

con un decímetro cúbico de diferencia. 

§ XXXIV. Cono recto de base circular. — Superficie lateral del cono 
y del tronco de cono de bases paralelas. — Volúmen del cono. 

5 5 0 - D E F I N I C I O N E S . Se llama cono recto de base circular el 
sólido engendrado por la revolución de un triángulo rectángu-
lo SOA, girando alrededor de uno de los lados del ángulo rec-

16 



to SO (fig. 248). En este movimiento, el lado OA perpendicu-
lar á SO describe un círculo que tiene por 
centro el punto O, y cuyo plano es perpen-
dicular á SO, y al que se llama base del 
cono. La línea SO se llama eje del cono, y 
su longitud es la altura del cono. La hipo-
tenusa SA, girando alrededor de SO, engen-

A dra una superficie que se llama la superfi-
cié lateral del cono : esta hipotenusa se 11a-

Fig. 24«. nía lado ó apotema del cono. 

3 3 1 . Consideremos un punto M de la hipotenusa SA, y ba-
jemos desde este punto la perpendicular MP al eje. Cuando el 
triángulo SOA gira alrededor de SO, la línea PM perpendicular 
al eje describe un círculo que tiene por centro el punto P, y 
cuyo plano es perpendicular al eje. Las secciones dadas en el 
cono por planos perpendiculares al eje, son pues círculos que 
tienen su centro en el eje. 

5 5 2 . Se llama tronco de cono de bases paralelas el sólido 
(pie se obtiene cortando un cono por un plano paralelo á la 
base, como el cuerpo ABMN. El círculo de base del cono AOB 
y el círculo paralelo MPN son las bases del tronco; PO es en 
él la altura, AM el lado; la superficie lateral del tronco de 
cono es la porcion de la superficie lateral del Cono comprendida 
entre los planos de las dos bases. 

5 5 5 . T E O R E M A . La superficie lateral 
del cono es igual á la circun ferencia de 
su base, multiplicada por la mitad del 
lado (fig. 249). 

En la base dej cono inscribimos un polí-
gono regular ABCDEF, y unimos el vértice 
S del cono con todos los vértices de este 

» polígono. Tenemos así una pirámide re-
Fig. 249. guiar inscrita en el cono. La superficie 

lateral de esta pirámide se compone de triángulos isósceles, 

todos iguales entre sí. Trazando la altura SG de uno de ellos, 
la suma de todos estos triángulos tendrá por medida el perí-

| 
metro de la base de la pirámide, multiplicada por - SG. Si se 

aumenta indefinidamente el número de estos lados de la base 
ABCDEF, el perímetro de dicha base tendrá por límite la cir-
cunferencia de la base del cono y la línea SG se aproximará á 
ser el lado SA del cono. Por fin la superficie lateral del cono 

1 será igual al producto de la circunferencia OA por r> SA. 

Q . E . L . D . 

5 5 4 . C O R O L A R I O . Si B es el radio de la base del cono y A 

su lado, la superficie lateral del cono será : 

2jrBX^-=7rBA, 

y la superficie total será : 

irllA-f-7rIla=jrR(R-HA). 

5 3 O . T E O R E M A . La superficie lateral de un tronco de cono 
es igual d la semi-suma de las circunfe-
rencias de las bases multiplicada por el 
lado (fig. 250). 

En el cono SAD inscribimos una pirá-
mide regular. El plano de la base superior 
del tronco de cono determina un tronco 
de pirámide ABCD A'B'C'D' cuya 
superficie lateral se compone de trapecios 
isósceles lodos iguales entre sí. Esta super-
ficie es, pues, igual á la semi-suma de los 
perímetros de las bases del tronco, multi-
plicadas por GG', altura de uno de los tra-
pecios, de donde resulta inmediatamente que la del tronco de 
cono es igual á 

cir. A B + c i r . A'B' 
o - X M • 

Fig. 250. ' 



5 5 6 . C O R O L A R I O . I . Llamando R y r los radios de las dos ba-
ses y A el lado del tronco de cono, su superficie lateral será la 
contenida en la fórmula 

S=ír(R-+-r)A. 

5 5 7 . C O R O L A R I O . II. Por el punto medio D del lado A A ' 

(fig. 251) trazamos un plano paralelo á las bases. Dicbo plano 
corta el tronco de cono según un circulo 
cuyo radio CD es igual á la semi suma de. 
los rádios OA y O'A' ( 1 8 6 ) ; luego puede 
muy bien reemplazarse la semi-suma de las 
circunferencias de las bases por cir. CD. La 
superficie lateral del tronco del cono es, 

4 pues, igual á la circunferencia media 
multiplicada por el lado. 

Esta medida se aplica también á la su-* 
perficie lateral del cilindro y á la del cono : en el cilindro, la 
circunferencia media es igual á la circunferencia de base, y 
el lado es igual á la altura; en el cono, la circunferencia me-
dia es igual á la mitad de la de la base. 

5 5 8 . T E O R E M A . El volumen de un cono es igual al tercio 
del producto de su base por su altura. 

Basta, para convencerse de ello, considerar el volumen del 
cono como el límite del volumen de la pirámide regular 
inscrito, cuando aumenta indefinidamente el número de caras 
de esta pirámide. 

Llamando R el rádio de la base y H la altura del cono, su 
volúmen se expresará por 

L m . 5 

5 5 9 . T E O R E M A . El volumen de un tronco de cono de ba-
ses paralelas es igual á la suma de tres conos que tengan 
por altura común la del tronco y por bases, el primero, ia 
base inferior, el segundo la base superior y el tercero una 
media proporcional entre las dos bases 

Demostración análoga á las precedentes, considerando el 
tronco de cono como el límite de un tronco de pirámide. 

Llamando B y r los rádios de las dos bases del tronco y II á 
su altura, las bases de los tres conos serán iguales, la prime-
ra á TTR2, la segunda á r r 2 y la tercera á 

V-R2 X ÍT*=V^R2)-2-— TrRr; 

el volúmen del tronco de cono tendrá, pues, por expresión 

= 7 t R 4 I I -+- * i r r S I I + 5 nRrH, 
O £» 5 

1 ó, considerando como factor común ^ T T I I , 

| d S x (R 2+r® H- R r) . 

A P L I C A C I O N E S . I . Hallar la superficie lateral de un cono, de 
cuya base el rádio es igual á 2m ,5 y el lado á 6m ,4. 

Dicba superficie es igual á 

2 , 5 x 6 , 4 X 7 r = 5 0 m - c , 2 G 5 5 . 

con un centímetro cuadrado de diferencia. , 
II. Los radios de las dos bases de un tronco de cono son 

0m ,16 y 0 ra,5, y el lado es igual 0m ,15 y se desea saber cuál 
es la superficie lateral del tronco de cono. 

La superficie pedida es igual á : 

( 0 , 1 6 + 0 , 0 3 ) x 0 , 1 5 x * = - - 0 , 0 2 8 5 x * = 0 — , 0 8 9 5 . 

con un centímetro cuadrado de diferencia. 
III. El diámetro de la base de un cono es igual á su lado. 

Sabiendo ahora que la superficie total de este cono es igual á 
1 metro cuadrado, calcular su diámetro. 

La superficie total de un cono tiene por expresión T : R ( R + A ) 

y como A es igual á 2R, esta expresión se convierte en 

7rR X 5R = 5ÍTR2 ; 

y tendremos según esto 
5 - R 2 = 1; K W m v, 

« E N E M A m m s u 
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de donde se deduce 

R 2 = i = 0,106105, 07T 

y por consiguiente 

R=\/0,106105=0m,526, 

con un milímetro de diferencia; el diámetro del cono es doble 
de este número ó 0m ,652. 

IV. El ràdio de la base de un cono es igual á 0m ,62 y su 
altura á l m , 5 0 ; ¿cuál será su volumen? 

Será igual á 

|o ,62 2 xl , 50x*=0,1922x^=0^,603814, 

con un centímetro cúbico de diferencia. 
V. El diámetro de un cono es igual á 1 metro, su lado tie-

ne la misma longitud. Calcular su volumen. 
La altura se calcula teniendo presente que el lado es la hi-

potenusa de un triángulo rectángulo, cuyos lados son la altura 
y el ràdio. Resulta de esto que la altura es igual á \ / l s — 0 , 5 2 

= v / 0 , 7 5 , y por consiguiente el volúmen será igual á 

* O , 5 s x 0 V 7 5 X 7 r = O - c , 2 2 6 7 , o 

con un 0,0001 de diferencia. 
VI. Un cono cuya altura es igual á 0m ,42 tiene un volúmen 

de 25 decímetros cúbicos; calcular el ràdio de la base. 
El volúmem es igual á 0"'-c,025 y por tanto, llamando R al 

ràdio, tendremos 

* t tR s X0,42 = 0,025; 

de donde se deduce 

0 , 0 2 5 X 5 _ 2 5 1_ . 
K ~ 0 , 4 2 x * - 1 4 Ó x : - ü ' 0 5 6 8 4 1 • 

luego R será igual v /0 ,056841=0 m ,258, con un milímetro de 
aproximación. 

VIL Un cubo de zinc tiene la forma de un tronco de cono y 
las dimensiones siguientes : 

Ràdio de la base mayor 12c,5, 
Ràdio de la menor 10c, 
Altura 25°, 

y se desea saber su capacidad en litros. 
Como se pide su capacidad en litros ó en decímetros cúbi-

cos, hay que referir todas estas longitudes al decímetro, y hay 
que aplicar además la fórmula del n.° 3oí) , que da : 

V = ? 4 ^ ( l , 2 5 2 H - l 2 4 - l , 2 5 x l ) = 9 m 9 8 1 
ó 

con menos error de un centimetro cúbico. 

§ XXXV. Esfera. — Secciones planas. — Circuios máximos, círculos míni-
mos. — Polo de un circulo. — Dada una esfera hallar su radio mediante 
u n a construcción plana. 

5 6 0 . D E F I N I C I O N E S . Se llama esfera un cuerpo limitado por 
una superficie cuyos puntos están todos distantes igualmente 
de otro interior llamado centro. La esfera puede considerarse 
como engendrada por la revolución de un semi-círculo alrede-
dor de su diámetro. 

Se llama ràdio toda línea que une el centro con cualquier 
punto de la superficie ; todos los rádios son iguales, según lo 
dicho. Por último se llama diámetro de la esfera toda línea 
que pasando por el centro termina en dos lados opuestos de la 
esfera. Todos los diámetros son iguales, porque cada uno de 
ellos es doble del ràdio. 

5 6 1 . T E O R E M A . Toda sección plana de la esfei-a es un 
círculo (fig. 252). 

Todo plano que pase por el centro O de la esfera la corta 



Fig. 232. 

según una curva cuyos puntos están todos á igual distancia del 
punto O, es decir, según un círculo de 
rádio igual al de la esfera. 

Consideremos ahora un plano que la 
corte no pasando por el centro y se? 
ABD la sección. Tracemos los rádios OA, 
OB, OD, etc. Todas estas líneas son 
iguales; luego los pies A, B, D, de estas 
oblicuas al plano secante están en la cir-
cunferencia de un círculo que tiene por 
centro el pié C de la perpendicular OC, 

bajada desde el centro sobre el plano secante (252) . 

5 6 2 . COROLARIO I . El rádio C A del círculo A B D es mas pe-
queño que el de la esfera, y disminuye á medida que el plano 
secante se aleja del centro. 

_ Se llama círculo mínimo todo círculo de la esfera cuyo 
piano no pasa por el centro y círculo máximo á todo aquel 
cuyo plano pasa por el centro de la esfera. 

5 6 5 . COROLARIO I I . Dos círculos máximos se cortan siempre 
según un diámetro. Bordos puntos tomados en la superficie de 
una esfera puede siempre hacerse pasar un círculo máximo, 
pero uno solo, á menos que los dos puntos dados no sean los 
extremos de un mismo diámetro, porque los dos puntos dados 
y el centro determinan la posicion de un plano. 

5 6 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llaman polos 
de un círculo de la esfera los extremos 
del diámetro de la esfera perpendicu-
lar á dicho círculo. Los puntos P y P' 
son los polos del círculo ABD (fig. 253). 
Todos los círculos de la esfera cuyos 
planos son paralelos tienen los mismos 

Fig. 253. P ° l 0 S ' 

5 6 5 . T E O R E M A . El polo de un cír-
culo de la esfera está igualmente distante de todos los 

traza con una distancia polar PA lomada arbitrariamente un 
círculo ABB. Sea C el centro de este círculo, F su segundo polo 
y A uno de lospuntos de su circunferencia, y unamosPA y PA'. 

puntos de la circunferencia de dicho círculo (fig. 253). 
Sea P el polo del círculo ABD. El centro C de este círculo 

está en la línea OP (561) y por tanto PA y PB etc. son obli-
cuas al plano ABD igualmente distantes del pié C de la per-
pendicular y por consiguiente son iguales, Q. E. L. D. 

5 6 6 . O R S E R V A C I O S . Besulta de este teorema que si se coloca 
en P una de las puntas del compás y se le da una abertura 
igual á PA, la otra punta trazará sobre la esfera el círculo 
ABD. Pueden pues trazarse sobre la esfera círculos, como so-
bre un plano, con la sola diferencia de emplear un compás de 
brazos curvos, que es lo que se llama compás esférico. 

La distancia del polo P á todos los puntos del círculo se 
llama la distancia polar de este círculo. En el caso de que se 
trate de un círculo máximo EFG la distancia polar es el lado 
de un cuadrado inscrito en el círculo máximo PEP' y se deno-
mina la cuerda de un cuadrante. Cuanto se ha dicho del polo 
P puede decirse relativamente al P'. 

3 6 7 . P R O R L E M A . Hallar el rádio de una esfera sólida 
dada (fig. 254). 

Desde un punto P cualquiera de la superficie de la esfera se 

F i g . 234. 



Sabemos que PP' es un diámetro de la esfera y que este diá-
metro pasa por el punto C. En el circulo máximo PAP' el án-
gulo PAP' inscrito en una semi-circunferengia es recto, y el 
triángulo PAP' que vamos á construir es rectángulo, y su hipo-
tenusa es igual al diámetro de la esfera. Conocemos ya un 
lado que es la distancia polar PA del círculo que se lia trazado, 
y vamos á determinar la longitud de la perpendicular AC baja-
da desde el vértice del ángulo recto sobre la hipotenusa, longi-
tud que es igual al rádio del circulo mínimo. Al efecto seña-
lamos sobre la circunferencia de dicho círculo mínimo tres 
puntos A, B, D, tomados á voluntad. Tomamos con el compás 
las distancias AB, AB, BB y formamos sobre un papel un 
triángulo abd que tenga por lados dichas tres líneas. Determina-
mos luego el centro c del círculo circunscrito á este triángulo 
y unimos c con a. Esta línea será evidentemente igual á CA. 
Hay que construir ahora el triángulo PAP' conociendo AP y 
AG, cosa que no ofrece en verdad dificultad alguna. En el pun-
to c elevamos á ac una perpendicular indefinida y desde el 
punto a como centro con un rádio igual á PA describimos un 
arco de círculo que corte esta perpendicular en p. El triángulo 
pac es igual al triángulo PAC. Por último, en el punto a ele-
vamos una perpendicular á ap hasta que encuentre á pe pro-
longada en p' y el triángulo pap' será igual á PAP' y por con-
siguiente pp' será el diámetro de la esfera. 

5 6 8 . COROLARIO. Si sobre pp ' como diámetro se describe un 
círculo, será igual á un círculo máximo de la esfera, y el lado 
pe del cuadrado inscrito en este círculo será la cuerda de un 
cuadrante, es decir, la distancia polar de un círculo máximo 
(566) ; podrán trazarse luego círculos máximos en la esfera. 

§ X X X V I . P l a n o s t a n g e n t e s á la e s f e r a . 

5 6 9 . D E F I N I C I O N E S . Se llama plano tangente á una esfera 
el plano que no tiene con ella mas que un punto común, que 
se llama punto de contado ó de tangencia. 

5 7 0 . T E O R E M A . Todo plano P perpendicular al extremo 
de un rádio OA de la esfera es tangente á esta, y recíproca-
mente, todo plano tangente á la esfera es peipendicular en 
el extremo del rádio que pasa por 
el punto de contacto (fig. 255). 

1.° Puesto que el plano P es per-
pendicular á OA, toda línea como OB 
que una el centro con un punto cual-
quiera del plano P, es oblicua á este 
plano, y por tanto, mayor que OA. El 2„g 
punto B es por consiguiente exterior á 
la esfera y el plano P no tiene mas que el punto A común con 
la esfera y es tangente á ella en el punto A. 

2.° Recíprocamente, supongamos el plano P tangente á la 
esfera en el punto A, en cuyo caso lodos los demás puntos del 
plano P son exteriores á ella y estarán del punto 0 á mayor 
distancia que el rádio. La linea OA es, pues, la mas corta que 
puede irazarse desde el centro al plano P, y por tanto es per-
pendicular á dicho plano ( 5 5 5 ) . 

5 7 1 . C O R O L A R I O . Por un punto tomado en una esfera se le 
puede trazar un plano tangente, pero no mas que uno ( 2 4 8 ) . 

5 7 2 . OBSERVACIÓN. Toda recta 
tangente á un círculo trazado en 
una esfera se llama también tan-
gente á la esfera, porque es fácil 
demostrar que toda recta tangente 
á la esfera es perpendicular al rádio 
que pasa por el punto de contacto y 
por tanto est'i contenida en el plano 
tangente á dicho punto. 

Consideremos una esfera 0 (figu- ¡b 
ra 256) y un punto P exterior. Por : 

el diámetro PB llevemos un plano F,g"25G" 
cualquiera que corte la esfera siguiendo un círculo máxi-
mo ACB, y desde el punto P tracemos una tangente PC á este 



circulo. Después hagamos girar la figura alrededor del diáme-
tro PB. El circulo ACB engendrará la esfera y la recta PC 
describirá la superficie lateral de un cono, permaneciendo 
constantemente tangente á la esfera, y su longitud no variará 
de modo alguno. Be aquí.que todas las tangentes que pueden 
trazarse á una esfera por un punto exterior son iguales y 
forman un cono circular recto. Dicho cono se dice que está 
circunscrito á la esfera. Trazando á la esfera tangentes para-
lelas al diámetro AB se formaría del mismo modo un cilindro 
circunscrito á la esfera. 

XXXVII. Medida de la superficie engendrada por u n a l ínea queb rada r e -
gu la r q u e g i ra a l r ededor de u n e j e t razado e n su plano y por su centro. 
— Area de la zona. — Area d e la esfera. 

3 7 5 . T E O R E M A . La superficie engendrada por una línea 
quebrada regular que gira alrededor de un eje trazado en 
su plano y por su centro, es igual al producto de la circun-

ferencia del círculo inscrito por la proyección 
de la línea quebrada sobre el eje (fig. 257). 

Se llama línea quebrada regular una línea 
quebrada que tiene todos sus lados iguales y 
todos sus ángulos iguales también. Se demos-
trará como se hizo en el n.° 2 1 4 respecto del 
polígono regular que puede circunscribirse é 
inscribirse á un-círculo. Sea ABCD la línea que-
brada regular, 0 el centro, MN el eje alrededor 
del cual gira. 

Consideremos la superficie engendrada por 
el lado AB. Sea OE la perpendicular bajada 

desde el centro á dicho lado; AA', BB', EE' perpendiculares 
bajadas al eje. La superficie descrita por AB es la de un tronco 
de cono que tiene por medida (257) 

2TTEE'XAB. 

Desde el punto A bajamos AH perpendicular sobre BB'. Los 

Fig. 237. 

triángulos ABH, EOE' son semejantes por tener los lados per-
pendiculares, de lo cual resulta 

AB AU 
OE EE ' ' 

de donde resulta, igualando el producto de los extremos con 
los medios, y reemplazando AH por su igual A'B' 

E E ' x A B = O E x A ' B ' . 

Multiplicando ahora los dos miembros de esta igualdad por 
27?, tendremos 

2jrEE' X AB=2irOE X A'B'. 

Pero 2 T T E E ' X AB es la expresión de la superficie engendrada 
por la linea AB, superficie que denominaremos superf. AB, y 

' tendremos 
superf. AB — 2TIOE X A'B'. 

De igual manera tendremos 

superf. B C = 2 J I O F X B ' C ' 

superf. C D = 2TTOG X C ' D ' . 
*FI4S. 1 S 2 5 M 0 N J £ 8 R £ Y , M Q B O B ' 

Sumando y notando que 0 E = 0 F = 0 G , tendremos 

superf. A B C D = 2 7 I O E X ( A ' B ' + B ' C ' + C ' D ' ) = 2 7 T O E X A ' D ' . 

Q . E . L . D . 
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5 7 4 . D E F I N I C I O N E S . Se llama zona la porcion de la superfi-
cie de la esfera comprendida entre dos 
círculos cuyos planos son paralelos. 
Estos círculos son las bases de la zona 
y la distancia de sus centros es la altu-
ra de la zona. 

Cuando la zona no tiene mas que una 
base se llama casquete esférico, y su 
altura es la distancia desde el centro 
del círculo que le sirve de base al polo Fis-
de dicho círculo Sea ABB'A' una zona, MN el diámetro per 



pendicular á las dos bases (fig. 258); MBAN un círculo máximo 
que pasa por los puntos M y N. Si se hace girar la semi-cir-
cunferencia alrededor de MN, engendrará la esfera y el arco 
AB, la zona : la altura GB es la proyección del arco AB sobre 
el diámetro MN. 

5 7 5 . T E O R E M A . El área de una zona es igual ála circun-
ferencia de un círculo máximo multiplicada por la altura. 

Imaginemos que se inscribe en el arco AB (fig. 258) que 
engendra la zona una línea quebrada regular de gran número 
de lados. La superficie engendrada por esta linea quebrada 
tendrá por limite la engendrada por el arco AB, es decir, la 
zona. La superficie engendrada por la línea quebrada regular 
inscrita es igual á la circunferencia inscrita multiplicada por 
la proyección GB de dicha línea sobre el eje. Cuando aumenta 
indefinidamente el número de lados de la línea quebrada, el 
rádio de la circunferencia inscrita se acerca mas y mas al rá-
dio OA de la esfera. Luego la zona tiene por medida la circun-
ferencia de un círculo máximo multiplicada por su altura. 

Q. E . L . D . 

5 7 6 . C O R O L A R I O . Sobre una misma esfera, dos zonas son 
proporcionales á sus alturas. Resulta de aquí que si se quiere 
dividir una zona en partes equivalentes, bastará dividir su 
altura en partes iguales y trazar por los puntos de división 
planos paralelos á las bases de la zona. 

5 7 7 . OBSERVACIÓN. Sea B el rádio de la esfera, I I la altura 
de la zona. La longitud de la circunferencia de un círculo 
máximo es 2TTR y por consecuencia el área de la zona es igual á 

2*11x11. 

5 7 8 . T E O R E M A . La superficie de una esfera es igual al 
producto de la circunferencia de un círculo máximo por su 
diámetro. 

En efecto la esfera entera puede considerarse como una 
zona engendrada por la revolución de una semi-circunferencia 

alrededor de su diámetro, y esta zona tiene por altura el diá-
metro mismo de la esfera; luego su superficie es igual al pro-
ducto de su diámetro por la circunferencia de un círculo 
máximo ( 5 7 5 ) . 

5 7 9 . COROLARIO I . La superficie de una esfera es equiva-
lente á cuatro veces la superficie de un círculo máximo. 

En efecto, si llamamos B al rádio de la esfera, su superficie 
se podrá expresar por el producto 2 I ¡ x 2 - B ó 4 rR 2 ; pero la 
superficie de un círculo máximo es igual á 7tR2, y por tanto la 
de la esfera es cuatro veces mayor. 

5 8 0 . OBSERVACIÓN. Puede expresarse la superficie de una 
esfera como la de un círculo en función de su rádio, del diá-
metro ó de la circunferencia de un círculo máximo. Designa-
remos con las letras B, B, C, S, el rádio, el diámetro, la cir-
cunferencia de un círculo máximo y la superficie de la esfera. 
Tendremos, según esto : 

S = 4 j i B 2 ; [I] 

si en esta fórmula reemplazamos B por resultará 

S = 47 r^=7d) 2 ; [2| 

hemos visto enfin (250) que el área de un círculo cuya cir-
C2 

cunferencia es C es igual á y por consiguiente el área de 

la esfera que vale 4 círculos máximos será 

S = S X 4 = V RA 

5 8 1 . COROLARIO I I . La relación de la superficie de dos es-
feras es igual á la de los cuadrados de sus radios. 

En efecto, sean B y B' los rádios, S y S' las superficies de 
dos esferas, y tendremos : 

S = 4 t i R 2 , S '=4KR' 2 . SSJVBÍS&AÍ r; 
a m o n a u m m 

• HAííC" J 8£T£ 
un 



Dividamos estas dos igualdades miembro á miembro y su-
primamos el factor común faz y tendremos : 

S R* 
G/ J^ '2* Q . E . L . B . 

A P L I C A C I O N E S . I . La superficie de la tierra está dividida en 
cinco zonas, la tórrida comprendida entre los dos trópicos, 
dos zonas templadas comprendidas entre los trópicos y los 
círculos polares, y dos zonas glaciales comprendidas entre los 
círculos polares y los polos. Cada una de las templadas tiene 
de altura 3506 kilómetros próximamente. 

¿Cuál será la superficie de una de estas zonas? 
La circunferencia de un círculo máximo de la tierra equi-

vale, según la definición del metro á 40 000 000 metros ó 
40 000 Idldmetros, y por tanto la superficie de una zona tem-
plada será 

40 000 x 5306 == 132 240 000 kilómetros cuadrados 
próximamente. 

II. Hallar la superficie de la tierra en miriámetros cua-
drados. 

Puesto que la circunferencia de un círculo máximo es cono-
cida, emplearemos la fórmula [5]. Dicha circunferencia es 
igual á 4000 miriámetros, y por tanto, la superficie del globo 
terrestre será 

4000* 1 = 1 6 000 0 0 0 x - = 5 092 958 miriámetros próxima-
TT 7T r 

mente. 

III. El diámetro de ufi globo es de 22 centímetros, ¿cuál 
será su superficie? 

Será igual á 
2 2 s X 7 r = 1 5 2 0 m c , 5 3 

con un milímetro cuadrado de diferencia. 
IV. La tela de un globo esférico tiene una superficie de 

250 metros cuadrados : ¿cuál será su diámetro? 

Tenemos: 
7 ^ = 2 5 0 ; 

de donde resulta 

D = y / ^ = \ / 7 9 , 5 7 7 5 = 8 ' n , 9 2 , 

con un centímetro de aproximación. 

§ XXXVIII. Medida del volumen de la esfera considerada como suma de 
una inlinidad de pirámides, que t ienen por bases polígonos planos, infi-
nitamente pequeños, y por al tura el radio. 

5 8 2 . T E O R E M A . El volumen de la esfera es igual ásu su-
perficie multiplicada por el tercio del rádio. 

En efecto, imaginemos un poliedro, cuyas caras sean todas 
tangentes á la esfera, y unamos el centro de esta con todos los 
vértices de este poliedro. Quedará dicho poliedro descompuesto 
en pirámides que tendrán por base las diferentes caras del po-
liedro y por altura común el rádio de la esfera, porque la dis-
tancia del centro de una esfera á un plano tangente es igual al 
rádio ( 5 7 0 ) . 

Resulta de aquí que el volumen de este poliedro tendrá por 
medida el producto de la suma de sus caras por el tercio del 
rádio, ó lo que es lo mismo, el producto de su superficie por 
el tercio del rádio. 

Supongamos ahora que aumenta indefinidamente el número 
de caras de este poliedro : su volumen se aproximará mas y 
mas al de la esfera y su superficie tendrá por límite la super-
ficie. de la esfera. Luego el volúmen de la esfera tendrá por 
medida el producto de su superficie por el tercio de su rádio. 
Q . E . L . D . 

5 8 5 . C O R O L A R I O . Sea V el volúmen de una estera, S Su su-
perficie, R su rádio, D su diámetro, y tendremos, según el. 
teorema precedente 

v = s x j - , 
O 



V = 4 * R 2 x | = 4 * R 3 . [1] o o 

Si reemplazamos S por TTD2 y R por ^ resultará 
It 

= [2] 

Dedúcese inmediatamente de la fórmula [1] que los volúme-
nes de dos esferas son proporcionales á los cubos de sus 
radios. 

APLICACIONES. I . Hallar el volúmen de una esfera que tiene 
un metro de rádio. 

Tenemos 

189790, 

con un centímetro cúbico de diferencia. 
II. Calcular el volúmen de una esfera cuya superficie es 

igual á cuatro metros cuadrados. 
Tenemos S = 4ttRs y como S = 4 resultará : 

4 = 4 7 r R 2 ; 

de dónde 

de otro lado 
V = S x | ; 

luego 

V = 4 x ^ y ^ = ! y ^ = 0 m - C , 7 5 2 2 5 , 

ó sean 752 decímetros cúbicos y 250 centímetros cúbicos. 
III. Calcular el volúmen del globo terrestre. 

La circunferencia de un círculo máximo es igual á 4000 
miriámctros : el rádio es igual á 

C 2000mirian"'1-

y por consiguiente 

v 4 20003 4x8000000000 V = = w — — = 
í> W OTT-

32000000000 /1\2 ) / 1 \ 2 

- X Í - J = 1080731740mir-Cüb-

IV. Calcular el rádio de una esfera cuyo volúmen es igual á 
un metro cúbico. 

Tenemos en primer término, 

de donde se deduce 
j . i r R 5 ; 

R 3 = ¿ 4 ' = 0 , 2 3 8 7 5 2 4 1 4 ; 

y por consiguiente 

R = y 0 , 2 5 8 7 3 2 4 1 4 = 0m ,620, 

con un milímetro de diferencia. 
V. Una esfera tiene un volúmen de 5m c ,5 y se pregunta 

cual será su superficie. 
Tenemos 

Y = s x í O 
y también 

S = 4 * R 2 

y sacando el valor de R de la primera ecuación y trasladándole 
á la segunda resultará 

c , 9 V 2 

S = 4 a x - g r . 

ó bien 
S 3 =56í tY 2 . 
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En el caso propuesto V = 5 ,5 ; y por tanto 

S 3 =56X5 ,5 2 XTT=1585 ,442560254 , 

. y como consecuencia 

S — ' y \ 5 8 5 , 4 4 2 5 6 0 2 5 4 = 1 c , 1 5 

con un decímetro cuadrado de diferencia". 

VI. La relación del diámetro del sol con el de la tierra es 
de 108 556. ¿Cuál será la relación de los volúmenes de estos 
dos astros? 

Dicha relación es igual al cubo de la relación de los ra-
dios, es decir, al cubo de 108,556, lo cual da 1 279268. El 
sol es,' pues, cerca de 1 279 000 veces mayor que la tierra. 

5 8 4 . T E O R E M A 1 . El volumen engendrado por un triángu-
lo que gira alrededor de un eje trazado en su plano por uno 

de sus vértices tiene por medida 
la superficie descrita por el lado 
opuesto á dicho vértice, multi-
plicada por el tercio de la al-
tura correspondiente. 

- Distinguiremos 5 casos : 
1.° El triángulo gira alrede-

dor de uno de sus lados. Sea 
ABC el triángulo que gira alrededor de AC (fig. 259), BD, AE 
las alturas bajadas desde los vértices B y A. El volumen engen-
drado por ABC es la suma de dos conos engendrados por los 
triángulos rectángulos ABD, CBD. Tendremos, pues ( 5 5 8 ) . 

vol. A B C = 5 Í B 1 ? X A D 4 - Í Í B D 2 X D C = ^ Í B D 2 X A C 
5 o o 

= L B D X B D X A C ; 
o 

1. Los teoremas q u e siguen hasta el fin de l párrafo XXXVIII no existen 
e n el programa of ic ia l : liemos creido, sin embargo, q u e debíamos incluir-
los en el texto por lo útiles q u e son para resolver u n g ran n ú m e r o d e 
cuestiones interesantes . 
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pero B D x A C = B C x A E , porque estos dos productos repre-
sentan cada uno el doble del área del triángulo ABC; luego 

v o l . A B C = T T B D X B C X P A E ; 
ó 

además i rBDxBC es-la superficie lateral del cono CBD (554) 
y por tanto podemos decir 

vol. ABC=superf. B C x í AE. Q. E. L. D. 

2.° El triángulo ABC gira alrededor del eje MN que pasa por 
el vértice A y encuentra al lado BC prolongado, en el punto 

Fig. 260. Fig. 261. 

D (fig. 260). El volumen engendrado por el triángulo ABC es 
la diferencia de los volúmenes engendrados por los triángulos 
ABD y ACD, y por tanto tenemos (1.°) 

vól. ABD = superf. BD X í AE, O 

vol. ACD = superf. CD X { AE; 
o luego 

1 1 
vol. ABC = (sup. BD—sup. C B ) X ^ A E = s u p . BCXgAE. 

3.° El eje MN es paralelo al lado BC (fig, 261). Tendremos, 
pues, 

vol. ABG=vol. FBCC—vol. ABE—vol. ACG; 
'SÍTÍÉSIBAD Si I3EV0 U d i 

« I S U G T E C A U H I V E 8 $ L T ¿ L Í ¿ 

" A I F D U S O I E Y E S " 
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ahora hien : 

FBCG=JTAEVBC; VOI.ABF=Í7TAE2XAF, 
o 

vol. ACG=íirAE,xAG; 
o 

de donde resulta que 

vol. ABC=g*AE s (3BC—AF—AG) 

=|;:AE ?xBG=2 JrAExBCxÍAE, 
o .3 

y por último que 

vol. ABC = superf. BC X 1 AE. o. E. L. D. 
o 

5 8 3 . T E O R E M A . El volumen engendrado por el sector po-
ligonal regular OABCB girando alrededor de un eje MN tra-

zado en su plano por su cen tro, tie-
ne por medida la superficie desfiríta 
por la linea quebrada regular ABCD 
multiplicada por el tercio del rculio 

D del círculo inscrito OE (fig. 262). 
¡7 Sea ABCD una linea quebrada re-

gular. El polígono OABGD es lo que 
se llama un sector poligonal regular. 

Trazamos los radios OB, OG y valuamos los volúmenes engen-
drados por los triángulos OAB, OBG, OCD que tienen lodos 
por altura OE. Tendremos en este caso ( 5 8 4 ) : 

v o l . 0 A B = s u p . A B x Í 0 E , 

vol. OBG=sup . BC X ^ OE, 

v o l . 0 C B = s u p . C D x Í 0 E . 
O 

CUERPOS REDONDOS. 

Reuniendo, tendremos 

vol. OABCB = (sup. AB + sup. BC-f-sup. C B ) X g 0 E 

= s u p e r f . ABCBx^OE. Q. E. L. D. 

5 8 0 . D E F I N I C I Ó N . Se llama sector esférico el volumen en-
gendrado por un sector circular girando alrededor de un diá-
metro : el arco del sector engendra una zona que se llama la 
base del sector esférico. 

5 8 7 . T E O R E M A . . El volumen de un sector esférico es igual 
á la zona que le sirve de base multipli-
cada por el tercio de su rádio. 

Sea OAB (fig. 263) el sector que girando 
alrededor de MN engendra el sector esfé-
rico. En el arco AB inscribimos una línea 
quebrada regular, y llamamos r el rádio 
del círculo inscrito en esta línea quebrada, 
y s la superficie que describe girando al-
rededor de MN. El sector poligonal regu-
lar engendra al mismo tiempo un volúmen cuya medida es 
( 5 8 5 ) ' . 

s X * r; 

Fig. 265. 

de donde se deduce fácilmente (pie el volúmen del sector esfé-
rico tiene por medida 

zona AB X ^ O A . 

5 8 8 . C O R O L A R I O . Sea I I la altura de la zona, B el rádio de 
la esfera, el volúmen del sector esférico será en este caso 

2jrRflx ÍR=§7rR2H. o ó 

5 8 9 . OBSERVACIÓN. La esfera entera puede considerarse 
•SlYRsrCAB K SBW0 IH/ 
i íü iOTEa m\msm 

¿ALFONSO RETES 



como un sector esférico, bastando imaginarse para ello que el 
sector AOB que engendra el sector esférico aumenta basta lle-
gar á ser un semi-círculo. La zona que servia de base á dicho 
sector será ahora la superficie engendrada por la semi-circun-
ferencia MAN, es decir, la superficie de toda la esfera. De aquí 
concluimos que el volumen de la esfera es igual á su superficie 
multiplicada por el tercio de su rádio, que es lo mismo que 
queda demostrado por otro procedimiento (582). 

/ 

APÉNDICE 

ELIPSE Y PARÁBOLA 

§ XXXIX. Definición de la elipse, trazado de la curva por puntos y de un 
movimiento continuo. — Definición de la parábola, trazado de una por-
cion de la curva por puntos y de u n movimiento continuo. 

5 9 0 . D E F I N I C I O N E S . La elipse es una curva de tal naturale-
za que la suma de las distancias de cada uno de sus puntos á 
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos son los 
focos de la elipse y las dos líneas que unen un punto cual-
quiera de la curva con los dos focos se llaman rádios vectores 
de este punto. 

5 9 1 . P R O B L E M A . Trazar una elipse mediante puntos co-
nociendo los dos focos y la suma constante de los rádios vec-
tores de cada punto. 

Sean F y F' los dos focos (fig. 264). A partir del punto F to-

Fig. 264. 

mamos sobre la recta F'F una longitud F'K igual á la suma de 
los rádios vectores. Desde el foco F' como centro, con diferen-
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tes radios describimos una serie de arcos de circulo. Sea D el 
punto en que uno de ellos corta á la recta F'F. Desde el foco F 
como centro, tornando á DK como radio, describimos otro arco 
de circulo que corte al primero en dos puntos M y M', que per-
tenecen á la elipse, porque la suma de las distancias MF y MF' 
del punto M á los dos focos es igual á F 'D+DK, es decir, á la 
longitud dada F'K, y lo mismo sucede con el punto M'. 

Así podrán determinarse cuantos puntos se quieran de la 
curva y uniéndolos por un trazo continuo, tendremos la elipse. 

3 9 2 . OBSERVACIÓN. I . La longitud F ' K es necesariamente 
mayor que FF', puesto que esta longitud representa la suma de 
las distancias de un punto de la elipse á los dos puntos F y F'. 
Ahora bien, para que las dos circunferencias descritas desde 
los puntos F y F' como centros se lleguen á cortar, es necesa-
rio y basta que la distancia FF' sea mayor que la diferencia de 
los rádios, es decir, (pie resulte : 

F F ' > F ' D — D K , 
ó 

F ' D < F F ' + D K ; 

y reemplazando en las desigualdades precedentes DK por 
F'K—F'D, tenemos 

F ' D < F F ' + F ' K — F ' D 
y también 

2F 'D<FF 'H-F 'K; 

y en fin, si A es el punto medio de la distancia FK, FF '4 - F'K 
es igual al doble de F'A, y resultará 

2F 'D<2F 'A, ó F'D < F'A. 

Luego para que los círculos se corten, es necesario y basta 
que el punto D esté comprendido entre el punto F y el 
punto A. 

3 9 5 . O B S E R V A C I Ó N . I I . El punto A es un punto de la elipse 
porque AF + AF' = AK-f -AF '=F 'K. Tomemos á la izquierda 

del punto F' sobre FF' una longitud F'A' igual á FA. El punto 
A' será igualmente un punto de la elipse, porque A'F-|-A'F' 
será igual á A F - h A P ó á F'K. También podrán obtenerse 
otros dos puntos importantes B y B' de la elipse describiendo 
desde los focos F y F' dos arcos de círculo, teniendo ambos 

1 

por rádio Z) FK. La línea BB' será perpendicular á FF' en su 

punto medio. 

5 9 4 . P R O B L E M A . Trazar la elipse mediante un movimien-
to continuo. 

Se fijan en los dos focos F y F' (fig. 265) dos puntas á las 
que se unen los extremos'de un hilo que 
tenga una longitud igual á la suma de 
los rádios vectores que nos dan. Se tien-
de luego el hilo mediante un lápiz ó una 
punta que se mueve en el plano, cuidan-
do que el hilo esté constantemente ex-
tendido, en cuyo caso la punta describe 
la elipse, porque en cada una de sus po-
siciones el hilo contiene la suma de los rádios vectores MF-+-MF' 
y es igual á la longitud constante de sí mismo. 

Se descubre por lo dicho que la elipse es una curva cer-
rada. 

O B S E R V A C I Ó N . De este medio se valen los jardineros para tra-
zar elipses sobre el terreno, lo cual ha valido á dicha curva el 
nombre de óvalo de jardineros. 

5 9 5 . D E F I N I C I O N E S . Se llama eje. de una curva una recta que 
la divide en dos partes simétricas, es decir, en dos partes, que 
se aplican exactamente la una sobre la otra, cuando se hace 
girar la primera alrededor del eje para rebatirla sobre la se-
gunda : un diámetro cualquiera de una circunferencia es un 
eje de esta cjarva. 

Guando una curva está cortada por su eje, cada uno de los 
puntos de intersección de la curva y del eje es un vértice de la 
curva. 



Se llama centro de una curva un punto que divide en dos 
partes iguales todas las cuerdas" de la curva que pasan por este 
punto. 

5 9 6 . T E O R E M A . La elipse tiene por ejes la recta que une 
los dos focos, y la perpendicular elevada por el punto me-
dio de esta recta : además tiene j)or centro el medio de la 
distancia focal. 

Sean F y F' los dos focos (fig. 266), 0 el medio de su dis-
tancia, BB' la perpendicular elevada por el punto medio de 

FF', y M un punto cualquiera de la curva. 
Si la parte superior de la figura gira al-

rededor de FF' pafa rebatirse sobre la parte 
inferior, el punto M viene á parar á M' y 
tenemos evidentemente 

M ' F + M ' F ' = M F - b M F ' ; 

luego el punto M' es un puntó de la curva, 
y por tanto á todo punto M de la elipse corresponde un punto 
M' simétrico con relación á FF', ó en otros términos, FF' es 
un eje de la elipse. 

Hagamos girar igualmente la porcion de la derecha de la 
figura alrededor de BB' para rebatirla sobre la porcion de la iz-
quierda. El punto F caerá en F' y el punto M en un punto 
como M", respecto del cual decimos que pertenece á la elipse. 
En efecto, según la construcción, M"F '=MF y el ángulo M"F'F 
es igual á MFF'. Por consiguiente, los dos triángulos MFF' y 
M"F'F son iguales por tener un ángulo igual comprendido en-
tre lados iguales, de donde resulta que M"F=MF' . Tendre-
mos, pues, 

M"F-f -M"F '=MF'+MF; 

lo que prueba que el punto M", simétrico del punto M perte-
nece á la elipse. A todo punto M de la elipse corresponde otro 
punto M" de dicha curva, simétrico del primero con relación á 
BB', ó en otros términos, BB' es un eje de la curva. 

Decimos en fin que el punto 0 es el centro de esta curva. En 

E L I P S E Y P A R A B O L A . 2 6 9 

efecto, el cuadrilátero M'FM"F' és un paralelógramo que tiene 
los lados opuestos iguales, y por tanto la diagonal M'M" pasa 
por el punto medio 0 de la otra diagonal FF' y está dividida 
por este punto en dos partes iguales. Siendo el punto M' un 
punto cualquiera de la elipse, se ve por ello que el punto 0 
divide en dos partes iguales todas las cuerdas que pasan por él, 
y es por tanto el centro de la elipse. 

5 9 7 . C O R O L A R I O . La elipse tiene cuatro vértices que son 
precisamente los puntos A, A', B, B' sobre los cuales liemos 
llamado la atención al construir la elipse, mediante puntos. 

5 9 8 . ORSERVACIOXES. E l e j e A A ' ( f i g . 2 6 7 

suma de los rádios vectores de un 
punto cualquiera de la curva. En 
efecto, tenemos 

es igual á la 

/ ' I (Vg u ¥ ) 

B 
Fig . 267 . 

A A ' = A F ' - t - A ' F ' = A F ' - b A F , 

lo cual prueba que dicho eje es igual 
á la suma de los rádios vectores del 
punto A. Llamaremos a la mitad de 
la longitud de este eje, es decir, la 
distancia del centro 0 al vértice A, y c la mitad de la distancia 
focal, es decir OF. Estas dos cantidades bastan para determi-
nar la elipse. 

Busquemos ahora la longitud del otro eje, ó mejor de su 
mitad OB, que llamaremos b. El punto B está equidistante de 
los focos F y F \ y como la suma de sus rádios vectores es igual 
á 2a, la distancia BF es igual á a. Ahora bien : en el triángu-
lo rectángulo BOF tendrémos 

b ' — a 1 — c ' ó 

Esta igualdad muestra que b es menor que a, por cuya ra-
zón AA' se llama el eje mayor de la elipse y BB' el eje me-
nor. Los focos están situados en el eje mayor. 

Una elipse está determinada cuando se dan estos dos ejes 
A A' y BB', porque en este caso se obtendrán los focos descri-



hiendo desde el vértice B como centro, con un radio igual a a 
un arco de círculo que encontrará á AA' en dos puntos F y F' 
que serán los focos. 

Se llama excentricidad de una elipse la relación de la 
distancia focal FF' con el eje mayor AA', esto es, la rela-
ción - . La elipse es un óvalo mas ó menos alargado, y su for-
ma depende de la excentricidad. Si la excentricidad es nula, los 
dos locos se confunden con el centro y la elipse viene á ser un 
circulo; si la excentricidad es muy pequeña, los dos focos es-
tan muy próximos, los dos ejes son casi iguales; la curva es 
redondeada y difiere poco de una circunferencia, lo cual tiene 
lugar en las órbitas de los planetas. A medida míe la excen-
tricidad aumenta, la diferencia de los ejes aumenta también, la 
curva se aplasta cada vez mas y tiende á confundirse con su 
eje mayor, cosa que ocurre cuando la excentricidad es i<ma! á 
la unidad. 

3 8 9 . D E F I N I C I O N E S . La parábola es una curva de tal natu-
raleza, que cada uno de sus puntos está igualmente distante de 
un punto lijo llamado foco y de una recta fija llamada di-
rectriz. 

La distancia del foco á la directriz se llama parámetro de 
la parabola. 

I.a línea que une un punto de la parábola con el foco se lla-
ma radio vector de este punto. 

4 0 0 . Construir la parábola median-
te puntos conociendo el foco y la direc-
triz. 

Sea F el foco, DD'la directriz (fig. 268), 
FD una perpendicular bajada desde el 
foco á la directriz. El punto medio A 
de la distancia FD es un punto de la pa-
rálala. Por un punto P tomado á la de-
recha del punto A trazamos una paralela 

á la directriz y desde el punto F como centro, con un rádio 

ELIPSE Y PARÁBOLA 

Repitiendo esta c o L í n l L„ " H T " * - W = W = M H . 

A lo largo de la directriz nii' 

í p s s c i ü i S 5 S 
regla manteniendo con u n j . i m y , f d e

1
, J 

cado sobre f H i. i \ P e l 111,0 

de donde 
G M - F - 5 I F = G F Í 

M F = Gil—GM—Jih 

% • 269. 

en Ja construcción de la curva n o / ^ T * o b s e r ™ s e q u e 



EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO VIII 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR 

1. El volumen de un tronco de cono es igual á la suma de 
un cilindro que tenga la misma altura que el tronco y por 
base la sección paralela dada á igual distancia de las dos ba-
ses, y de un cono que tenga también la misma altura que el 
tronco y por base un círculo cuyo rádio es igual á la semi-
diferencia de los radios de las dos bases del tronco. 

2. Cuando la apotema de un tronco de cono es igual á la 
suma de los radios de las bases, la media geométrica entre es-
tos radios da la mitad de la altura, y se obtiene el volumen 
multiplicando la superficie total por la sexta parte de dieba 
altura. 

5. Por cuatro puntos que no están situados en el mismo pla-
no puede hacerse pasar una esfera, pero no mas de una. 

4. Si un cilindro está circunscrito á una esfera y se le corta 
por planos paralelos al círculo máximo de contacto, la zona 
comprendida entre estos dos planos es equivalente á la porción 
de la superficie cilindrica comprendida entre estos mismos 
planos. 

5. Un casquete esférico es equivalente al círculo que tiene 
por rádio la cuerda del arco que engendra el casquete. 

G. El volumen del cilindro circunscrito á una esfera es - del 

de la esfera, y la superficie total es igualmente ^ del de la 

esfera. 
7. Un corlo esta circunscrito á una esfera dada, y su altura 

á FD, y por consiguiente, á cada punto M de la parábola cor-
responde otro punto M de esta misma curva, simétrico del pri-
mero con relación á la línea FD, ó en otros términos, la línea 
FD es un eje de la parábola. 

LOS POLIEDROS. 

términos, el volúmen de * su número aumen-
te los volúmenes de e ^ P « * * ^ s e a e s t e nu-
t mas y mas. Ahora bien por mny £5 ^ d e 

, ,,c la pirámide « ^ ^ S ú d e s 
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de la pirámide en cuestión. Cada una de estas pirámides tri-
angulares tiene por medida el producto de sú base por el tercio 
de la altura común; luego la pirámide total tiene por medida 
la suma de las bases triangulares multiplicada por el tercio de 
la altura, es decir, el tercio del producto de la base poligonal 
ABCDE por la altura, Q. E. L. D. 

5 3 O . OBSERVACIÓN. Un poliedro cualcpiiera puede siempre 
descomponerse en pirámides, imaginando, por ejemplo, un 
punto tomado en su interior que se una con todos los vértices. 
Calculando el volumen de cada pirámide, se obtendrá el volu-
men del poliedro. 

2' 

5 5 6 . T E O R E M A . Un tronco de pirámide de bases parale-
las es equivalente á la suma de tres pirámides que tengan 
por altura la del tronco y por bases, la primera la base in-
ferior del tronco, la segunda la base superior y la tercera 
una media.proporcional entre estas dos bases. 

l . ° El tronco de pirámide es triangular (fig. 240). Descom-
ponemos este sólido en pirámides, y tra-
zamos en primer lugar el plano EAC que 
separa del pobedro la pirámide EABC, que 
tiene por base la inferior del tronco ABC 
y por altura la del tronco : esta es la pri-
mera de las pirámides del enunciado. 

Queda la pirámide cuadrangular EACFB, 
que descomponemos en dos pirámides tri-
angulares ECFD, EADC. La ECFD puede 
considerarse teniendo por vértice el punto 

C y por base DEF, es decir, la base superior del tronco : la al-
tura es en este caso la del tronco, y esta es la segunda pirá-
mide ,del enunciado. 

Consideremos, por último, la pirámide EADC. Por el putno 
E trazamos EG paralela á AD, y por tanto, al plano ADC. Las 
dos pirámides EADC, GADC son equivalentes, por tener la mis-
ma base y la misma altura. La pirámide GADC puede conside-
rarse teniendo por vértice el punto D y por base GAC. Su al-
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4 Calcular el volómen engendrado por un triángulo equi-
látero girando alrededor de uno de sus lados. 
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2. Calcular el volumen engendrado por un octógono regu 
lar que gira alrededor de uno de sus lados. 

5. Dividir el área lateral de un cono de revolución en par-
tes equivalentes por planos paralelos á las bases. 

4. Conociendo el volumen de un tronco de cono de revolu-
ción, una de sus bases y la altura, hallarla otra base. 

5. Un cilindro y un tronco de cono tienen una base común 
y la misma altura : ¿cuál será la relación de las dos bases del 
tronco de cono para que el volumen del cilindro sea el doble 
del del tronco de cono? 

6. Dado el cuadrado ABCD y la recta AX trazada por el vér-
tice A en el plano del cuadrado, se pide que construyamos so-
bre el lado BC como base el triángulo isósceles BCM, de tal 
modo, que este triángulo y el cuadrado dado engendren volú-
menes equivalentes girando alrededor de la recta AX. (Concur-
so general de la clase de Retórica, 1867.) 

7. En un cubo dado se inscribe una esfera, y en ella se ins-
cribe un segundo cubo : se pide la relación de los volúmenes 
de estos dos cubos. (Concurso general de Filosofía, 1865.) 

8. ¿Qué condiciones deben reunir dos círculos que no 
están en un mismo plano para que pertenezcan á una misma 
esfem? 

9. Hallar el lugar de los centros de las secciones, dadas en 
una esfera, mediante todos los planos que pasen por una recta 
dada. 

10. Por una recta dada trazar un plano tangente a una es-
fera también dada. 

11. B a d a una esfera y un plano, consideramos cada punto 
del piano como el vértice de un cono circunscrito á la esfera, 
Y (pie tiene por consiguiente como base un círculo mínimo de 
esta esfera. Se pide que hallemos el lugar geométrico de los 
centros de los círculos de esta manera determinados. (Concur-
so general de la clase de Betórica, 1866.) 

42. Dadas dos esferas se inscribe en la primera un cono rec-
to de base, circular cuyo lado sea igual al diámetro de la base 
y se circunscribe á la segunda un cilindro. Iíesulta que el volú-
men del cono es la décimaoctava parte del del cilindro, y se 

pide la relación que hay entre los radios de las dos esferas. 
(Concurso «eneral de la clase de Retorica, 18 
( , E una esfera de un rádio conocido consideramos una 
z o n a de dos bases : es además conocida el área de esta zona y 
la^hstancia de una de sus bases al centro. Se desea saber cual 

sea el rádio de la otra base. . 
14 Inscribir en una esfera un cono cuya área lateral equi-

valga á T del casquete esférico terminado en el mismo 

^ C o r t a r una esfera por un plano tal que el área deter-
minada por dicho plano equivalga á la diferencia de los dos 

T S 5 ^ o r de una recta dada pa-
sando por el vértice A, y se pide que tracemos por este vértice 
una recta AI» de tal naturaleza, que los volúmenes engendra-
dos ñor los triángulos ABD y ACD sean equivalentes 

17P Trazar una paralela á la base de un triángulo de modo 
míe los volúmenes engendrados por bis dos partes del trian-
gulo girando alrededor de su base sean equivalentes. 
* 18 Circunscribir á una esfera dada un tronco de cono c ^ o 
vólúmen esté con el de la esfera en una relación dada. Hall 
h eheion de la superficie total del tronco de cono cen la de 
la e s f e r a ^ (Concurso general de la clase de Betór.ca, 1869. 

19 Un triángulo equilátero ABC, cuyo lado es igual a a 
l i r a alrededor de una recta MN situada en su piano y paralela 
1 uno de sus lados BC. Cuál debe ser la distancia de las do 
paralelas BC v MN para que el volúmen engendrado por e 
triámruk» girando alrededor de MN sea igual á cuatro veces el 
v o í t o i ¿ « m i r a d o por el mismo triángulo girando alrede-
dor T s u fado BC. (Concurso general de la clase de Fdo-

" S j m o n n M í r e n l o AB, se pide que hallemos sobre 

Í | sector AOM y por el triángulo OMP estén entre s. en una 



relación dada. (Concurso general de la clase de Retórica, 1870.) 
21. Dada una esfera OA, determinar olra segunda esfera 

O'A tangente interiormente á la primera en A y de tal natura-
leza, que si se le traza un plano tangente en A, y que si, si-
guiendo el círculo de intersección de este plano con la esfera 
dada se circunscribe un cono á dicha esfera, resulta que el vo-
lumen comprendido entre la superficie lateral del cono y el de 
la zona BAC sea igual á vi veces el volumen de la esleía O'A. 
(Concurso general de la clase de Betórica, 1868.) 

22. El diámetro de un círculo es de 4 metros : una cuerda 
paralela á este diámetro es de 2. ¿Cuál será la superficie en-
gendrada por esta cuerda, girando alrededor del diámetro? 

23. Tenemos un depósito cilindrico de 2™,40 de profundi-
dad, y debe contener 1200 litros de agua. ¿Cuál será su diá-
metro? „ . : 

24 El lado de un cono es de 28™,5 y la superficie de su 
base de 6 metros cuadrados. ¿Cuál será la superficie del círcu-
lo cuyo plano recto dista del de la base 2m ,75? 

25. Calcular las dimensiones del doble decáhtro empleado 
para los áridos, sabiendo que su diámetro es igual á su 
altura. " . 

26. ; Cuál será el diámetro de un lulo de platino que pesa 
28 gramos por metro de longitud, sabiendo que la densidad 
del platino es 22,06? 

27. La superficie de un cilindro recto es a; su volumen, b. 
Calcular el rádio de la base y Ja altura de este cilindro. 

28. Hacemos girar un triángulo equilátero alrededor de 
uno de sus lados, y se nota que la superficie engendrada equi-
vale á la superficie total de un cilindro de 0m ,6 de rádio y 
8«",8 de altura. ¿Cuál será la longitud del lado de aquel trián-
gulo? (Concurso general de la clase de Filosofía, 1868.) 

29. Calcular el volumen engendrado por un rombo de 
5m ,79 de. lado, girando alrededor de una de sus diagonales 
que tiene 6 metros de longitud. 

30. Por un punto S tomado en la prolongacion del diáme-
tro de un círculo, se traza una tangente SA y se hace girar la 
figura alrededor del diámetro. El círculo describe una esfera, 

Y la linea SA un cono cuya base es el círculo descrito por la 
perpendicular AP al diámetro. ¿Cuál será la superficie y el vo-
lumen de este cono, teniendo en cuenta que el radio del cir-
culo es de 0m ,055 y la distancia del punto S al centro de 
<)m 1959 

5 l" Un cono de corcho tiene 0m ,6 de r;idio en la base, y 
0«',8 de altura, y se sumerje en el agua por su vértice. ¿Que 
cantidad, contada sobre su altura, debe s u m e r g i r s e suponiendo 
que la densidad del corcho es de 0,24? 

52 La altura de un tronco de cono es li; los diámetros de 
sus dos bases son 4 y 22 decímetros. ¿Qué diámetro sera me-
nester dar á un cilindro de la misma altura h para que su vo-
lumen fuera equivalente al del tronco de cono? 

55 Un vaso tiene la forma de un tronco de cono cuya base 
inferior tiene 25 centímetros (le diámetro. La superficie supe-
rior del agua contenida en dicho vaso es un circulo de - b cen-
tímetros de diámetro y la profundidad de la misma de 14°,4. 
Se deja caer un cubo de piedra de 5 centímetros de lado. 
; \ qué altura se elevará el nivel del agua? 

34 Un vaso de forma cónica tiene la capacidad de un litro 
Y un diámetro de 25 centímetros, y está lleno de agua y mer-
curio El peso (lelos dos líquidos es el mismo, y se pregunta 
cuál será el espesor de la capa de agua y la del mercurio, 

siendo la densidad de este 15,6. 
35 Un cristal tiene la forma de un tronco de cono cuyo ion-

do tiene 0 " \ 0 i de diámetro, el borde superior 0™,0/ y la al-
tura 0™ 10 Dicho cristal contiene un metal en fusión cuya su-
perficie superior es de 0™,06 de diámetro, y se desea verter 
el metal en un molde esférico. ¿Cuál debe ser el radio de este 
molde para que el metal le llene enteramente? 

56 El rádio de la superficie de los mares, suponiéndola 
' esférica, es de 6 566 198 metros. ¿A qué distancia puede ex-

tenderse en alta mar la mirada de un observador colocado a 
50 metros sobre el nivel del mar? 

37 Una bola de vidrio pesa un kilogramo. ¿Cual sera la su-
perficie exterior de dicha bola, siendo la densidad del vi-
drio 2,58? 



2 7 8 ' GEOMETRIA EN EL ESPACIO-

38. Hallar el volumen de una esfera en la cual se conoce la 
altura y la superficie de una zona. La altura es de 0m ,47, y la 
superficie de dos metros cuadrados. 

39. Un pedazo de cobre de forma cúbica y que pesa 1 1 , ¡o 
se coloca en un torno y se le reduce á una esfera cuyo diáme-
tro es igual á 0m ,75 de la longitud del lado del cubo primiti-
vo. La densidad del cobre es 8,85. ¿Cuál será el peso de la 
pieza de cobre obtenida? , 

40 Una esfera, un cilindro y un cono tienen volúmenes 
equivalentes. La esfera, la base del cilindro y la del cono tie-
nen además diámetros iguales entre sí y á 5 decímetros. ¿Cual 
será la altura del cilindro y la del cono? 

41 Se desea hacer con Lafetan barnizado que pese 850 gra-
mos por metro cuadrado un globo esférico para contener 904 
metros cúbicos de gas. ¿Cuál será el peso del tafetan em-

1 ) I e J f° ABes el diámetro de un semi-círculo. Tomamos un 
punto C sobre este diámetro y sobre cada uno de los segmen-
tos AC y BC como diámetro, describimos un semi-circulo. 
; Cuál será el volumen descrito por la superficie comprendida 
entre las tres semi-circunferencias cuando la figura haya dado 
una vuelta entera alrededor de AB ? 
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