LIBRO III
DE LAS AREAS

S XIL Medida de las dreas. — Area del recténgulo, del paraleléoramo,
del trapecio, de un poligono cualquiera. — Area aproximada de unz

figura limitada por una curva cualquiera. — Teorema del enadrado eonse

truido sobre la hipotenusa de un iriingulo rectingulo. — Numerosas apli-
caciones numericas.

152. Derivicionts. Se llama drea la extension de nna super:
ficie. Las dos palabras drea y superficie, tienen sentidos diver-
s0s, puesto que la segunda se refiere 4 la forma de la superfitie,

y la primera & su extension. Cuando no puede haber confusion,
en el lenguage usual se dice superficie por drea, y otras veces
se emplea la palabra superficie como sinénima de dreq.

Dos figuras equivalentes son las que tienen 4reas iguales,
sean 6 no superponibles. Asi un tridngulo puede ser equivalente
dunrectingulo, 4 un paralelégramo, 4 un un circulo.

155. Se toma por,unidad de drea el irea de un cuadrada
que tiene por lado la unidad de longitud : por consiguiente,
enando se toma el metro por unidad de longitud, es necesario
tomar porunidad de drea el metro cuadrado, 6 el cuadrado que
tiene por lado nn metro. Del mismo modo, cuando se miden
longitudes por medio del decimetro, se deben medir las 4reas
tomando como unidad el cuadrado que tiene un decimetro de
lado v que se llama decimetro cuadrado y asi en adelante.
Segun esto, las unidades superficiales empleadas en Francia son :
el miridmetro cuadrado, el kilometro cuadrado, el hectometro
cuadrado, el decdmelro cuadrado, el metro, el decimetro, cen-
timetro y milimetro cuadrados. En la medidi de superficies
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ile los campos se emplean esclusivamente el hectémetro, deci-
meiro y metro cuadrado, & los que se les denomina para el
350 huect(irea, drea y cenlidrea, y 4 todas se las lama
medidas agrarias.

154. El decdmetro cuadrado vale cien metros cuadrados.
{ion efecto : coloquemos diez metros cuadrados unos al lado de
otros 4 lo largo de una recta AB, y obtendremos un rectangulo
de diez meiros de largo por uno de ancho : coloquemos des-
pues umos al lado de otros diez rectingulos iguales 4l ante-
rior, de manera que se toquen por su longitud, y formare-
mios evideniemente un cuadrado ABCD, que tendri diez metros
de Iado, es deeir, un decimetro cuadrado. Dicho cuadrade se
compone de dicz rectingulos iguales, cada uno de los que con-
fiene diez metros cuadrados. Luego el
cuadrado en cuestion vale diez veces
diez, 6 sean cien metros cuadrados
(fiz. 106).

De igual manera se demostraria que
el miridmetro cuadrado vale cien kil6-

metros cuadrados; el kilémetro cua-

drado 100 hectémetros cuadrados, efc.,

v en general, que cada una de las .
wnidades de drea vale 100 veces la que le sique inmediala-
mente en crden inferior de magnitud. Resulia de esta sen-
allez de relaciones que bastard para pasar de una de estas uni-
dades 4 otra, multiplicar 6 dividiv los miimeros que expresan
las dreas, por 100, 10,000 6 1,000,000, ete. Lo cual se hace
ficilmente sin cileulo.

-Guando, v. g., se exprese un drea en hectémetros cuadr_mlnsz
bastard multiplicar ef nimero que la represente por 100 si
s desea expresarla en decimetros cuadrados; por 10,000 si se
quiere referir 4 metros cuadrados y asi en adelante.

155. Se llaman bases de un paralelogramo dos lados
opuestos cualesquiera, y altura la longitud de una perpendi-
ealar comun 4 las dos bases. En un rectingulo la base y la
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altura son dos lados consecutivos del rectingulo : se las lama
en este caso usualmente dimensiones del r&-l;'zngulo.

Se llama base de un tridngulo la longitud de un lado cual-
quiera; y altura, la longitud de la perpendicular bajada desde
el vériice opuesto & esta hase.

Por tiltimo, se llaman bases de un trapecio las longitudes
de los lados paralelos, y altura la longitud de Ia perpendicu-
lar eomun 4 las dos bases. :

1356. Teorems. El drea de un rectingulo tiene por medida
el producto de su base por su altura.

Gonsideremos primeramente el caso en que los lados del
rectingulo son dos miiltiplos exactos de la unidad de longitud :
supongamos, por ejemplo, que la hase del rectingulo ABGD
¢ (fig. 107) sea igual & cinco metros, y la

altura 4 tres. Dividamos AB en cinco parts

iguales; todas ellas serin metros. Por cada

uno de los puntos de division de AB se

trazan paralelas & AD, v por cada uno de

los de AD, paralelas 4 AB. Estas lineas
descompondrin el rectingulo en cuadrados que tienen todos
un metro de lado, y que son por tanto metros cuadrados. Basta
contarlos : cinco de estos cuadrados se hallan colocados 4 lo
largo de AB y forman un trozo, y el rectingulo entero contiene
tres trozos paralelos, esto es, tres veces cinco metros cuadrados,
0 en ofros términos, su drea esigual 4 :

5 ><3 =15 metros cuadrados,

y se halla perfectamente expresada por el producto de Ja hase
por fa altara.

Supongamos en segundo lugar que las dimensiones del rec-
tangulo no sean muiltiplos de la unidad de longitud : tomemos,
por ejemplo, un rectingulo cuya base sea igual 4 5m.9 y
cuya altura sea 1m,83. Para referir este caso al precedente,
tomo el centimetro por medida de longitud y por consecuen-
cia el centimefro cuadrado por unidad de Area; la base serd
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520 centimetros y la altura 183 centimetros; y el drea del
reciingulo serd, segun la demostracion precedente,

520 >< 183 eentim. cuadrados

Ahora es necesario expresar este drea en metros cuadrados :
para esto sabemos que el centimetro cuadrado es la diezmile-
sima parte del metro cuadrado, y que por tanto para referir el
drea encontrada al metro cuadrado como unidad, bastard di-
widir el namero producido, por 10,000, es decir, separar cua-
tro cifras decimales de Ia derecha del prodncto 520>< 185, y
dard justamente el producto de los dos nameros decimales 5,2
v 1,85, y el drea buscada serd por consiguiente

5,2 5< 1,85 = 9me 516.

[l area se obtiene en casos semejantes, tambien multiplicando
los ntimeros que representan la base v la altura del rectin-
gulo. 0. E. 1. D.

457. Osservacion. Es indispensable para que esie feorema
sea exacto que las dos dimensiones del rectingulo se expresen
mediante la misma unidad de longitud, lo cual resulta evidente
de la demostracion anterior. Asi, cuando se pide el ared de un
reciingulo cuya base es 1gual 4 67 metros y la altura por
4 decimetros, serd necesario en primer término referir. estas
dos lincas & una misma unidad, al metro, por ejemplo, lo que
dari: 67 metros y 0,4 y por tanto el area sera igual a
67>< 0,4 — 26™<,8.

158. Corousrio. El drea de un cuadrado tiene por me-
dida el cuadrado de su lado.

Con efecto : un cuadrado no es otra eosa que un rectingulo
enyas dos dimensiones son iguales entre si, siendo necesario,
para obtener el ared, multiplicar el lado por si mismo, es decir,
formar el cuadrado de este lado.

e
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7<) 1 o * v
raiz cuadrada del niimero que exprese la medida de este dres
Si el drea de un cuadradro es, pues, igual 4 64 metros cua-

drados, el lado de este cuadrado sera \/6% 6 sean 8§ metros. ——

_Arpicaciones. I. Una parcela de tierra reciangular tiene
202‘%'",6 de ln}lgihu! v 1252 45 de anchura, y se t}:):sa_'zl hallar
el drea de dicha parcela y expresarla en hectireas, dreas ¥
cenliareas. 5 ;

El drea es igual 4 258 6 >< 125w 45 —31,924m 17 v
como el drea es un decametro cuadrado, vale por consiguiente
100 metros cuadrados, y como la hectirea vale 100 vecos mas
6 10,000 metros cuadrados, el drea propuesta equivale 4 tres
hectireas, 19 dreas, 24 centidreas, 17 decimetros cuadrados.

II. Uno de los lados de una habitacion es un muro de forma
rectangular que tiene 4,72 de largo por 5,40 de altura y
se quiere cubrir con piapel pintado cuya anchura es (=, 465 @
cuanto papel se necesitara ? ;

Todas las bandas de papel puestas unas & continuacion de
otras formarian una superficie rectangular 0=,465 de auchura,
cquivalente _;'1 la del muro, es decir, a 42,72 >< 3= () melros
(-ii:"; ;li?&:}’:(; gt};;.e 3&{'4!(;}5!‘)? gll :‘i;‘,lt,{::ltlllliﬂpu%‘- bastard dividir

465, gitud seria

4,12><3,40
1 —34= 58

0,465 AR
con un centimetro de diferencia.

' iill.) Una losa: cuadrada tiene 27¢,5 de lado : jcual es su
drea’

Basta formar el cuadrado de 27,5, que es 756,25, 6 de
ofro modo 7 decimetros cuadrados, 56 cenlimetros cuadrados
y ventieinco milimetros cuadrados. .

T oF s X fens = T S - . :

N I:}l drea de un cuadrado es igual & 172¢,568 ; ; cuil es
su lado ?

Basta i.‘:ﬁ‘l‘ilt‘[‘ la raiz enadrada de 17,368, que da 4»,167
con un milimetro de error.

V. Hallar el lado de un cuadrado equivalente & un rectdn-
gulo cuyas dimensiones son : 32,2 y 4™ 75.
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El 4rea del cuadrado es igual & 53.25<4. 15 =15=c2 ¥ su
lado seria igual 4 la raiz cuadrada de este niimero, esto es, i
50,858, con un milimetro de diferencia.

159. Troreya. El drea de un parolelogramo fiene por me-
dida el producto de su base por su altura (fig. 108).

Sea ABCD el paralelégramo quese va & medir. Por los extre-
mos A y B de la base levanto perpendi-
enlares 4 esta linea hasta que encuen-
tren el lado opuesto en E y en F, for-
mando de esta suerte el rectingulo ABEF,
que digo que es equivalente al parale-
Jogramo ABCD.

En efecto : los dos tridngulos rectin-
gulos AFD, BEG tienen las hipotenusas AD y BC iguales como
paralelas comprendidas entre paralelas, y los lados AF y BE
jguales por la misma razon; luego estos tridngulos son igua-
les (47). Esto dicho, si del trapecio ABCF se quita el tridngulo
ADF queda el paralelégramo ABCD, y si del mismo trapecio se
quita el tridngulo BEC igual al primero, queda el rectingulo
ABEF, y por tanto este rectingulo es equivalente al paraleld-
gramo. Ahora bien : el drea del rectingulo tiene por medida
el producto AR ><BE; luego el drea del paralelégramo  Liene
la misma medida, es decir, el producto de su base por su al-
fura, AB><BE. ¢. E. L. D.

160. Trorema. El drea de un fridngulo liene por medida
la mitad del producto de su base por
su altura (fig. 109).
Sea ABC un tridngulo que tiene por
base AB y por altura GE. Por los vértices
B y G se trazan paralelas 4 los lados
opuestos y se forma de este modo un pa-
ralelogramo ABDG que tiene la misma Fie. 100,
hase AR y la misma altura GE que el
trizngulo ABG. Los dos triangulos ABC, BGD son iguales por
fener los tres lados iguales, y por tanto el tridnzulo ARG es Ia

6
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mitad del paralelégramo ABCD. El drea de este viltimo tiene
por medida el producto AB >< CE; luego el drea del tridngulo
es igual 4 la mitad del producto de su base por su allura.
Q. E. L. D.

161. Conovario 1. Todo tridngulo es la mitad del rectdn-
qulo que tenga la misma base y la misma altura. Esto es lo
que resulia relacionando los teoremas n.>s 156 y 160.

162. Corowamio II. Dos tridngulos que tienen la misma
A base y la misma altura son equivalen-
fes (fiz. 110). Porque tienen la misma
medida.
Los dos tridngulos ABC, A'BC que tie-
nen la misma base BC y sus vértices A
s il y A’ en una misma paralela 4 Ia base,
son equivalentes, porque sus alturas son ignales (75)

165. Corovsrio III. Dos fridngulos que tienen la misma
base, son entre si como- sus alturas, y dos tridnqulos que
tienen la misma allura son entre st como sus bases. Tomemos
primero dos tridngulos que tienen la misma base B y sean H y
H' sus alturas : las dreas respectivas de dichos dos  triangulos
serdn :

1 1 5
y la relacion de estas dos Areas se expresari por el cociente

LB

LB

a1yo cociente no cambiara §i se dividen sus dos términos por
i : H HR :
- B, resultando igual T decir 4 la relacion de las alturas.

E. L. D.
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El mismo razonamiento serviri para demostrar que la re-
Jacion de dos triangulos de Ia misma altura es igual 4 Ia rela
cion de las bases. :

Oeservacion : Del mismo modo puede demostrarse que dos
rectdngulos 6 dos paralelogramos que tienen la misma base,
son enire si como las alturas, y que dos rectdngulos 6 dos
paraleldgramos que tienen la misma altura, son entre si
como las bases.

Arcicacrones I. La base de un tridngulo es igual 4 72m,95
y su altura 4 45,40 ; y se pregunta cul serd sudrea.

Serd 1gual 4

e
12,25 >< 45,40 = 72,25 >< 22,70 = 1640mc,075

o bien 16 decimetros cuadrados, 40 mefres cuadrados, 7 de-
cimetros cuadrados y 50 centimetros cuadrados.
II. Hallar el lado de un euadrado equivalente al trifneulo
que precede. B
Serd la raiz cvadrada del ntmero 1640,075 que mide
el drea, es decir 40™,498 con menos de un milimetro de eXCeso.
IlI. El drea de un trifngulo es igual 4 T4deanmete 469 v o
base & 401™.8 v se desea saber cuil serd la altura. :
Para ello comenzamos por referir el drea v la base dadas 4
unidades correspondientes, el drea al metro :‘uadrm!o, puesto
que la base se refiere al metro. El drea sers, pues, T446me 9
Este miimero es ignal al producto de la base por la mitad de Ia
altura, y por tanto se obtendria esta dividiendo el 4rea 1446.,9
por la mitad de la base, por 200,9, de lo cual resultaria
572,068, con menos de un milimetro de exceso.

164. Trorevs, El ared de un trapecio liene por medida
el producto de la semi-suma de sus bases paralelas por su
altura.

Sea ABCD un trapecio euyas bases son AB y DG (fig. 111) y
cuya altura es DH. Prolongemos Ia base AB tanto como sea la
longitud de la ofra base, BE—DC(, y tremos DE que en-

cuentra en F el lado BC del trapecio. Los dos iriangulos BEF,
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CDF tienen los lados BE y CD iguales por construteion, los 4n-
gulos BEF, CDF, 1zuales co-
mo alternos internos forma-
dos por las paralelas BE y DC
coriadas por la secante DE, ¥
los 4ngulos EBF, DCF iguales
por la misma razon, Inego los
dos triingulos son iguales
(41). Si los resto sucesivamente del poligono total AEFCD, el
trapecio. ABCD y el triingulo ADE, que oblengo como resi-
duos, son equivalentes. El triangulo ADE tiene por medida
AB—-CD
9

s :
5 AE><DH 6 bien ><DH, puesto que AE — AB L CD;

luego el drea del trapecio tiene por medida Ia expresion
AB+CD_ : .
~_‘.,7_>< DH, es decir, el producto de la semi-suma de Ias

bases por la altura. ¢. k. L. ».

465. Prosiewa. Construir un trifngulo equivalente 4 un
poligono dado ABCDE (fig. 112).

Separemos del poligono nn tridn-
gulo ABC por la diagonal AG. Por el
vértice B tracemos una paralela 4 AG
hasta que encuentre 4 DG, prolongado
hasta F, y unamos A con F. Los dos
iriangulos AGB, ACF tienen la misma
base AG y sus vértices By F en una
: misma paralela 4 la base, y por tanto
son equivalentes (162), pudiendo reemplazarse el triingulo ARG
por el ACE sin alterar el drea del poligono, y el nuevo que
resulta AFDE es equivalente al poligono dado, con la diferencia
de que tiene un lado menos. Siguiendo en esta manera de
proceder, se concluiria por llegar 4 un trizngulo GAF equiva-
lente el poligono dado.

Fig. 112.

166. Prosieva Hallar el drea de un poligono cualquiera
PR ; : : ety Sk
Primer metodo. Se descompone el poligono ABCDE
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(fig. 113) dado, en trifingnlos por medio de diagonales proce-
dentes de un mismo veértice A. Oe

miden las areas de todos estos triin-

gulos y se suman. Asi en la figura in-

dieada, en la cuil se han trazado las

alturas de los diversos triangulos, el

drea del poligono tiene por medida la

suma siguiente

Fig

L AGBF—+ L AD><CG—+ 3 AD ><EH.

Sequndo metodo. En el poligono ABCDEFG (fig. 114)
{razamos una diagonal AL y desde todos los vértices se bajan
perpendiculares a esta diagonal, desc
poniendo asi el poligono en trapecios y
en tridngulos reetingulos. Sumando las
dreas de los trapecios y de los triingulos,
tendremos el drea del poligono. Estando
fas alturas de los trapecios y triingulos
dirigidas 4 la diagonal AE, basta para R =
tener todas las dreas parciales, medir las Fig. 114
diversas partes de la diagonal y las per-
pendiculares BB/, C(/, etc. El drea del poligono, tendri, pues,
por medida la suma.

’ i
Lo ap BB EEE
2 2 2
S
+;;DU’><D’E+%l“l~"><E1\"—5~I—E—+%
e
—+ 5 GG <AG.

=0

[T
Ed ettt o

i
(]
I
{1
(]
(]

mmmanm g

GG DD

SBC - — <O

><F'G!

Este método es el mas cémodo sobre el terreno.

Tercer metodo. Se transforma el poligono dado en un tri-
dngulo equivalente (163) vy se mide el drea de este triingulo.
Este métodoees el mas ripido, cuando- el poligono dado estd
501“‘8 L'l ll:lll(.'l.
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Aeuicaciones 1. Medir el drea del poligono ABCDE (fig. 115)
sabiendo que 2 /

AC=29m, CG=1 {m 95,
AD=21m 30, El—6=,
BF—17m,80. '

El drea pedida es igual 4

15 = 1 -
5 2‘.’><1:,81)+§.21,SU><ll,ﬁ.‘x—}-i?l,fyoxﬁ
9 simplificando ;

11><17,804-10,65><17,25 = 203me 9995

II. Medir el érea del poligono ABCDEFG, (fic. 11%), sabien-
do que 3 i -

AB’ =35m 80,
B¢ =5H=,70,
EF” —=5mu,80,
F'G =11m55,
G'A =6=,75,
BB’ —6m= 40,

G'D'=10m,10,
D'E —i=50,
CC" —=10m,82,
DD’ =Tm=.50,
FE' —8%=,70,
GG" =10m.

El drea pedida serd igual 4

6,40  _ _  6,403-10.89
Txa,&)—;—__; 255,70

10,82 17,50 7,50 "

) L1 [, 5,70

— g <1040+ 554,504 5¢ 5,80
8,70--10 Sioan 2

—1--——2—+ > 11,55 +—- <6, 75.

que haciendo todos los cileulos serd en resimen 337me,6005
5 :

167. Prosrewa. Hallar el 4rea aj

=1 roximada de una ficura
limitada por una curva. -

¥ aes 3 o0 arcan enkbin =
: Para l“tlr se marcan sobre la curva una poreion de puntos
bastante proxumoes unos 4 ofros, con el fin de que pueda asi-
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mmilarse 4 una linea recta la parte de curva comprendida entre
dos de ellos, y se reemplaza la linea curva por una quebrada,
cosa que se obtiene uniendodos 4 dos estos puntos. El drea del
poligono asi obtenido difiere poco del Area dada, y puede substi-
tuirse una por otra. Gomo se comprende, el error comehido
es tanto menor mientras mas proximos se hallen los vértices
unos i ofros.

168. Trorena. El cuadrado BCDE formado sobre la hipo-
tenuse BC de un tridngulo rectingulo ABC, es equivalenle @
la suma de los cuadrados ABFG y
ACHK construidos sobre los dos
lados del dngulo recto (fig- 115)

Bajemos desde el punto A sobre
B una perpendicular AL que se
prolonga hasta encontrarse con DE
enM, y decimos que el rectingulo
LBEM es equivalente al cuadrado
ABFG ; porque, uniendo AE y CF,
los dos triangulos ABE, FBC tie-
nen el lado AB=FB, como lados
de un mismo cuadrado; BE—=BC
por la misma razon, y el dngulo 5
ABE igual al FBC, como formados los dos agregando un dngulo
recto al ABC, y por tanto los dos tridngulos son iguales.

Ahora bien: el triangulo ABE tiene la misma base que el
reetingulo BEML y la misma altura, puesto que el vértice A
del friingulo esta sobre la prolongacion dela otra base; luegoel
area del 1‘£‘el.unguln BELM es doble de la del tridingulo ABE

M
Fig. 115.

~—(164). De igual modo el triingulo FBC tiene la misma base BE

que el cuadrado ABFG y la misma altura, puesio (ue su ver-
fice ( estd sobre la prolongacion de AG; luego el 4rea
del cuadrado ABEG es doble de la del tridngulo FBC. Por
consiguiente el rectingulo BELM es equivalente al cuadrado
ABEG.

Del mismo modo se demostraria que el rectingulo CLMD es
equivalente al cuadrado ACHK, quedando demostrado final-




