LIBRO 1V

LAS FIGURAS SEMEJANTES
§ XIV. Lineas proporcionales.

179. Lewa. Sobre una recta AB existen dos puntos tales

que la relacion de sus distancias d dos puntos dados A y B

es iqual d una relacion

dada; y no hay mas que

M B dos, uno colocado sobre la

recta AB y el otro en su
prolongacion (fig. 150.)

Para aclarar las ideas, supongamos que la relacion de las

Fig. 130.

2 : : : =
distancias del punto buscado 4 los puntos A y B sea igual 4 ;-
9

Partamos lalinea AB en 5+ 2 6 en T partes iguales y tomemos
5 de estas partes desde el punto A, y tendremos asi un punto
M tal que

MA 5

D

MB 2’

y si el punto M cambia de lugar entre A y B, la relacion

Tﬂ_} cambiard, porque uno de los términos de esta relacion

aumentari mientras que el otro disminuira. El punto M es pues

el tinico que divide AB proporcionalmente é los niimeros 5y2.
Busquemos ahora un punto sobre la prolongacion de AB;

dicho punto debiendo estar mas alejado del punto A que del B,

no puede hallarse mas que sobre la prolongacion de AB, mas

alli del punto B. Para obtenerlo dividamos ABen 5—2 den
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fres partes iguales y tomamos 4 partic del punto A,
estas partes, con lo cual obtenemos un punto P tal que

PA 5
PB~ 2
Si el punto P varia sobre la prolongacion de AB, la relacion
]

PR variard, porque los dos términos de ella aumentardn 6
disminuirin en una misma cantidad, y es sabido que una
fraccion cambia de valor enando se le afade 6 quita & ambos
términos una misma cantidad.

Tambien puede hacerse ver de la manera siguiente : tenemos
evidentemente '

PA_ PR+AB__

_ AB
b e

PR

Si el punto P cambia de posicion en la prolongacion de AB,

il %
la relacion pp WO numerador es fijo y el denominador vi-

viable, variard; y lo mismo tendri lugar por consiguiente con
) %

B :
la relacion B El punto P es pues el dnico de los situados en fa

prolongacion de AB cuya relacion de sus distancias 4 los puntos
L
= =0
A v B es igual 4

Ele i

o )
180. Xeonema. Una pavalela d un lado de un tridngulo
determina en los otros dos lados seqmen-
—f0s proporcionales.
-Sea DE paralela al lade BC del triingulo
ABGC (fig. 154) y decimos que hay :
AD AE
DB~ EG’
Suponemos que las lineas AD y DB tie-
nen una medida conun, contenida 5 veces, por ejemplo, en
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S AD e
AD, y dos veees en DB; la relacion pp, Serd en este caso igual 4

=
2 5 o - - nn
g Por los puntos de division de AB, trazamos paralelas 4 BC,

que dividirdn 4 AC en segmentos iguales entre si. Tomemos,
con efecto, los segmentos AG y El; trazemos EK paralela 4 AB,
en cuyo caso las lineas EK y DM son iguales como lados opuestos
de un paralelogramo : DH==AF por eonstruccion, y por tanto
EK—AF. Ademis los trisngulos AFG, EKI tienen el lado
AF—EK, el dngulo AFG — EKI por tener los lados paralelos
y dirigidos en un mismo sentido (82), el dngulo FAG—KEl
como correspondientes, luego son iguales, y el scgmento
AG=EL Lo mismo podria demostrarse la igualdad de los demas
segmentos de la linea AG. Resulta en fin que AE contiene 3 de

-

= . . AE 5
estas partes y EC contiene 2; luego la relacion — — luego

EC. 2’

es igual 4 D Q. E. L. D,
DB
Demostrado el teorema para el caso en que las dos lineas AD
y DB tengan una medida comun, por pequena que sea, es
tambien cierfo para el caso en que sean incomensurables.

181. Corovario I. Si en la proporcion
AD AR
DB~ EG
se cambian de lugar los medios, resultard esta otra:
AD DB
AE" EG

De esta se deduce por una propiedad conocida de las rela-
ciones iguales
AD__ DB AD+DB,
AL EG  AE+EC’
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y reemplazando AD-+DB por AB, y AE+ECG por AC,
AD_DB_AB

AE EG AG’

igualdad de relaciones que puede enunciarse asi :

Cuando se cortan dos lados de un tridngulo por una pa-
ralela al tercero, la relacion de los dos primeros lados es
igual @ la relacion de los segmentos comprendidos entre el
vertice y la secante, y d la relacion de los seqmentos com-
prendidos entre la secante y el tercer lado.

Oeservacion. El teorema y el corolario precedentes son ver-
dad tambien, cuando la secante en wvez de cortar los lados
mismos del tridngulo, corta su prolongacion, y se demuestran
del mismo modo.

182. Cororario 1. Las paralelas interceplan en dos
rectas AG, DF segmentos proporcio-
nales (fig. 152.)
Sean AD, BE, CF, tres paralelas que
cortan las rectas AC y DF, y decimos
que resulta
AB_ BC
DE EF
En efecio : por el punto D trazamos DH paralela a AC, y
tendremos (181)
DG GH.

y como DG=AB, GH=BC (72), luego

105. Teorema. Reciprocamente, si una linea DE divide
dos lados de un tridngulo en segmenios proporcionales, es
paralela al tercer lado. (fig. 153.)

I v e

AT
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Suponemos que la linea DE divide los lados AB y AC en
segmentos pl'(q.(u'('it_u'l:llvs, de
manera que resulte

AD_AE.

DB EG’

y decimos que en esfe caso DE
es paralela 4 BG. En efecto, si
por el punto D trazamos una paralela & BG, esta paralela divide
el lado AC en segmentos ]n]'c‘)lmrriml:llvs. 4 AD y DB (180) ; mas
el punto Kes el inico que divide AC en la relacion de AD a DB
(179), y por tanto la paralela trazada pasa por el punto E.
Q. E. L. D.

" Fig. 135.

& XV. — Poligonos semejantes. — Condiciones para la semejanza.

184. Dermvicronss. Dos poligonos son semejanies cuando
ficnen los 4ngulos iguales uno 4 uno y los lados homologos
proporcionales. Se Haman lados homdlogos de dos poligonos
semejantes los que son adyacenles de una y otra parte 4 los dn-
vulos iguales. En dos tridngulos semejantes los lados homdlogos
son opuestos 4 los dngulos iguales. Llimanse vértices homdlo-
gos de dos poligonos semejantes los vérfices de los dngulos igua-
les; y diagonales homélogas, las que unen vértices homdlogos.

185, Teoreva. Toda paralela DE ¢ unode los lados deun
tridngqulo ABC defermina un nuevo iri-
dngulo semejante al primero (fig. 134.)
En efecto : desde luego resulla que
los dos trisngulos ABC, ADE son equidn-
gulos porque tienen el dngulo A comun
v los ofros iguales respectivamente cono
correspondientes.

Los Iados homologos son proporcionales : en efecto, tenemos

Ia proporcion (181) :

AD_ AR
AE= AG
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de la que resulta;
AD _AE
ABT AG’
irazamos luego EF paralela 4 AB, y tendremos

AE_AC . AE_BF
BEBC ~  AC BC’

i

y como BF =DE (72), tenemos :

AE  DE
ACT BC
Las proporciones [1] y [2] tienen una relacion comun T-a
J . : AC
luego las tres relaciones son iguales, y resulta
AD AE DE
AB" AGT BCG’

lo que demuestra que los dos triingulos .

]-,d{L o ,{,'h-“tli lll‘ll..V[(.\h du.‘ ffl.!l]gl.}!f}n ADE, ABG tienen los
n‘ 1“. ]g c}pm cionales, y como son equidingulos, son semejantes.
). E. L. D.

186. Cororaro. En un trapecio la linea que junta los
puntos medios de los lados no paralelos, es ])(I?'([f}i’f(J d las
bases € igual d su semi-suma. :
: \'n!y:ll‘]'ms sobre la figura que sicvig para hallar el 4rea del
trapecio (fig. 155) ; junte-
mos log puntos medios F y
x de los lados no lmrale-[«:-:s
BGy AD; el punto F es al
mismo tiempo tambien el
medio de la linea DE puesto
que los dos Lriingulos BEF,
1.!#1‘- son iguales. La linea GF divide, pues, en dos partes
iguales los lados DA y DE del triingulo DAE (183). I'n;‘
consceuencia los tridngulos DGF, DAE son svnu-i:a;ﬁc's (189) y
sus lados homélogos proporcionales; DG es Ia lmil;u] de lHE

Fiz. 135.
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luego GF es la miiad de AE, es decir, que GF es igual 4 la
sermisuma de las bases. Q. E. L. D-
Resulta inmediatamente de aqui que el drea del trapecio
tiene por medida el producto de su altura por la linea que
junta los punlos medios de los lados no paralelos (164).

187. Trorena. Dos tridngulos ABC, A’BC que lienen los
dangulos iguales uno & uno, son semejantes (fig. 136).
Suponemos que A=A’
B—=DFB, G=C(0'; toma-
mos sobre AB una longi-
tud AD=AD y traza-
> \ mos DE paralela & BG; ¥
& ¢ el triingulo ADE es se-
mejante & ABG (183).
Decimos  ademis que
este mismo friangulo ADE es igual al iriangulo A’B'C’; porque
ofectivamente tienen el lado AD=A'B’ por construeeion ; el
angulo A igual al A’ por la hipdtesis, y por ultimo ADE igual
al 4ngulo B, porque los dos lo son al angulo B. Los dos tri-
angulos ADE, A/B'C’ son pues iguales (31); v por consiguiente
el trisngulo A'B'C/ es semejante al ABG. o. E. L. D.
Opservacion. Basta que los dos triangulos, ABC, AB'CY ten-
gan dos 4ngulos iguales para ser semejantes, porque si los
tienen, son equiingulos (67) y son por tanto semejantes.

188. Teorewa. Dos tridngulos ABC, A'B'C” que tienen un
dngulo igual compren-
dido entre lados propor-
cionales, son semejantes

"
2 \_\ (fig. 137).

L—’—) Tenemos por hipotesis
G - An
Fig. 137. A=A/, jli,:\,J:, ”‘
G e ol e
Tomemos sobre AB una longitud AD — A’B’ y frazamos DE
paralela & BC. El triangulo ADE es semejante d ABC (185)
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Por consecuencia tendremos :

AB_AG

AD— AE’
_.t:l [l}ropomones [1] y [2] tienen los tres primeros términos
icuales, S ' — AR : ;
liq;{;., rplllfsllo r[ue_;’\Il_,.\ B’; luego AE=A'C/, de donde

1 v . "3 4 R 3 x

- ;; ] l-L. los triingulos ;\l)l—:, AB'C/ tienen el dngulo
A — A" por hipétesis, AD=— A"® por construccion, y AE— A’/
por lo demostrado; luego son iguales (52), y por ello A/B'CY es
semejante 4 ABC. : .

189. Dos triingulos, ABC, A'B'CY, que tienen los lados
proporcionales, son. se-

mejantes (fig. 158).
_ Suponemos que hay lo
siguiente :
AB  AGC _ BG "
xp- xe pe
T(Im;;un[t;; sobre AB una longitud AD —A’B’; trazamos una
paralela DE 4 BC y el trisngulo ADE es et h AbL
G gulo es semejante 4 ABG
AB_ AC_ BC
AD” AE™ DE 2]
Comparando las igualdades de las i
_ gualdades de las relaciones “
teniendo en cuenta que AD = A'B’, sc deduce Uyl

AE—=AC"; DE=RB'(;

los tridngulos ‘B’ tiener

I riingulos ADE, A'B'C tienen, pues, los tres lados iguales
i Py : : ;

uego son iguales y A'B'C’ es semejante 4 ABC.

] [1-9“1 TEOREM_A. Dos tridngulos que tienen los lados para-

etos 0 perpendiculares son semejantes.
Estos triangulos tienen, segun lo dicho, los 4noulos iouales
gulos iguales

6 suplementarios respectivamente (62 y 63). Designemos con
J o
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A, B, G, A, B, 7, los 4ngulos de los dos tridngulos. No
puede suceder al mismo tiempo :

A+ A'=2rectos; B-+-B'=2rectos; C+ (' =2 rectos,

porque la suma de los seis éngulos seria igual 4 6 rectos, lo
cual es imposible (685) ; tampoco puede ocurrir que:

A—=A’; B+ B—=2rectos; G+ (= 2rectos,

porque, aun en este caso, la suma de los seis dngulos seria
mayor que cuatro rectos, cosa imposible tambien. Serd nece-
sario que suceda que :

A—AB=0"

pero en este caso los tridngulos son equiingulos y por esta
razon semejantes (187).

191. Teorens. Dos poligonos ABCDE, A'BCD'E’ com-
pueslos de un mismo nimero de (ridnqulos semejantes
y semejantemente colo-
cados, son semejantes
(fig. 139).
En efecto : decimos en
primer lugar que los dos
poligonos tienen los dngu-
, los iguales uno & uno.

Los 4dngulos B y B’ son
1guales como 4ngulos homdlogos de: dos triingulos semejantes
ABG, AB'CY; los dngulos E v E son iguales por la misma
razon. Los dngulos BCD, B'C/D' son 1guales como com-
puestos uno y otro de dos dngulos iguales uno & unoe, el dn-
gulo BCA — B'C’A’ 4 causa de la semejanza de los triangulos
\l)i,, A'B'E, v el dngulo ACGD igual al dngulo A'C'D" 4 causa
de la -vmn'J.mf.l de los trif mﬂulm ACD, A'C'D’; los dos dngulos
CDE, C/D'E’ son iguales por una razon aniloga. En fin los én-
gulos BAE, B'A” B’ mminlu-\tm de un mismo nimero de 4n-
wulns iguales uno 4 uno son tambien icuales; luego los dos
pull;_rulms son equiingulos.

Fig. 139.
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En segundo lugar decimos que los dos polizonos tienen los
lados homologos ympnrcicmulv* En efecto : la semejanza de
los tl‘i.!]]”!ll(}\ ABC y A'B'CY, ACD y \'( ‘D, ADE y !D’L’ dan
las rﬂmld‘uh\ de Lh relaciones bl"Ili('IiiL’

AR BE AG
AR BC AT
AC - €Dies AD
NG Gy A
AD DE EA
AD T DET EAY

de donde se deduce, i causa de las relaciones comunes,

AB_BC_ CD_DE EA
AB B0 D DE RA”

igualdades que demuestran la proporcionalidad de los lados ho-
mologos.

Los poligonos son, pues, equidngulos y tienen los lades pro-
porcionales y por tanto son semejantes. q. E. L. D

192. Teorewa. Reciprocamente, dos poligonos seme-
jantes ABCDE, A'B'CDVE" pueden ser descompuestos en un
mismo numero de {ridn-
gulos semejanies y se-
mejanitemente dispuestos
(hg. 140).

Por.los vértices homé-
logos A y A’ se trazan to-
1].!% las diagonales posi-
bles en los dos poligonos, Fie. 140.
las cuales descomponen
cada uno de ellos en tantos triangulos ecomo lados hay menos
dos. El mimero de los lrl.m'-ulm es el mismo en cada poli-
gono y decimos que son semejantes uno 4 uno.

Tomemos primeramente los dos triingulos ABC, A’B'C.
Tienen el dngulo B igual al dngulo B/, como éngulos homd-

A e T s L BT i
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dogos de dos poligonos semejantes. La semejanza de estos da

ademas Ia proporcion :
: AB Bfl
B B

luggo los dos triingulos ABC, A’B'C tienen un dngulo igual
comprendido entre lados proporcionales, y por consecuencia
son semejantes (188).
Resulta de lo dicho que el dngulo BCA es icual 4 B/G7AY,
“como el dngulo BCD es igual 4[ B'CD en virtud de la luim-
tesis, el (uwuln ACD, diim‘enu.l de los BCD y BCA, es Nu al al
angulo A’("IJ’ diferencia de los dngulos BCD y B'CA’. La
semejanza de los dos fridngulos ABC, A’B'C’ da la pmpar( 10n
BG CA
B0 A
y Ia delos dos poligonos origina la de

BC CD
BGC GD.”

deduciéndose de la comparacion de estas dos proporciones :

C\ Ch
cf[.! 2
luego los dos tridngulos ACD, A’C’D tienen ua #ngulo igual
tﬂll]i)]‘t‘:idld{) entre lados proporcionales, v por tanto son seme-
Jjantes.

De igual modo, podria demostrarse la semejanza de los de-
nis fl’:.uwulm

193. Teorems. La relacion de los p«‘nm(im\ de dos poli-
gonos semejantes ABCDE, A'B'C/D'E” es igual 4 la relacion de
dos lados homdlogos (fig. 140).

Tenemos por ]npntc.ﬂs :

AB_BC GD DB FA
B BC O DR EAC
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de donde se deduce mmediatamente por una propiedad sahida
de las relaciones iguales :

_ABLBCHCD4+DELEA AB
AB-BU LG DR LA AR o

Es ademas ficil darse razon de la exaetitud de este tearema
mediante la signientes sencillas consideraciones : supongamos,
para concretar las ideas, que la relacion de dos lados homd-

5
logos de los dos poligonos sea igual i = Esto quiere decir que

; - 5 -
cada lado del primer poligono vale = del lade homélogo del otro

poligono, y por consecuencia el perimetro del primero vale
tambien = del perimetro del segundo, que era cabalmente lo

(que era [.)I‘(‘.l'ib’.ﬂ (]{.’]]]()S”’{I.f‘.

§ XVI. Relaciones entre la perpendicular bajada desde el vértice del dn-
gulo recto de un trifingulo rectingulo sobre Ia hipotenusa, los segmentos
de la hipotenusa, la hipotenusa misma y los lados del dngulo reeto.

194. Dermsiciones. Se llama proyeecion de un punto sobre
una recta el pié de la perpendicular bajada desde dicho punto
sobre la recta.

Se llama proyeccion de una recta AB sobre una recta GD Ia
porcion A‘B’ de esta iiltima recta com-
prendida entre las proyecciones A’ y B
de los dos extremos de AB (fig. 141).

Recordemos que cuando los dos me-
dios de una proporcion son iguales,
eada uno de ellos se llama medio pro-
porcional entre los dos extremos.

Tambien importa tener presente que

esta definicion equivale 4 decir que la media proporcional
entre dos niimeros es un tercer niimero cuyo cuadrado es igual
yal producto de los dos primeros. Asi la muh.l proporéional

FESIBAD BF TR

A 118

P—

e i ans L TR Lt st
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entre 2 v 18 es 6, porque el cuadrado de 6 es igual al pro-
ducto 2><18 (v. la drumetica).

195. Troreus. Si desde el vertice A del dngulo recio de
un tridngulo rectangulo ABC se baja una perpendicular
sobre la hipofenusa :

1.0 Cada lado del dngulo recto es medio proporcional
entre la hipolenusa enlera y su pro-
yeccion sobre la hipolenusa;

9.0 La perpendicular es media
proporcional entre los segmentos de
la hipolenusa (tig. 142).
1.2 Los dos tridngulos ABG, ABD
son rectingulos y fienen el dngulo B
comun, luego son semejantes (187). Escribiendo ahora fa
proporcionalidad de los lados homologos de dichos tridngulos,
tendremos :
BC_AB . RB’—BC<BD;
AB BD
lo cnal prueba que el lado AB del dingulo recto es medio pro-
porcional entre la hipotenusa entera BG y la proyeccion BD de
dicho lado sobre Ia hipotenusa. Comparando del mismo modo
los tridngulos semejantes ABC, DAC hallariamos igualmente

AGC—=BG<CD

9.0 To0s dos trianzulos ABD, CGAD equidngulos con relacion
al trifngulo ACB son equidngulos entre si, y por lanto semie-
jantes, de lo que resulta la proporcion

BD AD .
 — 0

oA AD*=BD><(CD;
AD CD

que muestra que la pm'|_n‘ndi(‘n|;\r AD) es media proporcional
entre los segmentos BD y €D de la hipotenusa.

196. Corovario I. Uniendo un punto cualquiera A de una;
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semicircunferencia con los dos extremos del difmetro BC
(fig. 142) se forma un triangulo rectingulo (114) y en virtud
del teorema precedente resultari :

1.2 Toda cuerda de un circulo es media proporcional
enlre el didmelro que pasa por su extremo ¥y su proyeccion
sobre el didmetro ;

2.0 La perpendicular bajada desde un punito cualquiera
de la circunferencia sobre un diametro, es media propor-
cional entre los dos seqgmentos del didmetro.

197. Cororsrio II. Los’ cuadrados de los dos lados del
dngulo recto de un tridnqulo rec-
tdngulo son proporcionales d las
proyecciones de estos lados sobre la
hipotenusa.

Tenemos (fig. 142)

AB =B ><BD,
AC* =BG ><CD.

L= e e -

&

Fig.

Dividiendo miembro & miembro estas dos igualdades y obser-
vando que BC, factor comun & los dos terminos puede desa-
parecer, resultard

T _w
ACZ T CD

198. Trorews. El cuadrado dela hipotenusa deun tridn-

gulo rectangulo es igual d la suma de los cuadrados de los
lados del dngulo recto (fig. 143).
Tenemos (195, 1.°)

AR’ =B(><BD
AG=BC><CD;

sumando se obtiente : Ride 1575
e, ElLD

AB’+-AC =BC><(BD +4-CD)=BG><BG=BC.
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OsservacioN. Este teorema no difiere en el fondo del que se
ha demostrado en el n° 168.

199. Arvicacionss. Los teoremas desde los n°s 195 y 198
establecen relaciones entre los fres lados de un triangulo rec-
tangulo, la perpendicular bajada desde el vértice del dngulo
recto sobre la hipotenusa y los dos segmentos de esta, las cua-
les son seis cantidades entre fodas. Dadas dos de esfas cantida-
des se puede, con auxilio de estas relaciones, calcular las cuatro
restantes. De aqui nueve problemas distintos sobre el tridngulo
rectingulo, cuya solucion se deduce de los teoremas prece-
dentes; he aqui algunas de esta soluciones.

[. Los dos |.1(10- de un tridangulo rectingulo son iguales, el
pumurn a 21 metros y el sr'f'mzcln 4 28. Se desea -mhm‘ cual
serd la hipotenusa, los dos segmentos y la perpendicular.

La hipotenusa se obtiene como lo hemos explicado ya (170)
reuniendo los cuadrados de los dos lados y extrayendo la raiz
cuadrada de esta suma, de este modo :

V212282 =\/1225—35 meiros.

Los segmentos de la hipotenusa se caleulan mediante la pro-
piedad del n® 195, 1°; del cual se deduce en efeclo que :

Wi o
Bh= II LIJ_]E.

L'll}"db' prl' S10nes en NUIMeros serian :

912

By e ek
) e
9R2 8.

gpaat it
~eJu) JJ

= 197,60
99, 4),

Por tiltimo la perpendicular AD se obtiene aplicando [a
segunda parte del mismo teorema

AD*=BD><CD
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lo cual da por resultado

AD*=12,6><22,5=—989,94,
de donde

AD=y/982. 24— 16m

Se halla, sin embargo AD m:
cuenta que :

rapidamente teniendo en

BC><AD=—AB><AC

porque estos dos productos representan, uno y otro el doble
del drea del tridngulo, y de ello se deduce que

B><AG “’I>\°9 588

— __»le

]}_. =
- BG 35 35

II. La hiimh nusa de un triangulo rectingulo tiene una lon-
gitnd de 13 metros, y uno de los lados del dngulo recto es
igual 4 5, y se desea “saber cual seri el otro lulu del dngulo
recto, los ~t~rmonln~ de la hipotenusa y la perpendicular. ;

Este ||rolritnm se reduce inmediatemente al anterior, caleu-
lando el otro lado del 4ngule recto, cosa que ya sabemos hacer

(170) y que es 1gual dicho lado 4 :

\/1.1- VII}}AE:’I!]{ITO‘-

Pero pueden caleularse primeramente los dos segmentos de
Ia hipotenusa, y el que de estos constituye la proyeceion del
lado dado se obtiene ficilmente mediante la férmula

—14m,995.

con un milimetro de aproximacion.
El otro segmento se obticne por diferencia, y serd igual i
9 5m S km
15020 :] L
5 3

=11=,077,

con un milimetro de diferencia.




