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y asi en adelante. Dichos niimeros son valores cada vez mas
aproximadas del nimero =.
Osservacion. Por un método anilogo encontré Arquimedes
D
929

para = el valor aproximado de e

§ XXII. Area de un poligono regular. — Area de un eireulo, de un seetor
eircular.

228. TeorewA. El drea de un poligono reqular tiene por
medida el producto de su perimelro por la mitad de su apo-
lema.

Sea ABCDEF un poligono regular (fig. 164). Le descompo-
nemos por medio de ridios OA, OB,
0C.;. en tridngulos, que tienen por
bases los lados del poligono, y por al-
tura las lineas iguales 0G, OH, etc.
Cada uno de estos tridngulos tiene por
medida el producto de su base por Ia
mitad de la apotema. La suma de to-
dos los triingulos 6 el poligono entero
tiene por medida la suma de las bases multiplicada por la
mitad de la apotema, es decir el producto del perimetro. por
la mitad de la apotema. ¢. E. L. D.

Fig. 161

2929. Teorena. El drea del circulo es iqual d la circun-
ferencia multiplicada por lo mitad del rddio.

Suponganos que en el circulo dado se inscribe un poligono
regular de gran niumero de lados. El drea de este poligono di-
feriri muy pocode la del circulo, el perimetro del poligone
tambien se diferenciard muy poco de la circunferencia y la
apotema sera proximanente el ridio. Aumentando cada vez
mas el niimero de lados del poligono regular, su irease aproxi-
mard indefinidamente de la del circulo, su perimetro tendera
4 confundirse een la circunferencia y la apotema llegard &
diferenciarse del radio en una cantidad insignificante. Podre-
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mos, seoun esto considerar el circulo como un poligono regu-
far de un niimero ilimitado de lados, que tiene por perimetro

‘la circunferencia y por apofema el ridio, y que en virtud de

lo dicho enel teorema anterior, tiene por medida el producto
de su circunferencia por la mitad del ridio ¢. E. L. D.

0%0. Opservacion. Como anteriormente, llamemos R al
radio del cireulo, G 4 la longitud de la cireunferencia, S el
drea de este mismo circulo, y por el teorema anferior fendré-

mos :

pero sabemos por otra parte (252) que :
(=2xR.

Podemos, pues, sustituir G por este valor en la primera f6r-
mula y resultard :

—xl2, : [1]

2=R>< Rk
9

fgrmula que se enuncia en estos términos : :
EL drea del circulo es iqual al cuadrado de su rddio
maultiplicado por el nitmero =. .
En vez de sustituir, en la expresion de S, la cirmmferonqn
por su valor en funcion del radio podria por el contrario reem-
;

plazarse R por el valor R= 5- (225) y tendriamos en este

2}

Esta férmula, de uso menos frecuente que la anterior, se
enuneia asi - 5
El drea del civeulo es igual al cuadrado de la semi-cir-

cunferencia multiplicado por

a
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Arricaciones. 1. El difmetro de una pieza de cineo francos
en plata es de 57 milimetros, y se desea saber Ia superficie de
esta pieza.

: s 2 : .'_"}"i'mm = s

El radio es igual a——=182m5; y en este caso la for-
mula [1] dard :

S=18,52><x—=10T5mmc 21,

con menos error de una centésima de milimetro cuadrado.

II. La circunferencia de un circulo maximo del globo ter-
restre es igual & 40 000 kilometros, y se desea saber la super-
ficie de dicho circulo.

La formula [2] nos dara

S— 2000015 L — 19739305 4k

™

con menos de un kildmetro cuadrado de diferencia. =
II. Calcular el radio de un cireulo que tuviese la superficie
de una heetirea. De la formula [1] se deduce inmediatamente

que nos dard en el ejemplo propuesto, tomando el metro por
unidad de longitud

R2—10000>< . —5185,0088 ;
™

y estrayendo la raiz cuadrada de los dos mimeros
. R=4/5183,0998—56™,42,
con menos de un centimetro de error.

231. Dermsicion. Se Hama secior de cireulo 6 simplemente
sector la porcion de circulo comprendido entre dos ridios.

252. Teorens. El drea de un sector es igual d la long:-
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tud del arco que le sirve de base multiplicada por la mi-
lad de su rddio (fig. 165).

Sea AOB el sector dado. Inscribamos en el arco AB una linea
quebrada que tenga todos sus lados i;:uzlh?s, ACDB, y supon-
gamos (que awmenta indefinidamente el mimero de lados. El
area comprendida entre esta linea que-
brada v los dos radios OA y OB se acer-
carh cada vez mis al area del sector, 4
medida que la longitud de la linea
quebrada inserita en el arco AB se
aproxime # la del arco mismo. En este
¢aso, haremos ver, como en el niimero
(228), que el érea del poligono for- edma
mado por los radios OA y OB y la linca quebrada inscrifa tiene
por medida la longitud de esta linea quebrada multiplicada
por la mifad de su apotema OG; de donde concluiremos,
como hicimos respecto al circulo, que el area del sector es
ioual 4 la longitud del arco AB multiplicada por la mitad
de UA. q. E. L. D.

Fiz. 165.

055 Opsenvacton. Llamenos R el ridio del sector, [ 1a lon-
gitud del arco AB y 8 el drea del sector, y tendrémos segun
el teorema precedente,

= =4l
\.—- -

[ 3

2
y si reemplazamos I por su valor dado en el n° 224, tendrémos :

N :-.i‘mxli_ﬁﬂ%
> 180277 360

- A nlar el 4 3|
férmmla ordinariamente empleada para calcular el drea del
seclor y (llll‘ 'l]lll‘fll‘ 5!"1‘\'il' E}Lll':i l'(';{ll&'l_‘i' ]llll('llili ('lll?SllOn[‘-S Ire-
lativas al sector cirenlar : no nos detenemos en ello.

9%%. Conolsrio. La relacion del drea del seclor con la del
civeulo es iqual d la relacion del arco del seclor con la cir-
cunferencia.

R ES——

I C—————
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Porque estas dos dreas se obtienen multiplicando por una
misma cantidad, que es la mitad del radio, de una parte el arco
del sector y de otra la circunferencia; luego su relacion es
igual 4 la del arco con la circunferencia.

§ XXIII. Relacion de las dreas de dos figuras semejantes.

255. Troreys. La relacion de las dreas de dos poligonos

semejanies es iqual al cuadrado de la relacion de los lados
s homdlogos.

A 1 .° Demosiraremos en

N 2

] ; S
i primer término el teo-
[ . »
i rema  relativamente &
g : . ; s tridngulos semejan-
: - B P ¢ :Iz' I\]II)E‘IIPI-{EISC’LH];}Ji!.i
Fig. 165. h"?,‘ BC, : {.Il_‘ltlﬂ
166). Desde los vérlices
homdélogos A y A’ trazamos las alturas AD y A’D’, y los dos
tridngulos ABD, A'B' tienen los dngulos D y D' iguales como
rectos; los angulos B y B iguales como homologos de dos tri-
dngulos semejantes; los dos friingulos son pues semejantes

(187) y dan la proporcion
AD _AB
T

lo cual vale tanto como decir que en dos tridngulos semejantes,
la relacion de dos alturas homélogas es igual 4 Ia relacion de
los dos lados homélogos. Esto dicho, el 4rea del tridngulo ABG
i : 1 : :
tiene por medida el producto 5 BG><AD y la del tridngulo AB'C/

-

; r kit ;
es igual 45 B'C/><A'D’. La relacion de estas dos dreas es, pues,
2

U que puede escribi o B D Pero acabamos de
BT A'D I escribirse B (1"><A'il'. ero acabamos de
AD v ARG
;\,[}, €5 If_’ll{ll d ‘\,7“,: W

a consecuencia de la semejanza de los tridngulos; luego

ver que la relacion es fambien igual
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Ja relacion de los tridngulos es igual &
AB__AB _ AB®
NBAB AR

Puede tambien demostrarse este leorema mediante eonside-
raciones por extremo ficiles. Cuando se duplican los lados de
un triangulo, las alturas
son dobles al mismo tiem-
po. St se doblara sola-
mente la base sin cam-
biar la altura, el 4rea del
triangulo doblaria. Si se
dobla despues la altura,
el drea doblaria todavia; Fiz. 167.
luego seria cualro veces S
mayor. De igual modo es evidenfe que triplicando todos ios'
lados de un triangulo, el drea serd nueve veces mayor y asi
en adelante: luego las dreas de dos triingulos semejantes son
pmporeiomfns 4 los cuadrados de los lados homélogos.

9 o Consideramos en segundo lugar, dos poligonos seme-
jantes cualesquiera ABCDE, A'BCDE (Iig'. 167); los [les(fom-
ponemos en (ridngulos semejantes uno & uno, y tendrémos
segun lo dicho anteriormente

ABC _ AB’
AT B

0. ESEE D

ACD _ CD"

— e pfC.
NDVE gDe

De otro lado, siendo semejantes los poligonos, tenemos :

AR CD _DE
AR O DE”
y por consecuencia, . __
AR CD' _ DE

S

ABE e DR
De todas estas ignaldades de relaciones se desprende :
ABC  ACD _ ADE AP
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v finalmente
ABCH+ACD-+ADE -~ AB
ABC--ACDHADE ap?

0.E.L.D,

Puede darse 4 esta demostracion otra forma. Supongamos
para fijar las ideas que la relacion de los lades homélogos de

dos poligonos semejantes sea igual & ;;, Ia relacion de las
9
areas de dos tridngulos semejantes tomados en los dos poligonos
L4
serd el cuadrado de % (i {71’ lo cual quiere decir que cada uno de
- 2 4 :
los tridngulos que componen el primer poligono es 3 del triin-

gulo correspondiente en el segundo poligono. El primer poli-

e 9 ;
gono vale por consiguiente los i del segundo, 6 en ofros tér-

minos la relacion de las dreas de estos poligonos es igual 4 la
relacion de los cuadrados de los lados homélogos. . . 1. b.

256. Corocario. I. Dos figuras semejantes cualesquiera
pueden siempre asimilarse 4 dos poligonos semejantes reempla-
zando las lineas curvas por lineas quebradas que difieran poco
de las primeras; luego las dreas de dos figuras semejantes
cualesquiera son proporcionales d los cuadrados de las lineas
homdlogas de estas figuras.

En particular, las dreas de dos circulos son proporcionales
d@ los euadrados de sus radios. Puede, por lo demas, demos-
trarse esto directamente mediante la férmula que da el 4rea
del cirenlo, enando se conoce el ridio (230). Sean en efecto R
y R’ los rddios de los dos circulos, S y 8’ las superficies y
tendrémos :

S—=R?; S'—=—zR2:
dividiendo estas dos 1gualdades miembro 4 miembro, tendrémos:
« 5 nR?
S AR

y dividiendo por = los dos términos de la segunda relacion,
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cosa que no altera el valor, resultard

RE

SG=RE

©%7 . Corovsnio. IL. Si sobre los tres lados de un tridngulo

reclangulo como lados homélogos, se consiruyen poligonos

semejanles, el poligono construido sobre la hipotenusa es

equivalente d la suma de los poligonos construidos sobre los
dos lados del dangulo recto.

Llamemos « 4 la hipotenusa, b y ¢ los dos lados del dngulo
recto del triingulo rectingulo, S, § y 8" Ias areas de los poli-
conos semejantes construidos sobre estos tres lados, y ten-
drémos :

OBl D

de donde se deduce
' -8"
at bh-¢2
Los denominadores de estas dos relaciones son iguales (198);
lueco lo son tambien los numeradores, y resulta :

§—8/-}-5". Q. E. L. D.

EJERCICIOS SOBRE EL LIBRO V

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR

1. Si se divide una circunferencia en partes iguales y por
los puntos de division se trazan tangentes 4 dicha circunferen-
cia, formardn un poligono regular. ‘

9. Si se prolongan de dos en dos los lados de un exigono
recular, se obtiene un tridngulo equilatero cuyo lado es triple
del del exdgono. Hallar la relacion de las dréas de estos dos
poligonos.
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5. El lado del trifngulo equildtero circunscrito & un circulo
es doble del del tridngulo equiltero mserito en el mismo cir-
culo.

%. 8i dos arcos de la misma longitud tienen los radios dife-
rentes, la relacion de- los dngulos centrales correspondientes i
estos arcos es inversa de la relacion de los ridios.

5. Se obtiene un valor aproximado de la semi-cireunfe-
rencia tomando la suma de los ladoes del tridngulo equilitero
y del cuadrado inserito en el circulo — Error cometido.

6. Si al triplo del diimetro de una circunferencia se agrega
la quinta parte del lado del cuadrado inscrito, se obtiene
un valor aproximado de la ecircunferencia. — Error que se
ha cometido.

7. Los lados de los poligonos regulares de 4, 8, 16, 64, ete.
lados, inscritos en un circulo cuyo ridio sea 1 tienen por
expresion :

klados. . . 2

SE . N2
6 ».. . Ve—vaive
50 0. \/2_\/ 2+-V2-4/2

6% : \/‘2—-—\/2-{—\/ 2+ V212

y asi en adelante.

8. Fl dodecigono regular inscrito en un eirculo es equiva-
lente al cuadrado que tiene por lado el lado del tridngulo equi-
litero inserito en el mismo circulo.

9. El drea del exigono regular inscrito en un circulo es
media proporcional entre las areas de los tridngulos inscritos
y circunscritos al mismo circulo.

10. Llamando A y B las dreas de dos poligonos regulares
semejantes, el uno inserito y el ofro circunserilo & un mismo
circulo, y A’ el 4rea de un poligono regular inscrito de un
namero doble de lados, A’ es media proporcional entre A y B.
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11. Se trazan en un cireulo dos euerdas paralelas, la una
izual al lado de un exdgono regular, la otra al de un tridn-
eulo equilitero : el drea de la porcion de cireulo comprendida
enire estas dos cuerdas es igual 4 la sesta parte del circulo
entero.

12. El 4rea de una corona circular comprendida entre dos
circnnferencias concentricas fiene por medida la longitud de
la circunferencia irazada  igual distaneia de las dos primeras
multiplicada por la semi-diferencia de los radios.

13. Si se marca un punto G sobre un diimetro AB de una
semi-circunferencia, y se describen dos semi-circunferencias
sobre los segmentos AC y BC, el 4rea comprendida entre estas
tres semi-eircunferencias es equivalente al circulo que tenga
por didgmetro la media proporcional entre AG y BC.

PROBLEMAS PARA RESOLVER

1. Inscribir un trisngulo equildtero en un cuadrado dado,
colocando uno de los vértices del tridngulo ora en uno de los
vértices del cuadrado, ora en medio de uno de sus lados.

9. Dado un cuadrado sacar de el cuatro tridngulos rectan-
gulos isosceles iguales, y de tal condicion que el octégono asi
obtenido sea regular.

5. Calcular los ridios de los circulos inscritos y cireuns-
eritos al triangulo equilitero, al cuadrado y al exégono regu-
lar, conociendo la longitud del lado de cada uno de estos poli-
Zomos.

%. Dado el radio R de un circulo, hallar las dreas del tridn-
gulo equilitero, del cuadrado, del exdgono regular, du! octo-
gono regular y del dodecigono regular inseritos en el circulo.

Aplicacion al caso en que R es igual & 1000 metros.

5. Dados fres circulos cuyos radios son R, R’, R”; construir
un circulo equivalente 4 la suma de esfos tres eirenlos. Silos
radios se expresan en DUMeros y se nos da, por ejemplo :

R—4m, R=T72, RN=12=,
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aleular ¢l radio del cireulo equivalente 4 la suma de los tres
circulos dados.

6. Dada la apotema de un octdgono regular igual 4 7=,162,
caleular su superficie.

7. Se nscriben en un circulo dado dos cuerdas paralelas,
de las cuales, la una AB es el lado del exigono regular inserito,
Y la ofra, CD, el del triingulo equildtero inscrito. Se prolongan
los radios OG y OD hasta encontrar 4 AB prolongada tambien
hasta fos puntos E y F. Hallar la superficie del cirenlo que
tiene por radio OF y demostrar que el tridngulo OEF tiene
una superficie equivalente 4 la mitad’ del exdgono regular
mscrito en el cireulo dado. (Concurso académico de Dijen,
clase de segunda, 1866.) _

8. La superficie de una corona circular es igual 4 cuatro
metros cuadrados, y el espesor de la dicha corona; es decir, Ia
diferencia de los ridios de las dos eircunferencias es igual &
am 1416. Calenlar los ridios de las dos circunferencias.

9. Caleular lus dreas delos segmentos de circulo enyos arcos
son de 90°, de 60°, de 120°; siendo el radio del circulo ignal
4 4m,84%.

10. Sean A y B dos puntos cuya distancia es un mefro.
Desde cada uno de estos punlos eomo centro, con un radio
igual & un metro, se describe un circulo. Calcular con un cen-
timetro cuadradode diferencia el drea de la parte comum 4 los
dos circulos. (Goncurso general de la clase de filosofia, 1864.)

11. Dado un rectingulo ABCD en el eunal la altura AD es la

: mitad de la base AB (fiz. 168), desde
€ Jos puntos A y B como centros con AD

por radio, deseribimos dos arcos de eir-
{ culo DE y CE, y sobre AB como did-
| metro describimos la semi-eircunfe-

rencia AKB que corta los arcos prece-
dentes en G y en H. Se pide 1.° cal-
cular Ia superficie EGKH comprendida entre los dos cireulos

2.2 calenlar la del cuadrilitero DGHG resultado de unir DG,
GH, y HCG. Se da como antecedente que AD—15m,35.
12. Dado un paralelégramo ABCD y un punto P en su plano,
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trazar por este punto P una linea que forme con las rectas
AB y AG, prolongadas suficientemente, un fridngulo equiva-
lente al paralelogramo.

13. Construir un poligono semejante & otro poligono dado y
cuya 4rea esté con respeeto 4 la del poligono dado en la rela-
cion de dos lineas dadas. ; .

14. Dividir un fridngulo en partes equivalentes 6 proporeio-
nales & lineas dadas por paralelas 4.1a base. e

15. Dividir un circulo mediante cireunferencias concéntricas
en partes equivalentes.

16. Sea un eirculo 0. Determinar con la reglay el compis
un punto exterior S tal que si se traza una fangente ‘H a la
circunferencia y si desde el punto de contacto se hﬁ‘}:}iunu
perpendicular AP sobre 08, la relacion de los |1-|E'm;'_{ulns SAQ,
PAQ sea igual 4 la de 5 4 2. (Concurso académico de Dijon,
clase de tercera, 1865.)

17. Construir un poligono semejante 4 un poligono dado y
equivalente 4 otro poligono dado tambien.




