SEGUNDA PARTE

GEOMETRIA EN EL ESPACIO

LIBRO VI
EL PLANO Y LA LINEA RECTA

8. XXIV. Del plano y de la linea reeta en el espacio. — Perpendiculares
y oblicuas al plano.

258. Deriviciones. Ya hemos dicho que se llama plano la
superficie en que la linea recta que une dos puntos cuales-
quiera de dicha superficie, estd toda ella en la misma super-
ficie. Resulta de esta definicion que una linea recta no puede
cortar un plano mas que en un solo punto, que se llama pie
de la recta en el plano.

Una recta que encuentra 4 un plano se Hama perpendicular
con relacion al mismo, cuando es perpendicular 4 todas las
rectas trazadas por su pié en el plano. Siempre que una recta
es perpendicular al plano, reciprocamente este es perpendicu-
lar 4 la recta.

Una recta que encuentra un plano y no es perpendicular 4
este, es oblicua al misme. Un plano es una superficie indefi-
nida, pero para mayor claridad en las figuras le representare-
mos siempre limitado dindole la forma de un paralelégramo,
forma aproximada de un rectingulo cuando se le mira obli-
cuamente desde un punto de vista muy lejano.
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2%9. Teonema. Por dos reclas AB y AC, que se (cormn
puede pasar un plano, pero no mas que wno (fia. iBJ}.m ‘
Representémonos un plano cualquiera trazado por AB y
hagfimosle girar al rededor de AB hasta
que contenga un punto G de la segupda
recta. Conteniendo dos puntos A y G de
esta recta, contendra la recia entera, y
por tanto contendri Ins dos rectas AB y
G.
: Decimos ademéds que por AB ;: A(‘.fnn
~de pasar mas que un plano. En efec- .
]::idtsépougnlnusqdn:-. planos P y Q que pasan po)r e:tn.s ficih
lineas, v sea M un punto cualquiera del plano P. Por (,:l»‘.l_
punto trazamos en el plano P una recia que encuentre las
ofras dos AB y AC en los puntos D y E. Estos puntos estaran
tambien situados en el plano Q3 luego la linea DE y por tanto
el punto M estaran contenidos en el plano Q.}Todes los ;;1}115195
del plano P pertenecen, pues, al plano Q, 6 en ofros térmi-
nos, los planos P y Q coinciden. ¢. E. L. D.

Fis. 169.

040. Cororario. 1. Por ires puntos A, B, G, qnedno esmn‘
en linea recta puede pasar un plano, y no puede pasa
mas de uno (fig. 169).

Unamos AB y AC. El plano trazado por eslas dos rectas con-
tiene los tres };HII[OS A, B, G, vy todo plano trazado por los
tres punios contiene tambien las dos rvectas. Por las dos rectas

5 : 5 as i = Wil ampoco
no puede hacerse pasar mas que un plano; ,lm:"'" i\ [!, :
puede hacerse pasar mas que uno por los tres puntos, A, b, L.
0. E. L. D,

941 Cororario. Il Por una recta y un punto exterior d
dicha recta puede pasar un plano, pero no mas que uno. |

Si unimos el punto dado & un punto ruzliq}uura de la re‘ciaﬂ
dada. tendrémos dos rectas que se cortan. El plano de estas
contiene la recta y ¢l punto dado, y reciprocamente, qlo;io-
plano que pasa por la recta y ul’pgnm dado i‘Otll.l..(!l.l(:', las ;03
reclas que se cortan. Estas dos tiltimas no determinan, segui
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lodicho, mas que un plano, y lo mismo debe decipse de Ia
reeta y el punto dados.
242. Corotario. 1V. Dos 4
plane, y nada mas que uno.
Segun la definicion misma (93) dos rectas paralelas estan
siempre en un mismo plano y no determinan mas que une,

Porque no puede pasar mas que uno solo por una de estas
rectas y un punto de la ofra (241).

ectas poralelas determinan yn

245. Opservacion. Pueden deducirse de los teoremas que
preceden diversos modos de engendrar un plano.
Slll'iUl]gflﬂ]ﬂS fll!l.‘. 1na re

°cta movil indefinida gira al rededor
de uno de sus puntos y

S€ apoya constantemente solyre una
recta fija que no pasa por el punto fijo : la recta mayvil engen-
drard el plano determinado por la reeta y el punto fijo.

De igual manera, una recta movil que se mueye paralela-
mente 4 ella misma apoyindose constantemente en una reeta
fija describe un plano,

Lo mismo acontece con

una recta que se mueve
dose constantemente sobre

» Apoyan-
dos rectas que se cortan,

244, Teorewa. [q inlerseccion de dos planos es una

lineq recta (fig. 170).
Tomemos dos puntos ¢

A ¥ B sobre la Iine

Siendo estos dos P

ualquiera
a de interseccion.
untos comunes 3

los dos planos, Ia linea recta AB estd

contenida en cada uno de ellos,
" segun esto la linea deo interseccion
de los dos planos. Estos no pueden ademis tener ningun punio
comun fuera de esta linea, porque si tavier:

an uno solo, coin-
eidirian (241), 1o cual es contrario al supuesto,

Fig. 170, Yo

' 245. TeoreMr. Si una recty AP es perpendicular ¢ dps

rectas PB, PG que pasan Por supie en un plano M, es perpen-
dicular d este plano (fiz. 171).
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s en el plano M una recla cualquiera
ol : Imnm e - ]l-ll‘lllll]?l'. l! P!‘F En efecto : cor-
imos que AP es perpendicular ¢ il
), v decimos que AP es | 4 th Huchencoon
o Ias r*v!-i\'li’l‘. PC, PD por una misma recta BG y pro
tamos las recias o il ;
longamos la linea AP mas .-u}_:.uol de
= 1 F— P Qe
plano una longitud PA _l;\. lfg
pues unimos AB, AC, AI\.{-} D, A'B,
A'C. En el plano ABA’, PB es per-
pendicular en el punte medio t'i!(‘
7 3} T 1]
AA’, y por tanto (48) BA—BA"
A%,y ( =
De 1gnal manera CA—CA’; 1[1!.1‘,._10
s ABC, A’BG tienen los
Ios tridngulos ABG, A'B( tier ol
tres lados iguales y son iguales. Si
S S s, R
hacemos girar el triingulo A BG so-
bre BG como charnela para a plmm‘l{j
: 1911 BC, el punto ; ;
sobre su igual ABC, S
A y ¢ punto D permanece fijo,
=iy d Pllﬂlﬂ A’ I '(’] I = l les por consieuiente
mncidird con DA. Dichas dos lineas son 1guales | Sig e
cml )triénffulo ADA’ es isosceles. La linea ]JIJP que jun .
- ” este tri io de la base es perpendi-
vérti ste tridar :on el medio de la ba : :
vértice de este triingulo con ; e s
cular 4 AP (89). Segun esto la linea AP es perpe s
. i ek 16 < = Oa b A =
t }‘.1 recta que pase por su pié en plano M, y espor ello |
ods a que pase :
pendicular & este plano. ¢. . L. p.

N4
Fig. 171.

€ 946. Troreus. Por un punto P dado enun plano M peee{ge
: : no puede
iempre trazarseuna perpendicular d este plano y no pu
sie %
raxarse mas que und. ‘ : e
tmﬁ;?gﬁ'ﬂmmis una recta cualquiera BC en llrlll‘lln{‘l p;!
: : : 1 Q 0 APV LS ;lr Y
* bajamos una perpendicul:
72) y desde el punto P bajamo e |
e lquiera trazado por BC trazo
he : ano cu: ra trazado por B
sts a. [ 1 plano cualquie !
> esta recta. En un e D
e ndicular 4 BC y en el plano de las dos rectas {[Fh Il g
- OPTIE ULLE < Y t ; e ’
Bf\ p{-ll)[': perpendicular & PB. Esta linea PA es perpendicula
elevo 't
ano M. s
. l]?lm{‘l"du : sea PC una recta cualquiera t1.17m11 en |l :
Al ec . : S : D bl
; r el punto P. Prolongamos PA mas abajo del plano o
— : 2 ' « ke
e b l’ ; unimos Inego AG, A’B, A’C. La recta CI
s los rectas PB, BA es perpendi-
perpendicular 4 la vez 4 las dos rectas PB, BA _l, Db
) ; B)y sonsecuencia & la recta B
A o P 9) y por consecuenc
cular & su plano PBA (245) y | :
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que pasa por su pié en esfe plano. Los 4ngnlos CBA, CBA” son

iguales como rectos. En el plano ABA’, BP es perpendienlar

en el punto medio de AA’; luego (48)

BA = BA’. Secun esto los dos tridn-

gulos. ABCG, A’BC tienen el lado BG

comug, BA — BA’ y el éngulo CBA

= CGBA’; son por consiguiente iguales

y CA = CA’". El tridngulo ACA’ es is6s-

celes y por consecuencia la recta GP

que junta el'vértice con el medio de la

hase es perpendicular-a AP. La recta

AP, segun esto, perpendicular 4 las dos rectas PB y PG que

pasan por su pié en el plano M, es perpendicular al mismo

(245). o. . 1. . '

2.2 Sea PA perpendicular al plano M (fig. 1 73) PD otra Iinea

A D cualquiera, y decimos que esta es nece=

sariamente oblicua al plano. Porque; en

' efecto, por las dos rectas AP, PD hace-

mos pasar un plano que corte al plano M

segun PE. En este plano no puede tra-

zarse & PE mas que una perpendicular
(£7) y esta perpendicular es PA. Luego
PD es oblicua 4 PE y por consiguiente al plano M. -

Fig. 173.

¢ 247. Teorews. Por un punto A dado fuera de un®plano
M se le puede trazar una perpendi-
cular, y no se puede trazar mas de
una (fig. 174).

1.2 En el plano M trazamos una reeta
cualquiera B y desde el punto A baja-
mos sobre BC Ia perpendicular AB. Por
el punto B en el plano M trazamos BP
perpendicular 4 BG, yen el plano ABP

Fie. 174 bajamos Ia linea AP perpendicular 4

; BP; AP es perpendicular al plano M
(Ia misma demostracion que Ia del n.> 246).
2. Toda otra reeta AB trazada por el punto A es oblicua al
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plano M. Porque en el plano APB, AP es perpendicular & PB,
Inego AB cs oblicua & esta linea (42) y por consiguiente al
plano.

248. Trorema. Por un punto P tomado sobre una recta
puede stempre trazarse un plano perpendicular d esta recla,
pero no puede trazarse mas que uno (fig. 175).

1.¢ Por el punto P, en dos planos diferentes colocados si-
suiendo AB, trazamos & esta recta las perpendiculares PC y PD,
y trazamos ademis el plano M deferminado por estas dos Ii-
neas; AP, perpendicular 4 las dos rectas PD, PG, serd perpen-
dieular 4 este plano (248) ; luego este plano M es perpendi-
cular & AB.

2.° Imaginemos olro plano R cualquiera pasando por el

s punto P y cortemos los planos M y R por otro plano cualquiera

PAPC trazado por AB. Este plano cortard al plano R siguiendo
una linea oblicua &4 AB, y por tanto AB es oblicua al plano R.

249. Cororario. Si por un punlo de una recia AB se le
{razan cuantas perpendiculares se
quiera, el lugar de todas estas per-
pendiculares es un plano perpendi-
cular d la recta (fig. 179).

En efecto : no puede trazarse por
el punto P mas que un plano perpen-
dicular 4 la recta AB, y ese plano esta
determinado por dos eualesquiera de
las perpendiculares trazadas 4 AB por
el punto P, y por consiguiente las contiene todas. q. E. L. p.

[ 280. Teoreua. Por un punto C tomado fuera de una recta
AB puede siempre trazarse un plano perpendicular d dicha
recla, pero no mas de uno (fig. 175).

1.° Desde el punto G bhajamos sobre AB la perpendicular CP
yenel punto P trazamos & AB otra perpendicular PD. El plano
de estas dos rectas CP, PD es perpendicular 4 AB.

2.2 Sea M un plano perpendicular & AB trazado por el punto

CRASTDAD B¢ pEFVE 120

e o e el
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G. Le cortamos por el l}limn ABC y la reeta de interseccion de-
beri ser pmpmuluuln‘ 4 AB y coineidird con CP. Luego todo
pi.lno perpendicular 4 AB trazado por el punto G debe. pasar
por el punto P; por este no puede trazarse mas que un plano
perpendicular 4 AB (248); luego tambien no ]mwle irazarse
por el punto G mas que un p[.mr.» perpendicutar 4 la linea AB.
Q. E L. D.

I 251. TeoreMa. Si desde un punto exlerior d un plano se
le traza una perpendicular AP y diversas oblicuas ;
1 ° La perpendicular es mas corta que fodas las obhmns

° Dos oblicuas iqualmente distantes del pie de la b g

pcmhmhsr son iguales ;

5.0 De dos oblicuas desiqualmente distanies del pie Piela'

perpendicular, la que mas se separa es la mayor (fig. 17 i
1.2 Sea AP la perpendicular y AB
una oblicua al plano M. En el pla-
no APB, AP es perpendicular y
AB oblicua 4 la recta PB; luego
AP < PB (45).

9.0 Sean AC, AD dos oblicuas
igualmente distantes del pié P de
la perpendicular.

Los dos tridngulos rectingulos

APG, APD tienen el lado AP comun, PC —pD por el supuesto,
luenn son ignales y AC=AD. ¢. E. L. D.

° Sean AC, AE dos oblicuas fales que resulte PE>PC.
Suhro PE tomamos una longitud PB—PC y unimos AB. En el
plano APE, AB y AE son oblicuas 4 lL,} ademas PE>AB:
Iuego (45) AE>>AB. Como AB=AC (29, resulta en defi-
nitiva que AE™A(. ¢. E. L. D.

252. Cororario. Si desde un punto exterior d un planoM
se trazan oblicuas iguales, AB, AC, AD, elc., el lugar de los
pies de lodas estas oblicuas es una civcunferencia que tiene
por centro el pie de la perpendicular bajada desde el punto
A sobre el plano.
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La razon es que los ium de todas estas oblicuas estin 1zual -
mente distantes del pié P de la perpendicular, porque son
izuales.

935, Opservaciox. La perpendicular bajada desde un punio
sobre un plano, siendo la linea mas corta que puede trazarse
desde el punto al plano, se toma como la medida de la dis-
tancia que hay desde el punto al plano.

[ 284 Teoneua. Si desde el pic P deuna perpc’mh'm.rlar
WP ibplano M se traza una perpendicular PD d una recta

45 wcua[quzem BG, trazada en el plano, la recta DA que une el

pukto D con un punto cuelquiera A ;
a'la perpendicular al plano, es per- R
| R B

& ¥ apendicular d BC (fig. 177).

Partiendo del punto D tomamos so-
bre BG dos longitudes iguales DB, DG
v unimos PB, PG, AB, AC. En el plano
M Ias dos oblicuas PB, PC4 la linea BC
se apartan igualmente del pié de la
perpendicular; 1111_';;(; son iguales y por tanto, PB—PC. Segun
esto AB — AG (251, 2 “) y por tanto el tridngulo ABC es
isosceles, y la linea \D qm‘ une el vértice con el medio de la
base BC, es perpendicular 4 dicha base. ¢. E. L. D.

938 Cororario. La recta BC, perpendicular 4 la vez a las
rectas PD y AD, es perpendicular al ]Ild[ll) PAD, que pasa por
estas dos rectas.

Opservacios. El teorema precedente se denomina de las
tres perpendiculares.

§ XXV, Paralelismo de las reetas y de los planos.

936. Deriviciones. Una recta v un plano son paralelos
cuando no se encuentran por mucha que sea la distancia hasta
donde se prolonguen.
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Dos planos son paralelos cuando no sé cortan aunque se pro-
longuen indefinidamente.

257. Teorema. Si una recta AB es perpendicular é un
plano M, foda paralela CD d esta recta es tambien perpen-
dicular al plano (fig. 178).

El plano de las paralelas AB y CD corta el plano M siguiendo

la linea BD. La recta AB perpendi-

cular al plano M, lo es tambien 4

BD. En el plano ABDE, CD paralela

a AB es tambien perpendicularii BD

(87). En el plano M trazamos EE

perpendicular 4 BD y unimos el

punto D con un punto cualquie-

ra A de la perpendicular AB; EE

Fig. 178. serd perpendicular al plano ABD

(288), y por consecuencia serd per-

pendicular & DC que pasa por su pié en el plano este. La linea

CD perpendicular 4 la vez 4 las dos rectas BD y EF que pasan

par su pié en el plano M, es perpendicular 4 este plano. o. &.
L. D. :

258. Corotario. Desde un punto D) no puede trazarse d
una recta ABmas que una paralela (fig. 179).

Desde el punto D trazo un plano M perpendicular 4 AB.
Toda paralela & AB trazada por el
punto D serd perpendicular al plano
M. Desde el punto D no puede tra-
zarse mas que una perpendicular al
plano M, luego, ete.

259. Teorema. Reciprocamente,
dos rectas AB, CD perpendiculares é
un mismo plano son paralelas (fig. 179).

Si, por el punto D, se fraza una paralela 4 AB, serd per-
pendicular al plano M; luego coincidird con GD (246, 2.°) ;
luego CD es paralela 4 AB. ¢. k. 1. .

Fig. 179.
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260. Cororawio. Dos reectas AB, CD paralelas d una
tercera EF son paralelas dntre si

. T A
(fig. 180). ! 9‘

Trazamos un plano M perpendicu- }
lar 4 EF. Las dos rectas AB, CD pa- /‘ﬁ
ralelas 4 EF son perpendiculares al B*
plano M (287); luego son paralelas

(259).

)l

Fe
Fig. 180.

261. Trorema. Si una vecla AB no situada en un
plano M, es paralela d una recia
€D, conlenida en este plano, es
paralela d dicho plano (fig. 181).

Se traza el plano de las dos
pararelas AB, CD. Una recta con-
tenida en este plano no puede
encontrar al plano M mas que en
un punto de GD; mas AB no puede encontrar 4 CD, y por
consiguiente es paralela al plano M.

A

Fig. 181.

262. Tronema. Si una recta es paralele d un plano M,
todo plano trazado por la linea AB y un punto G del plano
M corta este iltimo sequn la recta C) paralela 4 AB (fig. 182).

En efecto : AB y CD estin en un mismo plano; y no pueden
encontrarse puesto que CD estd enteramente contenida en el pla-
no M, que es paralelo & AB; luego las dos rectas son paralelas.

263. Cororanio. 1. Cuando una recta AB es paralela d un
plano M, si por un punto G de este A
plano se traza una paralela ¢ AB,
estd dicha paralela conienide en el
plano M (fig. 182).

En efecto: el plano trazado por al
vecta AB y el punto C corta al pla- Fig. 182.
no M segun la recta CD, parelela 4 AB. Por el punto G no puede
trazarse mas que una paralela 4 AB (288); luego estd conte-
nida en el plano M.

.
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264. Corovsrio. 1. Si una recta es paralelad dos planos,
es paralela d la interseccion d? dichos planos.

Porque si por un punto de esta interseecion se traza la pa-
ralela 4 la recta dada, estd contenida 4 In vez en los dos
planos (263).

265. Trorema. Dos planos perpendiculares d una misma
recta son paralelos.

Desde un mismo punto no puede trazarse mas que un plano
Eacrlwndi_cu]:u' 4 una reeta; luego dos planos perpendiculares
& una misma recta no tiene ningun punto comun, y por tanto
son paralelos.

266. Trorems. Las inlersecciones AB, CD de dos planos
paralelos M y P con un tercer plano
son paralelos (fig. 183).

Las rectas AB y CD contenidas en
los planos paralelos M y P no pueden
encontrarse, y estando ademis en un
mismo plano, son paralelas.

Fig. 185. 267. Teorewa. Si dos planos M y

P son paralelos, toda recta perpendicular d uno es per-
pendicular al ofro (fig. 184).

ST e Suponemos AB perpendicular al pla-

e no M y decimos que es perpendicular

al plano P. Por ¢l punto A trazo en el

plano P una recta cualquiera AG, y por

la rectas AB y AC trazo un plano que

corte al plano M segun la recta BD,

Fig. 184, paralela & AC (266). La recta ADB per-

pendicular al plano M es perpendicu-

lar, & BD, v d la linea AG paralela &4 BD. La linea AB, siendo

perpendicular 4 toda recta que pase por su pié en el plano P,

es tambien perpendicular al plano P.

268. Cororario. I. Por un punio A tomado fuera de un
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plano M, puede trazarse un plano paralelo al plano M, pero
no mds que uno (fig. 184).

Desde el punto A bajamos la perpendicular AB al -plane M,
y trazamos un plano P perpendieular 4 AB en el punto A :
este plano es paralelo al plano M (269). Reciprocamente : un
plano paralelo al plano M, trazado por el punto A, dehe ser
perpendicular & AB; luego (248, 2.°) no puede existir para-
lelo al M por el punto A mis que el plano P.

269. Cororario. II. Dos planos paralelos d un tercero son
paralelos.

Porque dos planos paralelos 4 un plano dado no pueden
tener ningun punto comun (268).

970. Teorewa. Las paralelas ADB,
CD, comprendidas entre dos pla-
nos paralelos M y P, son iguales
(fic. 185).

El plano de las dos paralelas corta
& los planos M y P segun las paralelas
AC y BD (268); luego la figura ACDB es un paralelégramo,
y AB = GD.

Fig. 185.

271. Cororsrio. Si las rectas AB y CD son perpendiculares
al plano M, son paralelas (289)'y perpendiculares al plano P
(267); luego son iguales. Segun esto : dos planos paralelos
estdan d igual distancia en loda su ex-

{ension.

272. Trorema. Cuando dos dngalos
BAC, EDF tienen sus lados paralelos
y dirigidos en un -mismo sentido,
1.2 estos dngulos son iquales; 2.° sus
planos son paralelos (fig. 186). Fig. 196.
1.° Tomamos 4 partir de los vértices
A v D sobre'los lados paralelos de los angulos las longitudes

igliidcs AB—DE y AC=—=DF; unimos BC, EF, AD, BE, CF.
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Siendo iguales y paralelas las linea AB, DE, la figura ABDE es
un pamlolcwmno y la linea BE es wn.a] y [mnivl.l a AD. Del
mismo modo GF es igual y paralela & AD, y por esta razon BE
y CF son 1guales y pll.llt'll\ enlre siy la I| oura BCEE es tam-
bien un paral lour.mm De lo dicho se deduce que BG — EF,
en cuyo caso los dos tridngulos ABC, DEF tienen los tres lados
wmh y los 4pgulos BAC, EDF son iguales. . E. L. b.

2 Sm M el ]»Lum del 4ngulo BACG. Si por el punto D) traza-
mos un plano P paralelo al plano M interceptard en las tres
paralelas AD, BE, CF longitudes iguales (270); luego pasard
por los puntosE y F y serd el plano del dngulo EDF q. E. L. .

075. Teorena. Tres planos paralelos M, P, Q, interceplan
_ endosreclas AB y CD segmenios pro-
4 poretonales (fiz. 187).

Sean A, E, By G, I, D los puntos-en

que las rectas AB y GD cortan los planos

M, Py Q. Por el punto i trazamos una

paralela & AB que corta los planos Py Q

en los puntos Hy G. Unimos HF y GD,

cuyas rectas son paralelas como infer-

secciones del plano CGD con los planos paralelosP y Q = de
donde resulta (180):

on_oF
HG~ FD’
pero CH — AE y G = EB, como paralelas comprendidas entre
planos paralelos; luego :
EA

§ XXVI. Angulos diedros. — Planos perpendiculares.

97%. Dermvicionss. Se llama dngulo diedro la figura for-
mada por dos planos que se encuentran y terminan en si ii-
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terseccion comun. Los dos planos se llaman caras del dngulo
diedro, y su interseccion arista del dngulo. El dngulo diedro
suele nombrarse por las dos letras de

su arista, 6 bien con cuatro letras

una en cada cara y dos sobre la aris-

ta, las cuales se leen en medio de las

de las caras.

Dos 4ngulos diedros son adyacentes
cuando tienen una misma arista, una
eara comun, Y estin colocados uno 4
un lado y otro & otro de esta cara. Se suman dos dnzulos jus-
taponiéndolos de modo que sean adyacentes : el dngulo diedro
formado por las caras exteriores constituye la suma de los dos
que se han reunido 6 sumado.

Podemos formarnos una idea clara de la magnitud de un
angulo diedro suponiendo que una de las caras P (fig. 188),
aplicada primero sobre la cara M gira al rededor de la arisia
AB siempre en el mismo sentido, en cuya rotacion el plano
movil P forma con el plano fijo un dngulo diedro cada vez
mayor.

275. Un plano © se llama perpendicular con relacion 4
ofro plano MN (fig. 189), cuando forma con este dos angulos
diedros adyacentes 1guales MAB(), NAB().

Se llama dngulo diedro recto aquel cuyas dos caras son per-
pendiculares.

Dos 4dngulos diedros son opuestos por la arista cuando las
caras del uno son prolongacion de las del otro.

276. Teoreya. Por una veclta AB, situada en un plano
MN puede siempre trazarse un plano perpendicular al plano
MN; pero nomds de uno (fig. 188).

o]

977. Cororamo. Todos los dngulos diedros reclos son
iquales.

La demosiracion de este teorema y su corolario son idén-
ticas & las delos n.o* 17 y 18.
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Ozservacion. Un diedro es agudo t obluso segun sea mrayor
6 menor que un diedro recto.

Dos diedros son complementarios cuando sumados valen un
diedro recto; suplementarios, cuando dicha suma vale dos die-
dros rectos.

978, Treorens. Todo plano que encuentra otro, forma
con el dos diedros adyacenies suplementarios; y reciproca-
mente, si dos diedros adyacenies son suplementarios sus
caras exleriores son prolongacion una de otra.

(Demostraciones idénticas 4 las de los n.» 21 y 24).

279. Derivicion. Sipor un ]azmin A de la arista de un die-
dro (fig. 189) se trazan las perpend iculares AG v AB a esta
arista en las dos caras del diedro, el ml”uh; BAG
que forman se llama dngulo plano 6 rectilineo
del diedro. — Si el lmm(f A se mueve sobre la
arista, las lineas AB y AG permanecen paralelas a
ellas mismas v no cambia el valor de su éngulo
(272).

El plano del dngulo reetilineo BAC es perpen-
dicular 4 la arista (245); luego para consiruir
el 4ngnlo plano de un diedro puede cortarse
este diedro por un plano perpendicular 4 la arista.

D

Fig. 189,

980. Tronema. Dos dngulos diedros iquales tienen los
dngulos planes iguales, y reci-
procamente, dos dngulos diedtos
que tienen los dngulos planos
iguales son iguales.

1.2 Si los dos diedros AD y A'D’
son iguales (fig. 190), pueden su-
perponerse de manera que coin-
cidan y entonces tienen el mismo
dngule rectilineo (279).

2.0 Suponganios que los dngu-

los reciilineos BAG, B'A’C’ (fig. 190) de los dos dngulos die-

EL PTANO Y LA LINEA RECTA. 17

dros AD v AD’ sean iguales, decimos que los diedros lo son
tambien. Fn efecto : trasportemos el segundo diedro sobre el
]n-inwrﬂ de modo que el dngulo plano B’AYCY coincida con su
jgual BAC : la arista A'D" perpendicular al plano B’A'G” fo-
mari la direccion de la arista AD perpendicular al plano BAG
(246, 2.°), y los dos diedros coineidirdn. ¢. E. L. D.

281 . Conoranto. A un éngulo diedro recto corresponde un
dngulo plano recto (fig. 191). Supo-
nemos el plano ABF perpendicular al
MN. Por el punto G trazamos en el plano
MN, DE perpendicular & AB, v en el
plano ABF, CF perpendicular 4 AB. Los
diedros MABF, NABE, al ser iguales
(275) tienen los dngnlos ree nllumu
u.lmlm, luego- el 'm"ulr) DCE es igual
4 ECE. La linea CF es perpe ndicular
4 DE y por consigniente el dngulo
DCE es recto. ¢. E. L. D.

282. Teorema. — La relacion de dos dngulos diedros es
iqual d la de sus dngulos planos.

Sean AP y DO (fig. 192) dos dngulos diedros cuyos dngulos
planos son BAC y EDF. Su- '
ponemos que los aneulos
planos tienen una medida
comun que: se conticne 5
veces en BAG y 5 en EDF.
La relacion de los Angulos
p]nnos serd, pues, 1gual

E

a :- Por la arista AP y por
3]

S Fig. 192.
las lineas de division AG,

AH, AK, Al del dngulo BAC, trazamos plmm v hacemos ade-
mas la misma construccion en el ofro diedro. Los dos diedros

resullardn divididos en pequeiios diedros todos ignales entre si, &

puesto que sus dngulos planos son ignales (208, 2 2),El dii_'lligi"




