LIBRO VII
LOS POLIEDROS

§ XXX. De los poliedros : propiedades principale

s de los prismas
¥ de los paralelepipedos. :

B311. Dermicronss. Se Ilam: ;
NES. Se llama poliedro un cuerpo limitado

wor caras planas. Estas earas son polic
I planas. Estas earas son poligonos planos; sus lados |

son las arisias del poliedro y sus vértices
poliedro. 3

L(J):, dangulos diedros de un poliedro son los diedros formados
por [.b caras consecutivas, y los dngulos poliedros del poliedro
son los que forman en cada uno de los vértices 1 .
en ¢l se cortan. 2

Z :

812. El prisma es un silido comprendido entre dos pol
gonos iguales y paralelos, que e
g g Y paralelos, que se llaman las bases del prisma

' g aQQ » "3 3 :
y l._lja caras laterales que son paralelégramos

Para construir un prisma se foma como
base un poligono ABCDE (ig. 223), v por los

son los vertices del

as caras que

g Y 2
“’T,“LLS A, B, C..., se trazan las liness AN
e ARl T e = S
BB', elc., par alelas, iguales y en el mismo
sentido, situadas fuera del plano ABGDE:
()I:?:pu:_.a se unen sus extremos vy el poliedro
formado en estos términos es un prisma
P, 2 193¢ earge o A Pe
;}Dl{lm} las caras son paraleléeramos (78) y
os poligonos ABCDE v A’B'CD'E’ fiene S
lados iguales v sus 3!- “CDE s
s guales y sus planos paralelos (272).
1. [._ Sma se llama triangular, cuadrangular, p(’}afaqm
74 ,'e[:_:., cuando su-base es un triingulo, un cu i
pentagono, efe. :

adrilatero, un
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Un prismaesreclo cuando sus aristas laterales AA’, BB, ete.,
son perpendiculares 4 los planos de las bases, y oblicuo en el
caso confrario. Las caras laterales de un prisma recto son rec-
tingulos.

Altura de un prisma es la distancia que media entre los
planos de las dos bases, y en el prisma recio laaltura es 1gual
4 la arista lateral.

515. Se llama paralelipipedo un prisma que tiene por base
un paralelégramo : las seis caras de un paralelipipedo son pa-
ralelégramos.

Consideremos un paralelipipedo ABCDA'B'C'D" (fig. 224),
cuyas bases son los paralelogramos
iguales y paralelos ABCD y A'B'C'D".
Las rectas AD y BC son iguales y pa-
ralelas como lados opuestos de un
paralelégramo ABCD. Las rectas AA”y
BB’ son iguales y paralelas por la mis-
ma razon. Luego los éngulos DAA',
CBB’ son iguales y sus planos son pa-
ralelos (272). Lo mismo se demostra-
ria que los dos paralelgramos ABB'A’,
DEE’D tienen todos sus dngulos y todos

sus lados iguales uno 4 uno, y por fanto que son iguales. De esto
resulta que las caras opuestas de un paralelipipedo son igua-

Fig. 224

Fig. 225,

les y paralelas, y por consecuencia que pueden fomarse como
bases de un paralelipipedo dos caras opuestas cualesquiera.
' 14
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CGuando un paralelipipedo es recto y tiene por hase un rec- |
tingulo se llama paralelipipedo rectingulo (fig. 225). Las |
seis caras de un paralelipipedo rectingulo son rectingulos. Las |
longitudes de las aristas que parten de un vértice mismo se |

laman las dimensiones del p:u‘:lluli;.xipcdn rectangular.

El eubo es un paralelipipedo reclingulo que tiene por base |

un cuadrado y cuya altura cn igual al lado del euadrado. Tas

seis caras de un cubo son cuadrados iguales (fig. 226).

S14. La pirdmide es un sélido una de CUyas caras es un
poligono plano, y las otras tridngulos que tienen por bases los
lados del primer poligono y por vértice comun un punto to-
mado fuera del plano del primer poligono : fal es, por ejem-
plo, el poliedro SABCDE (fig. 227). El poli-
gono ABCDE se llama la base de Ia piri-
mide; el punto S es el vérfice y las caras
triangulares SAB, SBC. elc., son las caras
laterales.

La pirdmide es triangular, cuadrangu-
lar, pentagonal, etc., cuando su base es
un trringulo, un cuadrilitero un pentigono,
ete. La piramide trisngular se Hama tam-

bien fetraedro porque tiene cualro caras

que fodas son trisngulos.

La altura de una pirdmide es la per-
pendicular hajada desde el vértice al plano
de la hase.

La pirimide es regular cuando la base
es un poligono regular y Ia altura cae en
el centro de la base. =~

S18. Teorews. Las secciones hechas en
un_ prisma por dos planos paralelos son
poligonos iguales (fig. 228).

Sean FGHIK, F'G'HI'K’ las secciones he-

: chas por dos planos paralelos en el prisma
AD’. Los lados FG, F'G’ son parelelos como intersecciones de

Fig. 228,
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dos planos secantes paralelos con el plano ABB’A’ (266).
[zualmente GH es paralelo 4 G/H’, HI 4 li'_[’._ efe. Los ('[05. po-
lf;;ones que fienen sus lados paralelos y dirigidos en un mismo
sentido son equiingulos (272). Ademis de esto FG =P
como paralelas comprendidas entre paralelas, y !_l:n THISIHO
GH = G'H’, HI = 0V, ete. Los poligonos, pues, llt‘!lmi‘lns
lados y los dngulos iguales y dispuestos en el mismo sentido.

I* Lueco son 1guales.
5 ;

316. Se llama seccion recta de un prisma oblicuo la que
resulta cortindole por un plano perpendicular 4 las aristas. La
seceion recta es la misma sea el que quiera el plano que la
determine.

S17. Teorems. Si se corta une pirdmide por un plano
paralelo d la base : : .

1. Las aristas laterales y la altura de la pirdmide qie-
dan divididas en partes proporcionafes.

2.0 La seccion es un poligono seme-
janted la base.

3.2 La relacion de las dreas de la sec-
cton obtenida y de la base es igual d la
velacion de los cuadrados de sus distan-
cias al vertice (hig. 229).

1.9 Sea SABCDE la piramide, A‘BCD'E. gl
una seccion obfenida por un plano para-
lelo 4 la base, SH la altura de Ia pirdnii-
de, cuya altura resulta cortada en H. por
el ]':f:u‘m de la seccion. Si por el punto S :
se imagina un plano paralelo 4 la base se tendri en virtud
del teorema del n.c 275

SA’_ SB! 8¢ ___-fill" 1]
SAEERR = Spe ooy

Fig. 229,

2.° Las lineas AB, A’B" son paralelas como interseccion de
dos planes paralelos ABCDE, A’B'C/D'E! por el plano SAB (266).

Lo mismo sucede con BG y B'G/, CD y G, ete. Luego los
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poligonos son equidngulos (272). Ademis los tridngulos se-
mejantes SAB y SA’B’, SBG y SB'CY, elc., dan
AB’ SA BC SB

————— elc.;

maa Bt
6, teniendo cuenta de las igualdades [1] :
AR BT e
AB™ BG CD
Luego los poligonos ABCDE, AB'C'D'E’ tienen los 4ngulos

iguales y los lados proporeionales, y por tanto son semejantes.
5.0 Las dreas de los poligonos semejantes ABCDE, A'B'C'D'E!

son proporcionales 4 los cnadrados de sus lados homodlogos (259)
y tendrémos :
ABCDE AR
ABCDE ~— B’
y en virtud de las igualdades [2] :

ABCDE _ SH”
“ABGDE — SIP Sl
518. Cororarto. Si dos pirdmides tienen una misma al-
tura M y se cortan las dos por planos paralelos d las bases, |
@ la misma distancia h de los vertices, las secciones obteni-|
das son enirve si como las bases.
Sean B y B’ las dos bases, b y b’ las secciones obtenidas. |
Se tienen en virtud del teorema precedente '

b ke i

Dt
de donde resulta, en virtud de la relacion comun,
b
B I
Supongamos como caso particular que las dos pirdmides |
tengan bases equivalentes, esto es, que Dsea equivalente & B', |

t

:
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en enyo caso b serd tambien equivalente b'. Luego si dos pi-

{ rdmides tienen alturas iquales y bases equivalentes, las sec-
! ciones hechas en dichas pirdinides por dos planos paralelos

& las bases d la misma distancia de los vertices, son equiva-
lentes.

=19. Se llama tronco de pirdmide de bases paralelas 6
simplemente tronco de piramide, el poliedro obtenido cortando
upa pirdmide por un plano paralelo 4 la base, y tomando lo
que queda despues de desprendar la parte superior de la pird-
+amide : tal es el poliedro ABCDEA'B'C'D'E’ (fig. 229). Los dos

poligonos ABCDE. A’B'C'D'E’ se llaman las bases del fronco de

| pirdmide, y su alfura es la distancia HH' & que estin los
| planos de las dos bases.

§ XXXI. Medida de los volimenes = paralelepipedo, prisma,
pirimide

=20. Dermviciones. Se toma por unidad de vohimen el de

| un cubo que tiene por lado la unidad de longitud. En Francia,

en donde Ia unidad de medida son el metro, sus mulfiplos y

| submiltiplos, las unidades de voliimen seran los cubos que
| tengan por lado el metro, el deeimetro, centimeiro, 6 el deca-
| metro, hectémetro, kilémetro y miridmetro. Se llama mefro

ciibico al eubo que tiene un metro de lado, y dectmelro y cen-
timetro citbico los cubos que tiencn por lado el decimetro 6
ceniimetro, ete.

=01 . El metro cibico vale 1000 decimetros cubicos. Gon
cfecto, si consideramos una caja ciibica de un metro de lado
(fig. 230) ABCDA'B'CTY, y dividimos el fondo, que és un

metro cuadrado, en 100 decimetros cuadrados (194), sobre
cado uno de ellos podemos colocar un decimetro ciibico, lo
cual dari una primera capa de un decimetro de altura que
contendra 100 decimetros cibicos, Para llenar foda la caja se
necesitarin evidentemente sobreponer diez capas paralelas.
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Luego el metro edbico contiene 10 veces 100 6 sean 1000 de-
cimetros cibicos. Del mismo modo se puede probar que el de-
cimefro cibico fiene 1000 centimetros
/IC‘ clibicos, efc., y en general que cada una
/| de las unidades de volimen vale 1000
@ | veces la que le sique inmediatamente
J ! en orden inferior de magnitud. De
¢ donde resulta que para pasar de una de
estas unidades 4 otra, bastard multipli-
car 6 dividir el nimero que exprese el
volimen por 1000, por 1000000 6 por
1000000000, efe. Si por ejemplo un vo-
liimen se expresa en centimetros eiibicos y deseamos referirlo
al metro exibico 6 al decimetro etibico bastard dividir el niimero
que representa dicho voltmen por 1900000 6 por 1000.

Se emplean ademis con el nombre de medidas de capaci-
dad, unmdades de volimen que derivan de las precedentes;
tales son el litro que equivale 4 un decimeltro cibico, el deca-
lifro que vale 10 litros, el hectdlitro que vale 100 htros, el
decililro que es la décima parte del hitro, y el centilitro que
es la centesima del mismo litro.

7

522. Dos cuerpos son equivalentes cuando tienen voliimenes
iguales, por mas que no puedan superponerse. Asi un prisma
puede ser equivalente 4 una pirdmide 6 4 un poliedro cual
(quiera,

523. Teorewa. Dos prismas vecios de la misma base y
altura son iquales.

Coloquemos uno de los prismas sobre el otro de manera que
las bases mferiores coincidan. Las aristas laterales del segundo
prisma, que son perpendiculares al plano de su base, tomarin
lamisma direccion que las correspondientes del primero (246),
y como los prismas tienen la misma altura y son reelos, las
aristas laterales son iguales, y por tanto las bases superiores
de los dos prismas coineidirin y los dos primas resultardn
iguales. 0. E. . n.
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524 Teorewa. Todo prisma oblicuo equivale d un prisma
recto que lenga por base su seccion recta y por altura su
arista lateral (fig. 251). = r

Sea ABCDE A’B'C/D/E/un prisma oblicuo. Por los vértices ;-\ ¥ ‘:
de las dos bases trazamos las seceiones rectas AFGHI, AF 'l.’H'l :
que forman con las aristas del prjmm pri)lmlg:ulﬂs un prisma
recto que tiene por altura la arista l:l_lvrnl
AA’ del prisma dado. Y notamos en prumer
lugar que las aristas BB y FF’ de !ns dos
prisuias son iguales por ser ambas iguales
4 AAZ. Resulta de aqui inmediatamente que
EB—FD’, y que GC—=GC/, HD=HD’, etc.
Esto sentado llevemos el poliedro AF'G'H’-
IBC'D'E! sobre AFGHIBCDE, de modo que
el poligono AF'G'HT’ coincida con su igual
AFGAL (319). Las aristas F'B’, G'07.... per-
pc:l(%it‘lll:\rﬁ al plano AF'G’ se confundirin
con FB, GC.... perpendiculares al plano AFG.
Ademis, teniendo las aristas igual longitud dos & dos, los po-
liedros comeidiran. Ahora bien, quitando del solido total el
poliedro A’F’G’.... E’ resulta el prisma oblicuo, y quitando del
mismo poliedro tofal el poliedro AFG....E resulta el prisma
recto. Luego el prisma oblicuo y el recto son equivalentes.
QB L. D.

Fig. 231,

52%5. Teorema. El plano trazado por dos aristas opuestas
de un paralelipipedo le descompone en dos prismas irian-
gulares equivalenies. : ; 3 .

" Sea ABCDA'B'CD’ (fig. 252) un paralelepipedo cualquiera.
Por las aristas opuestas AA” y €’ hacemos pasar un plano que
descomponga el paralelipipedo en dos lnmsmas_truuzgulur_?s
ABCA’B'C/,ADCA’D'C’ que decimos que son equivalentes. En
efecto = construyamos la seceion recta AEFG del paralelipipedo.
Dicha seccion es un paralelgramo porque los lados opuestos
son la interseceion del plano de la seccion reeta por los ;'}l:trlos
de las caras opuestas del paralelipipedo, que son ]‘_"‘"“]“]”f}‘)l’:’}‘
Luego los trizngulos AEF y AGF son iguales, y dichos frifingulos
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son precisamente las secciones rectas de los prismas trifngu-
lares ABCA’B'C’ y ADCA’D'C” Ll prisiia
oblicuo ABCA’BC” es equivalente al ree-
to que fiene por hase AEF Yy por al-
tura AA’. De igual manera el prisma obli-
cuo ADCA'D'CY equivalente al recto que
tiene por hase AGF y por altura AA’. Estos
dos prismas rectos son iguales, porque
tienen bases y altura ignales (323): luego
los dos prismas oblicuos que son iguales 4
ellos respectivamente, son equivalentes en-
tre si. ¢. E. L. D.

Fig. 232.

826. Teorema. El volimen de un pa-
ralelipipedo rectangular tiene por medida el producto de
sus tres dimensiones.

Suponemos desde luego que las dimensiones del paraleli-
pipedo rectangular han de ser miiltiplos de la unidad de lon-

gitud. Sea ABCDA’ (fig. 253) un parale-
lipipedo rectingular cuyas aristas AB, AD
Y AA’ son respectivamente iguales 4 4 me-
tros, 3 metros y 5 metros. La base ABCD
del paralelipipedo contiene £><3 612 me-
tros cuadrados (136). Sobre cada uno de
estos metros cuadrados podri colocarse un
mefro ciibico y de este modo se tendrd
una capa de 12 metros ciibicos, capa que
o tendri mas que un metro de altura.
Para llenar todo el paralelipipedo serdn necesarias eineo :apas
iguales. El paralelipipedo tendr, pues, en total 4><3><5 ¢
sean 60 metros ciibicos : su volfimen est3 pues expresado por
el producto de sus fres dimensiones. g. &, 1. p.

Tomenos ahora un paralelipipedo rectangular cuyas dimen-
siones sean arbitrarias, por ejemplos iguales 4 9m 5 4m,.99% y
0=,69. Todas estas longitudes se expresaran en unidades muy
Pequeiias para que estén represenfadas por niimeros enteros,
¥. 8. en centimetros. Serén por tanto iguales 4 250 centime-
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tros, 492 id, y 69 id. La demosiracion precedontc.prus-hs}
que el volimen del paralelipipedo rectingular s igual &
450 >< 492 ><69 6 sean 8 487 000 centimetros eibicos. Y cono
el centimetro ciibico es la millonésima parte del metro ctibico,
dicho vohimen referido al metro cibico como unidad serd
expresado por el nimero 8me 487 000. Segun Ia‘s reglas para
la multiplicacion de los nimeros decimales este nimero pudiera
haberse obtenido multiplicando directamente los tres nimeros
decimales 2,50, 4.92, y 0,69. Por consecuencia el voliimen
del paralelipipedo rectangular esti tambien determinado por
el producto de sus tres dimensiones. ¢. E. L. 1.

527. Cororario. I. La hase del paralelipipedo es un rec-
tingulo, cuya area tiene por medida el producto de sus dos
dimensiones, luego el paralelipipedo rectangular tiene por
medida el producto de su base por su altura.

528. Cororaro. I1. El cubo es un paralelipipedo rectangular
cuyas dimensiones son fodas iguales, de donde resulta que el
volimen del cubo tiene por medida el eubo de su lado. Por
esta propiedad se ha dado 4 la tercera potencia de un niimero
el nombre de cubo de dicho niimero.

Aruicaciones. I. Las dimensiones de una placa de marmol
que tiene la forma da un paralelipipedo rectangular sofl las si-
guientes :

Largo . . . . . Am.28
T m 39
Ancho S50 = i ) 32
Alfo iRt = e o 48 milimelyos.

i Cual serd su voliimen? ‘ : : :
Es necesario primeramente referir las tres dimensiones &
una misma unidad, al metro por ejemplo, y hecho esto, el vo-
limen expresado en metros ciibicos seri :
1,28><0,32><0,018 =0mc,0075728 ; o
. . : nnty e s ctibicos®™® | oo
pudiendo decirse tambien que es igual & 7 decimetros CHIJIEQS, 1

312 centimetros ciibicos v 800 milimetros efibicos. 55 -
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II. Una pila de piedra rectangular tiene las dimensiones in-
teriores siguienies :

Liarnos s o e tase e LI Gk
Anehos ot are s to s e s (Ju
Profamtidad e o in . o o Qu s

;Cudl serd su capacidad en litros?
El voltmen interior de la pila expresado en metros ciibi-
COS, SCra :

02,94 ><0,45><0,52=0=c,21996 ;

su valor en lifros serd 219,96 6 sean 2 hectdlitros, 19 li-
iros y 96 centilifros.

HI. Una piedra de talla de forma ciibica tiene 87 centime-
tros de lado, y se desea saber cudl seri su voliimen.

El voliimen pedido, expresado en centimefros ciibicos, es :

8T5—658505¢<;

cuya canfidad, expresada en metros ciibicos, para lo cual basta
dividirla por 1 000 000, serd 0m=-c, 658 503.

IV. Se desea fabricar una firca rectingular que pueda con-
tener 25 hectolitros de trigo. La superficie del fondo es de
60 dechnetros cuadrados: ; cudl serd la altura que habri que
darle?

25 hectdlitros equivalen § 2m¢, 5 y 60 decimetros cuadra-
dos 4 0m-c, 6; s1 se conociera la profundidad multiphedndola
por 0,6, se tendria el voliimen 2,5; luego la profundidad es
igual 4

2.,
I,

=—4m 167,

con menos de nn milimetro de error.

V. La capacidad de un vaso ciibico es de 216 centimetros
ciibicos - jeudl serd la longitud del lado?

Evidentemente serd la raiz cibica de 246, ¢ sean 6 centi-
mefros.
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529. Teorena. Bl vohimen de un paralelipipedo reclo es
igual al producto de su base porsu altura (fig. 254).

Sea ABGD A‘B'C/D’ el paralelipipedo recto enya hase es ABCD
y Ia altura AA’. Tomemos ADD'A’ por base (515) y por el
yunto A tracemos. un plano perpendicular
4 AB. Este plano contendri a AA’ que es
perpendicular al plano ABCD y por consi-
guiente 4 AB. La seccion AA'E'E determi-
nada por este plano es un rectingulo, por
que AA’ es perpendicular al plano ABCD, y
por consiguiente & AT, Dicho esfo, el prisma
oblicuo AAD'DB B'C’'C es equivalente al
prisma que tiene por hase su seccion recta Fig. 235,
AA'E'E y por altura su arista lateral AB
(324), y como este prisma recio fiene por base un rectingulo,
su medida es (326) : AE><AA’><AB. Si ahora se tiene en
cuenta que AB><AE es la medida del drea del paralelgra-
mo ABCD, resultari que el volimen del paralelipipedo dado
tiene por medida :

ABCD><AA".

550. Trorems. El voliimen de un paralelipipedo oblicuo
es iqual al producto desu base por su altura (lig. 235).

Sea ABCDA' el paralelipipedo oblicuo que tiene porbase ABCD.
Tomemos -por base ADIYA’ y construyamos la seccion recta
EFGH perpendicular 4 la arista AB, en cuyo caso puede reem-
plazarse el paralelipipedo oblicuo por el recto que tiene por base
EFGH y por altura AB (524). Su medida serd, pues (529)
EFGH>< AB. Peroel drea del paralelgramo EFGH es igual 4 su
hase por su altura, esto es EF ><HL. Luego el volimen del pa-
ralelipipedo es :

AB><EF ><HL

Esto sentado, observemos que EF, que es una linea del pla-
no EFGH perpendicular 4 AB, es ella misma perpendicular &
AB, y por eonsiguiente, queel producto AB><EF representa el
drea del paralelégramo ABCD. De otro lado, los planos ABCDy




