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§ XXXIIL. Cilindro recto de base circular. — Medida de la superficic
lateral y del volimen.

=%%. Dermviciones. Se lama eilindro recto de buse eircy-
lar, 6 mas breve, cilindro circular reclo, el solido engen-
drado por la revolucion de un rectingulo
OO'A’A (fig. 246), que gira alrededor de uno
de sus lados 00. En este movimiento, los
lados OA, O’A describen dos circulos iguales
y paralelos que son las bases del cilindro; el
lado AA’ engendra la superficie lateral del
cilindro; el lado fijo 00’ se llama eje 6 alfura
del cilindro.

Es evidente que todo punto de AA’ girando .
alrededor de OO, deseribe una circunferencia igual y paralela
4 las bases; y por tanto, si se corta un cilindro por un plano
prependicular al eje, la secelon es un cir-
culo igual 4 la base.

545. Teorewa. La superficie lateral
de un cilindro circular recto es iqual d
la circunferencia de su base multiplicada
por su altura (fig. 247).
En la base del cilindro inscribimos un
poligono regular ABCDEF, y por los vérti-
ces Irazamos las generatrices AA’, BB, (G,
etc., y unimos los extremos de estas lineas.
Resultara de este modo un prisma znscrito en el cilindro
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do recto este prisma, sus caras laterales son rectineulos de la
misma altura, y la suma de Ias dreas de dichos rv(-t.-:nw_ilos, es
decir, Ia superficie lateral del prisma tendri por medida el
perimeiro de Ia base multiplicada por la altura. Ahora bien, si
se aumenta indefinidamente el ndamero de los lados del poli-
gono ABCDEF, su perimetro tendré por limite la longitud-de la
circunferencia base del cilindro, y la superficie lateral del
prisma tendrd por limite la del cilindro. De aqui resulta que la
superficie lateral del cilindrc es izual 4 la circunferencia de su
base, multiplicada por su altura.

S546. Cororarto. Si la base del cilindro es un cireulo de
ridio R, y lamamos & Ia altura H la superficie lateral serd

2=RH;

y la superficie fofal del cilindro, que se compone de la su-
perficie lateral mas la superficie de las dos bases, tendrd por
medida la expresion

2zRH-1-27zR2,
6, considerando 2zR como factor comun
2=R><(H--R).

S47. Ossenvacion. Si se cortara la superficie del prisma
nscrito en el cilindro segun una arista AA/, podria evidente-
mente desarrollarse esta superficie sobre un plano, y se obien-
dria de esta manera un rectingulo que tendria por hase el pe-
rimetro de fa hase del prisma, y por altura la misma del pris-
ma. De aqui se deduce que la superficie lateral de un cilin-
dro es desarrollable sobre un plano, y que el desarrollo
tiene la forma de un rectingulo que tiene por altura la del
ctlindro y por base la circunferencia de la base del ci-
lindro.

S348. Teonewa. El volimen de un cilindro es igual al

CUERPOS REDONDOS. 259

producto de su base por su altura. Este teorema es evidente
sin mas que cosinderar-al eilindro como el limite de un pris-
ma inscrifo, cuando aumenta indefinidamente el niimero de
caras de dichg prisma.

549. Cororario. La formula sicuiente expresa el vohimen
del eilindro :

Y—rR2H.

Arrtrcaciones. 1. El didmetro de un eonducto hueco cilindri-
co es igual 4 18 centimetros, y su altura & 65 centimetros.
;Gudl serd la superficie de la plancha con que se ha hecho?
La circunferencia de la base de este cilindro es ignal 4 18>< =
y la superficie lateral, expresada en centimetros cuadrados
sera :

18 ><w>< 65 —==>< 1170 =3676¢¢,

con un centimetro de error.
II. Se desea fabricar un conducto cilindrico con una placa
de palastro rectangular cuya superficie es igual 4 50 decimelros

“cuadrados. La base y altura de este rectingulo estin en la re-

iacion de 3 4 2, y se pide el didmetro y la altura del conduc-
to que se va @ hacer.
Hay que huscar en primer (érmino las dimensiones del ree-
Y 2

3

tingulo de palastro : la base es ; de la altura y por tanto el
3

{irea equivale 4 %)tlt'] euadrado de la altura, y el cuadrado

E (9] ]
: : 50><2 100
dé 1 altura es los = del drea 6 sea ———— — ——. La altura

=

<)

0

serd la raiz cuadrada de este niimero es decir —= = o4 715,
Vo
cantidad que serd la altura del eonducto.
L&

: - < ,
La base de dicho rectingulo es 5 de sste nimero, 6 sean
2

84 660. Al formar el conducto, esta base se convierte en eir-
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cunferencia del cilindro, y el diimetro se obtendra dividiendo
Ia circunferencia por =, y resultari

89,660 3< L— 94,76

y por tanto el diimetro del conducto serd igual 4 29,76 6 sean
276 milimetros y su altura 577 milimetros.
III. Una columna eilindrica de fundicion tiene 12’ centime-
tros de didmetro y 32,75 de altura: ;cuil seri el voliimen?
El ridio de fa base es icual 4 0™,06, v por consicuiente, el
(=] 4 o) 3
volimen serd :

7><0,062><3,75 ==><0,0155 —=0m-c 042412,

6 sean 42 decimetros cibicos 412 centimetros ciibieos.

IV. Un hilo cilindrico de cobre ticne 400 metros de lon-
gitud y pesa 2765 gramos. Sabiendo que un centimetro etibi-
co de cobre pesa 8&7,8 se desea saber cudl es el didmetrode
dicho hilo.

2765 *27650c-¢
: 88 — 88

Su longitud es de 40000 centimetros, y llamando R al rédio,
tendrémos segun la férmula del voliimen del cilindro

97650
88’

El volimen del hilo serd evidentemente

mh2>< 40 000 =
de donde se saca

p_ 21650 2
T 88 5CH0000 <~ 56

765
= grgmE
‘_’UOUXﬁ_n’OO' 275,

Y por consiguiente
nn E = o § 1= 7
R—=1/0,0025275=0¢,05027.
El diametro del hilo serd el doble de este nimero, 6 sea
0¢,10054, es decir un milimetro préximamente.
V. Las medidas de capacidad para los liquidos tienen la for-

ma de un cilindro cuya altuta es doble del didmetro. Hallar el
didmetro del litro. '
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Tomarmos por unidad de longitud el decimetro, Y POF consi-
guiente, por unidad de volitmen el decimetro eiibico 6 el litro.
En este caso, si Hamamos R al ridio del cilindro, su didmetro
serd 2R, su altura 4R, y fendremos segun la férmula pre-
cedente -

—aR2<AR=4zR7;

de donde se deduce

=0,079577471...
y por consiguiente
R=/0,079577471 = 02,430

con menos de una milésima de decimetro. El didmetro del
litto serd, pues, 09,86 6 86 milimetros, y su altura igual 4172
milimetros. :

YI. Hallar el volimen de la obra de fibrica cmpleada en la
construccion de un pozo cilindrico de 4,75 de profundidad
y de 12,24 de didmetro interior, sabiendo que el espesor uni-
forme de la obra de fibrica es de (0m 55,

El voliimen de la obra de fibrica es Ta diferencia de los vo-
himenes de dos cilindros de la misma altura v cuyos ridios
son respectivamente 02,62 y 0,62 1 ( m,55£0m;97, Clyo
voliimen serd 1gual 4 :

3<0,972 <4, 75— =< 0,622 > 4. 75,
6 bien :
(0,972 —0,622) >< 4,75 ><n—8m-c 504,

con un decimetro citbico de diferencia.

§ XXXIV. Cono recto de base cirenlar. — Superficie lateral del cono
y del tronco de cono de bases paralelas. — Volamen del cono.

&60. Dermviciones. Se llama cono recto de base cireularel
solido engendrado por la revolucion de un trisngulo rectingu-
lo SOA, girando alrededor de uno de los lados del #ngulo rec-

16




242 GEOMETRIA EN EL ESPACIO.

to SO (fiz. 248). En este movimiento, el lado OA perpendicn-
lar & 80 deseribe un cireulo gue tiene por

centro el punto 0, y cuyo plano es perpen-

dicu[lu a S0, v al que se lama base tld

cono. La linea SO se llama eje del cono, y

su longitud es la altura del cono. La hipo-

tenusa SA, girando alrededor de SO, engen-

a dra una superficie que se llama la superfi-

cie lateral del cono : esta hipotenusa se lla-

Lig. 245. ma lado 6 apotema del cono.

851. Consideremos un punto M de la hipotenusa SA, y ba-
jemos desde este punto la perpendicular MP al eje. Cuando el
triangulo SOA gira alrededor de SO, la linea PM perpendicular
al eje deserihe un cirenlo que tiene por centro el punto P, y
cuyo plano es perpendicular al eje. Las seeeiones dadas ern el
cono por planos perpendiculares al eje, son pues circulos que
tienen su centro en el eje.

552. Se llama fronco de cono de bases paralelas el solido
que se obtiene cortando un cono por un plano paralelo 4 la
base, como el euerpo ABMN. El circulo de base del cono AOB
y el circulo paralelo MPN son las bases del tronco; PO es en
él la altura, AM el lado; la superficie lateral del tronco de
cono es la porcion de Ia superficie lateral del cono comprendida
entre los planos de las dos bases.

535. Teorema. La superficie lateral
del cono es igual d la circunferencia de
su base, multiplicada por la mitad del
lada (fig. 249).

En la base del cono inscribimos un poli-
gono regular ABCDEF, y unimos el vértice
S del cono con todos los vértices de este
poligono. Tenemos asi una piranide re-
gular inscrifa en el cono. La snperficie
lateral de esta pirdmide se compone de triangulos isoseeles,

G B
Fig. 249.
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todos 1guales entre si. Trazando la altura SG de uno de ellos,
la suma de todos estos triingulos tendrd por medida el peri-

mefro de Ta hase de la pirimide, multiplicada por = SG. Si se

aumenta indefinidamente el niimero de estos lados de Ta base
ABCDEF, el pulmvlm de dicha base fendra por limite Ia cir-
cunfereneia de la base del cono y la linea SG se aproximara 4
ser el lado SA del cono. Por fin la superficie lateral dcl cono

serd 1gual al producto de la circunferencia OA por M

‘-)
0. E. L. D.

854. Cororarto. SiR es el radio de la base del cono y A
su lado, la superficie Jateral del cono seri :
9 p A )
7 IIXL)I'ﬁi\.’L,
y la superficie total serd :

#RA-+ R =sR(R+A).

595. Teorems. La superficie lateral de un tronco decono
es igqual d la semi-suma de las civcunfe-
rencias de las bases mulliplicada por el
lado (fig. 250).

En el cono SAD inscribimos una pird-
mide regular. El plano de la base superior
del troneo de cono determina un ironco
de pirdamide ABCD..... A'BCDY cuya
superficie lateral se compone de trapecios
1sosceles todos iguales entre si. Esta su per-
ficie es, pues, igual 4 la semi-suma de los
perimetros de las bases del fronco, multi-
plicadas por GG', altura de uno de los tra-
pecios, de donde resulta inmediatamente que la del tronco de
cono es ignal a

ig. 250.7

cir. ,\B-t cir. .&’I'.’X‘_u,.
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556. Cororario. I. LlamandoR y r los radios de las dos ba-
ses y A el lado del tronco de cono, su superficie lateral serd la
contenida en la férmula

S—x(R-+7)A.

587. Cororario. II. Por el punio medio D del lado AA’
(fig. 251) trazamos un plano paralelo 4 las bases. Dicho plano
corta el tronco de cono segun un cireulo
cuyo ridio CD es igual 4 la semisuma de
los radios OA y O’A’ (186); luego puede
~\p muy bien reemplazarse Ia semi-suma de las
cirennferencias de las bases por cir. €D. La
superficie lateral del tronco del cono es,
2% pues, igual @ la ecircunferencia media

multiplicada por el lado.

Esta medida se aplica tambien a la su-
perficie lateral del cilindro y & la del cono : en el cilindro, la
circunferencia media es igual 4 la eircunferencia de base, y
el Iado esigual 4 la altura; en el cono, la circunferencia me-
dia es igual 4 la mitad de la de la base.

588. Trorema. El woliimen de un cono es iqual al tercio
del producto de su base por su altura.

Basta, para convencerse de ello, considerar el volimen del
cono como el limite del volimen de la pirimide regular
inserita, cuando aumenta indefinidamente el mimero de caras
de esta pirdmide.

Llamando R el ridio de la base y H la altura del cono, su
volimen se expresard por

éxﬂgl'i.
3

559. Teorema. El volimen de un tronco de cono de ba-
ses paralelas es igual d la suma de tres conos que tengan
por altura comun la del tronco y por bases, el primero, la
base inferior, el sequndo la base superior y el tercero una
media proporcionel enlre las dos bases

AT R a3
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Demostracion andloga 4 las precedentes, considerando el
tronco de cono como el limite de un fronco de pirdmide.

Llamando R y 7 los radios de las dos bases del tronco y H 4
su altura, las bases de los fres conos serin iguales, la prime-
ra a zR?, la segunda 4 =12 y la tercera a

VRt mre=\/=2R%*—=Rr;
el voltiimen del tronco de cono tendrd, pues, por expresion
1

1 4
=R+~ m‘all—}—%rrﬂrli,

5 1
&, considerando como factor comun z wH,
<

%,—.11><(Rﬂ+r2+nr).

Apricacrones. 1. Hallar la superficie lateral de un cono, de
cuya base el radio es igual 4 22,5 y el lado. 4 6=,4.
Dicha superficie es igual &
9,5>< 6, 4> ==>50m-c 2655.

con un centimetro cuadrado de diferencia.

II. Los radios de las dos bases de un tronco de cono son
0=.16 y 0m,5, y el lado es igual 0,15 y se desea saber cual
es la superficie lateral del tronco de cono.

La superficie pedida es igual & :

(0,16 +0,03)><0,15>< == 0,0285>< = —0m-<,0895.

con un centimetro cuadrado de diferencia.

1. El didmetro de la base de un eono es igual 4 su lado.
Sabiendo ahora que la superficie fotal de este cono es igual 4
{ metro cuadrado, calcular sn didmetro.

La superfieie total deun cono tiene por expresion zR(R—+A4)
y como A es igual & 2R, esta expresion se convierte en

h >< 5R =5=zR2;

y tendremos segun esio
a=l2=1;
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de donde se deduce

“gzﬁizo,mmoz,

5

y por consiguiente
R=40,1061053=0=,526,

con un milimetro de diferencia; el didmetro del cono es dohle
de este niimero 6 0=,652.
IV. El ridio de la base de un cono es igual 4 02,62 ysu
altura 4 1™,50; ; cuil serd su voliimen? 5
Serd 1gual &

%0,693><’1,50><ﬁ=0,{9‘2‘2><r::0m",605814,

con un centimetro eibico de diferencia.

V. El didmetro de un cono es igual 4 1 metro, su lado te-
ne la misma longitud. Caleular su voliimen.

La altura se calcula teniendo presente que el lado es la hi-
potenusa de un tridngulo rectingulo, cuyos lados son la altura
y el ridio. Resulta de esto que la altura es igual 4 \V12—0,52

=V/0,75, y por consiguiente el voliimen serd igual 4
1 Ea T 99R7
=0,5<V/0, 5 ><n=0m¢,2967,

con un 0,0001 de diferencia.

VI. Un cono cuya altura es igual 4 0=,42 tiene un voliimen
de 25 decimefros cibicos; caleular el radio de la base.

El volimem es igual & 0m-¢,025 y por tanto, llamando R al
radio, tendremos

de donde se deduce

0,025><35 95 1
= —

2 —— -
R 0,42><= 14

—0,056841 :
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- e o g
luego Reserd igual D,056841 —0m,258, con un milimetro de
aproximacion.
VII. Un eubo de zine tiene la forma de un tronco de cono y
las dimensiones siguientes :

Radio de la base mayor. . . . . 1 255
Ridio de lamenor . . . . . . . 10,
AlGiras . il - oG e e Ihe

y se desea saber su capacidad en litros:

Como se pide su capacidad en litros 6 en decimetros ciibi-
cos, hay que referir todas estas longitudes al decimetro, y hay
que aplicar ademis Ia formula del n.c 359, que da :

V20T o5 31,955 1) — 91t 0RE
J

con menos error de un centimetro etibico.

& XXXV. Esfera. — Seceiones planas. — Cireulos midximos, circulos mini-

G . g .
“mos. — Polo de un cireulo. — Dada una esfera hallar su rddio mediante
una l.?(}Il.‘.'lI'UL'Cil.‘ﬂ |‘IEUI"|~

560. Dermvciones. Se llama esfera un cuerpo limitado por
una superficie cuyos punfos estin todos distantes igu:_llmn.‘n!e
de otro interior llamado centro. La esfera puede considerarse
como engendrada por la revolucion de un semi-circulo alrede-
dor de su diametro.

Se llama rddio toda linea que une el centro con cualquier
purito de la superficie ; todos los ridios son iguales, segun lo
dicho. Por tltimo se llama didmefro de la esfera toda linea
que pasando por el centro termina en dos lados opuestos de Ia
esfora. Todos los didzmelros son iguales, porque cada uno de
ellos es doble del ridio.

%561. Teonmns. Toda seccion plana de la esfera es un
civeulo (fig. 252). :
Todo plano que pase por el centro O de la esfera la corla
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SegUN una curva cuyos puntos estn todos 4 ignal distancia del
punto 0, es decir, segun un cireulo de
ridio igual al de la esfera.
Consideremos ahora un plano que Ia
corfe no pasando por el centro y sez
ABD Ia seccion. Tracemos los radios 0A,
OB, OD, ete. Todas estas lineas son
iguales; luego los piés A, B, D, de estas
oblicuas al plano secante estan en la cir-
cunferencia de un circulo que tiene por
: centro el pié G de la perpendicular 0G,
bajada desde el centro sobre el plano secante (252)

Fig. 252.

362. Conoranto I. El ridio CA del circulo ABD es mas pe-
quenio que el de la esfera, y disminuye 4 medida que el plano
secante se aleja del centro.

Se llama circulo minimo todo circulo de la esfera euvo

plano no pasa por el centro y circulo mdximo 4 todo aquel .

cuyo plano pasa por el centro de la esfera.

863. CGororario II. Dos circulos méximos se cortan siempre
segun un didmetro. Por dos puntos tomados en Ia superficie de
una esfera puede siempre hacerse pasar un circulo maximo,
pero uno solo, & menos que los dos puntos. dados no sean los
extremos de un mismo didmetro, porque los dos puntos dados

y el centro determinan Ia posicion de un plano.

364. Dermvicrones. Se llaman polos
de un circulo de la esfera los extremos
del didmetro de la esfera perpendicu-
lar 4 dicho circulo. Los puntos P y P’
son los polos del circulo ABD (fig. 955)
Todos los circulos de la esfera cuyos
planos son paralelos tienen los mismos
polos.

: 663. Teorews. El polo de un cir-
culo de la esfera esti igualmente distante de todos los
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puntos de la circunferencia de dicho civeulo (fig. 253).
Sea P el polo del circulo ABD. El centro G de este circulo
estd en la linea OP (361) y por tanto PA y PB ete. son obli-
cuas al plano ABD igualmente distantes del pié G de la per-
pendicular y por consiguiente son iguales. ¢. E. L. b.

566. Onservaeron. Resulta de este teorema que si se eoloca
en P una de las puntas del compis y se le da una abertura
igual 4 PA, la otra punta trazard sobre la esfera el circulo
ABD. Pueden pues trazarse sobre la esfera circulos, como so-
bre un plano, con la sola diferencia de emplear un compds de
brazos curvos, que es lo que se Hama compds esférico.

La distancia del polo P 4 todos los puntos del eirculo se
lama la distancia polar de este eirculo. En el easo de que se
trate de un circulo miximo EFG la distancia polar cs el lado
de un cuadrado inserito en el circulo miximo PEP’ y se deno-
mina la cuerda de un cuadrante. Cuanto se ha dicho del polo
P puede decirse relativamente al P’.

B67. Prosiema. Hallar el rddio de una esfera sdlida
dada (fig. 254%).

Desde un punto P cualquiera de la superficie de la esfera se

o e e
L ol DSOS <

)
]

Fig. 25i.

traza con una distancia polar PA fomada arbitrariamente un
circulo ABD. Sea G el centro de este circulo, P’ su segundo polo
y A uno de lospuntos de su circunferencia, y unamosPA yPA’,




