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Sabemos que PP’ es un diimefro de la esfera y que este dia-
metro pasa por el punto . En el circulo maximo PAP’ el dn-
gulo PAP’ mscrito en una semi-circunferencgia es recto, y el
trmwulo PAP’ que vamos & construir es rectingulo, y su hipo-
tenusa es icual al didmefro de la esfera. lun(l( emos va un
lado que es la distancia polar PA del circuloque se ha frazado,
y vamos { determinar la longitud de la pu‘p{mlluular AG paja-
da desde el vértice del .uvmln recfo sobre la hipotenusa, longi-
tud que es ignal al ridio del circulo minimo. Al efecto sehia-
lamos sobre la ecireunferencia de dicho cireuio minimo tres
puntos A, B, D, tomados 4 voluntad. Tomamos con el compis
las distancias AB, AD, BD y formamos sobre un papel un
tridngulo abd que tenga por lados dichas tres lineas. Determina-
mos luwo el centro ¢ del eirculo circunserito 4 esté fridneulo
y unimos ¢ con a. Esta linea serd evidentemente igual & CA.
Hl\ que construir ahora el friingnlo PAP’ conoc umlu APy
AC, cosa que no ofrece en verdad dificultad alguna. En el pun-
to ¢ elevamos & ac una perpendicular indefinida y desde el
punto @ como centro con un riadio igual a PA describimos 1n
areo de circulo que corte esta perpe ndicular en p. El tridingulo
pac es igual al tridngulo PAC. Por tltimo, en el puntoa ele-
vamos una perpendicular & ap hasta que encuentre a pc pro-
longada en p’ y el tridngulo pap” serd igual 4 PAP’ y por con-
sicuiente pp’ serd el didmetro de la esfera.

568. Cororanio. Si sobre pp’ como didmetro se- deseribe un
circulo, serd igual & un circulo miximo de la esfera, y el lado
pe del cuadrado inserito en este circulo serd la cuerda de un
cuadrante, es decir, la distancia polar de un circulo méiximo
(566); podrin trazarse luego circulos méximos en la esfera.

§ XXXVI. Planos tangentes 4 la esfera.

569. Derixiciones. Se Hlama pleno langenle i una esfera
el plano que no tiene con ella mas que un punto comun, que
se llama punto de contacto 6 de tangencia.
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870. Teorema. Todo plano P perpendicular al ertremo
de un rddio OA de la esfera es tangente d esla, y reciproca-
mente, fodo plano tangenle d la esfera es perpendieular en
el extremo del rddio qrm pasa por
el punto de contacto (fig. 255).

1.2 Puesto que el plano P es per-
pendicular & 0A, toda linea como OB
que una el cenfro con un punto cual-
quiera del plano P, es oblicua 4 este
plano, y por tanto, mayor que OA. El
punto B es por consiguiente exterior 4
la esfera y el plano P no tiene mas que el punto A comun con
la esfera y es tangente i ella en el punto A.

9.0 Reci iprocamente, supongamos el plano P tangente 4 la
esfera en el punto A, en cuyo caso todos los demis puntos del
plano P son exteriores 4 ella y estarin del punio O 4 mayor
distancia que el radio. La linea OA es, pues, la mas corta que
puede frazarse desde el centro al plano P, y por tanto es per-
pendieular 4 dicho plano (333).

Fig. 255.

571. Cororario. Por un punto tomado en una esfera se fe
puede trazar un plano tangente, pero no mas que uno (248).

372. OsservacioN. Toda recta
tangente 4 un circulo frazado en
nna esfera se llama tambien tan-
gente & la esfera, porque es ficil
demostrar que toda recta tangente
4 la esfera es perpendicular al ridio
(jue pasa por el punto de contacto y
por tanto esti contenida en el plano
tangente 4 dicho punto.
Consideremos una esfera O (figu-
ra 256) y un punto P exterior. Por
el didmetro PB llevemos un plano Fig. 256.
cualquiera que corte la esfera siguiendo un circulo mixi-
mo ACB, y desde el punto P tracemos una tangente PG & este
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circulo. Despues hagamos girar la figura alrededor del difime-
tro PB.~El circulo ACB engendrard la esfera y la recta PG
describird la superficie lateral de un cono, permaneciendo
constantemente fangente 4 la esfera, y su longitud no variard
de modo alguno. De aqui.que todas las tangentes que pueden
{razarse d una esfera por un punio exterior son iguales ¥
forman un cono circular recto. Dicho cono se dice que estd
circunserito 4 la esfera. Trazando & la esfera tangentes para-
lelas al didmetro AB se formaria del mismo modo un cilindro
circunserito 4 la esfera.

§ XXXVIL. Medida de la superficie engendrada por una linea quebrada re-

gular que gira alrededor de un eje trazado en su plano y por su centro.
— Area de la zona. — Area de la esfera.

S375. TeoreMA. La superficie engendrada por una linea
quebrada vegular que gira alrededor de un eje trazado en
su plano y por su centro, es iqual al producto de la circun-
ferencia del circulo inscrito por la proyeccion
de la linea quebrada sobre el eje (fig. 257).

Se llama linea quebrada reqular una linea
quebrada que tiene fodos sns lados iguales y
todos sus dngulos iguales tambien. Se demos-
trard como se hizo en el n.° 214 respecto del
poligono regular que puede circunscribirse é
inscribirse & un.circulo. Sea ABGD Ia linea que-
brada regular, O el centro, MN el ¢je alrededor
del cual gira.

Fig. 251. - Consideremos la superficie engendrada por

el lado AB. Sea OE la perpendicular bajada

desde el centro 4 dicho lado; AA’, BB/, EE’ perpendiculares

bajadas al eje. La superficie descrita por AB es la deun tronco
de cono que tiene por medida (287)

27EE"><AB.

Desde el punto A bajamos AH perpendicular sobre BB'. Los
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tridngulos ABH, EOE’ son semejantes por tener los lados per-
pendiculares, de lo cual resulta
AB Al
OE~ EE"’
de donde resulta, igualando el producto de los extremos con
los medios, y reemplazando AH por su igual A’B’

EE/ ><AB=0E><A'B".
Multiplicando ahora los dos miembros de esta igualdad por
9=, tendremos .
27EE >< AB=2r0E><AB'.
Pero 2xEF’ >< AB es la expresion de la superficie engendrada
por la linea AB, superficie que denominaremos superf. AB, y

* tendremos

superf. AB—=2z0E><A'B".
De ignal manera tendremos

superf. BG = 2z0F > B'C!
superf. 6D = 270G >< C'D’.

nv veRS;UAD DE NUEYD ¢

BIBLIOTECA UNIV=.

s Ando. 1625 MONTERREY,
Sumando y notando que OE=0F =06, tendremos
superf. ABGD—=2z0E>< (A’B'+-B'C/ +C'D") =270E < A'D'".
Q. E. L. D.

574. Derivicroses. Se llama zona la porcion de la superfi-
cie de la esfera comprendida entre dos
eirculos cuyos planes son paralelos.
Estos efrculos son las bases de la zona
y la distancia de sus centros es la alfu-
ra de la zona.
Cuando la zona no tiene mas que una
base se Hama casquete esferico, y su
altura es la distancia desde el centro
del circulo que le sirve de base al polo Fig. 238.
de dicho circulo Sea ABB’A” una zona, MN el didmetro per
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pendicular 4 las dos bases (fig. 258) ; MBAN un circulo méximo
que pasa por los puntos M y N. Si se hace girar la semi-cir-
cunferencia alrededor de MN, engendrara la esfera y el arco
AB, la zona : la altura CD es la proyeccion del arco AB sobre
el didmetro MN.

575. TeoreMA. El drea de una zona es iqual d la circun-
ferencia de un circulo mdximo mulliplicada por la altura.

Imaginemos que se inscribe enel arco AB (fiz. 258) que
engendra la zona una linea quebrada regular de gran niimero
de lados. La superficie engendrada por esta linea quebrada
tendri por limite la engendrada por el arco AB, es decir, la
zona. La superficic engendrada por la linea quebrada regular
inscrita es igual 4 la circunferencia inscrita multiplicada por
la proyeccion CD de dicha linea sobre el eje. Cuando aumenta
indefinidamente el nimero de lados de 1la linea quebrada, el
ridio de la circunferencia mscrita se acerca mas y mas al ra-
dio OA de la esfera. Luego la zona tiene por medida la eircun-
ferencia de un cirenlo méximo multiplicada por su altura.
Q. EB. L. D.

576. Cororario. Sobre una misma esfera, dos zonas son
proporcionales d sus alturas. Resulta de aqui que si se quiere
dividir una zona en partes equivalentes, bastard dividie su
altura en partes iguales y trazar por los puntos de division
planos paralelos 4 las bases de la zona.

577. Ogservacioy. Sea R el radio de la esfera, H la altura
de la zona. La longitud de la circunferencia de un circulo
miximo es 2zR y por consecuencia el area de la zona es igual 4

2nlio<H.

378. Teorema. La superficie de una esfera es igual al
produclo de la circunferencia de un eirculo mdaximo por su
duametro.

En efecto la esfera entera puede considerarse como una
zona engendrada por la revolucion de una semi-circunferencia
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alrededor de su didmetro, y esta zona tiene por altura el dia-
mefro mismo de la esfera ; luego su superficie es ignal al pro-
ducto de su diameiro por la circunferencia de un circulo
maximo (575).

879. Cororario I. La superficie de una esfera es equiva-
lenle d cuatro veces la superficie de un cireulo mdzimeo.

En efecto, si Hamamos R al radio de la esfera. su superficie
se podrd expresar por el producto 2R><2xR ¢ 4=R?; pero la
superficie de un cireulo miximo es igual 4 =R, y por tanto la
de la esfera es cuatro veces mayor.

580. Opservacrox. Puede expresarse la superficie de una
esfera como la de un circulo en funcion de su ridio, del dii-
metro 6 de la cireunferencia de un circulo méiximo. Designa-
remos con las letras R, D, G, S, el radio, el diametro, Ia ecir-
cunferencia de un cireulo méximo y la superficic de la esfera.
Tendremos, segun esto :

1]

hemos visto enfin (250) que el drea de un cireulo cuya cir-
A%
cunferencia es C es igual 4 — y por consiguiente el drea de
: T
la esfera que vale 4 circulos méiximos sera
(2 12

A =

S=—— b=
13

4=

581. Cororario II. La relacion de la superficie de dos es-
feras es iqual d la de los cuadrados de sus rddios.

En efecto, scan R y R’ los ridios, S y &' las superficies de
dos esferas, y tendremos :

S=4al:, S'=4=R"
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Dividamos estas dos igualdades miembro 4 miembro y su-
primamos el factor comun 4z y tendremos :

D2 :
b.—,'—_l—{“,g' Q. E. L. B,

Apricacioses. 1. La superficie de la tierra esti dividida en
cinco zonas, la torrida comprendida entre los dos trépicos,
dos zonas fempladas comprendidas entre los trépicos y los
circulos polares, y dos zonas glaciales comprendidas entre los
cireulos polares y los polos. Cada una de las templadas tiene
de altura 3306 kilémetros préximamente.

¢ Cual serd la superficie de una de estas zonas?

La circunferencia de un circulo miximo de la tierra equi-
vale, sequn la definicion del metro 4 40 000 000 metros 6
40 000 kil6metros, y por tanto la superficie de una zona fem-
plada ser4

40000><3306 =152 240 000 kilémetros cuadrados

proximamente.

1. Hallar la superficie de la tierra en miridmetros cua-
drados.

Puesto que la circunferencia de un circulo méximo es cono-
cida, emplearemos la formula [5]. Dicha circunferencia es
igual 4 4000 miriimetros, y por tanto, la superficie del globo
terresire serd

40002 Ll Bt :
——=16 000000 ><==5092 958 miridmetros préxima-

7

mente.

HI. El didmetro de un globo es de 22 centimetros, cuil
sera su superficie?
Serd igual 4
292 ><x =1520m-¢,53

con un milimetro cuadrado de diferencia.
IV. La tela de un globo esférico tiene una superficie de
250 metros cuadrados : jcudl serd su didmetro?

Tenemos:

de donde resulta

con un centimetro de .‘lpmxim:wifm.

§ XXXVII. Medida del volimen de la esfera considerada como suma de
una infinidad de pirdmides, que tienen por bases poligonos planos, infi-
. ! » 1 g
nitamente pequenios, y por altura el ridio.

582. Teorema. El volimen de la esfera es igual d su su-
perficie multiplicada por el tercio del rddio.

En efecto, imaginemos un poliedro, cuyas earas sean todas
tangentes 4 la esfera, ¥ unamos el centro de esta con todos los
vértices de este poliedro. Quedara dicho poliedro descompuesto
en pirimides que tendrin por base las diferentes caras del po-
liedro y por altura comun el ridio de la esfera, porque la dis-
tancia del centro de una esfera 4 un plano tangente es igual al
radio (570)

Resulta de aqui que el voliimen de este poliedro tendri por
medida el producto de la suma de sus caras por el tercio del
ridio, 6 lo que es lo mismo, el producto de su superficie por
el tercio del radio.

Supongamos ahora que aumenta indefinidamente el numero
de caras de este poliedro: su veltimen se aproximari mas v
mas al de la esfera y su superficie tendrd por limite la super-
ficie de la esfera. Luego el volimen de la esfera tendra por
medida el producto de su superficie por el tercio de su ridio.
Q. E. L. D.

2905. Cororario. Sea V el volimen de una estera, S 3u su-
perficie, R su ridio, D su didmetro, y tendremos, segun el
teorema precedente :
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reemplazando S por su valor 4=132 (580), tendremos :
- o Sar D :
Sireemplazamos S por =D*yR por - resultard

Dedticese inmediatamente de la férmula [1] que los voliime-
nes de dos esferas son proporeionales @ los cubos de sus
rddios.

Apnicaciones. L. Hallar el volimen de una esfera que tiene
un metro de ridio.

Tenemos

3—_ ——"4“‘ 189790,

con un centimetro ciibico de diferencia.

II. Caleular el voliimen de una esfera cuya superficie es
igual 4 cuatro metros cuadrados.

Tenemos S—=4=R* y como S—4 resultari :

A—4rR2;

R:\/;;

de donde

de otro lado

luego

k
V=4d><; \/ —-.-\/ —(m:c 75995,
3 3

6 sean 752 decimelros ciibicos y 250 centimetros ctibicos.
lll. Calcular el volimen del globo terrestre.
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La circunferencia de un eireulo miximo es igual 4 4000
miridmetros : el ridio es igual 4

C 200 miriamet.
OF A e -

=Tc =

Y por consiguiente
4 "){]UH' ’;>< 8000000000

_’_;rr

=
! A

52000000000 2 -
00000000 x(') — 1080731740 -

d

IV. Calcular el radio de una esfera euyo volimen es igual 4
un metro ciibico.
Tenemos en primer término,
&

N s
1 —czRz;

de donde se deduce

5 3 1 )
RP—= —0,23875241 4
. _’.
Yy por consiguienic
R— y/0,23873241 % — 0m,620,
con un milimetro de diferencia.
V. Una esfera tene un volimen de 3m ¢,5 y se pregunta

cual serd su superficie.
Tenemos

\A,\>\f
]

tambien

¥

y sacando el valor de R de la primera ecuacion y trasladindele
4 la segunda resultard

6 bien
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En el caso propuesto V=3.5; y por tanto
S —562<3,51<x=1385,442560254,

Yy COMO consecuencia

S=\/1385,442560254— f4me 45
con un decimelro cuadrado de diferencid.

VI. La relacion del didmetro del sol con el de la Lierra es
de 108 556. ;Cual serd la relacion de los yoliimenes de estos
dos astros?

Dicha relacion es igual al cubo de la relacion de los ri-
dios, es decir, al cubo de 108,556, lo cual da 1 279 968, El
sol es, pues, cerca de 1279 000 veces mayor que la tierra.

584. Teorema!. El voliimen engendrado por un tridngu-
lo que gira alrededor de un eje lrazado en su plano por uno
de susvértices tiene por medida
la superficie descr'ita por el lado
opuesto d dicho vertice, multi-
plicada por el tercio de la al-
tura correspondiente.

Distinguiremos & ¢asos :

1.0 El tridngulo gira alrede-
dor de uno de sus lados. Sea
ABG el triangulo que gira alrededor de AC (fig. 259), BD, AE
las alturas bajadas desde los vértices By A. El volumen engen-
drado por ABG es la suma de dos conos engendrados por los
triangulos rectingulos ABD, GBD. Tendremos, pues (558).

Fih. 259.

vol. ;\Bczémzx.\n:—;?ﬁ]axnc :%ﬁﬁzxﬂ:

:%ﬁnnxnnxm;

1. Los teoremas que siguen hasta el fin del pérrafo XXXVIIT no existen
en’el programa ofieial : hemos ereido, sin embargo, que debiamos meluir-
los en el texto por lo dtiles que son para resolver un gran ndmero de
cucsliones interesantes.
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pero BD >< AC=BC >< AE, porque estos dos productos repre-
sentan cada uno el doble del drea del tridngulo ABC; luego
vol. .-\l’,{:znl’,l'.n><1.}c><i AL;
3

ademis =BD ><BG es+la superficie lateral del cono CBD (954)
y por tanto podemos decir

vol. ABC=superf. I§C><.;lml\li, Q. E. L. D.

2.¢ El triingulo ABC gira alrededor del eje MN que pasa por
el vértice A y encuentra al lado BG prolongado, en el punto

Fig. 261.
D (fiz. 260). El voliimen engendrado por el triingulo ABC es
la diferencia de los volimenes engendrados por los triingulos
ABD y ACD, y por tanto tenemos (1.°)
1
vol. ABD = superf. BD >< - AE,
3

vol. AGD = superf. GD >< % AE;

lucgu

vol. ABG=(sup. BD—sup. CD) :4,17‘\13 —sup. Bfix;\}j.
J 1]

3. Bl eje MN es paralelo al lado BG {fig, 261). Tendremos,
pues,
vol. ABC=vol. FBCG—vol. ABF—vol. ACG;
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ahora bien :

306 —nAE ><BC; vol. ABF—,

vol. ACG=—— AR ><AG;

)
de donde resulta que

S
vol. ABC =2 = AR (3BC—AF —AG)

: ~.E”><Bﬂ=9,~..u-:><nc><l.- E,
1)

y por tiltimo que

vol. ABG — superf. BG ><i AE. 0. E. L.D.
(1}

385. Teorewa. El voliimen engendrado por el sector po-

ligonal reqular OABCD girando alrvededor de un eje MN tra-

zado en su plano por su centro, tie-

ne por medida la superficie descrita

por la linea quebrada regular ABCD

multiplicada por el tercio del rddio

del eirculo inscrito OE (fig. 262).

Sea ABCD una linea quebrada re-

gular. El poligono OABGD es lo que

. sellama un sector poligonal reqular.

Trazamos los rédios OB, O y valuamos los voliimenes engen-

drados por los triangnlos OAB, OBC, OCD que tienen lL;LlUS
por altura OE. Tendremos en este caso (584):

vol O.-ﬂ)':snp..-\[ixi(llﬁ,
e}

: S e e A

vol. 0BC=sup. BG><=0E,
<)

vol. 0CD=sup. {ZE’XL )E.
)
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Renniendo, fendrémos

vol. OABCD = (sup. AB +sup. BG+sup. CD)>< %()E

—superf. .-\BCDX%UE- Q. E. L. D.

586. Dermvicion. Se llama sector esférico el voliimen en-
cendrado por un sector cirenlar girando alrededor de un dii-
metro : el arco del scctor engendra una zona que se llama la
base del sector esférico.

587. Trorema- El volimen de un secior esférico es iqual
d la zona que le sirve de base mullipli-
cada por el tercio de su rddio.
Sea OAB (fig. 263) el sector que girando
alrededor de MN engendra el sector esfé-
rico. En el arco AB inscribimos una linea
quebrada regular, y llamamos 7 el ridio
del cfreulo inscrito en esta linea quebrada,
y s la superficie que describe girando al-
rededor de MN. El sector poligonal regu- Fig. 263. *
lar engendra al mismo tiempo un voliimen cuya medida es
(583).
|
S
(3]
de donde se deduce ficilmente que el volimen del sector esfé-
rico tiene por medida

zona AB X.i.(l_\‘
)

=88. Cororario. Sca M la altura de la zona, R el ridio de
Ia esfera, el voliimen del sector esférico serd en este caso
€)

ennnxél'::;nniu.

<)

Opservaciox. La esfera entera puede considerarse
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como un seclor esférico, bastando imaginarse para ello que el
sector AOB que engendra el sector esférico aumenta hasta He-
gar 4 ser un semi-circulo. La zona que servia de base a dicho
seclor serd ahora la superficie engendrada por la semi-circun-
ferencia MAN, es decir, la superficie de toda la esfera. De aqui
concluimos que el voliimen de la esfera esigual 4 su superficie
multiplicada por el tercio de su ridio, que es lo mismo que
queda demostrado por otro procedimiento (982).

APENDICE
ELIPSE Y PARABOLA

§ XXXIX. Definicion de la elipse, trazado de la curva por puntos y de un
movimiento continuo. — Definicién de la parabola, trazado de una por-
cion de la curva por puntos y de un movimiento continuo.

890. Dermviciones. La elipse es una curva de tal naturale-
za que la suma de las distancias de eada uno de sus puntos &
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos son los
focos de la elipse y las dos lineas que unen un punto eual-
quiera de la eurva con los dos focos se llaman rddios vectores
de este punto.

991, PropieMa. Trazar une elipse mediante puntos co-
nociendo los dos focos y la suma constante de los rddios vec-
tores de cada punio.

Sean F y F’ los dos focos (fig. 264). A partir del punto I to-

Fig. 26%.

mamos sobre la recta F'F una Iongitud I’K igual 4 la suma de
los radios vectores. Desde el foco F” como centro, con diferen-




