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OPINIONES publicadas sobre las Matemdaticas del In-
gewiero Manuwel Maria Contreras.

ue suseribimos certificamos:

i
Que ¢l profesor D, Manuel Maria Uontreras eseribif sn tratado de
mateméticas por encargo del diractor de la Eseuela Nacional Prepara-

plan de estudios,

2° Que el original de su aritmética. fuéexaminado por los CC. pro-
fesores Gabino Barreda, Franciseo Diaz Covarrubias, Rafael A. de la
Pefia & Ignacio Ortiz deZirate; que el de su dlgebra, lo fué porlos pro-
fesores Manuel Fernandez Leal y Luis del Castillo, y que los desn geo-
metria y trigonometria 1o faeron por los profesores Manuel Ramirez y
Francisco Eecheagaray, gunienes unfnimemente los consideraron buenos
y adecuados & la ensefianza.

3° Que Ia Junta general de catedraticos de dicha Escuela, ha ratifi-
cado esa calificacion y 1os ha aceptado como obras de fexto.

4° Que las modificaciones que la experiencia: ha indicado y henos
propuesto al autor las ha adoptade, y que seguird haciendo: algunas
otrasien las posteriores-ediciones; con ¢l fin de ir sucesivamente facili-
tando y mejorando la ensefianza de los alumnos; y

5° Queconel uzo delos mencionados frajades dearitmética; dlgebra;
geometria y trigonometitia, homos obtenido duraute yarios afios, muy
buenog resultados en la instruceion de nuesiros discipulos, tanto en las
clases del gobierno como en las particulares. :

México, Octubre 16 de 1878.— M. Fernandez.—M. Ramirez,—M.
Calderon.—A. Barroso.—F. Echeagaray.—1. Vallarino.— Rafael Bar-
ba— M. Villumil— Rafadl Angel de la Peiai—Emilio G. Baz—ILuis
del Castillo y Pacheeo.—Ignacio Ortiz ds Zdrate.

Del anterior docamento resulta, pnes, que las obras de mateméticas
del Sr. Contreras;, no solo fueron examinadas y declaradas buenas por




personas competentes, gino que con el uso de ellas durante algnnos afioz,
s¢ han obfenido buenos resultados en la ensefianza.

Suplicamos 4 nuestros coleg#s se girvan réprodusir ¢l anterior certi-
ficado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, coopers
con empefio 4 la instruceion de la juventud.

(Diario Oficial, Octubre 23 de 187%)

Sefiores redactores de La Libertad,

Agradeceremos mucho 4 ydes, sesitvan publicsr en su acreditado
diario el certificado siguiente:

Los que suseriben, antignos profesores de ls Eseuela Nacional 'de
Agrieultnra y Veterinaria, certifican: que durante los afios de 1875 y
1876 han dado la clase de primer curso de'mateméficas signiendo como
obra de texto 1adel Sr. Ingeniero Manugl Maria Confreras, con notorio
aprovechamiento de los alemnos, como consia porlas ealificaciones que
obran en los libros vespectivos de exfimenes, Como eonstancia exten-
demos el presente en México 4 21 dé Octubre de(1878.— Manuel Cor-
dero.—José C. Segura.— Vivente I -Aleardz.

Setiores redactores de’ La Libertad:

Suplicathos encarecidamente 4 vdes. se sirvan insertar en st iludbra-
do diario el certificado adjnnto:

Como direetores de establecimicntos de instruccion primaria y prepa-
ratoria en esta capital, certificamos: que en nuestres respectivos cole-
gios y durante yarios afios se han adoptado como obrasde texto para la
epsefianza de mateméticas 1os tratados/de aritmética, dlgebra, geome-
tria y trigonometria escritos por el Ingeniero Manuel Maria Contreras,
¥ que con elles se han obfenide buenos resnltados en la instruccion y
aprovechamiento de log discipulos.

México, Octubre 48 de 18¥8.—Adrian Fowrnisr, dircetor del Licéo
Franco-Mexicano.—Ricardo Rode,  socio' director del Rode’s. English
Boarding School.—Zmilio Kalthain.—A. Brocho.—Emilio 6. Baz,
director del institufe Anglo—Franco-Mexicano.—M. Soriano.—José
Saturnino Yarza, director del colegio Hispano-Mexicano.

(La Libertad, Octubre 22 y 81 de 1878),

GEOMETRIA.

INTRODUCCION.

Al emprender el estudio dé la geometria, parcee eonveniente dar uns
wlea delvespiritu de esta imporfante partede las mateméticas, asi como
lothicimes al tratar del flgebra.

El objeto de nuestros trabajos emaribmética hasido encontrar un
valor numérico (ue satisfagu detevminadas condiciones, y en flgebra
los trabajos' @naliticos easi siempre hantenido por mira deseabrir an
modo de formaeion deuna cantidad deseonocida en fancion de las eo-
nocidas. Como'el finde largcometria es'la medida de Ia extension, te-
nemos que eomenzar por conocer algunas de las propiedades funda-
mentales:de loiqne llamamos extension; para poder en seguida porun
método rigurosamente dedunctivo, ir averignande relaciones nuevas que
siryan para satisfacer las necesidades pricticas y cientificas.

En geometria, asi como en las'demds cieneias, hay éiertos princi-
pios fundamentales qne no pueden ser adquiridos sino por la obserya-
cion § la experiencia. Asgies comosabemos lo que es Ia longitud, la di-
receion, la linea recta, etc.,, y no por una explicacion verbal; siendo
dificil definir éstas y otras voces semejantes por la simplieidad misma
de los hechos observados, que no pueden descomponerse en ofres més
sencillos.” Otro tanto’ pasa con los fandamentos de'lo que llamamos
axiomas. Cuando se reflexiona sobre la manera con que'se han adqui-
rido, se encuentra que ha sido por la continua observacion y por ex-
periencias repetidas multitud de veces.




La geoniattia toma por base de sus deduceciones las definiciones y los
axiomas, Las definiciones, como veremos mis adelante, o gon otra co-
sa'sino la expresion del conjunto de aiributos que hay necesidnd de pre-
suponer ewuna-figyra dads, para que las demostraciones que & ella 3¢
yefieren sean yigorosamenie cogyias (Barreda). Los axiomas gon yverda-
des fundamentales delas que tenemos mulfitud de proebas.

Siendo como ¢s la goometrigruna ciencia eminentemente deductiva,
deberia procurarse que ol namero de los principios fundamentales to-
mados de la abservacion faese el mienor posible; pero para facilitar el
eslizdio seexponen 4 veces como) axiomas fundamentales los que inme-
diatamente so-derivan-de.éstos. DPor ejemplo, el principio de que 8l &
cantidades-iguales ge quitan ignaleslos resnltados tambien lo serin,
puede inferirse del axioma fandamental deque las suwmas de canfidades
ignales son dguales; pero para facilitar los raciocinios se considera tam.-
bien ¢l primero como axioma fundamental.

Habiendo explicado, aunque ligeramente, cuil-es la fuente de los
fundamentos de lns deduceiones geométricas, volveremos sobre el ob-
jeto de esta ciencia que, en dltimo andlisis, es la medida indirecta de
1a extension.

Toda medida es la valuacion de/lerelacion que existe entre magni-
tades homogéneas. En geometria esta valuacion puede hacerse de ung
manera directa en las lineas rectas yen algnnas superfigies planas so-
breponiendo Ta nnidad una 6 mds veces sobre la extension gue se quie-
ro medir; pero como en la mayor parte de los casos no s posible 6 no
os fficil hacer osta superposigion, y como la medida de las curyas, la
reetificacion de los perimetros y la determinacion de las; superficies ¥
de los voldmenés tiene que verificarse por métodos cientificos indirec-
tos, hay necesidad de ocuparse de éstos, procurando sustituir 4 la com-
paracion entre’ fignras cnalesquiera, 1a comparacion de lineas rectas;
como finica operacion que por regla general puede efectnarse directa-
mente. Bncada forma que ge considera se buscau las lineas rectas que
Ia fijan 6 determinan, y en/seguida so procura deduncir de la posicien y
magnitnd de estas rectas la medida de dicha forma. Por ejemplo, una
esfera quedard completamente determinada conociendo su centro y su

rédio, y el estudio de las propicdades de la esfera lleva por principal
mira, Hegar 4 expresar-la supérficie de la esfera, su volimen, etc., en
funcion del ridio 6 de otras rectas.constantes. De la necesidad do re-
ducir 1a medids e cualquiers forma & Ia-medida de lineas rectas, 'y
reemplazar la comparacion de supetficies y de voliumenes por relacio-
nes entre lineas rectas, nace la necesidwl de dar un gran degarrollo &

las investigaciones geomeéiricas.

r
J

La extension es una propiedad inherente & eualgaier enerpa, pero en
geometria no la consideramos.en los cuerpos mismos, sino en el espa-
cio fque Gstos ocupan. Esta sencilla eoneepeion facilita sobremaners

noestras investizaciones, no feniendo qae preoeuparnosg con los fend-

menos complexos de los cnerpos, enlog g

n
FLLE
1

podriamos estudiar la ex-
Hastas dbstraceiones=on, por lo demis, sumamente frecugnies.

Cuando comparamos, por ejemplo. ¢l color de dos cosas, prescindimes

de la sustancia de que estin formadas y de sus demis propieda

ra no complicar el estudio relativod la cnalidad de que tratamo

bien, én geometria, para hacer completa abstraccion

propiedades de los eaerpos y facilitar nuestras inve nes sobre-la

extension, saponemos ésta en el espacio ocupado por los cuerpos, ¢omo

si desapareciendo éstos hubiesen dejado en ¢l una impresion 6 molde

de su forma, ‘

QOtra abstraccion semejante es agneila por medio de Ja cual coneebi-
mos las superficies, las lineas y los puntos, prescindiendo de una, de
dos y:aun de las trespdimensiones de-dosicuerpos. . Tedos los que cono-
cemos tienen largo, anchoy grueso. L extension en estas tres dimen-
gsiones se llama volimens pero si hacemos abstraceion del groeso y solo
consideramos el ancha y ¢l largo, obtendremos 1a extension en saper-
ficie; si en segnida hacemos sbstracciondel ancho, nos quedard la linex
6 extension, puramente en Jongitnd; y §i por iiléime, preseindimos de
loJargo'y solo consideramos la situacion, tendremos woeion de lo que
lamamos pigto. Porotra parte, lassaperficies son los limifes de los
cnerpos, Jag lineas logon de las superficies y los puntos sen los extre-
mos de las lineas., -Asies que sicudo un cuerpe sflido 6 woliimen un
hecho concreto; 1as nociones de superficies, lineas y puntos no sen sino
abstraceiones sumamente altiles para simplificar nuestras investigacio-
nes; pues por una parte hay cuestiones précticas que; no refiriéndose
§ las tresdimesiones;seriainfitil y embarazoso veuparse de-ipdas ellas;
por otra parte) se coneibie que eliconocimiento de las propicdades da las
lineas, ©s un preliminar indispensable para‘tratar las evestionos de su-
perficies, asf como el estudio de éstas sivye de base & los problemas de
voliimenes.

Considerar la extension en el espacio & indepsudientemente de los
cuerpos; presenta ademfis Ia ventaja de no limitar nuestros estudios 4
las formmas reales, lo'cual confribuye 4 dar mis generalidad y desarro-
H_D & nuestros ejercicios intelectnales;, y 4 hacer més dmplios los cono-
c.lmientos que deben servir de bage para satisfacer las necesidades pric-
ticas.
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Las cnestiones geométricas pueden tratarse de dos maneras esencial-
mente difer y deesto results su division en geometria especial
y geometriz general. Considerada esta ciex

ada claen g0 conjunto, debe
acuparse del

estudio de todas las formas imaginables, y debe tambien
conocerdas propicdades de eada forn 51 agrupamos las cuestiones
geombtrieas con relacion 4 cada especie do figuras, estudiando sncesi-
vamente las propiedades de cada forma, tendremos Ia geometria espe-
cidl; y si por el contravio coordinamos las cucstiones con respecto 4 la
semejanza de investigacignes, prescuidiendo de las formas en particu-
lar, "tendremos Ig zeonietria general.' Por ejemplo, en 14 geometria
especial estudidremos edades del tridngalo, del circnlo, ete.,
para poder deducir uno de los elemenfos de ecada figura de los demis

que la constitnyen; y valuar sn superficie, ete.; miéntras que en la goo-

metria general se considerarin las cuestiones relativas & las superficies,

& los yolitmenes ¥ otras muclias, en abstracto. para introducir despuoes

en cada case:especial las condiciones espeeificas de determinada forma.

El uso del caleulo es mucho més frecuente en Ia geometria general,
pero 16 depende- del empleo de este medio fle deduceion. sino del gé-
nero de la cnestion que se considerd, Ja distincion entre una y otra
patte de la geometrin,

El'edlculo, no siendo ni debiendo:ser mas que nn poderoso n:edio de
deluceion,«no puede servit paraestablecer los fundamentos o wna
ciencia,. y se necesita e la geometria especial suministre los datos ne-
cesprios para fijar alzunas ecusciones, que sirvan de punto de partida
& V3 deducciones analiticas) yCuyos datos, como hemos ‘dicho. se ex-
presan en las definiciones'en su més alto grado de perfeccion ideal.

El'objeto deeste tratado es la geometrin especial, considerindola co-
mo base & introduccion indispensable para el estudio de la general, cu-
yo principal artificio consiste en trasformar las consideraciones geomé-
irieas en consideraciones analiticas; valiéndose para esto deda notable
concepcion de Descartes, ‘que/consiste 4 su yez en |cambidr 1os probig-
mas de forma en problemas de distandiag; snjetos por su naturaleza al
dominio del céleulo:

La geometria especial se divide en tres seccioncs principales: estudio
de la linea recta y fignras planas; estudio de las superficies y estudio
delos volimenes;

Cansiderada como una operacion ditecta, lamedida de Jas 17t éns roc-
tas parece § primora vista muy sencilla, y por tanto cosa infitil acapar-
se de su estudio; ero como no siempre es posible sobreponer 14 anidad

Iimeal sobre la recty cuyi longitad se trata de determinar. como sucede

11

cuando ésta es inacecesible, 6 cuando, teniendo una magnitad conside-
rable, en vez de estar en una posicion horizontdl se enenentra vertical,
es preeiso conocer los procedimientos necesarios pora poder dedueir la
: gura, pn-

magnitud de uns linea de las demis que constituyen una fig
diondo @si Hegarse 4 detorminar indirectamente la dimension de una

= - 1§ dato o= T -0
liriea recta-en cualquiera posicion en que s¢ encuentre. KEsto'es tanto
miis esencial, cuanto que, como ya lodijimos, la mayor pariede l‘(fa
trabajos eométricos llevan por mira Yeducir las cuestiones de super .‘

cies y de volimenes & comparaciones entre lineas rectas, por lo cumal
hay ;(m dar una gran extension & esta parte de la geomet: la, que debe
servir de base & las siguientes. En las lineas curvas, el problema que
generalmente se trata de rezolver, es:averiguar las relaciones que ligan
Jas curvas con las rectas, para poder efectuar por medio de éstas su
medida, y snstituir 4 la relacion de las curvas otra equivalente entre
lineas reefas.

Los problemas en geometria elemental admiten casi sicnxprn.}'w:u re-
golugion gritfica y ofra numérica 6 algebriica, y aunque la iltima es
mAig perfecta, cast siempre tiene que apoyarse en la gmh.c-:y., que se eje-
cuba en una figura comunmenfe més paquenia, pero semejante & la real.
Ademais,; se px"iu:\: ra sustitair 4 las construcciones en relieve las repre-
gentaciones sobre un plano, lo ¢aal constituye el método de las pro-
yecclones. .

La extension de la geometria ea indefinida, tanto por Ia diversidad
de cuestiones de gue puede ocuparse, eomo por lainfinidad de Eurm:g
que pueden imaginarse sujetas i definiciones e;:xct:xs. En (*fcc.t-?, lui
fignras planas pneden ser tantas como las C'.o_mlmm(:n_mes r'if:- lua‘ ?!.Yl(?.‘li
que las limitan; las lineas curyas scrin ian diversas €omo las ]L’_\.\:a 4;"1'\
se coneiban para el movimiento de un punto; las superficies pueden va-
riar por la forma de la linea que las engendra, y por la .n:).t uraleza del
movimiento de éstag los wolamenes vatign por la diyersidad de las su-
parficies que los limitan 6 que, pueden engendrarlos. Por lo demas, es
conyeniente ocuparse de foda clase de formas, 4 fin de que las ﬁguraf
reales que encontremos en la naturaleza, sean casos particulares de las
que de antemano tengamos conocidas y estudiadas, "

Habiando genialado como. objeto definitivode daigeometria la mcdxd.n
de laextension por medios indirectos, ol»s‘:r\':'n’enws‘;xl h:xc?x‘ su cstgdm
que pocas gon . en-realidad  lag r*ueslioneg qne se refieren I‘.l dc?cruuu.“;l
Ia longitud de las lineas, la superficie de las fignras y el vul'umC-_Q lf(‘
los cnerpos; pero al mismo tiempo notaremos que las inyestigaciones
que no 1lévan por mira la medida de la extension, y que son las més,




propiedades de las for camo. prelimi-
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T4 poder ef

6 ect a medida’ de la ex-
Ademas, es muy conveniente dar la1 r amplitod posible

ros.conocimientos y 4 la diversidad de erys de considerar las
1onesde forma, tanto para encontrarnos en aptitud de poder 1

DIVOr cual ignier l“" igma, como parg eiectuar apiicando el proeec

miento mas sencillo v adecuadoal caso que
2 &0 L\.]i IORLO TPsn iiu_ que < endo el ol
tria kymedidn de Ia extension, paca
tiene que funda yore la observacionude un ecor
nos prmmnm y-extender sus investigac

laco ¢ - 1
clase de formas, para ]*-rtlx':' determinay unpos POr oEros los elementoa de

pimero de t'i"‘?'li"-
,-;~-_.;‘1v-:‘{ dades de toda
cuslquier fighra, trasformando lasienestiones de lineas caryas, de su-
perficies y dw volimenes; en: relaciones endre liness rectas; sirviendo,
por dltimie, la geomeirial espetial 6 elemontal, de fundamento. y preli-
minaraiecesario d la geometria analitica 6 ceneral, =3

PRIMERA PARTE.

LONGITUDES.
DEFINICIONES Y NOCIONES PRELIMINARES.

308, —DEFINICION—S8¢ Uuma geomelric (woitneid que Tiein. por Ob-
jio lamedida de lo axlension: por medios - Endirestos, considerando s
velaciones da formd, pusicitn y magnitud.

Aunque ¢l objeto definitivo de esta ciencia sea la medida de le exten-
&ton, como para llegar i éste resultado es precisovalerse de métodos in-
directos, y como cusi giempre 63 necesario reducir las cuestiones relati-
vasii lamedida de log volitmenes, de las superficies'y de 14z linieas,'d 1a
cempardcion de as lineas rectas; Io enal exige tn' conoeimiento ektenso
y profundo de las diversas propiedades de las figuras para deducir de
los elementos conocides los desconoeidos; resulta qne, como base indis-
pensable para poder efectuar la medida de la extension, Ia geometria

elemental tiene gne ocuparse especialmente del estudi
dades de las figuras, considerando las relaciones que
partes de que estin formadas 6 enfre otras fignras mi
adecuadas & nuestras investigaciones.
359.—Tado euerpo ocupa en el ezpacie un lugar, y cQn's
no considerar en el estudio de la geometria sino la exteny
diendo de Ias demas propiedades de los cnerpos, consideral
ear y Ja forma del espacio que ocupan, haciendo abstraccion de
teria que los constituye.
Todo cuerpo tigne tres dimensiones: longitud, latitud y allura, que
comunmente o les lama largo, ancho y grueso; pero como & menndo
nnestras investizgaciones no se dirigen sino & nna sola & & dos de esfas
dimensiones, gon ‘el fin dé-no complicar nuestro estudio eon elementos
inhecesarios; prescindimos de aquellas dimensiones gue no son objeto
de la cnestion de que tenemos gue ocupamos. Cuando cousideramos
el espacio con tres dimensiones; se le Hama voldmen; si hacemos abs-
traceion del cspesorw@grueso, Ja exbension que. consideramos Heva el
nombre de supérficie; y&i prescindimos del gruceo y de la anchura, re-
sultard ina extension en longitud solamsnte, que sellama lineq, y aun-
que aisladamente na hay snperficies ni lineas mate lmlv,-,. estas concep-
ciones son de arande ubilidad para estudiar sucesivamente las propie-
dades de lag diversas fignras y poder medir la extensign. Porlo demas,
en lapridhica es de un nso frecuente este género de consideraciones.
Ounando se trata de la altora de una montaiia 6 de un edificio; se pres-
inde de sus atras dimensiones, asi como de sus demas cualidades.
Los limites que determipan la extension de un ¢uerpo, son las stiger-
jes, las cuales yienen f quedar limitadas por lizieus, ¥ los extremos
Los.diversos limites de los cuerpos
reconocer =0 ficura v deferminar sn extension.

.~ T Ay 3
CSLAS 801 pryd

A fin de proceder do lo simple & lo compuesto, en nuestro estudio di-
‘idirenos la geometria enl tres partes, 1a primeratratard de las (fngas
1a Begunda de las superficies y la tércers de 16s voltimenss.

360.—PouNTos.—Acabamos de ver que prese indiendo de nna de las
dimensiones de nn voliumen resalfauna superficie, y que prescindiendo
deotra de las dimensiones de la superficie; se obfiene una linea; del
misme modo, st en uina linea hacemos abstraccion de la longitud, se
eoneobird lo que se llama. punfo, destinado’ inicamente & determinar
el lugar 6 Ia posicion,

Se distinguen cuatro clases de puntos: puniss exlremos, que son los
limites A y B de nna linea (fig, 1); punfo deinterséccion, que ¢s el lu-

MONTE RREY, N.
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elemental tiene gne ocuparse especialmente del estudi
dades de las figuras, considerando las relaciones que
partes de que estin formadas 6 enfre otras fignras mi
adecuadas & nuestras investigaciones.
359.—Tado euerpo ocupa en el ezpacie un lugar, y cQn's
no considerar en el estudio de la geometria sino la exteny
diendo de Ias demas propiedades de los cnerpos, consideral
ear y Ja forma del espacio que ocupan, haciendo abstraccion de
teria que los constituye.
Todo cuerpo tigne tres dimensiones: longitud, latitud y allura, que
comunmente o les lama largo, ancho y grueso; pero como & menndo
nnestras investizgaciones no se dirigen sino & nna sola & & dos de esfas
dimensiones, gon ‘el fin dé-no complicar nuestro estudio eon elementos
inhecesarios; prescindimos de aquellas dimensiones gue no son objeto
de la cnestion de que tenemos gue ocupamos. Cuando cousideramos
el espacio con tres dimensiones; se le Hama voldmen; si hacemos abs-
traceion del cspesorw@grueso, Ja exbension que. consideramos Heva el
nombre de supérficie; y&i prescindimos del gruceo y de la anchura, re-
sultard ina extension en longitud solamsnte, que sellama lineq, y aun-
que aisladamente na hay snperficies ni lineas mate lmlv,-,. estas concep-
ciones son de arande ubilidad para estudiar sucesivamente las propie-
dades de lag diversas fignras y poder medir la extensign. Porlo demas,
en lapridhica es de un nso frecuente este género de consideraciones.
Ounando se trata de la altora de una montaiia 6 de un edificio; se pres-
inde de sus atras dimensiones, asi como de sus demas cualidades.
Los limites que determipan la extension de un ¢uerpo, son las stiger-
jes, las cuales yienen f quedar limitadas por lizieus, ¥ los extremos
Los.diversos limites de los cuerpos
reconocer =0 ficura v deferminar sn extension.

.~ T Ay 3
CSLAS 801 pryd

A fin de proceder do lo simple & lo compuesto, en nuestro estudio di-
‘idirenos la geometria enl tres partes, 1a primeratratard de las (fngas
1a Begunda de las superficies y la tércers de 16s voltimenss.

360.—PouNTos.—Acabamos de ver que prese indiendo de nna de las
dimensiones de nn voliumen resalfauna superficie, y que prescindiendo
deotra de las dimensiones de la superficie; se obfiene una linea; del
misme modo, st en uina linea hacemos abstraccion de la longitud, se
eoneobird lo que se llama. punfo, destinado’ inicamente & determinar
el lugar 6 Ia posicion,

Se distinguen cuatro clases de puntos: puniss exlremos, que son los
limites A y B de nna linea (fig, 1); punfo deinterséccion, que ¢s el lu-
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gar en que se encuentran dos 6 mas lineas, como C (fig. 2); puntos de
concursp, que son aguellos donde se rennen dos 6 mis rectas, como el
D en la fig. 3;y puntos de contacts, que =on aquellos donde dos 6 mdas
lineas se tocan, como el E en lafig. 4. :

b3 ™
V. \
A 8

Careciendo los puntos de magnitud, todos son iguales, y por lo mis-
mo, se concibe que si se sobrepusieran, coincidirian.

361.—LINEAS,—Ss Uama linea toda extension en longitud sin nin-
quna latitud ni profundidad. Puede concebirse una lineacomo engen-
drada por la interseccion de dos superficies, ¢ como el trazo 6 huella
que dejaria un punto en s moyimiento.

Las lineas pueden ser recfas, qusbradas, curvas y miztas.

362.— Linea recta es aguella cuyos puntos todos estdn ewla misma
direceion. De esto resulta que es el camino més corto enfre dos puntos.

La interseceion U de dos rectas (fig. 2) es un punto,

Por un punfo A (fig. 5) pueden pasar una
infinidad de lineas rectas; pero desde el mo-
mento en gue se da otro punfo B, determinan-
do estos dos puhtos una direccion, queda fijada
la posicion de Ia recta A B.

Figura 5,

Asi pues, dos puntos fijan la posicion de una recta, y sv son £stos los
ezlremos delerminardn su magnitud.—Para que_dos rectas cotncidan
os mecesario v baste que coincidan dos punrios de una con dos punios de
la otra; y pare gus.dos rectas tengan lo misma longitud, es preciso gue
puedan coincidir 1os extremos, des una con los de la otra.

363.——La distancia entre dos puntos se estima por la magnitud de la
linea recta que los une. Para medir la longitud de una recta es preciso
deterniinar la relacion que existe con la longitud de otra recta tomada
por unidad. Asi cuando se dice, por ejemplo, que la altnra de vna to-
rre e de 50 metros, esto significaque cincuenta veces estid contenida la
longitud de la unidad Imeal llamada metro, en Ja alfura de esa torre.

Dos rectas estin en la razon, por ejemplo, de 3 & 5 cuando una ter-
cera recta, tomada como unidad, estd contenida tres vecesen la primera
vy 5 en la ltima. La determinacion de la relacion de dos rectas exige,

i5

pues, que se busqne ofra recta que esté contenida un niumero cabal de
veces én mna y en ofrd, para que sea la comun medida de ambas.

Si estando dadas dos rectas A B y C D (fiz. 6) se quiere determinar
su mayor medida comun, 6 por lo ménos la razon aproximada de nna
4 otra, tendremos que proceder como sigue:

¥+
€t g
E

A : g mifis pequefia

¢ @D sobro la
mayor, cuantas veces se pueda: se encontrard tres veces desde A hasta
E y quedard una resta 6 parte menor que G de E & B; por loque
e tendrk:

Sellevarila

AB=3CD+E

In seguida se llevard la resta B B sobre C D, y se encontrard que
estft contenida 4 veces con una segunda resta F 1, lo que da:

CD=4EB+FD

Se lleyard esta segunda resta sobre E By como solo estii contenida
ana vezde B & &, con una fercera resta G B, se tiene:

EB=FD+GB
Por tiltimo, llevando G B sobre F D, se encuentra que
FD=4GE

Sustituyendo sucesivamente el valor de F D_en el de E B, éste en
¢l de G D, y por filtimoiel de € D en elde A B, se tendri:

FD=4G B, EB=5GB,CD=2GB, yAB=77 G B

Resnlta, pues, que la filtima resta G B estd contenida 24 ~veces en
¢ D y 77 en A B, porlo que estas dos rectas estfn en ly vizon de 24
a7

Fl procedimiento empleado es andlogo 4 la operacion que sirve para
encontrar ¢l mAximo comun divisor de dos nilmeres, y-se termina co-
mo aqoel caando la resta encontrada es nula. Un raciocinio semejante
al quethicimos én aritmética, (110) probaria gue asi se encuentra no

solo tna medidacomun para ambas lineas, sime la mayer de las medi-

des comunes, que pueden tener.
Se dice que dos rectas son conmensurables entre si; cuando tienen una
medida comun, y que son inconmensurables en el caso eonfrario.
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Cuando dos rectas son inconmensurables, el procedimiento que aca-
bamos de indicar no puede conducir & una resta nula; pero como las
restas sneesivas van decreciendo, llegan 4 tal grado de peguefiez;, que
pueden considerarse como nulas. Que cierfas lineas son inconmensu-
rables, es nn hecho que la teoria nos da & conocer, pero que ninguus
operacion mecinica nos-puede hacer gensible, y aungne Ia razon dedos
lineas inconmwensurables no pueda deferminarse exactamente, siempre
es posible expresaria con cnanta aproximacion se quiera.

En'efecto, sean A y B dos lineas; 6 mis generalmente dos magnifu-
des de la misma especie, Imaginémonos que B esté dividida en 1000
partes por éjemplo, y que llevando una de éstas sobre A se'encuentre
que da-conbiene 3257 veces y que quede nna resta. La magaitud A es-
tard'ecomprendida entre X 3207 Y475 X 3258, 6 lo gne es lo mis-
mo, entre Bx3257 vy Bx3258.  Estes nameros 3257 y 3258 serin
& con una aproximacion de ménos de rygy, €l
primero por defecto y el segundo por exeeso. Sien lugar de dividir B
en 1000 partes iguales se hubiera dividido en 10000, la aproximacion
habrig'sido 10 veces mayor, y si se hublera dividido (B en 100000 par-
tes, la aproxmacion habria sido 100 veces mayor quela obtenida, y
ast.se concibe gue prescindiendo de ladificnltad material que la divi-
sion enanayer npmero de/partes presenta en la prictiea, siempre se po-

los valores de Ia razon

drfn representar lag magnifndes de'la misma especie; por nameros, ya
seq exfietamente, ya con'la aprozimacion que s desée 6. que exija Ia
natnraleza de la enestion.

364.—Para trazar nng linea recta sobre nun plano-nos valemos dela

’ » . ] - ,
regla y del'Tapiz 6 grafio. La regla es una barra de madera 6 de metal
construida ton la condicion de que todos los puntes de uno de sus bor-

u en la misma direccion, como lo representa la fig. 7. El gra-
d:

fio 0 Lira-lineas sirve para trazar las rectas con tinta apoyando dos pun-
tosde'la régla A y B sobre/los @08 puntes dados” A” B v hiaciéndolo
vesbalar contra eltborde de'lareglaal niisma tiempo que se apoya so-

1 o (‘1 1».3}\\,]

Para asegurarse de Ja buena

construceion dela regls, & lo cual

se llama reclificania, se marca una

recta; conio se ha explicado, ha-
ciendo coincidir el punto A con A’ y el punto B con B’. En segmida se in-
vierte la regla teniendo enidado de hacer coincidirel punto A con B’,
v el punto B con AZ, v se traza una nueva linea. Si la regla estd hien

. y del compis.
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construida las dos mareas se confundirin; supuesio que por dos puntos
solo puede pasar una rectg. Sila regla estd mala resnltarin dos trazas
comoson A’ O’ B’y A’ C B,

Uomo la falta de exactitud en las construcciones geométricas resulfa
4 veces de que las lineas que se marcan, tienen nuna anchura més 6 mé-
nos considerable y los puntos son pequeilag superficies; debe procuraz-
se que lag 1ineas sean lo més finas posibles, y que los pantos estén de-
terminados por lineas que se corbten bajo &ngnlos casi rectos.

Ouando se quiere fijar no solo la direceion, sino tambien la magni-
tud do ana recta, debe trazarse sobre la regla tnicamente hasta los
puntos extremos, y para medir su longitud, nos servimos de la escala

Lia escala es una rggla de madera, dé marfil 6 de metal (fiz. 8)'en la
—— —~ que se han marcado diyisiones iguales

referidas § una unidad de longitud co-

mo el metro, lavara, la yarda, ete.

Elleompés es un instraumento regularmente de
metal (fig. 9) eompuesto de dos piernas de iganal
longitud A B y A 6, que pueden girar al rededor
de uneje A. Cuando sirve para medir la longitud
de las lineas sus puntas son fijas, ¥ cuando,se usa
para frazar circulos, una de sus puntas debe reem-
plazarse por un lipiz 6 un grafio. Sila recta quese
trata de medir tiene ménos longitud que la escala y
ésta tiene hechosu borde en bisel, basta poner la
escala junio & la recta haciendo ceineidir su cero
con nno de losextremos; y leerla division en'que
tocael otro extremo de la recta. En caso contrario
ge toma con el compdis nn eierto nimero de unida-
des de la escala, (20 por ejemplo), y se llevan sobre
la lfnea el nimero de veees que es posible, (supon-
gamos que hayan sido 3), hasta que quede una par-

S te menor. En'segnida se mide eslaresta con el com-
pis; ‘cuys abertura llevada sobre la escala indicard enfnto se debe agre-
gar & las primeras medidas. S la resta tenia 5 divisiones, toda la linea
tendria 65 milimetros por ejemplo. En todos los casosel grado de
aproximacion depe& de 1a igualdad y finura de las divisiones de la

3
»
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escala asi como del menor grueso:que se pueda dar & las/lineas'y @ las
puntas del compés. '

a0

365.—Cuando ge quieren sumar dos rectas BC y D E (fg. 10) selle-
va una D E sobre la prolongacion C A de la ofra B.C y larecta B A
gorfiignal A BLO+ D E. S8 las lineas B C y D E fucran iguales, Jarec-
¢ taB A seria doble de una deellas y asi secon-
g cibe el modo de duplicar, tripliear y en gene-
ey ral d¢ multiplitar una recta por un nimero.

Para regtar DE/de BC bastaria levar DE de C & DY, yse tendria
BI’'=BC-—DE.

A

00— F

386.—Se llama lineca quebrada (Gz. 11) Iu gue esti compuesic de Ui
Flyne-ne gque sdan en lgmisma direccion.

£ Fara fijarJa posicion de nna linea quebrada,

€3 } reciso  esnoeer 10s puntos extremos A, B,

5 D, K

;‘A‘ dos! lineas quebradas Bean iguales,

I, de/las parted qne la forman; y

necesario qie en. el caso dé que se sobrepusie-
ran coineidiesen los expresados puntos A, B,
Entre tos puntos, ‘A y I, se pueden tirar una infinidad
hnw? quebradas.

367.—Se ama linea curva (bg. 12), la que tiene fodvs sus puwtos én
Sd‘ll;a por un punio

roeior: | Puede €o
cambiandopor grados insensibles & cada instante de di-

'lxlr 28 mueve
receion.

Para fijar la forma de una curva, es necesario
conocer la pr'vsicinn de todos sus puntos, 6 1a ley
del movimiento del punfo qnela engendrd. Pa-
ra que dos curvas sean iguales, ‘es preciso que
:ubulmuu ndose puedan coineidir en: todos sas
Entre dos puntos, A y B, puede tirarse nng infinidad de

Plzurs 11,

punfos,
curvas.
368.—Sa Uamna lnea mizta (fig. 13) la que estd compuesia de parfles
rectas y de-parles curvas. :
Para determinar unalineamixia es preciso
poder fijar las partes de que se ¢ompone, sien-
do necegario que estas partessean |
ra que dos liness mixtas'lo sean.
369.—Se llama circunferencie de circulo una .'m (fig. 14y plana,

A — 1

iguales pa-
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cerrada, cuyos puntos todes estdn & igual distancie de otro C interior,
{lamado centro. y

Cireulo o8 la porcion de superficie comprendida denire de la circun-
ferencia.

Suele aplicarse, aungue indebidamente, la pala-
bra eirculo & la circunferencia; pero como lo. indi-
can lag definiciones respectivas, la circunforencia es

una linsa, miéntras que ¢l circulo es una superficie.
Se llama radio foda recta, C A, que va del ceniro

& la cireunforencia, y como esta curva tiene todos

sus puntos equidistantes del cenfro, resnlta que

fcw'/v: /n~: yadios son iguales.

da fijade cuando seoonoce

erdn iguajes cuando lo sean sus yadios.

‘£

3 D, que pasando por el conlro, for-

a. Como todo didmetro sge compone de dos ra-

lios v &stos son iguale
lo/son tquales.

Se Hama arco una parte, A'D, de la f::'rc'n){71')'(.-:&/.:."«1.

o que fodos los digmetros de un mismo

Cuorda es una recla, B A, quewa ds un.punto & olro de lz circunfe-
rencie, Se dice que 1a caerda B A sabtende al arco B E A,
foda cuerda subtende dog arcos BEA y BE &
csta-expresion al arco menor.
ge subtensa del arco B E A,

llama sequmento la porcion de superficie B A E B comprendida en-
{re une cuerde y el arco ge sublende.

y aunque
comnnmente se aplica
Reciprocamente se dice que la linea B A

Sector es la-poreion de superficie A C 1D A comprendida entre dos ra-

di08 3 un arco.
1 la circunferencia én dos
> dentro y pasie fuera del civeulo.
Tangente e2 wnarecla ¥ G que foca & o
rencra en wn Solo punio H.
na sagiia 6 flecka la parte LM de un
radio ¢o1 1[“1'!‘7'115‘1«1 enire la milad de la

Secante e3 wna nv{u A B (hig. 15) que cori

puntos, y tiene part

-uerda y la mitad del arco gue sublende.

A Cugdrante s el qreo J M 1 equivalente ¢
- //:11 la¥
3 ¢
J

Vizurs 15,

tarie parie deda cireunferencia.

370.—Las superficies pueden ser planas, curvas y mix

Se Nama plano. § superficie plana, aquella d@ /«f que 3¢ ;
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una linea recita encualguiera direccion, tocandola en todos sus puntos.
La superficie tranquila del agna, cuando no tiene una gran extension,
es plana.

La inlerseccion comun de dos planes es una linea recta; pues si to-
mamos dog'puantos enla interseccion y por ellos hacemos pasar unaree-
ta, por la definicion ‘de plano esta recta deberf tener todos sns puntos
én ambos planos

g | Poruna recta pueden pesar une infintdad de
plangs. < Basta imaginarse {fig. 16) que un plano
A B 0D quepasa por la recta P Q gira al rede-
dor de ella, para comprender que puede tomar
una multitud deé posicionescomo A’ B’ G D’ con-
"¢ teniendo todos los planos 4 la recta P Q.

Por tres punfos no se puede lacer pasar mas
ds yn solo plane. Si & la condicion de pasar el plano por los dos pun-
tos dela reeta P Q so une la de que pase por un tercer punto A, se
comprende ficilmente que si s hace pasar un planopor P Q y nosimas
ginamos gue gire al rededor de esta.recta, entre la multitud de planos
que nos es dado concebir, solo uno’ tendra la propiedad de pasaral
mismo tiempo por el punte A.

De esto resulfa que lz posicion de un plano queda enteramente fijade
por trespuntos que no estdan en linea recta G por dos vectas que se cor-
tan en wn punto.

Para fijar la extension dé un plano (fig. 16) es preciso conocer la'st-
tuacion delos.puntos extremos A B C D gue lo limifan.

Dos planos eoineidirdn siempre que coinoiden tres puntos-deuno de
ellos, con tres puntos del otro.

Para.que dos planos sean sguales e exiension; 68 necesario. fue ple-
dan coincidir todos los puntos extremox que los Limilan.

Figurasplanas son aquellas-que puedsn esiar. contenidas enun plana,
Bl efreunlo yeel tridngulo son, por ejemplo, figuras: planas; y de ellas
nos ocuparemos ezpecialments en las dos primeras
metria.

on

371.—En los volumenes diskingniremos aquellos en los que todaslas

ceciones de lageo-

superficies que los limitan'son planas, y aquellosque estdn terminados

por superficies curvas,

Asxiomas, métodes de demostracion y definiciones.

399 Axtomas.—Al fratar de los fundamentos del cileulo, hiemos
establecido (32 y 242) los sigtiientes axiomas:.

Dos cantidades iguales & una tercera son igunales entre si.

Si & cantidades ignales se agregin 6 quitan igaales, los resultados se-
riin iguales.

Si con cantidades iguales se ejecutan Ias mismas operaciones, los re-
sultados serfin iguales. «

Una cantidad es igual & 1a reunion de sus partes.

Tios cuales como se refieren 4'las cantidades, son aplicables en geo-

metria & la extension; pero por la naturaleza u objeto de esta ciencia

tenemos que agregar el signiente que es de un uso frecnenfe:

Las lineas, superficies 4 volimenes que aplicados wnos encima de otros
coincidef en fodos sus-puntos, son iguales,

De este corto niimero de axiomas y de lag definiciones, que ademds
de explicar una palabra constituyon la asereion de un kecho 6 do una pro-
piedad fundamental geométrica, por vn riguroso raciecinio se van su-
cesivamente infiriendo nuevas verdades delas que 4 su'vez nos servi-
mog para dedueir y establecer prineipios desconocidos.

Asiyporejemplo, la definicion de'efreulo ademis deexplicar esta pa-
labra sefiala, 0 st se quiere, ensefia la propiedad de esta enrva de tener
sug puntos equidistantes del centro, de la sual deducimozquelos radios
son iguales, lo mismo qgue log diimetros, y'otro gran niimero de teore-
mas, comoque el didmetro dividela circanferenciaen dos partesiguales,
que es la mayor de todas las cuerdas, eic.. ste.

373.—METODOS DE DEMOSTRACION.—En geometria se emplea lo mis-
mo que en aritmética y en dlgebra, la demostracion positiva [27] y la
negativa; perd como la ignaldad § designaldad de dos figuras puedeha-
cerse muy preceptible & nuestros'sentidos colocando una sobre otra; &
menudo usamos esle método Ilamado de sobreposicion para demostrar
por medio' de un raciocinio lirecto 6 indirecto la ignaldad 6 dedigual-
dad de dos figuras,

Repetiremos que 15 demostracion positiva ss agualla en la que €l tes-
rema por démpstrar resulia como congocusnciainmediata ds ofros prin-
cipios eierfos. Unas yecesde uvna propiedad general se deduee ofra par-
ticalar 6 ménos general, y otras de lo explicito de una proposicion se
deduce lo que en ella hay implicito.

y UE
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Demostracion negativa os {a que ns kace vir, que de 1o sér gierto ol

principio que trata de demostrarss, resullaria cierto oiro Prineipio in-
compatible con los que khemos demastrado.

¢ -

£n la demostracion por sobreposicion, sabieady qu
ligura pueds cotncidir. con parte de ofrd figura, y fundindose én foove-
mas demostrados, se deduee que el rosihde las

wnae parte de una

dos figuras debe coincidir,
Para dar 4 comprender mejor estas definiciones, pondremosun ejem-
plo de estas diferentes clasis de demostracion.

Demostracion divecta €in sobr pasicion. '

PROREMA. — 7 didmetro s la mayer de fodas las cuerdas.

Vamos 4 demostrar. que el didmetro. A B [fig; 17] es:mayor quela
cuerda A D. Si tiramos el radio G D, tendremos. que porser A D li-
uea recka, v A0 D quebrada; y por ser la lines recta el camino mis
corto entre dos puntos, se tiene:

St AQ I'Jj>‘A D . .
N\ perocomo A C'D consta de dos radios; y el did-
B metro A B es ignal tambien ddosradios, setie-
]B ng que A O D=A B, luego

/ AB>AD.
Y como el raciocinio hecho eon 4 D puede
e aplicarse & efra’ cuerda cnalquiers, se infiere la

yerdad del teorema en toda su generalidad.
Bjemplo de demostracion directa con sobreposicion.

Si‘suponemos que la figura 18 sa doblara por el
difmetro A B guedando fija la parte AJED B ¥
girando al rededor de A B la parte:A D’ B, es¢laro
que la recia A D es comun-&las dos.parke en la fi-
gura, y en virtud de que tedos los radios son igaa-
les; el extremo 10" deberd coincidir,con algun otro
punto como Diequidistante de C; el punto,E” por
la/misma. razon deberi eoincidir con algun ofro

punto como E, y asi sucesivamente debiendo coincidir todos los pun-
tos de la circunferoncia qne quedan & la derecha del didmetro con Jos
que estfn 4 su izquierda, se infiere que estas dos partes determinadas
pox el difimetro gon'iguales;

TROREMA.<~ Fldidgmetrodivide la ciroun ferencia en 'dos partes sguales,

Como se vé e este'ejemplo hay una cosa conocida: quela récta A B
eg comun flas dos partes, cuya igualdad se'va & demostrar, y de esto
que sabemos'y de nn principio cierto, que los radioz'son iguales, se de-
duce el teorema. Asi, pues, es preciso en todos los casos dar el funda-

- 3 r s 6
’ irtud de laqgue eoincidiendo una parte de-dos fi-
mento 6 Ja razon en virtud de Ia que eoincidiendo nna par

enras deberfun: coineidiz todas Ias demas,
; /

osLcran.

Ejemplo de demostracion.negative con sobrs; . ' Wred)
TEoRBNA.—F| didmetro divideln circunferencia en dos paries tgual x.‘
Si znponemos que las dos partes ~!‘:"u,‘:‘ll'1§1!;l‘hl.\
por el didmetro son designales, al dmwl:'l:
ra [fg. 19] por A B, el punto D caeria en
fuera de la cirennferencia sila parte de lad
cha era la mayor, En este caso tendriamos
¢ b=CD’
CPD=>00
Flgtra 1% uego CD>C0 2

1 - seionales. | ue no es ad-
esto es, seria preciso que Jos radios fueran designales, lo.que no ¢

misible. ‘ ‘ e .
Si suponemos qne la parte de la derecha sea la menor, al doblar i
figura D caerin dentro del cirenlo y tendriamos:
= ~ L] »
C:D=CD
U ()
por ofra & I‘) < (J_U
luego € D<CO - 3
esto es, que los radios serian designales, loique es imposible.

por una parte

Luego gi'la parte A/ DB no puede ser mayor, ni Fmpoco menor qu
la p:-.rtre A OB, tendrfi gue ser igualid ellay que es lowgue so queria de-

mostrar. ‘ B
Iste ejemplo pone demanifiesto que es preciso completar la f.l.,:nvmx.-
tracion negativa haciendo ver que en cualquiera otro ?l?pll(::lﬁ l(“,c no
sea el del teorgma, forzoramente resulta an ahsua'rln.' Si f:» parte de‘l:‘\
derecha no puede ser mayor nimenor que lade laizquierds, tendrd
que ser igual & ella; que es lo que establece el teorema.
' En geometria, el método de demostracion indirecta, llamado fam-
bien de reduccion al absurdo, so nss & menudo para demostrar log teo-
remas que 6 Haman recéprocos. |374] _
374.—PEFINICION ES. — Hay dosvicios deraciocinio’quedos f'r'?»il']vlax“.l-
tes deben evitar en geometria. El uno llamado peficion de prineipio;
consiste en j)fm’cmie-rv(‘/.»mar como fundamento de la «!wfm.wi,--m‘u.m. el I:
rema qug debe demostrarse. Para excusarlo, no hay mis qune tener pre-
sente que el teoremn por demostrar debs resultar eomo congecuencia de
olras verdades va conocidas.” El otro vieiose lama e¢irculo vicioso, y
consists en. tomar como fundamento e la demostracion wn ir'rfz-;. ma que
iedavéa no se ha rlemas{-rado, y.que para kacerlo serie nicesario apoyar-
s¢ en el leorema que {rata de demostrarse.
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.L‘ema es una proposicion fundamental que sirve de preparacion & va-
rios;teoremas b & la resolucion de wna séris de ploblemas.

Coralario, es la consecuencia de una Proposicion.

L”.\"mlia €3 una observacion relativa i una 6 varias proposiciones; con
ol ?bjeio de ezplicar-sus relaciones, su extension, su utilidad y las ros-
lrw‘cz'ones & que deben estar sometidas.

}51-1 todo teorema deben distinguirse dos partes: el supussto ¥y la con-
clusion, que es'su consceuencig. Por ejemplo, si decimos que la cusrda
que pasa por el centro, 4 bien el ditimetro, es lu mayor de todas lascuer-
das; el'supuesto & hipbtesis es que se trata de Ia cuerda que pasa por el
gentro,;y 1a conclusion es que sew la mayor de las cuerdas. Cuando de
un teorema se forma otrd en el que se toma la sonclusion como Supues-
to, y Este eomo eonclusion, resulta una proposicion que se Hama reci-
proca.de la primera, Asi el teorema reciproco del que nos ocupamos es
que la midyor de todas las cuerdas es la que pasa por el centro.

Como algunas veces 1a conclusion del ‘teorema primitive conviene 4
0?‘1’03 casgos no comprendidos en el supnesto, resultaque no siempre.es
clerta la reciproca, y de aqufi Ia necesidad de demostrarla,

L?s problemas de geometria que, eomo los demés que hemos resuel-
toe tienen porobjeto deferminar algo desconecido que satisfaga defer-
minadas condiciones, pueden ser relativos 4 1a ficura 6 relativos & Ia
extension. Lios primeros®on grificos y los segundos numéricos. Esnn
prob'lem:l grafico tirar una tangenté & un circulo: ¥ es un problema nu-
mc%r‘ico determinar 1a longitud del radio de wm eirculo,

Todo problema consta de résolucion y de demostracion.

ANGULOS.

375.—DEFINICIONES.— S8 Hama éngulo le figura formada por dos
rectas A B, A C, [fig. 29], inslinadas entre si que concurren enun
punéo. Puaeden suponerss prolongadas 1aé dos rectas A B ¢ A C, 'sin
que el valor del &ugulo cambie. Ta magnitud de an z’mgul;) depende
de Ia mayor 6 menor inclinacion de 1as rectas que lo forman, pero no
de la longitnd de éstas. Asi, pues, en un dngulolo que se estima, ez la
mnclinacion de dos rectas. :
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28 Cuando no hay méis que un solo ingunlo en un pun-
~ to, como en la figura 20, ge denomina por la letra A
o~ que estd en este punto que se llama vérfice; y las rec-
A z X
tas A By A O se llaman lados del &ngulo.

Cuando hay varios dngulos en nn mismo punto, co-
moen la figura 21, se denominan con sus fres letras; pero teniendo
cnidado de nombrar siempre la del vértice en medio de las dos qué co-
rresponden al extremo libre de cada nno de los 1ados. Asi ge dice el
gugnlo A C Dy el ingulo D C B

Cuando una recta D € cae sobre otra A B formando con ell4 dos 4n-
gulos D C Ay D O B ignales entre s [fiz. 21}, se dice que esta recta
es perpenaionlar, y losdngules D C A y D € B se Haman recéos.

a

Figarai0.

Todo dngulo B (' B [fig, 22], menor gue
un reclo D C B, se Uame agudo; y todo dn-
qulo B C A4, mayor gue un recto D ' A, sella-

B ma ebluso.

Cuando dos angulos: como B O B y ¥ C A va-
lon gumntos dos dngulos rectas, sa dice qué 3on Su-
plementarios.

Se Naman complementarios dos dngulos como
B ¢ By B G D, euyn suma es igual ¢ wn @ngu-
Lo recto.

Se Uaman dngulos adyacentes los que forma wune recta [fg. 23],
€' D quecas gobreoira A B. Los ingulos A D Cy 0 D Bson adya-
centes.

Se llaman dngulos opuestos al vértice, los que

estdn formados por dos reclas [fig. 24 A By

O D que se cortan en un punto O y tienen la ex-

o presada posicion; como los dngulos A O C y
BO .

3%6.—Para que des-dpgulossean’ignales, esne-

cesarioqne la inelinaeion respectiva de las dos

g rectas que forman cada uno, sea la misma; esto

. so praebs haciendocoineidir el vértice A [fig. 25]

N ® eonel A’ yel ladoA @conel A’ C°, ysiel otro

2 Iado A B congide con A’ B’ los dos fingulos se-
Figura N, %
rén iguales.

Por tanto, siempre que dos 4ngulos sewn igusnles, estamos seguvos de

que si hiciéramos coinecidir sug vértices y uno «de sns lados, en el ofro
4




lado tambien eoincidirian’
dan log dngulos serfin inuales

reciprocamente cuando los lados ceinei-

Qe .
B |

IOREMA.—87; desde los
ives do dos dngulos {fig,35] ¥
cone el mismo. vadio s¢ Irazai arcos
de ciroulo B € y B’ (7, 4 anguldos
[gtiales ~corrésponden areos 1qualss,

y rectprocaments.
aher tomado el radio A C=4A" €’ y porgue todas las Tineas rec-
tag puddén Sobreponerse, =i pnsiéraimos una sobre otra estas rectas; el
ptinto Al coincidiria con A’ yel € con ‘0%, Por ser ignales los dos fin-
gulos [376], ¢l lido A B tomaria la direccion A™ B’, y como estas dos
ractas tienen igual Tongitud por ser ridios; resulta que el punto B coin-
cidiria con B’ Thego sicndo 1os dos arces B €y B' €7 arcos de cirenlos

iguales y-eoincidiendo sns extremos, serin ignales.

La reciproca so'demostrard como sigue:

Si sobrepugiéramos las rectas A Gy A’ O, coinecidirian sus extre-
mos por haberlas tomado iguales por construccion. Por ger iguales Jos
arcos B U y B C’, el punto B’ eoincidivis con B, y eeincidiendo. los
dog extremos de la recta B Alcont losde la B A’ ésta coincidina, de
lo que. resulia que los.dos dupulos I3A 0 y B’ A’ C’ serfim iguales.

378, —Tronmara,— Los dngulos spu propoveionalés ¢ loSarcor ddl cir-

£

culo descrito desde s vértice como tentro.

Si-desde el wéirtice C [6p. 26] del dngulo B/C A trazamos una eir-
cuyferencincon el rfidie C A, v al lado deeste dugala'trazameos otro
B 9 Diguab&d B ¢ Aprésulta quo conforgie al teéorema anterior el ar-
co I D=B Aj; Inego al ingulo D C A doble de B C A corresponde nn
arco D A deblede B A,

St al lado de D OB trazamos otro dngulo igna-
E O Dy tendremos [3%7] que ED =D B=BA,
lnego al angnlo E €@ A que es triple de B CNA, co
—~{# Jrrespontle/unareo B Altriple de B A.

. ¥ como fo mismo Jemostrariamos de un dngulo
cufidraplo, quintuplo, ete., se infiere que. los dagu-
los som proporeionales @ {os areos del circulo trazados

desde swvbriice como oEntro, y poredta razonise tafon por madida de
un dnguloiol \arco guesus tados abrazan.

En efecto, de lamagnitud del arco depende In inclinacion de 1oa la-
dos; y por tanto el valor del éngulo.

2%

279.—Toila circtinfercocia de c¢irenlo se considera dividida on 360

partes ignales que selaman grados, cada grado se gubdivide en 60 par
tes que se Haman minuatos, y ¢ada minuto se subdivide'en 60 seorundos.
Lios grados se indiean con un pequefio cero arriba del niimero q
represents, los'minutos con una coma y'log'sogundod con dos comas.
“—30°—18" ge lee 25 grados 30 minutos y 18 se
Y como Jos arcos sen la medidade los dngalos, éstos
bien en grados, minutos y segundos. Asi, un
da es un cuadrante, vals 90°, Dos dugulos suplementarios valen junto
180°. - Dos d@ngulos complementarios valen junios 90°. Un dngulo agu-
do vale ménos de 90°, y uno obluso vale mds de'90°, ' .
Este gistema de division, que es ¢l més generalmente adoptado, so
Hama sezayesimal; pero hay otro llamado cenfesimal, en el que la cir-
ennferencia se considera dividida en 400 grados, €l grado eén 100 minu-
tos y el minuto en 100 segundos.
380, —TEOREMA.—Fn un mismo circulo, 6 en circulos wquales 4 ar.-
cos iguales, corresponden cuerdas iquales, y reciprocaments.
S Sea el arco A B.= 0D [fig. 27] del mismo ciren-
“;4’ /™\a ‘lo, ¥ vamos & demostrar que las cuerdas A B y D C
/ \' serfin jguales. Tomemos el punto R en la mitad del
| areo D'A ytiremos ¢l difmetro B'S. Si doblaramos
la figura por la recta B S, 1a semigireunferencia R B'S
coineidiria conlu R € 8; [373] por haberse tomado
Figura =7, I en el mediode B A; ¢l punto A conecidiri con D;
¥ por ser el arco A B == D C ol punto B coincidiria con O; y supnesto
que los extremos de Ia cnerda A B coingi respectivamente con los
de Ia C D resulta que estas dos cuerdas serdn ignales.
Reciprocamente si la cunerda A B = C D, haciendo Ia misma cons-

truccion y doblando la figura segun R S resulta que coincidirian los
extremos de los arcos, por lo que seriin iguales.

St se tratara de dos circulos iguales comenzariamos por sobreponer-
los, y en seguida serian aplicables las demostraciones anteriores,

De este teorema resulba querdos dagulos serinagualeseuando lo sean
las cuerdas de los arcos desorilos desds sus vértices con ol mismo wdilio,
y. reciprocaments. #

381.—Antes de oouparnos de la resolticion de algunos problemas di-
remos-que; al tratar de una rdsmostracion, la figura tiene solo por ob-
jeto aywdar 4 I inteligencia del mcioginio/ que sefanda en las relacio-
nes que hay entre el enunciado y el objeto de la demostracion; por cu-
ya razon-esas figuras no tienen necesidad de ser trazadas con gran cui-
dado;mo sucediendo otro tanto enando el objeto es resolver un proble-




28

ma grdfico, en el que se trata de constrnir figuras que satisfagan deter-
minadas condiciones, cuyo resultado depende de la exactitud con que
se tracen Jas lineas, objeto de la cuestion. En la resolucion de los pre-
blemas gréficos importa. que el papel esté restiradosebre un plano per-
fecto, que los instrimentos que se usen estén rectificades, que las li-
neas sean tan finas como sea posible, y por ultimo, que los puntos ten-
gan la menor extension ‘que so pueda.

En cuanio 4 log. problemas zuméricos, fque tienen poriobjeto deter-
minar los valores numéricos de los elementos de una fignra deducién-
dolos de otyos, son del resorte de la aritmétiea; la geometria solo inter-
viene en-ellos para hacer conocer lagrelaciones de extension qaa ligan
los datos con 1as incognitas, asi como aquellos procedimientos por cuyo
medio se determina la relacion de estos Giltimos con la unidad de su es-
pecie. . Debe tenerse en caoentd la aproximacion que les instramentes
ngados pueden day para no levar inttilmente los cileulos més alla de
ese grado, Si, por ejemplo, Ia escala noindica gino medios milimetros,
serd infitil Tleyvar la aproximacion en los cilculos més alli de los diez
milimetros,

Ademis del 1ipiz. del grafio, de/ 18 regla, de la escala y Jdel compis
parg laresolucion deles problemas grificos, nos servimes de la escua-
dra y del frasporiador.

Lo

1
Tigurs 25

La esenadra [Hig, 28] et un trigngnlio de madera, de metal 6 de mar-
fil, envel que nno de sus fugulos A precisamente os recto. Sirve parti-
cnlarmente para trazar lineas perpendicalares y paralelas. Para cercio-
rarse de que estd bien construida, por un punto Cififiz: 29] de la recia
A B se traza la perpendicular € D aplicando el borde E C de 1s espua-
dra contra clla. (En gegnida se voltea 1o escuadra aplicando conira el
papel la cara que.estaba park arriba‘y quedando el vértice E cerca de
B.en el punto B, se traza ctra perpendienlar por el mismo panto C.
Si ests seganda perpendicnlar geconfundecon la primera, es pruebade
que la escuadra estd buena, pues.eniénees el dugulo D O B serd reeto.
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El trasportador (fig. 30) es un semicit-
culo de metal & de cuerno trasparente,
en el que est@-mareado el centro A, y los
grados y medios grados. Sirve para medir
los dngulos 6 para construirlos de deter

ek minado valor. Hay dos cosas que rectifi-
car en eéste instrumento: que el punto marcado A sea el centro del se-
micireulo, y que los grados n ignales enbre si. Para cerciorarse de
1a buena colocacion del cenfro, basta tomar con el compis la longitud

: sien cualquiera
posicion pueden haeerse coincidir el centro y Ia semicircanferencia del
trasportador eon el centro y circunferencia trazada, el centro del ins-
tramentoestars bien fijado. Para averignar si estibien dividido, se to-
ma con ¢l compés la enerda, por ejemplo, del arco dé 157, y se va 1le-
vaudo entre las divisionesde 1y 16°, de 2 v 177, de3 y 187, eic., cuyas
distaneciss deben ser eonstantementeignales, supnesto que & arcos igna-
les‘corresponden cuerdas iguales.

382, PROBLEMAS DE ANGULOS.—L—Sobrélerecia A B (fig. 31)
canstruir un dngula igual ab anguls dudo D.

&N ] : = Desde el vértice D, como centro
A y eon un radio eunalquiera, tricese
/ A // \ gl arco B F; haeiendo centra en A
1 \ | yeon el'misme radio tricese ol ar-
& £ go indefinido'G H: témese la‘euer-
g da E F v llévese desde:G: hasta C:

y tirando la recta O A ésta formard un dngalo igual al dado.
El fandamento doesta construccion esique los arcos Bl y Gliy que
miden estos 4ngulos, son iguales por pertenccer & circulos ignales j

tener cuerlas igoales

IT. —Construir un angulo iguala la sume de dos dngnlos dac

Sean los &ngulos dados A'y B. Sobre la recta
C D (fiz. 32) y conforme 4 lo explicado en
¢l problema anterior, se constraye el dngnlo
D'C E=A.| Enseguidasobre larecta O E'y em-
pleando el mitmo‘método, se construye el dn-
gnlo E CF = B. El dngulo ¥ C D serd-ignal
& A + B. Asi puede construirge un fngulo do-
bie, tyviple, ete, de otro.
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HI.—Determinar la diferencia enive dos dngulos A y B (6g. 33
\ / Sobre la recta € D’ ze construye el dngulo
'\\ D’ CE =A, que esel mayor de los fingulos.
AT #°7"""_ Sobreel mismo lado € I’ constriiyase ¢l fingu-
10D CF = B. Bl angulo ECF =EC D" —
D’.C F = A — B ser el pedido.

IV.—Detorminar ek niemero de grados del angulo C A B (fig. 31) por
medio del trasportador.

~

Re colocara el trasportador sohre el dngulo C .
teniendo/cuidado de hacer coincidir el centro (h. 1ns-
tramento con el wértice" A del ingulo y la linea mar-
eada con 0° y 1807 con uno de loslados, con C A po:
eje m}»lu Hocho osto, bastard | ver el nimero de grados gque marve:
ofro lado-A. 13 parar eonocer el \mm del &ngalo, q :
37°—20°. Siempre que sea necest g¢ prolongarinelos iados
gfu!u

V.— Constriir un dngulo de! 35°% sirvicndose
(Fig. 33).

Pricese da racta A B; hagase coingidir el punto A
con el egutro del trasportador, y Ia reeta A B con el
didmelro que pasas por el eero: mirquese un punto ©
en la graduacion 35°4; y tirando la recta C A quedari
trazado el fugulo pe i do.

Principales casos de igualdad en los tridngulos.

Se lama trifingulo reetilineo una figura que determinaun es-
pacio cercado por tred lincasirectas; como A B C (fig: 36).
Fas rectas que Limitan el tridngulo se Haman Jados; g los photos en
que doneurren de dos en dos, se llaman vérfices. Asi pues, todo frifn-
:

oulo tiene tres lados y tres fingulos,

Para que dos tridngulos puedan coincidir en todos sus pantos, y que

por lo niismo sean iguales, se negesita que eoincidan respectivamente
sus tres vértices, que son los z‘xtmzmm de sus lados.
Consideraremos por ahora tres casos de igusldad de los tridngulos.
384.—I.—Dos {ridngulos son iguales cuando tiensn un lado ‘igual
adyacenie @ dos dnyulos respectivaments iquales (fig, 36).

AB=A'B, A=A yB=>5

DeyMosTRACION. —Por ser A B=A’ B’ s
ras ¢l Iado A B coincidirian con A™ B !’(»:' ger ¢l fngulo A=A coin-
cidiendo ¢l Iado A B con A’ B, el lado A C tomaria la misma
que A” €7, Por gor el fingnlo B = B’ coincidiende »;'1
A’ B2, ¢l lado B Gtomaria Ia mizma dirdecio
do v-~«=v»eczi\'mu. te log dos lados A C y
que el ].numk :

P 80N iﬁ{l\;h:
1. —Das tridiiqulos son igua-
enando tienen un angulo igual

7

¥ TR . y s ‘v”
made por (ados wgualt g. ab).
1 Y \

R ' grta L . A2 A B=AByAC=AC.

DEMOSTRACION, —l’m ser ¢l fingulo Al = A’ si Spbrepusiéramos las
dos figuras, los lados A B .y A O tomarian la mismadireceion que A’ B’
y A’ O yporserA B=A'ByAG=A"C, d punto B coineidiria
con B’ y el Ceon (s ducgo el tercer lado B U coineidiria con 3705 por

coincidir sus extremos, y log trifingnlos gerén igusles

a5 ]

386.—L1L—hos Eridngulos serdn iguales cuando .'( ngan sus tres la-

spectivamente 1gua
(rlg 36) AB = A’ B, A\

ser el lado
f':‘;'ii":r.\‘, 3 3 Lad 8, 1o I!!. O u’l»l-‘ S EXErenns,
Si desda el punto A como ('--m'l‘- v con el radio A O trazamg a
Ia « xrr~u]n D B por sér A '€= A7 € el punto ¢ eacrienalgnno de
:3te avco. Si desde el ‘pnato ]’ como eelitro ¥ gon el radioB €
ramos an areode cirenlo B Gy povser B O = 3" ¢’ el punto €7 caerd
dleuno de los de “\.[\“r>~"1~1'r a ' -y debiendo perienece =4 los

DEy ‘:" (& el punto € caerd sobre (', que es3 la interseecion

ﬁ—gﬂ'_r_-_:-uj e i
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de los:areos; luego coineidiendo los tres vértices de los dos tridgngulos
resulta que son iguales.

38Y.—Fn iridngulos iquales wiedos {guales-estén opuestos dnqulos
tquales, y reciprocamente.

Siendolos tridngnlosiiguales podrin sebreponerse coincidiendo los
lados y.los Angules, y cuando coincidan loadog tridngnlos on todos sus
puntos, resultaris que & los lados icuales quedan opuestosingulos igua-
leg, ¥ reciprocamente que i log fingulos iguales quedaran opuestos la-
dog ignales:

Tstos tres dasos de iznaldad de'los tridngulos, y el teorema gqne aca-
bames-de-demostravyson de mny frecuente uso.

PERPENDICULARES 'Y OBLICUAS.

388.—Se Urma perpendicular todavecdla A B (fig. 37) que forma con
ofra D C dos dngutos A'B C y A B D) adyacentes é iguales entre si.

A

Se llama oblicka wng veefa ¥ G (g, 38) que forma
con otra X Ledos angulos adyacentos desiguales.
8

Piguos §7:
380. —PronesA.— Cuando ‘une vecla ¥ G (fig. 38) cae'sobre cira
H L tos dngulos ¥ G H y E G Li gue forman, son suplementarios.
o F DEAOSTRACION.—31 en el punto @ levantamos Is

/ =« perpendicular G O tendremos:
: " ~ = ~
L EGH+ EBEGL=0GH +0GL
s/
A S b i
G £ pero por construceion

Figura 38
0GH + 0G L= 2rectos.
B GH + F G L= 2reclos.
390.—TEoREMA.— La sumaide-lodos los dngules consecutivos forma-
dos dé un-lado de une rectay o8 igual d dos rectos.
DEMOSTRACION .—Para demostrar que la snma de los dngulos (fig.
39) ACD, DCE,ECFE y FCB valen dos rectos, por el punto C
levantaremoa la perpendicular C O, y como

33
ACD +DCE+ ECF + FQO
= A0OO +0CB

ycomo ACO + OCB = 2rectos

8 il 4
Pleura 39, se 1nfiere que
ACD + DCE + ECF 4+ FCB = 2rectos,

391.— La suma de todos los dngulos (fg. 40) formados al rededor de
un punto C es igual d cuatro rectos.
Si prolongamosel lado A € hasta G, y por el
punto O levantamos la perpendicular O C H
tendremos que
ACB +BCD+DCE+ECF+FCA
=ACO+00G+GCH-|-HOCA
y como los cuatro dngulos del segundo miem-
bro son rectos, geinfiere que la sama de log &n-

gulos del primer miembro de la eenacion, val-
drfin 4 rectos.

892.—Las bisectrices de los dngulos adyacentes son perpendiculares
entre sé.

Se‘lama bisectriz la recta que divide un &ngulo en dos partesignales.
Sean los dos dngulos adyacentes [fig. 41) ACBy BCOD, y vimos &
demostrar que las rectas C Ey O F, que dividen en dos partes ignales

esos ingulos, son perpendiculares entre si, esto es, que el &ngulo FOE
€8 recto.

Por ser adyacentes los dngunlos [389] se tiene:
ACB 4+ BOD = 2rectos

o tomando la mitad

Pigurs 41,

ACE 4 32D — 1 recto

sustituyendo por 452 sn ignal F C By por 2§ BC E
ge tiene d

FCB+ BCE=1recto

F O E = 1 recto
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de los:areos; luego coineidiendo los tres vértices de los dos tridgngulos
resulta que son iguales.

38Y.—Fn iridngulos iquales wiedos {guales-estén opuestos dnqulos
tquales, y reciprocamente.

Siendolos tridngnlosiiguales podrin sebreponerse coincidiendo los
lados y.los Angules, y cuando coincidan loadog tridngnlos on todos sus
puntos, resultaris que & los lados icuales quedan opuestosingulos igua-
leg, ¥ reciprocamente que i log fingulos iguales quedaran opuestos la-
dog ignales:

Tstos tres dasos de iznaldad de'los tridngulos, y el teorema gqne aca-
bames-de-demostravyson de mny frecuente uso.

PERPENDICULARES 'Y OBLICUAS.

388.—Se Urma perpendicular todavecdla A B (fig. 37) que forma con
ofra D C dos dngutos A'B C y A B D) adyacentes é iguales entre si.

A

Se llama oblicka wng veefa ¥ G (g, 38) que forma
con otra X Ledos angulos adyacentos desiguales.
8

Piguos §7:
380. —PronesA.— Cuando ‘une vecla ¥ G (fig. 38) cae'sobre cira
H L tos dngulos ¥ G H y E G Li gue forman, son suplementarios.
o F DEAOSTRACION.—31 en el punto @ levantamos Is

/ =« perpendicular G O tendremos:
: " ~ = ~
L EGH+ EBEGL=0GH +0GL
s/
A S b i
G £ pero por construceion

Figura 38
0GH + 0G L= 2rectos.
B GH + F G L= 2reclos.
390.—TEoREMA.— La sumaide-lodos los dngules consecutivos forma-
dos dé un-lado de une rectay o8 igual d dos rectos.
DEMOSTRACION .—Para demostrar que la snma de los dngulos (fig.
39) ACD, DCE,ECFE y FCB valen dos rectos, por el punto C
levantaremoa la perpendicular C O, y como
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ACD +DCE+ ECF + FQO
= A0OO +0CB

ycomo ACO + OCB = 2rectos

8 il 4
Pleura 39, se 1nfiere que
ACD + DCE + ECF 4+ FCB = 2rectos,

391.— La suma de todos los dngulos (fg. 40) formados al rededor de
un punto C es igual d cuatro rectos.
Si prolongamosel lado A € hasta G, y por el
punto O levantamos la perpendicular O C H
tendremos que
ACB +BCD+DCE+ECF+FCA
=ACO+00G+GCH-|-HOCA
y como los cuatro dngulos del segundo miem-
bro son rectos, geinfiere que la sama de log &n-

gulos del primer miembro de la eenacion, val-
drfin 4 rectos.

892.—Las bisectrices de los dngulos adyacentes son perpendiculares
entre sé.

Se‘lama bisectriz la recta que divide un &ngulo en dos partesignales.
Sean los dos dngulos adyacentes [fig. 41) ACBy BCOD, y vimos &
demostrar que las rectas C Ey O F, que dividen en dos partes ignales

esos ingulos, son perpendiculares entre si, esto es, que el &ngulo FOE
€8 recto.

Por ser adyacentes los dngunlos [389] se tiene:
ACB 4+ BOD = 2rectos

o tomando la mitad

Pigurs 41,

ACE 4 32D — 1 recto

sustituyendo por 452 sn ignal F C By por 2§ BC E
ge tiene d

FCB+ BCE=1recto

F O E = 1 recto
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303.—Los anyulos (fig: 42) D B Oy A B E opuestos al vertice, san
sgrales.
) Tenemos que por ser adyacentes (383) los &n-
gulos

D BC + A B D = 2rectos

pordznal razon

ABE3+-ABD = 2 rectos
mego : :
' DBC - ABD=ABE+ABD
guprimiends A B D résulta
' DBG=ABE

gue es lo'qnese debia demostrar,

394 Cnando o reeta (g, 43) AB, 'es parpendicular @ olra C D,
st tambien ps perpendicular & le primera A B.
Prolongnemos laxecta A B hasta I, y demostra-
remos que siendo ABC = A BD, los fngulos A
BCy CBE que forma la reeta C D' con A E,
tambien sern iguales, y en consecnencia Ia recta
C D sera perpendicnlar 4 A E.
Por'lo supuesto del teorema

A I; C — .'\ ]5 l.):
por opdestos al vértice (393)
ABD =CBE

lnego
i ABC CBE

395.—Desde un pundo A, (fig. 44) de una recta B C, no se puede le-
santar mas de una sola perpendicular. ,
= Si supugiéramos quese 'pndlem levantarotra
perpendicular A E, tendriamos:
por ¢l teorema

é; . P AC = 1recto

por el shij:ncsto
I A C =1 reeto

lgego

DAC=EFEACUC
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)erd siendo Gsto inadmisible, se infiere quo A F no es perpendicular 4
3 @, y que solo podri serlo en el easo de confundirse con A D.

unio A (fg. 45) situado fuera de unarecta B C, no

396.—For

26 le puede bajar mas de una solu perpendicular A 1. .
fuera posible bajar obra perpendicular A E,
tendriamos prolongande AD y AE que BC
seria perpendicular & A G y & A H (394). Si do-
bliramos la figura por larecta B O, por ser el &n-
,';:“—1“) ADB=BD G, lateeta A D tomariala
direccion de 1) G- y el punto A eaeria en alguno
=g de Ia recta D G; y por smponerse ¢l dfngulo
A EB = BEH, larecta A E deberia tomar la diréccion E H y el
punfo A caeria en alguno de la recta E'H. Euconsecuencia, si las dos
rectas A D y A E pudieran ser perpendiculares & B @, al doblar 1a fi-
gurs, el panto A deberia caer al mismo tiemposobre 1) G y E H, y no
siendo esto pesible, & ménos que AD coincida con A B, inferiremos
que no se puede bajar desde el punfo A mas dé anagola’perpendicular,
39%—=Cnando dos dngulgs A'B €y O B D (fig. 46), tienen la posi-
cionidezadyacentes y juntos valen dos rectos, las dos rectas A B y B D
{iradas porel eztremo de la tovea comun O B, serdn prolongacion una

de'lw otra.
L c Si saponemos que B 1 no sea prolongacion de
A B sino queé lo fuera B B, tendriamos:

£ . pconforme al gupuesto del teorema

o

A————==%

r )

E A B O + 6B D =.2rectos,

Figurs 46,
Por suponer gune son adyacentes A B CyC B E

ABO <+ CBE=?2rectos

de las que resalta ABC+0GBD=AB€+CBE

luego CBD=CBE

loque 110 es posible) & ménos gue B E v/B I coineidan, esto'es. cuan-
i ] :
do B D zea Ia prolongacion de A B.
398.— La menor distancia de un punto A (fg. 47) ¢ unarecta B C.
= F, 3
8 la perpendicular A D bajada desda dicko pundo.
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Demostraremos que la perpendicular A D es més
corta que cualquiera otra oblicus A E. Si dobléra-
mos la figura por B C; el punto A caeria en F, y
por tener los dngulos B D A y B D F la posicion
de adyacentes y ser cada uno de ellos recto, D Fse-
ri prolongacion de A D (397) esto es, A F serfiuna
lines recta; Inego:

AR <AEF

tomando la mitad A D<A E. Quees loque se debia de-
mostrar.
Esta prooiedad hace que Ia distancia de un punto 4 una recta semi-

da siempre por la perpendicular bajada del punto & la recta.

@ 399, Las oblictas: A B y A'C (fig. 48) bajadads desde un mismo

punio sobre wna recla, y que 3¢ separan igualmente del pié de la per-
pendicular serdn iguales.

Lios trifingulos A D B y A D Useran iguales (385)

por tener el dngulo A D B = A D © por reoto, el

lado A D comun, y-B D = D0 por.cl supuesto, y

como en trifingulos iguales & -ingulos ignales estén

opuestos lados iguales (387) tendremos que por es-

Mg tar opuestos & los dngulos rectos: A=A,

400.—Si dos punios C y D (fig. 49) desigualmente distantes de una
vecla A B s8'reunen d sus extremos, la suma de los rectas GA4- C B
tiradas del punto mas prézimo O, serd menor que lu suma ds las

D A + D B tiradas det mas distasts D.
Para démostrar que O A + CB <D A + DB

o : ;
prolongaremos A C hasta B, y gupuesto que la linea

\f recta es el ecamino mfs corto entre dos puntos, se

e\ \  tiene:
s )
A B
Pigura 49,
y agregando & log dos miembros E B
AE +BB<DA 4+ DB.L[1]

AE<DA+DE

Por otra parte
OB<EC+ EB
y agregando § los dos miembros € A
CA+O0B<AE+ EB....[?]
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Observando que el primer miembro de la tltima desigualdad, es me-
norque A E+E B y queconforme 413 (1) esta suma es menor que
D A + D B, se infiere que:

CA FOB<DASHDB.

401,—5% desde un punto A (fiz. 50) se¢ bojan varias oblicuas A B
A D, la que se separe mds del pié de la perpondicular A C, serd la ma-
Yor.

;c Si dobliramos la figura por la recta D C y supone-

7d mos que el punto A caigaen A, A B tomaria la posi-
cionde A’ B, y A D Jade A’ D,

Peniendo los dngulos A'C Dy A’ C D la posicion

lic de adyacentes y siendo cada uno de ellos recto, la li-
; nea C A’ seré la prolongacion de A C (397) y en con-

: secuencia A A’ es ona linea recta. Por ofra parte; es-
N tando B mds préximo 4 la recta A A’ que el punto D
»  tendremos que (400)
Flgars 5. AB+BA<<ADSEH DA
tomando la mitad AB<AD

:

que es lo que se debia demostrar.

402, —Camo si desde un punto se tiran varias lineas & una recta, por
una.parbe la perpendicnlar es menorque cualquieraoblicaa, y por/ otra
solo pueden ser ignales Ias oblicuas que se separan ignalmente del pié
de la perpendicular, siendo mayores las que se separan mds; 8¢ infiere
que desde un pualo jomado fuera de una recta, no se. le pueden trar
mas que dos roctas 1guales.

403.—Si por el medio O (fig. 1) deunarécla A B se levania una
perpendicular C D: 1° enalguiér punto de ln perpendicular estard equi-
diztante de losexlremos-A vy B:2° enalyuisr punfo que no_pertenezca &

la perpendicutar, distaré desiguaimentede los extremos. ‘
2 DeMostrACION.—1° A E =E B por ser oblicuas,
& que segan el supnesto, distan igualmente del pié de

1a perpendicular (399).

2° Vamos 4 demiostrar ahora que un punto F que
10 pertenece fi la perpendicadar, dista designalmen-
te de los extremos. Reuniremos F con A yeon By
por ¢l ponto B tiremos la recta E B, Teéendremos !

FB<EB+EF
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sustituyendo por ¥ B, su igual B A resulta
FB < FA.

404, —Siempre que unirecta A B (fz. 52) iiene dos puntos A y B
equidisianteside dos punios C iy D de olra rocta, la primera sevd per-
pendionlar & la sequnday y In dividird en dos pavies iguales.

Bundfindonos en que AC=ADy BC=BD,
demostraremos que el dngulo A O C=A O D. Los
triingulos’ A B'G v A B D' son igunales (386) por
tener sus tres lados igaales; lneso si dobliramos la
figara porlalinea A B, el punto D deberia coinci-
dir con (; y permaneciendo el punto O invariable,

L resultariai que los ladog del fngulo A O C coincidi-
rin ‘con los'del*A O D porlo que sivin iguales, y A B perpendicular &
€ D. Ademads, 58 vequg A B dividd & O D en dos partes izuales.

405,—Todos los puntos de la biseotriz de un drguloesiin equidistan;
tes delos lados del dngudo.

Sea el angnlo A B C (fig. 53) y _sames & demoskrar que cualquier
punto E de la recta B.D, que lo diyide en dos éngules A B D y DB O
ignales; esti equidistante  de fes lados A B y B U del éingulo A B ©
Como la distancia denin punto & una recta se mide por 14 perpendicu-
lar bajada sobre 1a recta,  si bajamos las perpendiculares E ¥ y E G,
debémps probar que estas lineas que miden Ia distancia de un punfo
de Is bisectriz 4 los lados-del fingulo son ignales,

E Si doblfitamos Ia figura por la recta B:D el pun-
/S e_o to Epermaneceriafijo, y poreer el ingnlo AB D=
//‘g’ D.B.CelJado. B C.coincidizia.con B-A y el pun-

’ ; to F de la primera recta debeberd hallarse en al-
guno de los de la rectw B A.. Porotru, parie, la

linea E'F que es perpendiculard B .C despues de
doblada la figura, deberd tomar nna posicion ‘perpendienlar & A B;
-pero como desde un mismo punto E no se punede bajar mas de una so-

¢

la perpendicular & una recba (396), resnlta que E F tomard la direc-

g

Figura 53,

cion E G, y como.el punto F debe encontrarse 4 la vez sobre las rectas
A By E G tendri que coineidir con Gilluego B F=E!G.

406.—Todo punio O (fiz. 54) que quede deniro dg un dngulo A B C

v que no perlenece ¢ la biseclriz, estd desigualmente distanle 4z los la-

dos del angulo.
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Las' perpendiculares O ' ¥ O G son las dis
tancias del punto 04 los lados del fingulo, y va

o ' >
~ mos 4 probar que O G<O FE.

Por ol ponto E tiremos Ia perpendicalar B H

& A B, v unames O con .
Tendremos:
0 G<0 H

O-H
pero: siendo E H=ET (405)

O H<OF
O G<O T

sustituyendo se tiene

lnero con mis razon

407.—PROBLEMAS DE OBLICUAS ¥ PERPEN DIOULARES.—L. —ZLevan-
lar una perpendicular ¢ una recte, A B (Gg. 55) desde unpunio C de
{a misma recta.

Resolucion.—Tomense dos puntos B y D equidis-
tantes'de €, yhaciendoscentro primero en B y luegoe
en' D con nn’ radio- arbitrario pero mayor que C B,
triicanse dos arcos de'circulo, ¥ renniendo el punto

£
X

A—i——a=s-iB i de interseceion'de estos dos areos con el punto C,
Pigura 8. la recta C' B serd la perpendicular; por tener confor-
me 4 la constrnecion dos puntos € y E equidistantes de otros dos Dy B
de la linea dada ({404}
El radio-arbitrario B B debe ser mayor % para que los arcos del cir-
culo puedan cortarse.

I1.—Bajar una perpendicular & uuna vecla, A B (fig. 36) desde us
punto € tanado fuera de ella.
Haciendo centro-en el punto @ y ¢on'un ré

dio C D tracese
dada en dos pnntos; hiigase ecentro en cada uno

el arco D E que corte Ia rects

de estos puptos D' y E y con un mismo radie
describanse dogardéos fuese cortarin en el pun-
to F; reaniéndo loz punfos'C y F con una ree-

ta O P, esta ser la pedida por tener dos pun-
tos € y F, equidistantes de los Dy E de la rects

dada. (404).
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HI.—Dividir una recta A-B (fig. 5%) en dos partés iguales.

T'émense como centros sucesivamente los extremos A
y B de la recta, y con un radio mayor que la mitad de
dichg recta tricense dos arcos, y reuniendo los puntos
U y D de inferseccion de los arcos por la recta C D, es-
ta determinara el punto M que serf el medio de la linea
A B,
Demesiracion.—Estando dos puntos C y D equidistan-
Yigers 51, tes de Ay de B, sise reuncn estos dos puntos resultarfin
dos tridngulos A C D y B € D iguales por tener sus tres
lados respectivamente iguales; luego st se doblara la figara por C D
permaneciendo fijo el punto M, el punto B coincidiria con A, Io que
priueba que las partes A M y B M son iguales.

LV.—Dividir un dngulo € en dps parfes iguales.

Desde el vértice € (6g. 58) triiecese un arco
A B; haciendo centro én A y B deseribanse
dos arcos quese cortarin en D, y reuniendo
Ccon D esta recta dividird en dos pares igaa-
les el dngulo dado. En efecto, los dos tridngu-
los A O'D y B O D son iguales por teuer sus tres lados respectivamen -
te iguales; y por estar opuestos & lados iguales en trifngulos iguales,
los fingulos A €D y B € D, gerfin iguales,

Pigura 68,

Como empleando el mismo procedimiento podrian dividirse en dos
parfes iguales eada uno de los dngulos A C D y B O D, resulta queasi
nodrs sucesivamente dividirse en 4, 8, 16, ete., partes igunales.

! L s g

V.—Determinar ol suplemento, y el complemento de un dangulo.

Sea el angulo A B C (fig. 59); bastari prolon-
gar uno de sug lados, y conforme al teorema del
nam. 380 el dngulo O B-D seré el suplementodel

: ingulo dado. Para determinar su complemento
& ° haciendo uso de la construccion del problems I
ey de la figura 55 se levantari una perpendicular en
el punto B y el dngulo € B E serd el complemonto buscado.

PARALELAS.  %%.1625 uonyee
REY, serpog

408.—DEVINICION. —Se¢ Uaman paralelas las rectas que estando en
un plany tiensn todos sus puntos equidisiantes. ' : N

Uomo la distancia de un panto & una rects se mide por la perpendi-
cular bajada sobre ella, para que dos rectas A B y C D sean paralelas
(fig. 60) es necesario que las perpendiculares bajadas de dos puntos
cu;xlesquicm E y F sobre C D sean iguales.

409, —TroREMA.—Toda recta J L (fig. 60) perpendicular @ una de
dos paralelas, es tambien perpendicular d la.otra. . i
A_E 9 _FE o Supongamosque J L sea per_lw.lmum}- i C 12'

: z "; y vamos & demostrar que tambien lo serd 4 A B,
c—& it i# 5. para fo que necesitaremos inferir que los fingulos
pRere LJ B y LJ A sonigeales. Tomemos i distan-
cias ignales de L los puntes H y G, y por ellos levantemos las perpen-
dicalares H F y G E 4 C D, resultard que E G=F H por medir las
distancias.de los puntos de las dos paralelas A By € D. Sidobliramos
1a figura por J L por ser esta linea perpendicular & G D, la parte _I) D
tomaria la diteceion dé L. €, y eomo por construceion L H=L G, el
punto H eoincidirs con G. Como K H y E G son perimmliculur?s it
¢ D, la recta H F despues de doblada la figura deberia tomar la diree-
gion de G E:;y eomo ademiis H '=G'E resulta que el punto F caeria
sobre E; y como el punto J ha permaneeido fijo, se infiere que el dn-
gulo L J B es ignal & L J E que es lo que se debia demostrar.

410.— Por un punio A (fig. 61) no se puede tirar mas d¢ unw sola
paralela & otra recta B C.
E Siendo A I paratela i B C; tendremos AB=CD.
Si suponemos que pudiera ‘tirarse otra paralela
desde A, como A E, tendriamos A B=C E, de
lo que resultaria © D=E € lo que es imposible,
4 ménos que A B coineida con A D.
b - Debemaog insistir sobre lo-que dijimos en la de-
finicion, y es que las paralelas cstin en un mismo plano.

411.—8i cada una delas rectas A By G D (g 62)es puralela
una tercera recta B F; serdn paralelas entre si.

2o 628
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Porser A B paralelu i E ¥ se tiene
AE=BF
por ser G D '!"Jl'.‘llti‘n:l AEF
O E=DF
rostando estfa deuacion de la anterior, resuilta.
AC=BD
.

negol A B serfi paralela A €1

£ 2 gands mna rectacorta dow patalelas (g, 63). 4 la rectaA B
I :

se Te Tlamn seeante v 108 ananlos qie forma'eon lag paralelas toman las

signientes denoninaelones:
g _ Se llaman zafernps los cuatro fingulos que quedan
dentro de las paratelas;y son: C G H, D G H,E HG

y F'H G,

Se llaman exfepnos 108 cuatro fingulos que quedan
fuera de las paralelss, yson: O G B, BG D, AHE
Figura &% yA 1 E.

Congiderando los fngnlos de dos en.dos: sellaman alfernos internos;
log infernos colocados de diferente lado dela seécante como O G H y
PH G, 6 EH G 5D G H:se llaman alfernos exiernes los dngulos
que estfin fuera de’las paralelas y de diferente lado.de Is sccante; como
0GBy AT, 6 BG D yE H As por altimo, se Mama. correspon-
dientes los dugnlos coloeados del misme lado de Ia seeante. siendouno
interno y elvoiro externo, ‘como B G'Dy BHF, AHE, y A G D,
EHAYCGA, BEHByCGB.

113 —Tomarembs: como principio. fundamental de las propiedades

dol paralelismo de dos lineas, el signiente

TEOREMA.—Sicmpre que: los dngulos C A By D B A (Gg. 64) gue
tienen To posteion da altornog internos, sean dguales, las dos Tectas CE
sy B 1 sevdn) paralelus

Conforme & 1a hipblesis del feorema, C A B
=D B Ay vamos & demostrarque lasrectas CE
v B D) tienen sus;, puntos equidistantes. Por el
punte A leydntese A G perpendicular & € By y
D por B levantese B H perpendicular & ¥/D, El

fngulo B A G serd complemento de C A B, y el
§ngulo H B A serd complemento de'D B A; pero siendo

se 1nfiere que tambien lo serin’ sus'complementos, luego
BA G=H B'A.
Los dos tridngulos A. B G y A B H serfin iguales (384) por fenel
el lado A B comun adyacente & dos dngulos respectivamente iguales; 3
como en triingules ignales & dngulos ignales estin opues

les, tendremo

Rt 5L03 /it 1".: -'I
A B G=B A H
veomo A Gy B Hemiden las distancias de dos panios de las reetas

¢ By ¥ D, se infiere que serin paralelas por estar equidistantes.

B l-i.—.S(-l‘i/)}AI'l‘ que e dos pacias A U ‘?/ ¢ D (ﬁ_’ U-:-) f':'.//‘f'l"f!rf?" por
una secante, los angulos que tienen I posieiomn de allernos exlernos sean
iguales, estas reetas gerdn paralélas.

Conforme & la hipotesis
AGE=FHD
sustitoyendo ¥ estos Gnenlod sus igtales por opues-
tos al Wértice, se ticne
B G H=0HG
Pigum .
pero como estos tienen la posigion de albernos intérnos, se infiere que
las rectas seriin paralelas,

415.—S% log anqgelod f‘wr'.z‘e'.«r;:h'r/sr][('n{'.(-.»‘ <00 7::,'.‘!'1_'1{’.\“ lizs yeotas seritn
paralelas.
Sean (fig. 65) E G B=E H D
sustituayendo por E (& B su opuestoal vértice, se tiene
AGH=EHD
pero stendo esfos injulos alternos infernos, Tas rectas serdin paralelas.

416.—Siompre que losdngulos vateynos- ded wmismao ledo de-la secante

. 163).

sean suplemantarios, las dos reetas serin paralelas. (g
A
A

Sean A G H+C H G=2réctos

¥ como
3 (389)
CHG=HGB

pero siento estos alternos internos, lis reetas serdn paralelas.

417.—Siempre que los dnrgulos externos del mismo lado de la secante

sean suplementarios, las rectas seran paralélas .
F=Y 1 : FOLREar. CNIYERSIDAD DE NUEVD LEON

B EATEOA 110 o4
G ECA U7 AR

_u‘_.‘.




Sean (fig. 63) A G E+4+C H F=2rectos
sustituyendo sus ignales por opuestos al vértice
B G H+D H G=2 rectos
pero como
B G H-+A G H=2 rectos (339)
ignalando los primeros miembros se infiere que
D HG=AGH
pero siendo-estos Aingnlos alternos internos, las rectas serin paralelas.
418.-~Los teoremas reciprocos del fundamental y de los cuatro si-
guientes i 6l son tambien ciertos; pero como la demostracion de estas
proposieiones reciprocas es muy sencilla, solo daremos la del teorema
fundamental.
TrOREMA.—Siempre gue dog rectas-A B gy O D (fig. 68) sean para-
lelas, los dngulos alternos infernos serdn tguales.
E DEMOSTRACION.—Si suponemos que los 4n-
_g gulos A F G #F G D, que tienen la posicion
s de alternog internos, no sean ignales sino que el
primero sea mayor que el altime, oira recta que
pase por F ¢omo A’ B, seri laique tenga la pro-
piedad de formar el Gngulo
Figura 2. ANF GEG=F G D
pero tepiendo estosingnles la posicion de slternoa internos conforme
al teorema (413) directo, las rectas A> B’ y C D serian paralelas, v.co-
mo por ¢l supuesto A B es tambien paralela & C D, resaltaria quepor
an migmo punto F se podrian tirar dos paralelas, 4 una misma recta,
lo que es imposible; (410) y como el mismo absurdo resultaria si supn-
sieramos A F G<F G D se tiene, que no pudiendo ser esfos dngulos
desiguales, tendrfi que verificarse que siempre que las rectas sean para-
Ielas los dngulos alternos internos serdin iguales.

419.—Dos dngulos cuyos lados son paralelos y gue tienen sus vértices

Si prolongamos el lado D E (fig. 67) hasta G.
tondremos:
A=D G € por correspondientes
D G C=D E F por la misma razon
luego
A=D E F.

£S5

490, —Dos @ngulos cuyos lados son pardetas’y que tienen sus vérki-

ces vuollas en sentido contrario, son iguales,
Sean log dngulos B A € y D E F; (fig. 63 pro-
longando los Jados del nltimo, tendremos que
BAC=GEH (419)
/ / "G B H = D E F por opuestos al vértice

/ JF !

al——— —c luégo BAO=DEF.
Figars 65,

491.— Doz dngulos cuyos lados son paralelos i cy0s vertices 16 e%-
Hin vuellos en el mismo sendido nt en sentido conirario, S0 .\'b:‘})]l\-_u
mertarios.

G Si prolongamos-el lado D B (fig. 69), tendremoss
AR DETR 4+ F B G=2 rectos (359)
/ E/ F pero
/ F EG=A B C (419)
o ‘laego
e 6% DEF + A BC=2 rectos.

/
/ .
a
8L

423. —Dos dangulos onyos lados son perpendiculares, serdn iquales
i dichos dngulos son de la misma especio, y serdn suplementarios
euando wao see agudo 'y el oiro oblitso.

F Sean log dngunlos agndes ABC y DEF
(fig. 70) enJos gque D E es perpendicular &
A By FE perpendicular & B U; y vimes &
demostrar queé son iguales. Por el vértice B
tiremos B & paralelad B F y B H paralela &
E D, ¢on lo que resultard el dngnlo H B G
=D E F (419).

Por ser los lados de estos -dngulos respectivamente. perpendiculares
tendremos:

g

R

./’
:.':.-;.._-.-AG\.
AN
\\

1S
; N\

H B A=G B © por rectos
restando G B A de ambos, se tiene

HBG=ABEO0O
pero como

HBG=DEF
resulta que

ABO=DEF.




Si-los ngolos son de diferente especie, como
/A en la figura 71, tivandp por el vértice B las rectas
' B Gy B H respectivamente paralelas & E D ¥ é
E F, tendrentos que
G B H=D E I' (£19)
prolongando B H hasta J

n
ll o
i
et G B H+6 BY =2 rectos;
PENO COmo
¢ BJ=ABB
sasbifuyendo se tieno:

GB H+ A BB =2 rectos

DEFE + A B B'=2rectos
que es lo-que se-debia demosirar.

423:—PROBLEMAS DE PARALELAS I — Por wi punto G dado fuera
deuna recia A ]i. tirarle WU /‘)Il/'{:l(:l']:_l_

1% Construccion. (fiz. 72).—Desdeel punto C
como centro y con nn radio cualquiers, tricese el
arco de circula D H: higase en segmida centro en
D, y con el mismo radio tricese elarco C A: t6-
mese Ja cuerda A C y lévese de D 4 F; tirando
Ia recta C F ésta serdi la paralela pedida.

En efecto, sise tira larecta CD resulta que los fngulos C D A »
D/C F son iguales, por tener por medida arcos iguales (380); pero
como.gstos dngulos tienen la posicion de alternos internos, las rectas
serfin paralelas.

Plgura 12

2% Construccion. (Fig. 13).—Desde el punto dado
F O biijese Ia perpendicular: C D, y en seguida prolon-
gando D C levéintese en O laxecta OF perpendicular
& OD. La linea € E serd la paralelapedida en razon
de ser per construccion F € D=0 D A y ser estos
ingulos alternos infernos.

=~
7 o

Figura 13,

IL.—Por un punto A (fig. 74) tomado Juerade una recta B C tirar
ofre que lg encuentre bajo un dngulo dado M. '

D A En un punto coalgniera, B por ejemplo,

< A, de Ja-rectn B, eonstriyase un Sangulo

r. A \\‘ - _/".‘ DB O igu:ll‘ AM,y por el pnm;’_»‘ A tirese

B—pg—— P Jarvecta A E paralela 4 B D, Esta roeta

Pigars T4

llenarf la condicion del problema, supunes-

toqueel dngalo A K C=DB por
jut Sl
truecion, luezo A ¥ C=AL

: 1 g nroblemas de perner dien
"‘S"i" eonstrucciones, ast como las da los !Huws,hu ¢ erpen 1cu
1S5GS G LG 0,

I
i i yde 1o escuadra ¥ del trasportador:
Jares, pueden faciitarse haciendousode la escuadra ¥ del trasj
! al, son mucho mis exactas resolaciones que
pero, por regla genoral, son mucho mas exactas : 1
e gfectnan  por medio del eompéas,

FT.— Constri to u :

D el

mnnto dado.

]
Por el panto. D se tirarin las rectas D' B y D.C pa-
. - .

Jas & los lados del dngulo, y estando formados
os ‘Angnlog por lades paralelos teniendo
ficesen el mismo séntido, sarltn igoales
Si ge prolongars ol lado B D més alld
eonstraoceion daria ‘el medio para encontrar el suplemento de

enlo A.

TRIANGULOS.

424, —DerFINTcIONES.—Hemos dicho que se llama fridngulo m:{z"hl
ne0 una figurecerradapor.tres lineas rectas. Se’cousidemn en los tridn-
gulos los valores relativos de los lados y-de los dngulos.

Tridngulo escalena s elgus tiene desiguales sus tres lados. L

Pridngulo istsceles es el que liens dos/ lados qualds; y equildalero es
ol qu tiend sus-Ires lados, iguales. .

Se llama érigngulo oblicwdingulo al gue no ésié formado por ningun
dngulo recto. 86 dice que es obtusangulo, cunndo uno de los dng :f’us (
I:{f/f;!.w'rr. acutangulo cuando todos los dagulos son agudos; y recldnguly
cteando wno delos anguldos es'recto. '

En los tridnquiosirectangulos, cllada opuesto al dngulo recto se Uema
fipotenusa. y @ los ofras dos lados so les dofomineg calelos. ‘

425.——FEn todo trigngulo A B O (fig. 16).un lado cualquiera

J 7
nor gue la suma de los ofras dos.
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J 7
nor gue la suma de los ofras dos.




Siendo la recta A B el eamino méds corto entre dos
puntos, se infiere que A B<A C+ C B.
496.— Un lado cualguiera A B (fig. 76) s nayor
gue.la difere neta de los otros dos.
En virtad del teorema anterior, se tiene:
s B AB+AC>BC
despejando &
AB>BC—-AC

437, En todo tiidniulo istseeles ‘son iguales los dngulos opuestos I
log lades Yguales.

En la figura 77 sea A B=A 0, y vamos i demostrar
que B=C. Desde el vértice A firemos la recta A D de
modo que diyida el ingunlo B A C en dos paries igua-
les, y tendremos que los trifngnlos BAD y DCA
serénigunales por tener un fngulo igual B A D=DAC
por construceion, formado por lados ignales, A D, que

es comun; y A B=A C por lados del tridngulo iséseeles. Siendo los
trifngulos iguales, los fingulos opuestosal lado comun A D gerin igna-
les (387); lnego B=0.

De la igualdad de l6s trifingulos’se infiere ademas que BD=DCy
que A'D C=A DB, luego.

La bisertris del dngulodesigual ‘de wn tridngulo izhsceles: 1° divide
el Tadp-opuesto e dos partes tquales, y 2° es perpendicular d este lado.

Supuestoque en un tridngalo 4 Jos lados ignales estfin opuestos fin-
gulos ignales, se infiere que fodo tridgngulo equildtero serd equidngulo
y recéprocamente.

498.— La rectaque une el vértice de wn tridngulo isdsceles al medio
del-lado opuesto, es perpendicular & este ladoy.

Los dos triingulos A D By A D € tendrén A D'comun, A B=AC
por Iados del trifngulo isésceles, y B D=D € por el sapuesto; luego
los trifingulos serin iguales.(386), y sibudolo se tendri que el dogulo
ADB=ADC.

429.—Si dos dngulos A y B de un tridngulo A C B (fig. 78) son
iguales entre st, los lados opuestos B Oy A C, tambien serdn iguales.

Construyamos otro tridngulo A’ B C’ ignal al
printero, y en el que las letras acentuadas indican
las migmas partes de las que mo lo estin. Siendo
A—B=B'=A’ si sobrepusiéramos los tridngulos
haciendd coincidir el lado A’ B> con A B ponien-

' do B’ sobre A y A’ sobre B, resultaria que por ser

iguales los dngulos B’ 07 coineidiria con ACyA

49

Q" con B C, pero por construccion B’ 0’=B Cy A’ C’=A C, luego
A C=B O que ez lo que debia demostrarse. =

130.—ZFn todo triangulo al mayor dngulo estd opuesto el mayor lado.

[;
/D C y vamos & demostrar que B C>A B.
/// P A Q«»xlstl'll_\'z‘.!uo:: el &ngulo D A C=0C; el triingulo
S p A D C serd isdsceles y se tiene
Fizurs 7. A D=D €

A Supongamos el angulo B A C [fiz. 79] mayor que

Por ofra parte

AD+BD>AB

sustituyendo
D O+B D 6B €¢>A B

qne es lo que se debia demostrar, :
431.—Reciprocamente an dodo trigngulo [8g. V8] al mayor lado esté
opuesto el mayor dngulo. .

Si sxex‘u]o B C>A B el dngulo A no fuera mayor que C, tendria
que ser igual 6 menor; pero no pueéde ser igual, porque enténces (429)
B © seria ignal &4 A Bj ni pnede ser menor, porque conforme al teore-
ma directo [430] se tendria B C<A B, lo que es contrario al supuesto
Inego si el fingulo A no punede ser igual ni menor que (¥, resulta que
serf mayor, que es lo que teniamos que demostrar.

432.— St endos tridngulos A B Cy A* B’ C° [fig. 80] undngulo A

es mayor que ofroe A, y amboz dngulos estdn formados por lados respee-
tivamenie iguales, A-O=4" C y-B A=DB A’; ¢ lado. B C opuesio a]
mayor angulo seré.mayor que B O opuesto al menor dnguwlo.

DexMosTRACION.—Si sobre el lado

. A B=A’B’ construimos el trifingu-

¢'9yo A D Brigual 4 A> B C" y en se-

guida dividimos por mitad el dngn-

loD A C con larecta A E, en ra-

zon.de ser C A B>B A D esta rec-

ta caerfi denirol del dngulo mayor

: O A B. Reuniendo E D resulfard

el tridngnlo A E D igual 4 C A E por tener el ingulo C AE=EAD

por eonstraccion, formado por lados igaales [385] A E comuny A 0=
A D, luego ?




agregando B B se
C
pero )
ED+E B>D DB
fuego '
¢ B>1 B que snigia

que es lo que se debia demosfrar.

rocamente si B ¢ >1 € deberiser el gngulo C A B>UC A B
to, mo puede sex CA B=C7 A% B’ porque entonces los trifin-

ndolo resultaria B C=B’ G’ contra el

rinn ignates [885], ¥

Shpuesto. e

Tampoeo puedeser G A B<OUA B; porque conforme al feorema

= v "’ 13 3 2 [t R ,"‘,.‘i_

direeto que geibamos.de demosirar se tendra B ¢">B €, lo que tam
bien es confra ellsupucsto.

~ Ny 1R IrH fripe

[itero st A-B no pueds ger igual ‘ni menorgne © AR tendri que

SEr MAYOT, quees o que tratiba de demostrarse.

333, Ld suina dedos Lhes | Gupidos Ge adn i 7yl 8 i

1ECEERy

4 Prolongnie /el lado; B, € [fg. 81} hasta D ¥

i

¥ : ) arvalpla ‘4

o g firando por el punto C la recta € E paralels &
/-'// 2 A B, tentiremos- que en virtud del teorema. del
A 7N
B ¢ r &

Pigurs &1,

. niimetro 340

A O B+A C E4E € D=2 rectos.

Sustituyondo en esta ecuacion por A C B su igual A por alternos in-
ternos, ¥ en lugarde B.C D el ingulo B, que esigual por eorrespon-
diente, resulta

AC B+A-+£B=2rec

434. —De aqui se infleren los siguientes corolarios:

10! B dnnulo'erterior A C D deaon tgidiguls edigual @le sHme ¢r

loe dog ipiteriores-opuesios.
Porque

A C l_):A 0 E—:‘E (; D

sustituyendo
ACD=A+B

vy

L dngulo exierior de wn bridngulo ez mayor que cualguiera delos

: , : < 3
i nonlo es stmlemento de o swna de 10s 0lios
. 1 s

. 7 s 3 , 3 .
Juales: o dos ”"-j/“"'.'v\’ el ofro

L 7
z

2,7 P itz 5
0O 4ot prvmer Irianagulo (

UL U1 VUT~
de un lade, ol -

e ol angilo A del brianguly op

Considerando el tridngulo A D ¢, conforme al coro-
lario segundo del parrafo anterior, se tiene:
EDC>D A C
en el trifnpulo A D B
EDB>DAB

samando estas desigualdades
BDC>BAC

136, — Un tridngulo no ‘pucde tener ¢ la vez dos angulos obbusos, i
dos dngulos rectos, nijund recto y olro obtuso. -
Porque en cnalquiera de estos easos la suma de sus tres Angulos-val-
dria més do dos &ngnlos recto
237.—Los anmulos agudos de fodo Iridaguls rectenguio son eompie-
mentarios.
En el tridingulo A B O [fig. 83] rectingulo en A tene-
mos [433]

de donde

B + C=1 recto.




=
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438.—Si desde un punto tmpado sobre un lado. de un dngulo se baje

waa perpendicular gl otro lado, ésta caerd deniro del dngulo cuando
sea agudo, Yy cuerd fuere cuando. sea obiuso. -

Sea [fig. 84] el caso en que el Angnlo A B C es agu-
do, Si la perpendicular bajada desde A no cayera den-
tro del ingulo, sino ¢n el punto D, resultaria el trifn-
gulo A D'B con ¢l 4ngnlo I recto y A B D obtuso, 1o
que es imposible [433].

Sea [fig. 85] el ingnlo E F G obtuso. Si la perpen-
dicular E IT pudiera caer dentro del 4ngulo, nos re-
sultaria el tridngnlo EF H con el dngulo H recto, y

¥ obtuse, lo gue es un ahsurdo.
 SHE

Figora 8

439.—De aqui se infiere que le perpendiculer bajada desde el vértice
de un angulo de wn fridngulo sobra el lado :)/,a_//~.>;"4,:, caerd dentro del
tridngulo cuando los, dngulos adyacentes [fig. 88] ol lado sean ayudos,
y caerd fuera cuando [fig. 87| uno de los dngulos séa abluso. .

.

440.—Hemos visto (384, 385 y 386) y demostrado que dos {ridnguios
son wquales: 1° cuando Tienen un lado iqual adyacente ¢ dos angulos
respectivamente iguales: 2° cuando tienen un angulo igual formado por
doe 3. yak 20 5 Feonen wueiires R e S .
lados iquales: 3° cuando .f.u.u 7 sus res tados respéctivameniegquales;
oy ahora agregaremos el sigutente caso:

A0 Y ! P P S L . - ’ ”
42 Dos trigngulos son iguales cuando tienen iquales dos dngulos y el
lado opuesto & wno de ellos. L

o Sean [fig.- 88] los trifingules A B Oy
A’ B’ ¢ que tienen )
A=#, B=B'y BOC=B (¢’
sumando las dos primeras ecuaciones se tie-
ne que

+ B?
luego C que es suplemento de A + B, seri‘ignal &
A’ + B’ (431 3°). De esto se infiere que los tridngulos serim iguales

por tener un ladoiznal, B O=B» (7 adyacente A dos dngulos respee-
5

suplemento de

tivamente iguales, B=B"y C=0"

10-habrd podido observarse en los cua-
tro cases de igualdad de les tridngules, siempre en-
tra como clemento uno de los lados; pues dos tridn-
gulos 110 son igiales cuando ticnen sus tres dngulos
ignales, como puede observarse en la figura 89 con
los trigngulos cuyos lados son paralelos.

449, — Dos Iridngules recténgulas son iguales: 1° cuando tienen LU
les Las hipotenwsas y uno de los dngulos agudos: 2° cuando tienen igua-
Jes un caleto wy uno de los dngulos agudes: y 3° cuando tienen iquales la
Tiipotenusa y uno:de {08 catelos.

8 Por ser los tridngulos reeténgulos, ten-

40 drin forzosamente el 4ngulo recto igual, asi
e que en el1° y 2°caso’los tridugulos serfin
ignales por tener dos d4ngulos y un lado res-
pectivamente igunales.

Figurs 2.
Para demostrar el tercer caso, sean los fridngulos ABCy A’ B’ €
(fig. 90) que tienen B C=B 0’y A C=A’ C
Si sobre A O construimos el triingalo C A D igual C’ A’ B’, tendre-
mnos que por tener los fngulos CAByC A Dla posicion de adyacen-
tea y valer juntos dos rectos (397) la recta A D serd prolongacion de
B A, y como las dos oblicuas B'C'y €' 'son ignales, se separarin igual-
mente del pié de la perpendicular C A (399) luego B A=AD.
Asf, pues, ¢l trifingnlo A B O serd igaal 4 A C D por tener A.C co-
mun, A B=AD y B'C=0 D;pero siendo A C'D igual & A 0’ B’ por
construcecion, se infiere que-el trifingnlo A B € ser§ igual & A’B’ C.

443, PROBLEMAS DE TRIANGULOS, —L—Dados dos dngulos de un

fridngulo detevminar ol Tevéero.
Sea A=29° 15/, y B=175° 38’ y vamos & determinar & C.

Tendmos (433)




54
A + B + C=180°
despejando &
LC=180°—(A + B)
sustitnyendo
C=180"—(29° 15’ + 75°38)
lo que da

f__w=o W
= 2"

. —Conocido en un tridgngulo, isésceles uno de los dangulos iguales
determinar el del vértice. ]

’

Sea A=B el fingulo conecido, y.C el dagulo que so busca.
Tendremos
A + B +C=180"
por ser A=B
2 A -+ C=180°
de'donde '
C=180°=2 A.

L. —Dado ol dangulo C del vértice de un tridngula isésceles defermi-
nar 1os de la base.
Despejando A en Ja filtima ecnacion, se tiene

A=90°—%

S1 se conocen los yaloresmuméricos, bastard snstitnirlos en estas
ecuaciones,

LV.—Dado un dngulo C de un iridngulo y los dos lades a y & que lo
Jormen (Gg. 91) constrair el fridnguls,

Sobre la vecta' C B=a se construiré el
dngnlo. © igual al dado.y sobreel lado C D
indefinido se tomara la parte C D=b; ren-
niendo el punto D con B, se tendré el
tridingnlo D B C que satisface las condi-
ciones del problema.
El éngnlo dado (debe ser menor que 1807,

V.—Dado wn lado e (Gg. 92) y los dos dngulos adyacentes, construir

AL =t vy
un Irenguio,

3

/ Témese B C=a; en cada uno de sus extremos
,__B__ A constriiyanse los ingulos B y Uiguales & los dados,
£\ y prolongando las rectas que los forman hasta su
T punto de interseceion A, setendrd el trifingulo pe-
B‘;——a_—'—’c dido. .
Flgura 2 Para que el problema sea posible, se necesita te-
- ner B 4+ O < 180%

VI.— Construir wn tridngulo conocidos sus tres lados &, by ¢ (fig. 93).

Témese B C=ay haciendo centre
en B con un radio ighal & ¢, trice-
ce un arco de circulo, en segnida
hiigase centro en C y con un radie
igual & b, tricese otro arco de cir-

Vypree 5 culo, y renniendo &l puiito A de in-
terseceion de los arcos con B y €, se tendrd el tridngulo pedido.

Para que el problema sea posible, es necesario que el mayor de los
lados sea menor que la suma de los otros des,

VIL — Construir wn tridnguelo, dados dos drgelos A y B, y un lado

a opuesto & uuo de ellos,

Sea (fig. 94) 8 el lado opunesto al

Ty angulo A, Témese B C=a;en el pun-

AN\ to B constriiyase el 4ngulo C B H

T AN P =Bien wn punto ‘cualguiera de- la
s 3 recta B Hconstriyase el &ngulo H
Bh., Tt ¢ =A, v porcel punto) € tirese la recta

O A paralela & H P. El trifingulo B A G serdl el pedido.
Para'que el problema sea posible, debe tenerse A + B < 180°.

Log problemas IV, V, VI y VII que corresponden & los cuatro casos
dé igaaldad de'los tridngulos, noadmiten més que nnasola resolucion:

VI —Construar un tridngalo, dados dos lados y un dngulo opues-

1o & uno de a'/‘,"l,_>_




Snponemos conocidos & y b ¥
ol &ngulo B opuesto 4 & (fg. 95).
Témese la rects B C=a; en un
extremo constriyase ¢l dngulo da-
do B, y haciendo cenfroen U y con
£ 4 un radio igual i &, triicese un arco
de arli 1z regta B A en dos puntos A y A’; reuniendo
C.eon A y con A%, resulta que hay.dos trifingulos que satisfacen el pro-

blema: A B Gy A’ € B.

£
¢irculo que cort

Cuoando se'conocen dos lades, yun dngulo opuesto i uno de ellos,
por regla general hiay dos tridngulos«que resuelven el problema; pero
1a cuestion no admitiri m4is que una resolucion en los casos siguientes:

1°ICnando el ingulo dado B sea obtngo; pues enténces el otro dngu-
lo serf, forzosamente agudo (fig. 96) (436).

I’
e o e |
N a
e
=: :b
a
8 =~ A

Figurn 06,

Flgurs 97,

2* Cuando siendo B agudo, el lado opucsto 4 sea mayor que a; pues
enténces conforme al prineipio de que al mayor lado esté opuesto el
mayor fingulo, siendo b>>a, deberd tenerse B> A Inego si B es agado,
tendrd que serlo A (fz./97).

3° Cuando siendo B agudo el arco no corta 4 1a
recta B A, sino que solo la toea en un punto. En
eate caso (fig: 08) el &ingulo A serfirecto.

4" Caando Bisea recto, porque entbnees A fen-
dré que ger agudo (136).

Por ultimo, el problema eerd imposible cuando
el lado dado & es menor que la perpendicular C A

(fig. 28).

X . —Constrgr un Iridngulo isosceles, dado el dngulo € del vériios

(fig. 99) y la base c.

Tomese Ia recia A B=g¢; dividase ¢l dngulo
C por Ia, mitad con Ia linea C E; en un punco
cualquiera E de esta recta, Tevintese la perpen-
S i -

B angulos

..‘-:'5{!,1) ;\‘ 1" L‘

X.— Construir wn tridngulo rectongulo, dada lo fiipolenusa & (LZ.
100) w un dugulo agudo B.

P

3

Témese la recta B-C=a; en el punto B constra-
a ; ¥
¢ yase un dingulo igual & B, y bajando desde € una

A perpendicular & la recta indefinida B A, se tendr
L Vs . =
& i el‘trifingulo B A C pedido.
8 A

e dgura 1000

8 <

XI.—COonstruir un frignguld vecténgule, dado uw cateto b (fg. 101)
y el anqulo adyacente O

>f

Tomese C A=Db; en el punfp O constriyase un
énguloigual al dado, y prolongando G/A levintese
l\ en el puﬁto A la perpendicular A B. El trifingulo
l \ pedido sera-U B A.

e ——

B
| SR [t

5

Figuza 100

k .. » e . 3
X1I.—Determinar un dngulo igual ¢ lo -swina de otros dos-"4"'y B,

cuando esta suma es menor que dos yeclos.

Sobre los extremos de una recta de longitud

arbifratia-A B (fig. 102),constrayanse los dngnlos

A 'y B respectivamente/ignales 4 log dados; com-

plétese el trifingulo A B O, y prolongando B 0, el

fngnlo pedido seri A C Dj; pues por ser externo
__\g del.trifingnlo es'igual & B+A (434).
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XHT.—Dados dos dngulos A iy B (fig,102) cuya suma ¢s monor que

dos dngulos rectos, construir un dugulo igual & sw supleniento.
Témese una recta A B de longitud arbitraria; en sus extremos cons-

triiyanse los angulog A y B respectivamente iguales 4 los'dados, y com-

pletando el trifingnlo, el Angulo A C B serd el pedido, supuesto que

A+B+A C B=180°
despejando &
A G B=180"—(A+B).

En todos los problemas que hemos resnelto, podrin darse valores nu-

méricos & los datos, debiendo emplearse en este caso la eseala y cl tras-
portador ademas del compés para su resolucion.

CUADRILATERDO.

44t — So llgma cuddrildtero wea figura corrada por cuatyo lineasrec-
tas [fig. 103]. En los cuadriliteros;se distinguen las signientes figuras.

Se ama trapecio, un cuadrildtero que ticne dos. lados paralelos [hig.
104].
) o5 s ) 4 . - 4 7 177 7
Paralelfgramo és un euadrildicro en €l que los lados apestos son jut-

ralelas (fig. 105).

Pigura 104,

y 2 PRy B . N s do 2, - - - » ~
Rombo es un paralelbgramo gue tiens log lados tguales entre st (fig.

106) z los dngulos diferentes. -
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Ructdngulo es wn paraleligramo cuyos. dngulos todos sow vectos [Hg.
107] y los lados desiguales.

Cuadrado es wn paraleligramn gue tiene tyuales sus cuatro lados y
sus euairo dngulos |fig. 108].

Pigura 18,

Pnra'que dos cnadriliteros sean jguales, es necesario que tenganigua-
les sus lados y sus &ngulos, y que los ingulos ignales estén formados
respectivamente por los lados iguales. En general, para probar que dos
cuadriliteros son iguales, es preciso demostrar que sobreponiéndolos,
coincidirian todos los extremos de los lados que los forman. Para cons-
truir nn cuadrilitero, es indispensable conocer tres lados y dos éngu-
los, 6/dos lados y tres éngnlos; pero como los casos de izualdad de los
cuadrilateros son algo eomplicados, generalmente lo que se hace es
descomponerlos en dos trifngulos, tanto para tratar de su izualdad co-
mo para construirlos conociendo algunos de sus elementos.

Las diagonales de un cuadrilitero genezalmente son desiguales pero
cada diagonal -A C [fig. 103] eés menor que la suma de los lados
AD+D Céque AB+BC con losque forma un triingulo, y mayor
que su diferencia [426].

445, —La suma de tos dngulos de un cuadrildéero, es iqnal & enatro
rectos.

Pirando 1a diagonal A € [fiz. 103] el cuadrilitero/quedaré dividido
en .dos tridngulos. Como la suma de los dngnlos del cuadrilitero
A4 B-CG-+D esigual & Ia de los dngulos de que estin formados los
dos trifmgulos, y comsa la snma de 10s angules de cada trifingnlo vale
dos rectos [433], resultaque los del cuadrilitero valdein cuafro rectos.

446.—Las propiedades de 10s cuadriliteros son comunes & los para-
lelogramos, de los cuales pasamos 4 ocuparnos.

Dos parajeljgramos son-iguales cuando Tietien umn dngulo iqual (fig.
100) A=A" formado porlados respectivaments, iguales, A B=A"FBy
A C=40,

Por sar el ingulo A=A’ si sobrepusiéramos las figuras haciendo coin-
cidir los vértices do estosfingnlos y el lado A C con A (%, el lado A B
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respectivamente por los lados iguales. En general, para probar que dos
cuadriliteros son iguales, es preciso demostrar que sobreponiéndolos,
coincidirian todos los extremos de los lados que los forman. Para cons-
truir nn cuadrilitero, es indispensable conocer tres lados y dos éngu-
los, 6/dos lados y tres éngnlos; pero como los casos de izualdad de los
cuadrilateros son algo eomplicados, generalmente lo que se hace es
descomponerlos en dos trifngulos, tanto para tratar de su izualdad co-
mo para construirlos conociendo algunos de sus elementos.

Las diagonales de un cuadrilitero genezalmente son desiguales pero
cada diagonal -A C [fig. 103] eés menor que la suma de los lados
AD+D Céque AB+BC con losque forma un triingulo, y mayor
que su diferencia [426].

445, —La suma de tos dngulos de un cuadrildéero, es iqnal & enatro
rectos.

Pirando 1a diagonal A € [fiz. 103] el cuadrilitero/quedaré dividido
en .dos tridngulos. Como la suma de los dngnlos del cuadrilitero
A4 B-CG-+D esigual & Ia de los dngulos de que estin formados los
dos trifmgulos, y comsa la snma de 10s angules de cada trifingnlo vale
dos rectos [433], resultaque los del cuadrilitero valdein cuafro rectos.

446.—Las propiedades de 10s cuadriliteros son comunes & los para-
lelogramos, de los cuales pasamos 4 ocuparnos.

Dos parajeljgramos son-iguales cuando Tietien umn dngulo iqual (fig.
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A C=40,

Por sar el ingulo A=A’ si sobrepusiéramos las figuras haciendo coin-
cidir los vértices do estosfingnlos y el lado A C con A (%, el lado A B
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tomaria la direecion A’ B’: por ser

diria con C’: por ser A !»:.\’ B,

A C=A" ¢, el extréemo € coinci-
el punte B eoineidiria con B Aho-
ra bien: como por un punto no yuw le tirarse ‘mis de una paraléla &
olra recty, resulta que debiendo ser
coineidido con A’

D paral lela &t A B, ¢ recta ha

B tendri u“-'rn neidir con O7D ;v por
hahiendg eoineidido B3 con B, la paralela B D ten
B 1), ¥ len-consect

tial razon
1ré "ll\.‘ eoincidir con
idird con D'

formado

. el prato. de interseccior

. Sty 16 s |
luego bistaque d
por/lados respeeti coincel
dan sugcustra v

7 -5’ A | LY 449 — Fn Jodo A,»"l/'l"‘g""f;‘/".”.'w[ll
f A (.",15_',’.?/711.\ 1'1/:‘1,',1\f.,,\~ snn '/:i,'_u,.'.’, &,
‘ Bl dngnlo € (fig. 109) y el dngn-
) e _’D lo B, que son opuestos, serdn igua-
Fears 1ts. 1¢§ por estar formados por lados pa-
ralelos y tener'sns. vértices vueltos en sentido contrario [420], y por
1a misma razon A serii jgual & D.

448.— Para facilitar 4 los alumnos las demostraciones de los sigaien-
tes teoremas, anticiparemos la marcha que en ellas vamos & segnir: 1°
busearemos los triangulos formados por las lineas que son objeto del
teorema: 2° demiostraremos qoe estos triingulos son iguales por estar
comprendidos en uno de 10s cuatro casos de igualdad [440], y 3° fan-
dandonos.enque en triAngulosiiguales 4 fingalos iguales, estén opues-
tos lados iguales y reciprocamente [387] deduciremos la conclusion del
teorems,

449.—En iodo paraleldgramo los lados opuestos son iquales.

Tirando la.diagonal A € [fig. 110] resaltaran los tridngulos A C B

y A C D, que gon igaales [%‘\1—] por tener el lado A U comun, AC B=
I) AC.y BA G=AC D, porser la figara paralelogramo_y tener la
posigion.de alternog internss. Siendo los triéngulos 1;:1!2:[-»3. los lados
opuestos & Angulosiguales seriniguales, laego A B=DCy BC=D A,
que es’lo que se debia demostrar.

A50.— 8¢ dos lados de un cuadrilalero son 1},:;;,.
les y pa raielos, Ia figure sera ;.-ur:l.u;w/g/f{-'/w.

Sean [fig. 110] A D y B Cliguales y paralelos, y
vamos # demostrar que losotros dos laflos A By
D C serfn tambien paralelos.

Tirando la diagonal A €, el trifngnlo A CB
serfd ignal 4 A C D [385], por tener el fngulo
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A GB=C A D, por alteruos internos, formados por lados respectiva-
mente ignzles, A € cominy B O=A D. Siendo los tridngnlos igua-
les, 4 los lados B vy A D estariin opuestos fingulos ignales, B A U=
A € D: pero come éstos tienen la posicion de alternos internos, se in-
fiere que serdu paralelos Jos lades A By C D.

T 451.— Las 1/.1n'u,u aa wHun /u'r,z-"r/‘r:f_if"'/:it,' 8¢
</ cortan en lHlll!f_.\: /.‘1".”'("/!1".""('1 :"i‘/i/.'_'v_’lf',\'_
De que loslados opuestos son iguales y para-
lelos, vamos & inferir [fig 111] que B 0=0 D
- y A 0=0 C. Los triingnlos A0 By DOC
son iguales [384] por tener el lado A B=D C adyacente { los dll!_!".ll()‘
0AB=0CDy0BA=0D C. Setiene A B=D O por lados opucs
tos de paralelégramo; y los fingulos indicados son ignales por alternos
internos. Siendo los t.rmngqlor, iguales por ser lados opuestos & fingu-
los ignales, resulta que BO=0 D y A 0=0 C.

452.—1 as'reciprocasidelas cuatro Gltimas proposiciones son ciertas,
y pueden demostrarse por reduccion al absurde, 6 de un modo seme-
Jdl)lc al empleado para demostrar las directas.
' )

ASE; pries, un cua drildtero serd /u/uhuul//m 20: Siempre que Seai

iguales losang: wlos ¢ los lados opuestos: 2° Siampre que dos lados opues-
tog scan iguales y pavalelos; y 3° cuando las diacgonales s¢ coréen en

parteg m viwnamente "“'7¢

453. — Lt n’v'.‘(Jo)z/.v_’ mayer de un ‘,?.r'.?‘n"?{‘?vj/'.l',f/"!//w,’) est@ OPUESTR al ma-
yor dngulo [fig. 1117

Sea \ ¢>B D, y vamos & dgmosirar que el &ngulo A D O >B C D.
Si cou\xdemmus los tridingulos A-C Dy B D C; desde luc"o adverti-
mos que los dngulos A D Cy B C D estin formados por el Iado D C
comun y A D=B8:C; luego conforme al teorema regiproco demastrado
en'el ndmero 452, debe ser el ingalo A D €>B C D por estar opuesto
el ingulo A DO al lado A O, que e8 mayor que B D.

454.— Siendo el ronibo un paraleligramo cuyos cuatrolados son tgua-
les sutre.si, todas 1as propiedades de los paralelizramos son comunes &
los rombos, resultantlo sdemas de la ignaldad de loslados, que:




En todo rombo las diagonales son perpendiculares gn-
ire st.

Tirando las dmvonales A By CD [fig. 112], resultan
_ los trifingulos A O D'y B O D que son iguales [386] por
7 tener O D comun, A D=B D por lados del rombo, y
A 0=0'B por partes de la diagonal (451). Siendo ignales
los tridngulos; los éingulos opuestos 4 A D y B D serén
iguales, luego A O D=D'O B; y por tanto D C serd per-
pendienlar & A B.

155.—Como eliwreetdingulo os un paralelégramo ¢uyos cuatro dngulos
som rectos, naturalmente parbicipa de todas las propiedades deliparale-
logramo; pero ademds, demostraremos que:

¢ Las diagonales:de un rectangulo son iguales.

' Los tridngulos rectingulos (fig. 113) AD C y D A Bison
ignales (385) por tenerel dngnlo A D =D A B formado
por A Dy que es comun, y D O=A B como lados opuestos
de paralelégramo. Siendo iguales estos tridngulos, sushipo-
tenusas tambien lo serfin, yse tendri que A C=D.B, que
es lo que se debia demostrar

Figura 113,

456.~Siendo el euadrado uw paraleldgromo (fig. 108) cuyos lados y
dngulos son igualss, es una figura que tiene las propiedades del cuadri-
litero, del paralelogramo, del rombo y del recténgulo.

457.—FEn restmen en el cuadrildfero la suma de los 4 &ngulos vale
4 rectos, sus lados, sus fngulos y sus.diagonales son designales, asi co-
mo las partes en que se cortan estas Giltimas.

En el paralelégramo los lados opuestos son paralelos,. los éngulos y,
los lados opuestos son iguales; las diagonales son desiguales pero las
partes en que ge cortan son mutuamente iguales,

El rombo, ademas delas propiedades del paralelégramo, tiene la de
que todos sus lados son iguales, y la de'que las diagonales so cortan en
dngulo recto.

El rectingulo tiene las propiedades del paralelégramo, y ademds, son
iguales sus diagonales y dngulos.

El cuadrado tiene iguales los lados, o8 fingulos, las diagonales, las
partes de éstas'y los Gngulos que forman.

Las reciprocas de todas las proposiciones establecidas desde el nii-
mero 453, son cierbas y puednn demostrarse siguiendo el mismo méto-
do fue para las directas 6 0 por absurdo.
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458.—Hemos dicho que frapecio es wn cuadrildieros en el que solo
dos de sus lados son paralelos. Generalmente se llaman bases los lados
paralelos.

TEOREMA .— L recta B F (fig. 114) que une los medios de los lados,
/zop(nalelos dewm trapecio, es paralele & las bases.

4 8 . Tenemios AB paralela 4C D, AE=E Cy
/ \ /¥ B F=F D, y vamos 4 demostrar que E F es

E/-————,," paralela 4 A B y& CD. Por el punto F tire-

/ mos H G paralela 4 A C, ‘de lo que resultard
RO quc siendo A G H O paralelégramo G H=C A

Pigurs 114 —Lﬂ)

Los trfingulos B F (r yE D H son 1frmlcs (384) por tener B F=F D
adyacente 4 los dngulos BF G=D F H por opuestos al vérbice y
F B G=F D H por alternos internos. De la igualdad de los trifingu-

os, resulta B G=F H; 6 F G=%=9"; luego ' G=F A; y como ade-
més de serignales estas rectas son paralelas, onforme & lo demostrado
en ‘el nfimero 450, Ia fignra A EF G serft paralelogramo, por lo que
E F gerdparalela & A B y«(411) 4 C D

459.— La vecta B F (fig. 114) tirade & distancias igucles de las ba-
ses, 68 Lgual & su Semisumd.

Tenemos
A B=A G—B G=E F—-B G
¢D=CH+H D=E F+B G
BIBLIOTEGA Livve

sumando estas ecnaciones WV
» tt,l['!’:(:« {‘(‘t
AB+C D=2 EF YT

Despejando & ‘
E F:A B+C D

2
que es lo que se debia demostrar.
460,—PROBLEMAS DE CUADRILATEROS,—I1.— Oonséruir wn cuadrila-

tero, dada wna diagonal Ay la magnitud y drden de los cuatro- lados
a, b, e y e (fig. 115):

UNIVERSIBAD pE g NUEVD ¢ &
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€4
Témese A B—d, y haciendo centro en sus ex-
fremos y. con los ridics ay b, ey e, tricense
log areos de circulo que se cortarin en €y en
). Renniendo estos puntoscon Ay con B; &e
tendra el enadrilitero pedido. Debemos hacer
fnotar que es preciso conocer el rden en que hau
de «quedar colocados los lados del cuadrilitero
respecto &-1a diagonal, para que el problema que-
de bien determinado.

A B“\ IL— Construtr wa-evadrilitero en el que $6co-
s T qoce un lado a3 ls\dos dngulos y lados adyacentes:
e | Ay B, byeé (fig. 110).’ ) ‘

0 - ‘Sobre A B=a constriiyanse los fngnlos Ay B
respectivamente iguales §los lados. Témese A O=b
° y B D=o, yreuniendo los extremos Oy D se ten-

dré el cuadrilitero pedido.
L —— B

¥igura 1165,

111, — Construir un paraledbgramo, dados dos lados 8, b y el dngulo
C queforman fhig. 117],

Témese ¢ D=2, constriiyasaeh el extremo C un éngulo icual al (}n-

do: t6mese B'C=h, y tirando por los puntos By D paralelas & los la-
dos D O y B @, se tendri el paralelogramo pedido.

AY——————\\B
N\
o

a

b
c
—— s
at \
b—" '\_\

£ Xp

Pizura 11N

TV, — Construir un rombo, dados wnlodo sy un dngulo 4 [fig. 118].
Sobre A B—a, constriyase el Angulo A: tomese A (¢=A By porlos
puntos B y C tirense Jas rectas B D y C D paralelas & los:lados opues-

tos. A B D C seré el rombo pedido.

V.—Constyuir un rombo, conocidas sus dos diegonales a y b (fig. 119)

Téniese A B=a; levéintese por su medio una

@8 perpendicular llevandola mitad de b hacia arriba
hasta C, y la otra mitad hécia abajo hasta D, y

reuniondo estos puntos con A y con B, se tendré

5 ¢l rombo pedido.

Figara 118

VI.—Construir un recténgulo dados dos lados a y b (fig. 120).

A— (]
al Témese A B=a, prolénguese esta linea y levin-
B _} tese por B la perpendicular B (=D, y tirando por
S £ © y por A lasparalelass CD y A D 4 log lados
opuestos, se fendrd el rectingulo pedido.

VII.—Construir un rectangulo, dado wn lado y una diagonal.

Sean ¢ el lado congeido y ¢ la diagonal (fig.

121). Témese A B=a, en ¢l punto B constri-

yase un fngnlo reecto, y haciendo centro en A

g ¥y con un radio igual & d, tricese nn arco de cir-

culo, y por el punto C, donde corta 4 1a perpen-

L o dicular tirese una recta paralela & A B, y por

Pigars 193 A otra paralela & B C, con lo que qunedarafor-
mado el rectangnlo A B C D,

VIH. — Consiruir wn euadrado conoctendouno de sus lados a (figura
122).

€ — D
| |

' | Témese A B=a, levéntense las perpendiculares A C

l | y. B D tambien igualés & a, y reuniendo € y D se tendrd

A 8 ¢l cuadrado pedido.

d—
Fizurs 137,
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3 ; s = 2 g 7
1X.— Consiruir un trapécio, conocidas las dos buses by b quu fL
P Ol ’ % et 1SS = s £ Frogd -
los lades a y el dngulo A que esle lado forma con una delas bases b [
oara 123 . ’ e
% : Tomese A B=h; constriyase en A un 4nguio
pas —ry ' f.,Q_"’- _:_,.‘ a3~
iaunal allado; tomese A C—=a: tirese U D 11) p
% (=g & { 4 )
ralola & AB, y remniendo B y D se fendrd el

trapecio pedido,

e}’
Flzurs 128

POLIGONOS.

S l i flgwra plana cerrade
261 = DrriNTcIoNEs—e lama pol 2 figera plant
907 s da euatro Hineas Tectas. : P :
4 3 a0 la ama nen 101105 8
Si 6l poligono tiene crnco lados, se le llama peniagono;

i v st tiene | siefe, hepidqono; si €3 U8 A :
exdyonio sk hien e P eoh o Ao o EeRs. mEiile-
de doce, dodeciigono, y 4e GUENCEs.{

acho, octdgona; de nuMe,

enedgono: devdez; decdgono;
:((’-‘_?.'I'_/]()iif/. :
Tios poligonos pueden: sericoRveras O

que tienen todos sus ingnlos salientes

L6HROAL0OS.. SOD CORVETIS AT los

. & P Y] S o .)“.'
nen uno o varios Aungulos-entranies (fig. 129).
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Se llama dizgonal la recta como A C [fig. 124] que va deun vértice
i otro; perimelro es Iz linea quebrada formada por I reunion de todss
log lados que clerran la figura.

En los poligonos regulares [fig. 126] se llama radio oblicuo la vecta
que va del punto O Uamado centro, & uno ds los vériices. El punto O
s¢ denomina centro por estar @ ignal distancia de todoslos &ngnlos. Se
lama apolema 6 radio recto la linsa queva del centro & la mited de wn
lado.

En lo que sigue, solo consideraremos los poligonos convexros; 6stos se
distinguen de los cénearos en gue no tienen dngulos entrantes; en que

-

los'vértices de los Angulos estin colocados en distintas regiones de cual-
quiera de las diagonales que se tire, esto es, unos como B (fiz. 124),
estardn arriba, y otros abajo de la diagonal A U'como F, E, efe.; yen
que si se prolonga cualquiera de los lados, F E por ejemplo, todos los
vértices quedan en la misma region, la superior en el caso giie trata-
mos. En los poligonos céncavos (fiz. 125) hay siempre alguna diago-
nal, como B D, respectorde I que todos losidngnlos quedan en la mis-
ma region; ¥ hay tambien algnn Iade, como € D, respecto del que pro-
longéndelo vienen & quedar nnos vértices de un lado y ofros del con-

tTario.

i2,—En 188 poligonos regnlarcs se llama éngulo del eentro (fign-
ra 126) el formado por dos radios oblicuos @ A y O B: que son conti-
Znos.

La suma de todas\ los angulos del centroswale cuatrosecios [391] y
como mas adelante, veremeosque todoes los {riingulos A O B, B 0. €,
0 D, etc., son ignales, resalta que cada uno de los 4ugalos del cen-
tro vale cuatro rectos divididoes por el nimero de lados,

ey o 5 : 5 ; ~ - 2 ’ . .
463, —La suma de fodoz W8 anguios taleriores de un poligono, val

tantas veces.dos angulos reelos, como-lados tiene ménos dos.
8 p [Fige 12%]. St desde 'umo caalqhierade Sus vér-
2 fces; € por ejempld, se tiran diagonales: 'eomd 1o
i los dog vértices B y D configuos,

mo quedaré
cComo .]llt'c"!')h' e I,\’"n,[;\' ((’
cotre parve, s Angulos ateriores d

la los dne
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Jos éngulos interiores del poligono valen tantas veces dos rectos como
Jados tiene ménosdos.
Si so designa por S la snma de los &ngulos interiores de un poligono
y por z-el'nlimero de sus lados, eonforme al teorema que acabamos de
demostrar, se tiene:
S.= 2% [n—2]
0 Si=/2 rn—4r

r representa un dngulo recto 6 90° ‘en estas formulas.

S0L. =St se prolonyan en la mismna direcoion todos s lados de wn po-
ligono convery A, B, 6, D....(fig 128) la suma do los dngulos exte-
riores, cualquior que sea el n dmero de lados, es igual G cuatra rectos.

H Ta suma de log dos fngulos formadoes en el yor-

& 7 tice A, 'de los que uno es exterior y otro interior

’ B\ del poligono, valen juntos dos rectos 3891, esto

‘A{ es, B A G+ BAF=2 rectos; igualmente los
5/’/ "-J dngulos exterior & interior del vértice B, esto es,
¢ B H + 0 B A=2 rectos; otro tanto sucede con
Fls o 0 los Angulos formadosen C, en D,en Ey en F.
Asi, pues;.la suma _total de 10z fingulosexteriores ¢ interiores de un
poligono, vale tantas veees dos rectoscomo vértices 6 lados hay. Si
representamos por @ Ia suma de los/fingulos exteriores, . por ila de
los interiores, tendremos:
2 rectos
despejandol 2 2 reetos — ¢
pero la suma de Jos &ngnlos interiores ¢ =¥ Tectos [#—2]5 (463) Tue-
o eustitnyendo 6= 2.rectos — 2 xectos [n—2]
. o — m. 2 rectos — 7. 2 rectos + 4 rectos.
de donde e =4 rectos,
que es lo que ge debia demogtrar.

465.—Por medio de la férmula del n funero 463, se puede ealeularlo

que vale el dngulo de un poligono regular; pues bastari reemplazar por

2 el nfumero de lados del poligono, y por 7, 90°, La {ormula es:
S =2 »[n—2]

Para el triangulo, siendo z = 3 5 =180

‘ 180°__pqo
de donde nn fingalo =_“3.:b0

69

»
Para el caadrado S = 180° x 2 = 360°

360°

un dngulo-= — 8

2ara el pentiigono S = 180°
; 540° .
un 4ngulo =040 _.308°

=

)

y como en general A = "2=2 rectos— ==, desde que n > 4,
el término === ¢g menor que un recto, resulta que los ingalos de un
poligono regular de més de cuatro lados, forzosamente son obiusos.

466.—Para que dos poligonos sean iguales, es preciso gue tengan
jguales sns lados y Jos dngulos adyacentes & cada lado dispuestos en el
mismo 6rden. Cuando se desecomponen en tridngulos, bien sea por me-
dio de diagonales 6 por rectys tiradas desde nn punto interior, dos po-
ligonos serfin izuales cuando estén compuestos del mismo niimero de
tridngulos iguales, y dispuestos 6 reunidos de un modo semejante; pues
entonces podr probarse que si sesobrepusieran los des polizonos, coin-
cidirian en todos sus puntos, por serignaleslos trifngunlosde que estiin
formados.

167, — PROSIENAS DE BOLIGONOS. —L.—Detorminar la suma de todos
los Gngulos de.un poligon de 7 lados, y deotro de 11,

La formulacorrespondiente es 'S = 2.7 (n—2)

Sustitnyendo para el heptigono S ==2.90" X 5 = 9007

Id. para el poligono de 11 Jados S =2.90° X 9 = 1620

TL.—Determinar lo que vale wn dnyulo'del poligono regular da 6 ydel
de S lados. ‘

Determinaremos primero lo que vale la suma de todos los dogaloz, y
dividiéndola por ¢l nfimero deTades obtendremos'el valor de nn solo
fingulo.

Llaméndalo A, tendremos:
N

. - ' + 8 ovny
Para el octigono
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1. —Determinar el valor de wn dugulo extorno de un poligonn regu-
lar de 5 lados.

La guma de todos los &ngnlos externos vale 4 rectos (464), 6 360°, y
como estos fingulos son iguales, uno valdri 22="72°

IV.—=Construir wn poligono 1qual & oo dade, A B 0D E F (fign-
ra 129). .

B’ Aleste fin, desde uno cualgquiera de los

/>a°" vértices, A, por ejemplo, se firan diago-

== , males 4 todos los demiis, con lo que queda-

ria diyidido entridngulos. Tomese A’ B'=

A B, y comp '§e conocen los tres lados del

tridngnlo A B (5 seconstruird el trifngnlo igual A’ B* (", Spbre A” C’

se construirf un trifingunlo A° ¢ D7 igual & A Q D, cuyos tres lados se

conocen, y asi sucesivamente se construiri los demis tridngnlos haste

completar el-poligono A2 B’ (F D' E K, qué serd igual al dado por es-
tar formado de tridngnlos iguales dispuestos en el mismeo Grden.

V.—Construirun poligono regular do sdis llados, conocida la longi-
tud de uno de los lados: a (fig. 130)
Comenzaremos por ({eterminar el valor de uno
de log émgules por la férmnla
R n 6
En seguida tomaremos A B=a; en sus dos ex-
tremos construiremes fingulos de 120° por medio
Pigun 156 del trasportador; tomaremoz A Cy B D iguales
& a; en O'y D constrniremos dngulos de 120°; tomaremos ¢ Fy D E
iguales & a; y tirando F E tendremos el exdgono regular pedido. E F
debe como comprobacion resultarigual 4 a.

-
o

CIRCUNFERENCIA DEL CIRCULO.

Lineas rectas considseradas en el circulo

468, —Hemos dicho quese Hama eircunferencia de cireulo una cur-
va coryaldd cuyos puntos todos estdn en un plano & iqual distancia del
cenlro; y que civculo es la porcion: da superficie comprendida denivo de
{a circunferencia.

Fn el niimero 360 ignalmente hemoz dado:las definiciones de radiv,
didametro, arco, cuerda, seclor, seqmento, sayitay cuadrante: porloque
ahora solo pepetiremus que.ss lama secantsunarecia A B, gue cortan-
do la circunferoncin en dos puntos [fig. 131, Eens parie dentro y par-
te fuera delckrenlo; y gue se salisnde por {angents wna vevla que solo
loca a la civeunyerencia, e wn punte M como ) H.

— 469.—Dos etroulos descriios con el mismo yo
\ dio sor iguales; perque si se sobrepusieran ha-
! = ciendo coincidir 108 centros, por ser iguales los

5 / radios, fodos loz puntos de una delas circunfe-
A , AN

i ~ 7 rencias coincidirian con los de la ofra.
D‘_,T:fﬁ_—” Asgi, pues, para probar que.dos circulos ¢oin-
ciden al sobreponerlos, bastari demostrar que coinciden los centros y
un punto de:cada nna.de las circunferencias,

Para que dos arcos coincidan en todos sus punfos, bastard ignalmen-
te que puedan coincidir los centros de los.cireunlos. & que pertenccen, ¥
gns puntos extremos. ]

De 1a definicion do circunferencia resnlta que fodos s radios de un
mismo efreulo son iguales, y como todo difmetro es ignal 4 dos radios,
es claro que fodos los didmnetros de wn mismo cireulo 6 de clreulos igua-
leg, son yuales.

Ya demostramos en el namero 373, que ¢ didmelro.cs la mayor de
todas lug cuerdas, y que divide le circunferencia en dos partes-iguales.

De esto resuita que foda cuerda que no ¢s didmetro sublende dos ar-
co8 desiguales; pero cuando no se expresa lo contrario, se entiende que
se trata del arco menor de los dos que sahtende la cuerda.
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470.— Una recta A B [fig. 132] no puede cortar la clrcunferencia
del cireulo en mds de dos punios.

Si la recta A B pudiera cortar 6 tocar 4 la eir-
cunferencia en ttes 6 més puntos, tirando des-
de el centro [rectas como O D, O E, todas estas
rectas serian radios, y por tanto iguales; pero es-
to no es posible, porque como hemqs demostrado
i en el nimero 402, /desde un punto O no se pue-

den/tirar & una linea B A, més que dos rectas

iguales, que son lasioblicuas que se separan igualmente del pié de la
perpendicunlar.

471.—En el nimero 380 demostramos que en un mismo cireulo 6 en
circulos iguales & arcos ignales, corresponden cuerdasiguales y recipro-
camente, y ahora demostriremos el siguiente

TEOREMA, —En un mismo cirewlo, 6 en circulos iguales al arco ma-
yor corresponde la cuerda mayor y reciprocamente, con tal gue los ar-
COS SEOm MONOTES (UG UNA SCMICIICUNSCrencia.

Sea figura 133 el arco A B > C D y vamos 4 demos-

trar que la cuerda A B > CD. Tirando radios 4 los

puntos A, B, Cy D, resultan dos triingnlos A O B y

0 O CD,en losque el ingunlo A OB > C O D por ser

cel arco A' B, medida del primero, mayor que U Dj pero

Figara 133, los lados que forman el &ngulo A O B son iguales &4 los

que forman el 4ngulo C O D, lzego conforme al teorema del namero

432, tendremos el lado A B> €' D, que es lo que se debia demostrar.

Si los circulos fueran iguales, bastaria comenzar por sobreponerlos; y
en seguida se daria la anterior demostracion.

47%.—Dos cuerdas iquales de un mismo circulo estdn equidistantes -

del centro.

A CUomo la distancia de nn punto 4 una recta se mide
por la perpendicular bajada del punto & la recta, sien-
do A B=C D [fig. 134], tendremos que demostrar que

B O E, perpendicular & A B, serd igual & O F, perpendi-
A 4 ccular & O D, Tirando O By O O resultan dos trifn-
Figars 190 gulos O BE y O CF, que serdn iguales [442—3°[ por

3

ser rectingulos y tener iguales las hipotenusas por radios y el cateto
B E=C F, por ser mitades de cuerdas iguales A B=C D (427).

Siendo los trifingulos ignales, se infiere que el lado O E serd igual &
O F. :

473.—De dos cuerdas desiguales la mayor estd mds cerca del centro.

A Figura 135, Sea A C > A B, y vamos & probar que

/ O D, perpendicular & A €, es menorque O, F; perpen-

2 dicular 4 A B. Tenemos que por ser la cuerda A B <

A C el arco A B serd menor que A O y la cuerda A B

quedarf dentro del arco A B 0. AdemisO D < O E,

Figura 135, porque la perpendicular es menor que cualguiera obli-

cna; yecomo O B < OF seinfiere que O D < O F. Reciprocamente

la cuerda ménos distante del centro serf la mayor, supuesto que no
puede ser:ignal ni menor que la que dista més,

414.—De todas las euerdas tiradus desde un punto interior A, del

<ireulo, la mayor es lg B € (fig. 136) que pasa por el centro, y la me-

nor la D E, perpendicular ol didmetro,

B C es mayor que enalquiera otra cnerda, porque

el difimetro es la mayor de todas las cuerdas. Ahora,

¢ para demostrar que D E es menor que otra cualquiera

como ¥ G, bajemos O H, perpendicular 4 F G y ten-

dremos que siendo O H perpendicular y O A. obli-

s, cua con respecto & F G O H < A Oj luego por
estar més cerca del centro ¥ G que D E (473) gera: F G >'D E.

475, —Toda recta C'D (fig. 137), perpendicular & lu mitad de wnao
suerda A B, pasard por el centro del cinculoy por el medio del areo'que
da cverda subtonde

Siendo por el supuesto C D perpendicnlar & la mi-
tad de A B, debe pasar por todos los puntog equidis-
tantes de Ay de B (403—1°) ycomo el centroesuno

g de ellos, resulta que forzosamente pasard por el cen-
tro. El punto C, donde la.misma perpendicular cor-
ta la circunferencia por ignal razon estard equidis-

S, tante de A y de B; luego la cuerda A C=C B y sien-
do iguales las enerdas lo serdan los arcosque cada una de ellas subtende.

10
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476.—Snpuesto que dos puntes fijan la posicion de una recta, y que
le mitad de la cuerda, el cenfro y et medio del areo estdén en la mismn
recta, resulla que siempre.gus unic recta pase por-dos: de eslos pundos,
Jorzosamente pasard por el torcero.

437.—Como desde nn/puntéorno se puede bajar mfs que una sola
perpendicular & nna rects (396),de lo que precede resulia que foda
perpendicular bajada del centro 6 dbl meidio de wn areo sobre la cuerda,

eerd-en e snitad da dvclia cuérida,

478i—FI radio-tirado-al punto de contacty A (fig. 138} de la civeun-

ereneta con lo fangente os perpoidiculdr & ‘esta; y reciprocemente la

feerigonde serie perpendiculor el radio tirado.ol punto de contacto.
F 001

0o Siendo B € tavgente al ¢ireulo, no lo tocark mis
que én nn =olo punto AsIuego =i dezde el centro ti-
ramos yarias rectns 4'la-linea B C, gnalquiera otrs,
como'O P, qne 1o sed el radio O A,~deberit téner
parte dentro yparte fuera de la eircunferencia, po:
lo que A0 < 0'D: y'eomo (398) la perpendicular

Pl 125 es lamenoy distancia'de un punto & uns rects, s
infidre que el'radio O A serfperpendiculdr 4 la tan

gente.
Ll reciproca, de esth proposicion estd fandada‘en el teorema del na-
merg 394!

179.—S1 desde un punto A exterior @ un cirenlp se tivan dos tan-
agentes, las poreiones deestazs A By A O (fig. ]l’;'.’) /'-',m/»/‘r).'l_/:_'v'[rl~. entre
v, ; 4

el punto contun Ay 08 d°contacto serde wuales.

Pirando Ia recta QLA ylogradics O € 3O B,
resultaran dos tridngulos A O B y'A O C, que
gardn 1guales (442—3°) por ser rectingulos, uno
en B y otro en C (478); por tener la hipotenu-
g3 A O comun, y un cateto O C=0 B por ra-
dlos; luego el tercer lado tambien serdt igmal,
ésto eg; A B=A C, que esJoique ge/debia de-
mostrar.

480.— Los arcos A By C D (fig. 140) de un mismo circudo compren-

didog enire para lelas son vaualss.

9

E Sidesde’el centro O tiramos nua recta O B perpen-
A~—>¢ dicular & la cuerda B D, 1o serk tambien & A ¢ [409]
1 | ? por ser ambas paralelas. Ademfis e¢sta perpendicular
o bajada desde el eentro pasard por la mitad de la cuerda

y por el medio del arco que cada una subtende [477 ¥

4761, Inego

.f
\
\

ED
="E'G

restando la segunda ecancion de Ia primers, so ticne
AB=CD
que @310 que se debia demostrar.

481.—Zos greos A B ¥/ 5O [‘n.:. 1 ”-j COmpre ndidos eadre wi
da y un@tangente que 18 es paralela, son igucles.

E- /—,vl”\-\—u Si desde el centrp tiramos el ¥idio O B, este serd
e [Ci\ perpendicular & la tangénte [478] ¥ & la euerda; por
Si=——Tva==\0 . . s

\ ; ser cstas paralelas. Ademds, por ser perpendicular
\ 0 el radio {i 1a enérda [476] tendremos A B=B C.

Pigura H).

.

432 ~—PROBEEMAS DE LINEAS EN EL CIROULO, —I,—DPadns dos arcos
de un misino.ctreulodde clreulos iguales, determinar U relacion -
méricn de sus longitudss.

No pudiendo hacerse con el compas la sobreposgicion de los arcos;
como lo hemos hecho [363] con las rectas, lasupliremos con la de las
cuerdas que siendo ignales corresponden & arcos ignales [fig 1421, Lile-
varemos la cuerda‘del areo menor €D, dos veces sobre A B, de A 4 B;
v el arco A E estard compuesto de dos parteg igualeés 4 0D y una res-
ta, por lo que

B %,
%E AB=2CD+ EB
Sa tomari 14 cuerda‘de la rezta BB para llevarlade

A O'a T dobre € D. Efectuado esto una vez, queda por

D:F resta ¢l arco F D, de donde

-

CD=EB+ FEFD
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Finalmente, como la cuerda de la segundaresta F D se puede llevar
cuatre veces sobre la anterior E B, se tendra:

EB=4FD
Sust

tituyendo este-valoren el pentiltimo, yluego ese cu el anterior,
€icy, setiene sueesivamente:

EB=4F D, C D=5FD,A B=14 F D,

Laicomnn medida de los arcos A/ By C.D es F D que, gécun g6 ha
visto, estd eonfenida 14 veces enel primeroy 5 en el segundo.

CUnando se encuentra-una resta que estfi centenida un nimero cabal
de veces en 14 anterior, la operagidn queda.concluida y los arcos serfn
conmensurallesy pero 8 despues (de Jlevar, una resta sobre otra cna 6
mds veces, se Hega 4 obtener una, que por ser muy pequefia, o no in-
fluye en el resultado prictico de la cuestion propuesta, 6 no puede apre-
ciarse por los sentidos, sedespregia, y la relacion hallada selo es aproxi.
mada. Goando no hay nitmerog que éxpresen con exactitud Ia relacion

lela longitnd de los arcos, se dice que son 1ncon mensurabies.
[1.—Sobrewna vecla dada A B [fie. 143 ] como didmetro, Lrazar un

Hacientdo centro en los extremosde la recta, y con un

21
ridio A E mayor que sa mitad se deseriben arcos que se

corten arriba y abajo de ellaen los puntos B v F: la rec-
h ] I

& qué pasa por et

s puntos determina en O'la mitad
de A B-{404]. Flaciendo centroen O y con el ridio O B,
se trazari el cirenlo pedido.

D [Bg. 144] inferior de un cirewd
7

or &1 pueda tirarse.

Tirando por D el dikmeteo € F, y Iovantandoen D
| una perpendicular al didmetro, se tendrd la cverda pe-
dida [474].

IV.—Dividir unarco de circulo 4 B (fg. 143) en dos partes wyuales.
Tirese la cuerda A B, y levantando por su medio una
perpendicular, ésta determinard en M la mitad del arco
dado (475).
Del mismo modo se dividird A M en otras dos partes
iguales, y asi so concibe como puede dividirse un arco
no solo en 2, sino tambien 4, 8, efe., partes iguales.

N.—LDlady el arco A B, determinar otro igual desde el punio D (fi-
gura 146).
Tomando la cnerda A B, eelleyardide D 4 B, yel
arco D E serd el pedido.
Puede resolverse el problema tambien tirando I
linea A Dy por B una paralela que determinari el
punto E del arco D E=A B (480).

ANGULOS EN EL CIRCULO

433.—Ya hemos visto (378) que por sér proporcionales Jas magnitu-
des de los &ngulos cuyos vérbices’ estén en el centro de un circulo, 4
lag de log arcos que sus lados abrazan, se foman. esfos arcos como me-
dida de los fingunles; pero para esfo es necesario gue el vértice esté en
el centro del efrento. Vamos & ocuparnos shora de determinar la rela-
cion que existe entre la medida de un éngnlo cnyo vértice esti en
eualquier punto de un circulo con la del &ngulo del centro; repitiendo
que la unidad de medida adoptada tanto para los arcos como para los

o TN iy - i
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Finalmente, como la cuerda de la segundaresta F D se puede llevar
cuatre veces sobre la anterior E B, se tendra:

EB=4FD
Sust

tituyendo este-valoren el pentiltimo, yluego ese cu el anterior,
€icy, setiene sueesivamente:

EB=4F D, C D=5FD,A B=14 F D,

Laicomnn medida de los arcos A/ By C.D es F D que, gécun g6 ha
visto, estd eonfenida 14 veces enel primeroy 5 en el segundo.

CUnando se encuentra-una resta que estfi centenida un nimero cabal
de veces en 14 anterior, la operagidn queda.concluida y los arcos serfn
conmensurallesy pero 8 despues (de Jlevar, una resta sobre otra cna 6
mds veces, se Hega 4 obtener una, que por ser muy pequefia, o no in-
fluye en el resultado prictico de la cuestion propuesta, 6 no puede apre-
ciarse por los sentidos, sedespregia, y la relacion hallada selo es aproxi.
mada. Goando no hay nitmerog que éxpresen con exactitud Ia relacion

lela longitnd de los arcos, se dice que son 1ncon mensurabies.
[1.—Sobrewna vecla dada A B [fie. 143 ] como didmetro, Lrazar un

Hacientdo centro en los extremosde la recta, y con un

21
ridio A E mayor que sa mitad se deseriben arcos que se

corten arriba y abajo de ellaen los puntos B v F: la rec-
h ] I

& qué pasa por et

s puntos determina en O'la mitad
de A B-{404]. Flaciendo centroen O y con el ridio O B,
se trazari el cirenlo pedido.

D [Bg. 144] inferior de un cirewd
7

or &1 pueda tirarse.

Tirando por D el dikmeteo € F, y Iovantandoen D
| una perpendicular al didmetro, se tendrd la cverda pe-
dida [474].

IV.—Dividir unarco de circulo 4 B (fg. 143) en dos partes wyuales.
Tirese la cuerda A B, y levantando por su medio una
perpendicular, ésta determinard en M la mitad del arco
dado (475).
Del mismo modo se dividird A M en otras dos partes
iguales, y asi so concibe como puede dividirse un arco
no solo en 2, sino tambien 4, 8, efe., partes iguales.

N.—LDlady el arco A B, determinar otro igual desde el punio D (fi-
gura 146).
Tomando la cnerda A B, eelleyardide D 4 B, yel
arco D E serd el pedido.
Puede resolverse el problema tambien tirando I
linea A Dy por B una paralela que determinari el
punto E del arco D E=A B (480).

ANGULOS EN EL CIRCULO

433.—Ya hemos visto (378) que por sér proporcionales Jas magnitu-
des de los &ngulos cuyos vérbices’ estén en el centro de un circulo, 4
lag de log arcos que sus lados abrazan, se foman. esfos arcos como me-
dida de los fingunles; pero para esfo es necesario gue el vértice esté en
el centro del efrento. Vamos & ocuparnos shora de determinar la rela-
cion que existe entre la medida de un éngnlo cnyo vértice esti en
eualquier punto de un circulo con la del &ngulo del centro; repitiendo
que la unidad de medida adoptada tanto para los arcos como para los

o TN iy - i
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Angulos, es la trescientos sesenfaya parte de la gircunferencia, llamada
grado, el cual se subdivide en 60 minutos y ¢l minuto en 60 segundos,
y como una circunferencia gri wrde ¢ pequeiia tiene siempre 360 gra-
dos, resulia que ésfa anidad no es absoluts, es decir, no tiene una mag-
nitud’fija, sino rélativa, ¥ por esto sirve para estimar la relacion dein-
elinacion entros |dos lineas, 6.1a de magnitud entre dos arcos de un
nismo circulo 6 de cirenlos iguales

S4. -—E7 any 1{!‘1 "Iz[" 1// Lice esla dn ” l./r Wi J/uf (e 7 7 111
fida I anilad del arco que SUS lades abrazan., A esta clase l]x, any 'Illl)~
s¢ les Hlama inseritos. -

Tres son las posiciones ‘1'-"3 el Angulo inscrite puede tener con res-
peeto al dngulo en el centro, cuya medida-matural es el arco que sus
lados abrazan:

1° Poede quedar el centro sobre uno de los.dos lados del dngulo (&-
aura 147).

Puede quedar el centro dentro del Angulo (fig. 148), ¥
Puede quedar el'centro fuerg del fngulo [fig. 149].

Consideraremos 12 elingulp A B C (Hg: 147) én
el qué el centro Q' queda sobre el lado B A, Tiran-
do el radio O € resulfard el triangulo C OB isds
les,76n ¢l que el Angialo inserito B es ignal & C,
dugnlo esterno del tridngnle

) C=B

de-donde despejando:

ero teniendo A O O pormedida A €, Ta del dingulo i

6 es lo que se tenia gue demestrar.

En el 2° easo, cuando el centro

aneulo ABQ [f2:148]; setieno; tirandoyel difime-

.'\l I.‘)
ANOS l‘
BB«

3® Sea el caso en qiie el centro esté fuera del ingu-
lo A B € [fig. 149}, Tirando el'difimetro B D se tiene

ABC=ABD—CBD

pero cx)x:‘{nrme al primer caso, la-medida de A B D es
, ¥ lade C [’ I) es &2; Inego la medida de A B C
i D

5. |

Asj 1n1c\. en cualquier caso la medida del ingunlo inscrito es la mitad

del areo que sus lados abrazan.

185, —De aqui se infiere: 1% gue fodos o5 dit-
. COmMo I . ]»-):‘l] /:‘, ]) W q "1‘/_1: 72 Sit
vértices sobre la circunferent i o UE QLT
MASHIO ared, serdn iguales por tener
Ill{‘\lid:i: y 27, Gue todo /f/‘f’/u[u inseriteo, como A
l; of o CHYOS (7;",';'15.5 ,-:lv/’rl,'r en !‘r,f:» :,--',"I'._ ,'f/.'-//':,l.'i,' S v-
un diametro, 68 récfo, supuesto que t'-ﬂnn por

medida Ta mitad de nna semicircuniferenci

486.— Bl dngulo A B L [fig, 151 euyo vé
dentro de la l.l]n/f/_l' renQin. Pero ae e ol cenir
718 pormedida e aitad de la 8u }

y D B, que comprenden su g

Al &nzulo A B € s6 Ie 1

Tirande lacnerda A B se
en el/que [434] el dngalo externd

pero como Ja medida de D es 57y la d 3 2= 5o tiene que la medi-
dade A BC serfy 4.°4-5%¢
487, —F1 dngulp A B¢

e D L o .
ITLELLRTIEY L(E ST l.'?)r!jf/|‘a,/f“l :

87p Tirando |
A F enel que




S0

488.—Eldngule A B C (fig. 153 ) formado por tan-
gente y cuerde tione pormedida la mitad del arco que
leuerde sublende.

Lirando el radio O B, perpendicular & la tangen-
te, y él O D perpendicalar 4 la cuerds, resulta un
dngulo B0 D=A"B C;[422] pero siendo la medida
de B O D, B D=%%[475], la medida de A B C ser&
tambilenr 5"

ABDI—E] danyulp .4 B C'f fig. 154 ) formado por dos
tangentes, tiene por medida elarco D P comprendido
endve uno-de las radios D O, tivado & uno de log pun-
tos de contacioy y i prolongacion del ofro O B tirado
al-otro_ppalo de contarto,

Bl dngulo B=D O F por ser dngulo de la misma
espeeie cuyos lados son respecfivamente perpendicn-
laves; [422] pero Iz medida de' D O F es' D Eydnego
la'del imgulo B serd tambien D T,

Pigurs 1

F

490.—PROBLEMAS DE MEDIDAS DE ANGULOS,—L. —Deferminar con
el trasportadorel valor del” anguld inscrilo, del excénirico y do los que
estan formados respectivomnente hor dos zepnnies, por tangé nle Y CUET-
e(‘(.', iy /‘m/‘ f’u.\ !mz_:/o nt
Para saber el niimero de erados de an fingulo ¢nseriéo, se haré coin-

oL

cidir el centro deltrasportador con’el del eircnlo, y se tomarilamitad
del niimero de grados gue eofrespondan al arco interceptade porilos
lados del dugnlo [484]. :

En un dngulo excénirico se- prolongariin sus-lades; y determinando
con el trasportador el valor de los dos arcos interceptados, se tomaréla
mitad de la sama |486/.

En el angnlo formadp por dos seeantes se mgdirin con el trasporta-
dor 1os dos arcos interceptados y se tomardi [a mitad de su diferen-
cia [487]

En el fngulo formado por langents y cuerde se medird ek arco que 1a

cnerda subtende yse tomard su mitad |4S8].

Sl
w Y Bty I L iania i Ty F
&0 ol anguio jormade por cLo; Juhrifes,
tivarin radios 4 los puntes de contaeto, se pro-
longard uno de cllos, y el arco comprendido en-
tre un radio y Ia prolongacien del otro, serd el
valor del dngulo de 1as dos tan~entes [489].
. —Zevantar una tangente ¢ wun circulo en
wpento d dado en la circunferencia (fig. 155).
ne - " T
Plars 155 Tirese el radio O A, y despues de vrolongarlo
levintese en A la perpendicaular B O, la cual serf la tangentoe
HL.—Zirar una tangente G un circulo desde un punto P

. tomade
Sfuera de 6l (fig. 156).

Retinase el punto Pocon el centro O del

cirenlo:.dividase por mitad la recta PO v

haciendo cenfro en 74 con el radio P 7 trice-

se ung cireunferencia: reniendo P con A v

con B, se tendrin las tangenies pedidas.

La reeta. P A gerd tangente del eirculo O

porque tirando elradio A 0, el dngulo P A O

qua tiene su vérbice en Jareircunferencia del

cirenlom y que abraza el difimefro P O es

recto (485 y 478). Otbro tanto sneede con P B. por loque se v que es-
te probiema admite dos resoluciones.

IV.—Describir sobre una recta dada A B (fig. 157) un arco de ofr-
culo capaz de un dngulo dedo a.
c-

A———— N
\\.

Se entiende por arco de cireulo eapaz de un
ingulo; aquel enjque los dmgnlos ingcritogcu:
yo3 lados rematan sobre ls cuerda A B son
iguales al &bgulo dado a.

ResonveioN.~En uno de los extremosde larecta A B, constriyase
mi dingulo A B C=a; proléngnese 0 B,y en‘el punto B levintese 1a
perpendicular B O: en el medio m de A B levéntese la perpendicular
m O y haciendo eentro en O con ¢l radio O B trécese una circunferen-
cia, de Ia que el arco A D B seri el pedido.
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DeMosSTRACION.— En ‘efects
t
como R, tendrd por niedid: yo como el &ngalo A B

tanibien tiene por medida 5° (4S8) resulta 41..\ cualquier dngulo ins-

crito que abrace la conerda A B, serdigual & A B (, ¢l cual
trncecion-es 1enaltal Gnculo dado a

f v 5 f J? sy 293 ¢ Ja
N.—Levantar uneg perpendicwlara unavecta A K por wno de

28 / ], n 717 ArRCtIng
extremos A [fig. 1581, cuando golo pu Al uvrr«rl'ﬂ';\ en lu direccio

- A
del vtro extvemo .

Fruera de la recte A R 'y entre sns dos extremos

3 - 5 - ) 72 ’.‘ .4
tomeseel punto G: haciendo centro en él, con el ra-

die C A fricege una ¢jrcunfdrencia qne pasari por
A 'y cortard 1s recta A R en nh punto R; tirando el
disimetro /R D y reuniendo el'punto D con el extre-
mo A, se tendrd 1a recta D A, que serd la perpendi-

cular pedida, por ser el fdngulo D AR inscrito, y

e B abrazar un difmetro [485—2°].

VI —Desde un punto. A dado fusra do wna vecta B D, que'solo pue-
de pirolongarse en la diveccion de uno da sws extremos, bajarie una per-

pendicular [ﬁ«,:. 150,

A Réunase A con/D; dividase por la mitad la recta A D:
\ haeiendo ceutroen O, y con el radio O A triicese una
D

pircunferéncia; rétinase ¢l punto A con-el deintersec-
gion By B A sarit Japerpendicular pedida [485—2°].

e — e« # <Y ¢ P———

POLIGONOS EN EL CIRCULO

491.—Se llaman poltgonos inscritos, aiuellos cuyos dngulos todos es-
{dn sobre la circunferencia de un circulo; y poligonos circunserilos son
aquellos cuyos lados son tangentes del circulo.
En los poligonos inseritos (fig. 162) los lados quedan dentro del cir-
culo y forman las cuerdas; en los poligonos eircunseritos (fig. 163) los
wértices quedan fuera del cirealo y los lados son tangentes.

492.—Todo Iridngule pucde tnscrilgpse dun eiroulo:

Sea el tridngulo A B C (fig. 160). Si porel pun-
ro v medio del Iado A B se'levanta la perpendicu-
lar s O, todes los puntos de esta perpendicular es-
taria equidistantes de los extremos A y B [403—1°].
Si por el medio # del Tado B O se levanta la per-

Pigura 1L pendienlsr n O todosEis puntog estarin equidis-
trm!N de log extremos B'y C; asi es que'el punto de interseccion O de
laz dos perpendiculares, esfara equidistante de Jos fres vértices de)
iriu‘n:uh'. luego &i hacemos centro en O'y trazamos un civeulo: éon el
radio O A=0 B=0 C, Tos vértices del trig ingulo quedarin sobre I
cirennferencia, y el triangnlo resultsrd inscrito.

>

403.—Todo tridngula pueds circiunscribirgs & un circuls.

Sea dl trifingalo A'B O (fig. 161). Sidividimos
en des parfes ignuldd el'inghlo A con Ia recta A O,
todos'sus puntos gozarin de la propiedad de estar
t,"i(i!\ih!::nf,\‘.é de los lados A B y AQC| '“4-] €3lo €3
las perpendionlares bajadas deade nno de sus lnun-
tos sphre-los-ladas-A By A C'serfin igaales. Si con
Ia reeta © O dividimos en /dos partes iznales el fn-
gulo C, todos los puntos de 1a bisectriz C O estardn
quidistantes de log lades C A y C B; asf es que el
punto O de interseccion de las dos disectrices estari equidistante de

e O como céntro y tomando por radio la

=

N

———— -

T A= e

A KR, - oW




perpendienlar O D=0 E=0 F, trazamos un circunloy éste tocard & los
tres lados del tridngunlo en D, E y F, y resulbard cirpunscrito. el tridn-

gu lo,

104. —Fn todo cnadrildaiero tnserito, la sunie delos angudog opuestos
es iqual -dos-veetos (fig. 162),
£ V> St copsidersmeos los .n.i:):' dogulos opuestos B y D,
ﬁ( T8 tendremos que le medida de B es
2\ A D C
B =z

4

e TR
J Ia de D os
o

Figurs G2,

gumando se tiene

pero comoJa mitad de toda Ia circunfercncia es igual & 180% la suma
de B y de D valdri dos réetos, &
495. —FEn todo cuadrilaiero (:5'czz71xc7'iio, I suma de dos deloslados
opuesios es tgual @ la swma do los otros dos (fig. 163).
-4 Si consideramos 1ag partes de las tangenies
;/__/\; compreéndidas entre 108 puntos de interseceion
\6 y 1ot de contacto;. Tandindonos en él teorem:

>

AE=AF

A(("
E
K—// ED=DH
— 3. BG=RF

demosttado en el nitmero 479, se tiene!
N
N
) N\
X

Plgurs 15, GO=0H
sumando ordenadamente estas igualdades resulta

b

ADEtBC=AB+DC

que ¢g lo que 'sé debia demosirar.
496,— Bl lado del\ cuadrado-cizcunsoriio ali circiedo es iqual. al dia-
meiro,
St desde el centro O (ig. 164) tiramos los radios
0 B, O F, y consideramos ¢l coadrilfitero A F O E,
tendremes: (que” O B\= 0 E porradios; y A F =
A H (479) por partes de tangentes; por otra paric,
siendo log dpgulog®A, O FA y O E A (4798) rec-
tos, el ingaulo E O F fambien lo serd, de lo que re-

sulta que A F O E esun cuadrade, y por tanto,

EOyAE=0F. Comolo mismo podria demostrarse de los

cnadrados O F B G, 0 G CH y O H D E, cada uno de los lados del

rado serd igunal & dos ridios, snpuesto que cada una de sus partes
igual & an radio, B O yOG

De aqni se infiere que el perimetro del cuadrado eircunserito es ipual

& 0CNho radios.

gono reqular inseriloy es igual al radio.
(Eigura 165). Por ser el poligono regular (461)
los lados A B, B €, C D, etc,, seriin iguales entre

gl3 siendo. iguales estas enerdas, 1o serfin los areos

que subtenden, y como losarcos A B, B O, ¢ D,

etc., son las medidas de los éingnlos A O B, B 0 C.

O O D, efe., formados en el centro, soinfiere que

Figura 165, estos geis dngulos son ignales entre gi.  Todos estos
dngulos formados al rededor de un punto O yalen cuatro Angulos rec-
260

tos 6 360°% loego nnpde clios valdré Ast A O B=60°

Considerando el trifnmulo:A O B, tendremos que, siendo A 0=0 B
por radios, los ingulogopuestos O B Ay O A B serén igoales, y va-
liendo lasima de los tres dngnlos dos reetos; se tene

.
AOB+OBA +0OAB-=180°,

sngtituyendo GO® '+ 2. O BiA == 180°
De donde OBA=0AB =4
ingulos iguales yestar opuestos 4 fingulos igaxles la-
dos ignales, el tridogulo A O B serd equilbtero, yoel lado-A B.del exi-
gono ingerito serdigual & A O, gque es el radio del cireulo,

Por ser les tres {

De aguf se infiere que el perimetro del exdgonn regular ifiscrito, es
bl & seis radios, ]

8. ~0omo 14 circunferenciadél cirenlo ¢s menor qud ¢tperimetro
del poligono eircunserito, y mayor que el perimetro del poligono ins-
erito, resulfa que Hamande © T civcanferencia dol civealo, ¢ el radio,
y considerando el ¢nadrado circangerito y el exfizono inserito,

se tieng € < 8r (498)
¥ C> 61 (497)
luego la circunferencia del civenlo es mensr gus ocho veces ol radio, v

MAYOr que Seis.




Dividiendo por 2 r los dos miembrosle lus desigualdades anteriores-

sg tiene

luego la razom dela eirewnferencic al dicineiro o3 mayor que 3 1 me-
nor que 4. Generalmente se representa layazon = por 7,y se tien€
7 = 3,141592, eomuo yeremos mis adelante

499. — Todo poligona regular se puede insersbir, al cércuto (Gg. 166).
Diyidiendo ¢n dog partes iguales cada uno de
los fingulos del poligono,.con las rectas A O, B Q,
C0, cte., | para probar que el poligono sé puede
ingeribir &lun eirculo, mos bastard demestrar: pri-
mero gue estas rectasson jqualss entre ¢, ¥ segun-
40 qUBCONLUAT LR S75. 16 MNISINO PUnLo .

1° "Podosilos trifnguls A OB, B0 C, CO 1,
Figara. 166, etc., formados por eada uno de los lados del poli-
gono'y dos de Tis bisectrices.de los 4ngfilos, son iguales, por tener mn
lade. ignal, adyadente & dos #ngulosiguales (384). Comparando, por
ejemplo; log tridngnlos A © By € O D, se tiene: A B=0C D por lados
de poligono regilar, 0°'C D=0 A B y O D =0 B A por ser mitades
de fngulos ignales, lnego O D=0 B y 0 C=A O, por esiar epuestes
estos lados 4 &ngulos iguales en trifingulos Tgnales (387). Ademis, por

ser isdsceles los triangnlos, todas esas rectas serfin iguales entre si.

9¢ Yas biscotriess coneurrirdn e el mismo punto, porquesi dos de
allas concurrieran en O y otras dos en i, se inferiria que en los tridn-
oilos ignales A i B y B 0 € 4 los fingulos iguales 0.0 B=i A B, esta-
rian opuestos lados desiguales O B>-i B, lo que es inadmisible.

Luégo si desde el pantoO de interseccion deddas biseetiices como
centro, y conel radio 0 A=0B=0/0; cte., se traza una eircunieren-
cia, esta pasarf por todos los vértices A, B, G, D, ete,, del poligono-

500.— Todo poligone requlor A B C D E (fig. 167} pueds circusigeri-

birse al cireulo.

o1 deade el
nfl[f(;?}:‘_\- (49493,
'.il';.;é. nos bastara demestrar
tos OF. O (Z, O H, ete..
que el }1--,E‘_>.',|‘_.. {,'n‘,'; e1rY TSe.
Log tridngulos A O F y O G © son iguales (442 —
3°%) por scr rec onlos y tener iguales Ias hipote-
nusasg A O=0 0 por radios oblicuos de poligono
recnlar (499Y. v nn onta ARy s i .
] g ...\l‘(l\. )<y nn cateto A F=G por m:fadez de log lados ignale
del poligono. A Fes s mitad de A B, porque tenicndo Ja perpend
Inar & F e t srinidiatant S
Iar @ F el punto O eqnidistante de losextromos A v B. caalquicra otr
. 3 - ™ . # P -
punto F tambien lo estard (403—1°)
Siendo jznales los dos £13

ra igunl 40 G,

angalos rectiingulos, el \otro eateto O Fse

Del mismo modo se demosbraria que 0 G=0H vy 0 H=0 Y, ste
lnepo =i desde O'como centro g8 traza un eireilo con el raldio O F. 1.
circunierencia tocardales lados del peligono en By G, B, Y, et

20 b ] - = o> - s »
0L —PROBLEMAS DE POMGONGS EN BL CiRCULO—I.— Jizsoribir un
trdinqulo an un cfroddo (fig. 108).

Levanfando ‘perpendicalares por la mitad de los
¢ Jadog A B y B O, haciend
: 2 y BC; haetendo centro cn el punto O.de
interseccion de las perpendicnlarés, y irazando con el
radio O. A una circanferenciag quedari résieito ol
problema [492].

|E—Cirounsoribir un tridngilo ¢ un civenio (Ge. 169).

Dividause /por mitad’ los' &npnlos By O v ha-
ciendo ‘centro en el punto de inferseceion O de
as.bisectrices y con an radio igaal 4 la perpendi-
nlar O D bajada desfle O & nno de los lados, tr:

césguna/ cireanferentia,icon 1o que quedara resuel-
to el problema (493).

39 pf

IIT. —/nseribir en un circuls palfgones requlares de 4, 8, 16 y
4 le4, 8,16, 32, &

Y T
{98,
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Para inseribir en el circalo nn enadrado, bastard ti- < (Figara 132). Pirense las

rar nn difimetro cualquiera A G (fig. 170) y levantar medio de eada una de ellis. lo

otro. B D perpendicular al primero; reuniendo los pun- 7 L culares E'D y F &, v i desde el
tos. A, B, OyD, se tendrd el cuadrado. Los éngalos NN 0O, como centro, se [v.;;-‘;(gl T P e
= sran rectos por tener sus vértices en la circunferencia g dio O A, esta ],',m“.i o R Tos T ;
L B y abrazar un didmetro; .y los lados son ignales por ser £ ) que todos los puntos de In
hipotennsas de tridngulos ignales. N F O\ equidistantes de A v de O
} G F lo estn de Gy de B; luego el punto O que-per-

et

Para inscribiriel jpoligono de 8 lados, basfard dividir por mitad cada
Vol. 7 tenece 4 ambas perpendicalare

uno'de los arces: A B, BO, etel, v birar Tag enerdas respeetivas. ulares; estarfi eguid
de A; B y @,

viendo & dividirlos'arcos que-resulten en dos partesiguales, se tendrin
log vértices del poligeno de 16 lados, y asi sicesivamente se obtendrin
los de 32, 64, ete., lados.

VIL—Dado un circulo, determinar su centro.

IV. —Tusciribiren wi-ctrzulo wn poligono reqular de 3, 6, 12, 24, ele.
lados.

i \ ﬁ_?;\\ mpesde_un punto A de la civeunferencia (fig.
En caanto al exfigono regular, siendo el lado igaal al radio, bastari RGN 173) se tiran dos rectas A By A C: se levantan
levar sobre Ja circanferencia éuerdas de una longitud igualial radio, R A por sus mitades las perpendicalares D B v F G,
para tener un exfigono inscrito (49%). Para/inscribir un tridagulo se g\ \ y el un e O de interseccion de estas pcr[r(;nf]ic-u_
tirarin cuerdas que abracen los vértices no/contiguos del exfgono. 7 Jaresserd el gentro del circulo, Por estar cquidis

Para determinar los pintos de los vértices del poligono del? lados, tantes de A, By € (403—1°).
sadividirin ‘por Ia'mitad Jos arcos del exigono; y volviendo & dividir B e - N
estos denuevo, en dos partes ignales, se tendrén los puntos del poligo- glg"; ' :
no de 24 lados. BLUIECE ORI < 1T aRi
“RLEONSD Reyese

ro de wn areo.de ¢irculo A%¥e 52s MONTERREY, MeX(cp

V,—Inscribir @ un ecdijons requlir wn circulo.
2 (Bigars 174). / Tirengo d .
= < ™ F 7 . . 7 et - (e O irense dos cler : {

AN (Figara 177). ‘Levéntése por el medio de A-B una ‘ il S ‘I ; o8 AG vy
= i} i & . r \ AN i angulo: feviintenso otz sl

i \| perpendicular G O, y por ¢l medio de B O otra IT O, ] \§‘§ Ticnlare : e : S0 perpen

oy " . ~ \ /7 N cniares por sus mitades, v el punto T

v deseribicndo desde O como centro una circunferen- 2\’_,\/ ‘\\ I : , ¥ el puato O da in-

¢ia con ol radio O'G; sa tendri resuelto cl problema CNTNF

(500).

F
[/
terseceion de Jas perpendiculares, serf el een-
,/’3‘\ tro del arce.

Figurd 134,

B

: T s i iR T8 DN A O que no' cstan en line L. —Sobr B ‘
VI.—Hacer pasar por tres puntos A, By U que no cstan en line IX.—Sobre wna vecta A B construirun areods civ
gulo dado . ‘

] s iy~ 734l
U0 (_r.",;- e @8 nn-

recta. una circunferencia de circulo.




50

Tirese la recta A C gue forme con AB
en un pnunto M de

v recta eonstrityase un dngulo A M R

3 una rec-

un &ngulo enalquier

— gn, v por el punto B tir
taB C paralels 4 M K. Haciendo pasar
un circulo por los tres puntos A By Cse
tantid edarco de circalo capsz del &ngulo
dado m. .
En efecto; el dogulo A C B cuyo vértice estd -sobre la circunferen-
cia, esignal & A M R por correspondientes; pero A M E=m por cons
truceion, luege cualquier fngulo ingeritosenyos lados pasen por

grentos de AlB, sepd igual dim.

los ex-

INTERSECCION ¥ GONTACTO DE LOS CIRCULOS.

509,—Hemos¥isto (492) que pot tres puntos: gue no estin en linea
recia siempre puede hacerse pasar ui cireulo, y como unavez fijdo el
centro y el radio queda determinada la posicion del circulo, resalta: 1°
gue por fres pnutos no puede hacerse pasar més de un solo cirenio: 2°
ue tienen tres puntos comunes, s¢ confunden

que.dos circunferencias g
dos eircunforencias distintas pueden'eor-

en todas sus partes: y 3° que
tarse en dos puntos, tener un punto comu,

& no tocarse en.ningnno.
encias QHe Seicorlan en/dos punios

S llaman sscantes dos cirewnfer

(Bg. 176) y fangentes las que/30l tienen un punto comun (O 177).

503.— La linea de las centros de dos cireunferencias que se coréan es

perpendicular @ la cuerda comun y la-divids en dos par

Sean los dos circulos (fig. 176) ceri-
tros son | Oy U, ¥ qne se corfan enk y 1.
Tirando la cnerda comun A/B y los radios
0 A, 0B, CAyC D, se tiene que la linea
de Tos centros O C tiene el punto O equidis-
tante de los extremos A y B de la cuerda.y el

des igualss.

punto C, centro del circnlo mayor, tambien

11

vl

estd equidistar v de B ;
equidistante de A y de B; lnuego eonforme i lo demostrado o el
= L1 LE s N U HEINOUSITUAY C1L €:

nitmero 404, 13 linea de los centros ] icul
, ea de los centros serd perpendicular & la cuerda eo-
%

mun y la dividird en dos partes izuales

504 —1(5 ) J - . «

s, Cuando dos cireunferencias o fienen uids que wn punto ¢

mun, esle L g S i IR AT L IS IMAS qUe: UR PUNLD CO-
s E8LE perienece a ta Linea de los centros,

FPeniendo las dos circunfere: un solo
zente B D & uno de los eireulos por el pun-
to de contacto tambien lo serd al otro, y. ti-
R TR P ( o
randolosradics O Ay € A tendremos (478)

punto comun A (fig. 177) sise fira unatan-

que el dngulo B A O serd recto lo mismo

el que I.’. A C; pero teniendo estos dngnlos la

ol Imc‘ e (]'n;;sn::Tou‘s'Ic ml::;xcm]‘tes y valiendo juntes dos

Loy Pt (nm‘mun una sola recta (397), de lo qug
Uta que A estaré en la linea ©C 0.

--\.'ll log dos circulos sé tocan interiormente (fig.
178), como no puede levantarse desde un mismo
punto A miis que una sola perpendicular 4 Ja tan-
.L"}I’HC‘ comun A B, lés dos radios A Oy A C ten-
drin que confandirse y el punto A quedarien la
‘ prolongacion de O € qne es la linea de los cen-
Pigura 178, tros. e 3

;'n};."».—l)o.\‘ eirenlos sitnados en un planopueden te-
ner cinco posiciones relativas diferentes: primero, es-
tar uno fuera de otro, (fig. 179) :-sc\;‘:um‘;u; ser tangen-
tes exteriormente (fig. 177); tereero, ser secantes Tlis'.
l?f?).; enarfo, ser tangentes interiormenie (fig, l’ﬂ
¥ qumbo eésiar uno déntro del'otro (fig: 1-501).“ \

En estos.casos la/ lineca de los centroszoza delas si-

7

\

.

gnientes propiedades.

L EpS
[Big. 179]. 1° Cuando los dos circulos son exierio-

@
£]
S
/
a

WIS A I Y Sy 7

res, la linea des los cenlros es mayor gue la suma de
Figurs los radios; st 3 } p ; 7R

)1 ‘ lostradiosy supuesta que” O O/ge compone de los dos

radios, més la parte A D.

r, L ~~ 90 Yoz 7Pes ¥ 7 ¢
[Fig. 177]. 2° Ouwndo los des cireulos se {ocan exteriormente, la li-
nea de los centros es igual & la suma de los vadiog; pues ].«:xum]n.nr r el
punto A de contacto se tiene 0 C'= 0 A+ A C ‘ ‘ ‘
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[Fig. 176]. 3° Cuandolog cuculos se cortan, ia linga de lo8 centros

&8 MENOT r}zu; la sunia de los radios y mayer que s diférencia. En efee-
siderando el tridngulo O A O ge tiene:

Q0 < CA 4+ 0 A (425)
Q¢ >06A—=0 A (426)

(Fig NMR): 4% Cuanda dos etrculos” sefocan inieriorm nte, la linea

f J { ferenol » los ' radies. BEn efecto, la linea
de los cenlras 3 1gual'd lo diferchcia delos radies. En efecto,

de los ceniros prolongada pasa per A, y se tiehe
00 =A0—AC

(Fig. 180). &° Cuando uno de los circulos estd
dentro del otro, I linea de los centros es menor que
la diferencia de los radios. [En este ¢aso se tiene

0C+CB+BA=0A
dedonde O =0A-—-CB—BA
luego O0C<OA—CB

i stag Proposiciones ien son ciertas:
Lias réeiprocas de estag proposiciones tambien son cie

506/ PROPLEMAS DR DoS einetros.—L—Tirar una langente exle

ri0r comun & doz etrenelos dadoz ('g l‘,‘l).

CoxsTRUCCION.—Llévese el radio O’ A
Asl ireuls menor-de B4 05 wcon el radio
0 C iguald la diferencia de los radios,
h‘:'u.'(.‘rz; eh.eireulo BC Dydesde-O% tirese
4leste Girculog la tangente O7 ID; Hirese al
punto de eontacto Drel radio O D'y pro-
l6nenese hasta ' por ¢l centro O’ “(-\'(,"'50
O’ IH paralela & O E: y tirando por Fy

§ » 4 los dos circulos.
H wita recta, ésta sord la tamgente comun 4 los dos circulos

DEMOSTRACTON. —Para que H H sea m;::cn‘tc i ‘los dos circuh‘)s; (1:~
preciso que sea perpendienlar & los radios O FyoO }[ en ]ns- pu:;:oﬂ(ﬁ(i
contasto, y para demostrarlo hastar& probar que la [lg[ll'lvl-(" I’) 3 ul
nn rw'l:in;:ulo. Tenemos que por ser 07 H igual y paralela a )’ s c
c?.\iu‘.ri!:'\rc;ro O’ D F H sera paralelgramo (450} ; pero esie paralelégra-

93
mo es rectangulo por ser O D perpendicular 4 O F, ¥ por ser O° H pa-
ralela 4 esta recta.

El problema admite dos resoluciones, pues por una construceion
idéntiea puede tirarse Ja tangente G J en la parte superior de los dos
circuloz.

IL.—Tirar una tangende interior comitn. diudos circulos dados (fign-
ra 182},

CoNSTRUCCION, —Lléyese el radio O’ A del
cireulo menor de B 4 (€: con un radio O €
1guas & la suma d
culo G K D: desde O tirese la taugente O D
i este circulo: llévese al punto.de contacto el
radio O D: por O tirese el radio O’ E para-
lelo & O D, y reuniendo B con F se tendra la
tangente pedida.

£ .]'l‘\' ?'l?{ii"/,\" []‘\‘hj(l(_;-} "I (-i].

Fi',mm- B2
DuMosTRACTON. —Siendo F Dhignal y paralela 4 B O (450), el cua-
drilitero B O’ D F seri paralelégramo; pero habiéndoss tirado O' D
tangente al eirculo, el Angalo 0D F seri recto lo mismo que E O’ D
porger O’ K paralela § E D, luego B O’ D F serd un rectingulo, y
siendo B F perpendicular £ los radios O3 Ey O F seré tangente 4 los
eirculos dados,
El problema admite dos resolnciones, pues por una construccion
idéntica puede tirarse la'tangente G H.

LINEAS PROPORCIONALES.

507.—Las magnitudes A y B son proporcionsles & otras dos C y D

cnando se pnede establecer entre sus razones la signiente ignaldad:
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cnando se pnede establecer entre sus razones la signiente ignaldad:




Unas veces las letvas A; B, €y D representan las ‘magnitudes mis-
mas, sean lineas, ingulos; arcos, superficies, eec.: pero OLras, y eslo
mfs general, expresan Ja relacion que existe entre cada una de ellas &
la nnidad de suespecie, ¥ bien sean cantidades O niumeros sus 7azones
y proporciones gozan de las propiedades que ya quedan demostradas en
aritméticay, en &lgehra.  Las voces PEOPOTCION, anfecedente, térming
medio proporeional, ete., significan en gepmetria lo mismo que en las
otras partes de las mateméticas.

Cuando-se indigqne el productol de tnw linea por otra, generalmente
deber entenderse que se/trata del producto de los nitmeros, que ex-
presan Jas relaciones entre estas lineis y otra tomada por unidad. Asi
si @y brepresentan dos rectas, @ + b podrf indicar el resultado de la
operacion meecénica de poner una 4 continuacion de la otra estas dos
Jineas, 6 el valor mumérico que resulta de sumar los niimeros que re-
presentan las‘magnitudes de las rectas 'y b; pero sise tiene a b6 a®
ate., estos produetos, por regla general, indicarin los productos de los
nfimeros que representan lag magnitudes de las lineas.

508.— i dos recias A T,y G M, situadas en un plano (Gig. 183) es-
tin coriidas por un nimero caalquicrd de paralelas A G4 B H, C Y,
elé.{ tiradas por punlos tomados & distancias iquales sobrélda primera,
Ing partes G Hy H V. ¥ K, eloy deferminadas sobre la sequnda recta,
serdn vyuales entre si.

Fundéndones en que son paralelas las rectas, & iguales las partes
A B, B G, CD,ete., demostrarémos que tanbien seriin igualeslas par-

tes G H, HY, Y K, elc.

& Por lospuntes. A, B, Oy ete., tiremos las rec-
\’f tas Ag, Bo, Op, etc., paralelas & G M, por logqne

\K
\
\f
.
\

y

serfin paralelas entre’ si, y resultavén- los trifin-
gulos ABa, BCo, CDp, etc, iguales entre
si por tener un lado ignal adyacente i fingulos

M i : 2
ienales (384). Ios lados ignales son A B=BC

¥Figurn 153,
—( D, ete., porcanstriceion. Los dugulos adydcentes regpectivamen-
te ignales; son: B'/Aa=CB o=D G p, etey, y A Ba=BC o=C Dp,

etc., por correspondientes. Por la ignaldad de los trifngnlos se tiene:

A= Bo=0Cp =D g elc

95

pero como las fignras A 2 G H, Bo Y H, O » K Y etc.. son paraleld

. : \ L H, O3 ic., son paraleld-
gramoz, los lados opuestos serin iguales, esto es I

. FURICS, ef S,
: An=GH, B o=H Y, O p=K Y ete

ero como log primeros mi )8 de estase T

: o8 primeros miembros de estas ecuaciones son iguales entre

81, se infiere que lo serin los segnndos, esto es
s i Dy
GH=HY=K Y ectc.
que es lo que se tenia que demostrar.
:‘l[,—"w-l' ¥ £ S & ]

/ 09.—Dos rectas cualesquiora A By € D (Bg. 184) colocadas en un
plano, son cortadus en partes proporeionales p})r tres paralsl S A'g
S ] : s paralelas A O,

Las magnitudes E A y E B {
a8 mag sHE A y E B podréin serco rables & inconme
e I er conmensurables & inconmen-
c 1° Si lss distancias B g
v a8 distancias E A y E'B son conmensura-
;‘L[Sg, Yy suponemos por ejemplo, que dividiendo
t‘ en dos parfes, una de éstas puede lleyarse cua-
reces de B & : :
_ro veces: de l'u & A, y nos imaginamos que por los
puntos de division se firan rectas paralelas entre si,
;’:o&lfo;me al teorema del pérrafo que antecede, el
oL ado ’(,. D quedard dividido en partes ignales, de las
jue dos corresponderdn & la parte. F D y cuatro 4 1a € F. Por tanto
:1 r‘) 1 S»} s 4 < ¥ 1 T 2 ' g
o i.le :,“tﬂanh por 7 la magnitud de una de las partes del lado A B
y por .’ las del lado € D, tendremos:
E Be: BAA 220, : dm
y BT F O = 2000 4m>
de donde EB¢: EA

¥igura 164

ds F SR 0. nuoles N
bia demostrar. Jy queieslo que se de
2% En el cas U (6
R el : as0 dc? que A 'B yB O (fig. 185) sean tnronmensurables,
| Leorema es 1gualment® clerte. Supongamos gue dividiendo A B
tres partes ig T L= o e
el parfesiguates y levando una de &stas cuatro veces sobre B0 que
de la resta i C, Ja 'gue forzos i i loa paates
T_ 1( ta 1 G, la que forzosamente seri menor que una de Jas partes
M '(] 1 R . - o 1 161 g : 3e3 . i
wando paralelas por log puntos g Qivision, resultari dividida E D
o troe marftas f A n ! 4 v ‘ ‘ =N |
en fres'partes, y E'F en enatro, ma8 ina vesta I n .
ry i Fu oI considéramos las porciones conmensnrables
=L i AB, B, EDy En ‘
tendremos A B : Bi =: B D
B
snstitnyendo por B i sudzoual ]

y por En suvaler B

AB : BC—iC

ecando enftre si extremes vy medios
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AB X EF ABxFun=BOxED—ED %1€ |
irasladando A B X EF —-BOx ED=ABX En—B DxaG
Fstablecida esta ecuacion, vamos & demostrar que A B.X E ¥ no

puede ser designal & B € X BD. Silofuera, habria entre «‘-.-'._t.t-s ’1'»1.'0—
ductos. cuvos faciores sontoilos constantes; nns diferencia d fija &1n-
f;epn_‘-xv.divnic de lsniagnitudiarbitraria de lus partes en que s6 !'i-!\'l(llel'u‘l‘l
ACly FD: En el Supueste.ds quepudieran ser designales, se tendria

AB X BEBF-£D0Cx ED=d
y porlo mismo AR X En=—EDXxi¢=4d
en la que por constmccion fn <€ 2D &1 C < 3 A L’A o

Alorabisnssi-en lugarde dividir A B.eu tres 1»;:!‘\{-5}@'!1::1»-3, la di-

vidimos en treinta v levamos estas partesiSobre B C y tiramos p_'.u'ulc-
lag, el valorde las restas i C v F'n serd uba fraccion menor que antes,
v mueho menor ain si dividiéramos A B en 300 0 en f;,ﬁul.iD 1"thc.:::.
i, pues, Iag restas son canti Indes variables cnyo \':ﬂ.:.ﬂ: podremos dis-
minnir { ouestre arbitrio” & medida que clnimero de. ‘ln';sun,\[ts’ au-
mente, sucediendo otro tanta conenda uno.de los términos A }» l 1?
v B D ¢ i.0, enlod que pntra una fraccion gomo factor. Asi es, que
siendo d constante, por expresarla dif-_"ren.cf::t enfre las cantidades fi-
s A\B X E Fy B Cx BD;énlaecuacion

AB X P o—EDX

N
. B - AD Fn< AB

pudienioser 1 NGy v 9000
3 U

3 A B ~ouen B
téndriamos A BXF n< "\_:,'- S ABXEn (1;\:_:7, ABxFn <3()UU
y anmentando el niimero de divisiones llegaria 4 tenerse
ABxEn < d;

PEro. como NNNea puede ser el minuendo menor que 1‘:& ‘J‘z‘e.s';iz,w tfl/ﬂ]{;u;ﬂ
pedreros sppener designales los }.\'_'o.{lurr!‘os A Bex BEyBC X ED,
v §i son ignales resulfarii la proporcion
’ AB:BC = ED:EF
que es lo que se debia df:n\.n.c?..m‘r; 5 B

510.—Si desde un panto D (fig. 186) tomado .w;ua urrlt ladd o
iridngitlo, s tira wna recte D, E pnralela G otro lr’um A (: 6 t'r.'r.::f:,:;-‘
TN fros cosas: 1*1os lados A B'y B C’q(u:dan.r;lz cortados :cu:,:uh,‘:c..:
proporcionales: 2* los lados seran ,n:vw‘:)u:'r_*mn(.-./r,'<'u sus parli»; g ,,-/
lado A B del trigngulo fotal ¢s con si base A C, como €l del parotal
B D es con la suya D B,

9%

Para demostrar la primera propiedad, tirese B F pa-
ralela & A O, prolénguese este lado y larecta D E, y
por ¢l punto F tirese F H paralela al 1ado B (. )

Las rectas A By F H quedaran cortadas en partes
proporcionales por las tres paralelas (509) y se tiene

[ \el

BD:DA :FG;:GH

pero por lados opuestos de paralelgramos F G=B E, y & H=E C
sustituyendo se tiene

BD : DA :: BE : EC....(1)
que es la primera parte del teorema.
Para demostrar la segnnda,

: componiendo en Iz dltima proporcion,
se tiene:

BD4+ DA :DA ; BE+EGE

Alternando medios y sustitnyendo

DA

Alternando medios en Ia proporeion (1) zesulta que las partes sen
proporcionales entre si, esto es,

3 &% BB :: D ANEC
lnego BFABC = BD : BE
Para demostrar la tercera propiedad tiraremos por-el pmnto D un

q
o

naralala DT a0 Tada ol )
p.n».d-;;a D L al'lado B C, y considerando que 10s lados totales A B v
A C son proporeionslesfi sus partes-B D v, €;ge tiene:

AB:AQCLRBID : ¢

péro como L C=D E por lados opuestos de paralelégramo, sustitnyen-
do, resulta:

ABUWAQG =2 BD DB
511.—Reciprocamente, siempre que una recla D E (6g. 187) corte
los ladaos de-un tridngulo. en partes proporcionales, ré paralela & la

base A €.
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EWESSSS. 2= e
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[ e s e
— 2

=R A,




Si suponemos que D R fio sea paralela al lade A G,
tendrd que serlo otra recta que pase arriba 6 abajo Ge
1. como D E, y entoncesen virtud de la hipotesis de!

teoremn; se tiene:
_'\ ].; = }l' ( .'\ I' M (. }',

rl Iala & Lias rantrn A 510-22)
v porsuponerse D F paralela a 1 base, se tendria (910=<")

AB :5BC

pero siendo iguales log tres

no es posible gue(los cuartos sean desicuales:

3 - w v iyt ove lola
tir que otra recta diferente de D b sea paraigid
512 . —VPROBLEX INEAS! PROPORCION AnEs.—I,—Dividir und
e 1gnales.

lineas A B-(fig. 188)en un

ire

R IATI dadp de pa

NERINGS 1]11 g s (laii.th_' './i'h‘: gn emeo !'f"_'..
[

log extremos B

de lg rocta/se copsirnye un sobre la
B D de longitod indefinida se llevan @inco partes
jgudles nidb desde B, de B &G aec & €
guiles

| pante D, donde llega la tiltima Qi-

Figpos 155 pto.: g ant
R U alelas por 108 otros
tirando paraiciads por 103 Ouk

vision, con el extremo A de
5

7
Jividirin 1a recta A B

s
paraieias G

puntos-de division g, £.ey en
cinco partes ignales.
El fandamento de esta construceion es ol teorema del namero 505
»: (onstrUceioN,—Con ¢l fin de evitar Ja necesidad de
chag paralelas) sé emplea ¢ksigiente procedimiento (g 189):
En los dos extremos'de la recia dada ge tiran
de longitud indefinida: sobre cada
rtiendo de los puntos A y B, se

firar mu-

dos paralelas
nna de ellas y pa
llevan cinco partes ignal
mente los puntos de division de ambas paralelas
as dividiran, A- B en los puntos m,
Como las rectas que

es, y uniendo respectiva-

porrectas, | est
n, 0y pend partes igaales,
iones son paralelas, por lados opuestos de para-

Figmr ]
determinan estus divis

lelggramos, el fundamento de esta construccion es el mismo que el de

la anterior.

RET aley 5 o
- .”'—L,’A’"""”" una recla 4 B (R 19
".’,”’A(ifl"l reefa € D =i

Figuru |
FGrmese el dng
des/que forman Ja primers razon, A B=m, v B U=n
lz’tdﬂ't]t‘l dngulo llévese A D= .
Fireseda recta B D y por

1

a9

£ 90) ¢ “ta s RS =
D) en partes propordionales ¢ las

auiera. Sobre 1a ror 1 ]
{‘.ut ra. nobre la recta B CY, so llevan las partes
B 1l s e b o _ artes
o ]m n, yn' O ignales respoctivamente &
a8 € 1 aets i o0 =
1 de Ja recta D C: se unen los puntos €’ v A v

Euc] vl v P :
L extecmo B se construye un ingnlo eual

a Farnh naraisd - v

se tiran paralelas & A €’ por log pantos n° v m’
Aty SRR D LOS 1 y .
Estas paralelag dividirén 4 A B en pyeno en
partes proporcionales & las de G D (3”-’3) i

FrOnoroionl . i Pvos i -
! orcronal & tred lineas dadas

' 2amos” que los términos de la propor
cion han de estar en este 6rden: e

mem &p X

tlo A ysobram le 8ns I¢
Y Eobre mino de snslados Jlévense las maonita-
3 }:_)!]":‘ 11 otr
;'. 2 re i otro

Juna paralelagila parte B D seri la e
{ - ol I ¢ 8 ALl -

ta proporcional pedida.
En efecto (510) seo tiene

gnstituyendo

AB:BC :AD:DE

D'E

) = P

o N T o
luego D T ¢s la cuarta proporcional buscada

IV ~=( DNSEr ety una lercera

Figums 152

,/’/.”[’“"'/A!J‘(‘.N-_‘7 & dos: I

as dudas m y n

: L.uun’f..s,e sabe, se llama tercers proporcional de

03 C3 lades, el enarto térmir :

- /dos canlidades, gl cnario término de una propor-
lcion f:onhuu;z. SL guponemos que el érden de log
lerminos de la proporcion ha de s igui :

: on ha de se : ;
prog 1 ha de ser el signiente:
IS s o seX

la construecion ser4 idéntica 4 la del problema an-

G IR e A

e

——

ot

v




100

terior. Formando unéngulo A sellevarin sobre unode sus lados mag-
nitndes iguales 4 los términosde la primera razon: AB=m y B C=n.
Sobre el otro lado se tomari A D=n. Se reuniri B con D, y tirando
C ¥ paralela-§ BD; la.D B serf la tercera proporcional pedida; pues
{(510) se tiena:

“BCAAD : DR

y sustitayendo
mi:n s DE

luego D H=x

SEMEJANZA DE FIGUEAS:

- o ] . a) - | @ 7 Ve y ‘O3 ""‘, PN~
513.—Se Haman pguras spanpejanies-las que faeiten SuUs @RGUIOS T

[‘,‘{“'rl.l'lli']('j[/(,' ."f./"’['f( 8, Y SNS ."V{J.I“:! .;-'A),.Ar:.:u‘l_/lr,\' 7 /"r}/..‘_l,t‘r'-l,j;:'!'l§,
En gencrabse ontiends por tados Bomologas, o8 que est@n adyacentes
En los trisngulos, como la snma de losfres fingulos

i gnguios iguales.
ingnlos que estin adyasentes & dn-

vale-dos veetos, los lados dedos t
gnlos 1guales, forzosamente quedarin opuestos & 4ngulos igualesiyPor

esta causa, en s Iridnguios los lados Linologes. estan. opuestos & G-
ccta D B U]:Z 193) /"."/7:"r7{‘ 4 w0 de Tos lados
Jdelermina otvo trganguia se ingjate ol PrUMCEO;
1.08 dos tringulos A B C y'A D E tienén comun él.da-
gulo A; B=AED y C=4A D E'porcorrespondientes.
Ademas (510—2°)

" ABSAR :AC:AD
AB: AR 4 BUO2ED

AB:AB:AC:AD = BG: ED

que teniendo los fngulos iguales y los lados homblogos propor-

s, los trifingunlos serdn semejantes.

cionale
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=1 ) <

! == et : :

)l‘a. Dios Uriangulos son samejantes tuando trenen dos dngilos ves-
pectivamente iquates. v

‘j ok S tr O +» V£ S| £ .!4 ane ienel a8 -
Sean ](3 uhl_nlJS 4\. L ( \ l ) £ 1
g . 4
( =4 X ) s vienen 1) a4l

endo estos dos

ge tendyrii C=C

Si gobre B A ge Heva una parto B D=RB’ A?
ana _pa —R?

eero tambien lo serf v

y socbre B O se toma

: & -
! trifngulo B D B jgual &

tira D E, se tendri ¢

CRPPN
5] .

85) por ser el 4dncoulo B=R’ 1
3 3 ) por ser el angulo B=B’ formado por lados respeetiva-
TE S oS LGP L OT 1a igualdad de los tridngulos, B D E=A’y por hi-

X : .\:.‘\ ; nego B D E=A; como estos fngalos eon COrrespon-
fll(‘ilu:r. l') E serd paralela al lado A C (415). Ahora bien: siendo D B
paralela & A € (514) el triftngnlo B'D B serf semeiante § A B ¢

Y > 3 . ’ » “° . (3BOLO
como B I'E 65 izl 4 A” B? (F, se infiere que oste trifins 1 I

2 P P naor {Ue esieé trianguio serjy se-
mejante & A B C. ‘

516.—Dos Iridnguios 300k Semejantes cuando Lieren wn dhanlo ionnl
formddo por lados propore onales. - e
B B’ Sea el dngule B=D’ (fiz. 194) y
/ \ ASBEA” B’ - B O BIC.
0/__, -\ ]\' };-usiér:unftxﬁ el trifingulo A’ B’ @’ sobre A B O,
/ \ haciendo cpincidirel dngulo B’ con B, por ser igna-
¥ les estog fmgnlos, €l lado B* A’, tomaria la diore(:-
Figars 194 cion de'B A, y B® C” tomaria 1a de B C: rc:uniuudo
los puntos ) y E'en que suponemos que cacn A’ y O se tendr4 el tridn-
gulo B D Eignal & A’ B’ € por'tener un ;En}_fl:.!u ignal formado imr
lados ignales (385). Como por el supuesto se tiene i i

’

A BrA’ BB

sustitnyendo gus dguales, resulin

luegoilarectad E que confaenpartes proporeionales lozjados del trifn-
guolo; seri paralela al Jado A O (511) y por tanfo log tridingulos A I; C
y B D E serin semejaudes por ser equifngnlos, pero ('(‘m-;s’» BD Ees
ignal & A” B’ (7, este tridngulo tambien serf semejante § A B C y

O17.—Dos tridnguios s .

Semernntse s =
semejantes cuando f[/(!/(1vl sus Ires lados

e r"jlf'?fv‘ vameniec propore ales
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Sean los trifingnlos A B € y A’ B’ C’ (6g. 195)en
los queso tiene AB: A’B : BO : B € = A O
A’ (', y vamos & demostrar que son equifingunles.
Para.esio sobre el lado A’ B’ construyamos un 4n-
gnlo B’ A>G=A y A’ B’ C”=B, con lo que resul-
r4 el trifngnlo A’ B’ 0 semejante & A B C (515)
Sl por lo que se tendrd:
i AB:A’B::BC:BC”
pero conforme al supuesto
ALBITIRB? -2 /B O BUGF A A G : A O
por ser en estas dos séries de razones los antecedentes igunales, 1o
secucntes fambien lo serfin; y 'se tendrd enlog tridnguios A’ B’ C
A2 B 0”7

AC:AC?

AXB domun, B! C’=B’ ¢y A” C"=A" (*
por lo que el trifngalo A” B’ U serd ignal 4 A” B’ €’ (386); pero co-
mo el primero és semejante 4 A B O, tambien A’ B (@ lo serfi.

518 —Kn regumen, los tridngulos son geémejantes: 1° ctanido tienen
das Gngulos tqualss: 2° cuando tionen i dngido igual formado por lo-

dos proporeionales: 3° cuando tienen sus bees lades respect tbamente pro-
1')"//‘1_ .“l_'iulzl'.s‘.‘ 4° v"»‘/('nl}u lienen sus lados Zu’ﬂ[’(-{lw I)\](‘L\ r":)!.-(’)llC(‘\' \‘c!‘;—\‘!
equiingulos: g 5° cuagado tienen sus lrelados re spectivamente perpen-
diculares; tambion por ser equiingalos (422).

Repetiremos.que en 108 iridngulos semejantes, los lados Tiomslogos 807z
T8 opiestos & argulos iyuales ; y e el 57 caso loslados perpendiculares
%0 los /'t'.r/fi[;/".-g)t"'.s'.

519.— Dos poligones requlares ) nimero ds ludos SO Seni~
jantes.

) - oy Sean dos peligonos regularves de 6 lados. [fig.
. Por ser regular cada poligono, serfn iguales
g1 los lades y los fingalos. La soma delos dnmﬂ )3
teriores del pol’wm'» A BCOCL.. Fyale 4 véces 2 rec-
tog, y cadafingulo’ § de dngulo 1ecln C)Lro tanto su-
ceders en el poligono A’ B’ O’ D’ E’ ¥’ en el que cada
dngulo tambien valdrd §de angalo wctu Iuego los dos
il k3 poligonos t Para probar
Figum 19 que doz Iados son plﬂpl'rl‘luh.).l(‘b, basta observar que
A B=B €¢=C.D, ete., y que
A? B=B' C’=0" D’ efc
Inego dividiendo ordenadamente estas ecuaciones:

AB-A'B =BO:BG €D .CD...

pl

\

A——8"
Er— =D

endrin sus fingulos ignales.
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520. —['ll\ ’/l 71'/4;1411\ Sé N0 "'I;tux AB.CD ].'. abede /H"f'!l‘/ 7 des-
A'-'u(/ ORETSE H {riangnlos se q): jantes ['I o, 197

-z Si desde uno de ]lw_ vértices, A, por &jem-

plo, se tiran disgonales, los poligonos queda-

=

rdn diyididos en trifingnlos que, vamos 4 de-
s g

mostrar, serin semejantes.

El tridngnlo A B C essemejante aabe,
ligonos semejantes, el dngulo B=h y los lados
n proporcionales, esto es,

porqune por ger los po
qn«? lo forman serd

Lm triangulos A C D y a

AB:ab:2BC€:be

¢ d serin semejanter por tener el &ngualo
A C D=ac d formado por lados proporcionales.
En efecto, B C D=h e d por ingulos del

poligono.
B €C A=D ¢ a por fngnlos de los trian-
gulos semejantes 8 A BCyabe
Restando las ecuaciones A € D=a e d,
En razon de ser los peligonos semejanies
se tiene: BoC :bc 2.0 D
vy por-serlo los tridngnlos B :beAChae
: CDied :: AQ:ac
Del mismo modo =e demostraria) qne son semejantes los tridngulos
AD Eyade

5 X A s Ay e F 5 > - 7
5RT==Reciprocamentados poligonos compuesios datoiangulos seme-

gantes, dispuestos de lo misma manera 80 semejantos.
En efecto; (fig. 197), por sersemejantes los tridnzolos A B Cyabe,
el ingulo B=by A B:abu:B C :bec. y

Ademés el dngulo

Por ser semejantes los trifingnlos A O D y a c d serin igual
ingulos ACD=ac¢d.
sumando’estas ecnaciones se tiene:

it E'V!:,‘-,:"
¢ D=becd. bl

AT
. Pt '.JF O REVE Ovs
rlaisemejanza de los tridngulos se tiene./  Spgs wewm i !‘"*5

o RUES MONTERREY REXce
BC:bex:AC:ac )
AC:ac:0D:ed

BO:hexOD:ecd

T B W W e

Ny
-t e
&4

a2

o
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De una manera andloga s¢ demostraria que el ingulo G D E=c de,
que E=e y que
¢Drcd 2 EBEDed B A :en,
Ag{ e que los poligonos tiendn sus lados proporecionales y sus
los iguales;
599 Qi desils uno. de-las vériites deun poligonn A se tiran diago

wales gy por wn punta ) b de unp de los lados, se tiran paralelas b ¢,
y d e los otros lados, el A,‘/-')!'g‘y_,h')r:'} dbede que ré Sulle. SEvic Semejan

al primero-(fig. 198).

Tia) razon [de esto'es gue el nuevo poligono
A b/c d e resultarf formado por trif los seme-
jantesy dispuestos de la-misma manert (52
triingulos son semejantes por ser equidngulos.
Pizury 193
523.— Los perimetros da dos poligonas seme jamiles, son Proporciid-
les & sus lados, 6.6 sus lneas homblogas.
Por ser semejantes los poligonos, se tiene (g, 197).
ABrabuBCO:bec:OD:cdDE:de:EAzea
snma de los antecedentes es 4 la de los conse

y fundfndonos en.que la
4 su eonsecuente tendremos:

cuexntes, como uw antecedente €s
AB+BO+0Dete. :abfheradete. 2 ABzab
llamando P el perimatro de un poligono y p el del otro, y sustituyendo:
* P:p:vA B:ab
En virtud de la semejanza de los trifngulos se tiene:
AB:ab::AC:ac
P:pu:zAC:ac
a demostrado respecto & esta diagonal podria demostrarse de
otra Yinea que tuviese nna-posicion semejante a -homdéloga

luego
lo que sg It
cualquiera
en Ambos poligonos.

594, PROBLEMAS DE SEMEJANZAS DE FIGURA §.—I.—Sobre la Tectn
1 conatrir. wn tridngulo semejante d A B C.
c (Fig. 199). s preciso. saber 4 qué lado del

frifingulo-conocido debelser homdloga la rec-

7 ta dada. Suponiendo que lo sea de A B, en
// /" S / sas dos extremos ga construirin los &ngnlos
= : a—A y b=B, y prolongando los lados se ten-

dré ¢l tridngualo pedido a b ¢ (513).

1
!

105

o e

A I}) (.'S;Z;) 21‘ -una recta dada b construir wn poligono semejante G ofro
(Fig. 200). Sabiendo que h debe ser el
lado homdlogo de A B, se tirarin las dia-
gonales A G, A D, ¥y sobre li'se construi-
ri el tridngnlo a b ¢ semsgjanted A B C.
En seguida sobre a e, como homélogo de
A O, se construird el triingulo a e d s¢-
mejante & A C D; y por dltimo, sobre
. ' & d, eomo homélogo de A D, se coustrai-

rd el friingunloa d e semejante 4 A B I,
: 'i'u.m?,nen pueds resolverse el problema llevando el lado h sobre sun
homologo A B de A 4 ¥, tirar por este ponto la paralela I’ ¢ c I; C
en c tirar ¢’ d’ paralela 4 C 1, ypor & titar @7 ¢ paralela i ly) E. \
~1":1(th1-1.1'§'!:'. formadoel poligono A b’ ¢’ d7 & semejante i A B0 D E. En
‘c‘tgt‘w::x sobre h se congtruiria el poligono ab c.'.l eignalE A b o @ (A:.
El ants de levantar planos consiste €n eonstruir sobre'el papel fi vfu:
ras gemejantes 4 laz de un ferveno dado, para lo cnal cnn:ulznﬁ.u’-:wr:h‘ir)
que se haee es descomponer én lI‘i;’lI]:_fLIl*L; la figura enya extension se
trata de determinar, y dibujar en el papel, s‘.~1_}:\n;indo.=:e i una escala

dada, tridingulos semejantes 4 los del terreno.

LINEAS PROPORCIONALES EN LOS TRI

—Vaoriag varfae 7 . +
3 Varias rectas 4 B, A O, 4 D 3y A E que parten de wn mismo

iml,{,[{..‘l son cortadas en partes proporeionales por dos paralelas B E
Yy FG.
Comparando lo2 lados” homglogos'de los trifingnlos
2 (Y v '] P . : - . W B
ABOCyAFH; ACDYyAHL:ADE y ALG
que son semejantes per ser equifngualos, se tiene:
ABTAT ;24
A'Q A H
ADSAL A
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De una manera andloga s¢ demostraria que el ingulo G D E=c de,
que E=e y que
¢Drcd 2 EBEDed B A :en,
Ag{ e que los poligonos tiendn sus lados proporecionales y sus
los iguales;
599 Qi desils uno. de-las vériites deun poligonn A se tiran diago

wales gy por wn punta ) b de unp de los lados, se tiran paralelas b ¢,
y d e los otros lados, el A,‘/-')!'g‘y_,h')r:'} dbede que ré Sulle. SEvic Semejan

al primero-(fig. 198).

Tia) razon [de esto'es gue el nuevo poligono
A b/c d e resultarf formado por trif los seme-
jantesy dispuestos de la-misma manert (52
triingulos son semejantes por ser equidngulos.
Pizury 193
523.— Los perimetros da dos poligonas seme jamiles, son Proporciid-
les & sus lados, 6.6 sus lneas homblogas.
Por ser semejantes los poligonos, se tiene (g, 197).
ABrabuBCO:bec:OD:cdDE:de:EAzea
snma de los antecedentes es 4 la de los conse

y fundfndonos en.que la
4 su eonsecuente tendremos:

cuexntes, como uw antecedente €s
AB+BO+0Dete. :abfheradete. 2 ABzab
llamando P el perimatro de un poligono y p el del otro, y sustituyendo:
* P:p:vA B:ab
En virtud de la semejanza de los trifngulos se tiene:
AB:ab::AC:ac
P:pu:zAC:ac
a demostrado respecto & esta diagonal podria demostrarse de
otra Yinea que tuviese nna-posicion semejante a -homdéloga

luego
lo que sg It
cualquiera
en Ambos poligonos.

594, PROBLEMAS DE SEMEJANZAS DE FIGURA §.—I.—Sobre la Tectn
1 conatrir. wn tridngulo semejante d A B C.
c (Fig. 199). s preciso. saber 4 qué lado del

frifingulo-conocido debelser homdloga la rec-

7 ta dada. Suponiendo que lo sea de A B, en
// /" S / sas dos extremos ga construirin los &ngnlos
= : a—A y b=B, y prolongando los lados se ten-

dré ¢l tridngualo pedido a b ¢ (513).

1
!

105

o e

A I}) (.'S;Z;) 21‘ -una recta dada b construir wn poligono semejante G ofro
(Fig. 200). Sabiendo que h debe ser el
lado homdlogo de A B, se tirarin las dia-
gonales A G, A D, ¥y sobre li'se construi-
ri el tridngnlo a b ¢ semsgjanted A B C.
En seguida sobre a e, como homélogo de
A O, se construird el triingulo a e d s¢-
mejante & A C D; y por dltimo, sobre
. ' & d, eomo homélogo de A D, se coustrai-

rd el friingunloa d e semejante 4 A B I,
: 'i'u.m?,nen pueds resolverse el problema llevando el lado h sobre sun
homologo A B de A 4 ¥, tirar por este ponto la paralela I’ ¢ c I; C
en c tirar ¢’ d’ paralela 4 C 1, ypor & titar @7 ¢ paralela i ly) E. \
~1":1(th1-1.1'§'!:'. formadoel poligono A b’ ¢’ d7 & semejante i A B0 D E. En
‘c‘tgt‘w::x sobre h se congtruiria el poligono ab c.'.l eignalE A b o @ (A:.
El ants de levantar planos consiste €n eonstruir sobre'el papel fi vfu:
ras gemejantes 4 laz de un ferveno dado, para lo cnal cnn:ulznﬁ.u’-:wr:h‘ir)
que se haee es descomponer én lI‘i;’lI]:_fLIl*L; la figura enya extension se
trata de determinar, y dibujar en el papel, s‘.~1_}:\n;indo.=:e i una escala

dada, tridingulos semejantes 4 los del terreno.

LINEAS PROPORCIONALES EN LOS TRI

—Vaoriag varfae 7 . +
3 Varias rectas 4 B, A O, 4 D 3y A E que parten de wn mismo

iml,{,[{..‘l son cortadas en partes proporeionales por dos paralelas B E
Yy FG.
Comparando lo2 lados” homglogos'de los trifingnlos
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ABOCyAFH; ACDYyAHL:ADE y ALG
que son semejantes per ser equifngualos, se tiene:
ABTAT ;24
A'Q A H
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L e A e
528 —Fn toda tridngulo A B O (fig. 203) la bisectriz B O de witdn-

v como la Gltima razon de cada proporéion ¢s la primera de la siguien-
3 1100 veide-el lado onire (y g ol -
guio:divide-el lado ‘opuesto A O on paries direciamente proporeionules

te, se tiene: S
AB:AF=AC:AHAD:AL=:=AE:AG & los lados A B y B C del dngulo.

: Des‘de C y A bijense las perpendicnlares C D y
A E 4 Ia bisectriz B O prolongada, y resultarén los

526 —Dgs paraldes) B G -8B B quedan cortadas en partes propor- gl
Ln.;ugulos A B E y B C D semejantes, por seramhbos
rectéingulos y tener el ingulo A B E=C B D (515).

elonaies por-varies récies A B ANC; ete., que coneurren on Up pu nto
1 ! Comeo en triangulos semejantes los lados homoélogos

A (Fig. 301).
@Comparando los Iados  homidlogos de \los fridngnlos semejantes, se e 3
: son proporcionales, tendrémos A B opuesto & E, es
con su homélogo B C, opuesto al éngulo B D €, como A B opuesto &

A B E es con su homblogo C D, opuesto 4 G B D.

que o3 lo que se-fenia.que demostrar.

tiene:
ACsAH B CLRH
KC A H:=CD::HL
Inego B-€: FH 20D L (1)
AD:ALHOD: L
AD:AL:DE: LG T b - Ls .
szt CD-HT - DE L6 @) . Por <=t.?.‘ lx:uzoj los traa}ngnlos AOEyOCD son semejanfes por
ji oy i = U= ) TR tener el 4ngulo E—C D O por rectos, y A O E—C O D por opuestos
eoraparando las proporciones (1) ¥ (2) sé tiene por uitimo: al vértice. Comparando loslados homélogos de estos trifingulos, lo que
se hace buscando 1oz lados que esthr e PR S
95 D . : 3 1L jue estin opuestos & log fngulos izuale:
B¢ :FH :CD:HL:= D tendraibh: y gulos 1guales,

JD.

AESGD :: A0 200

que es lo-que se tenia que.demostrar.

ot
X . &
“ W

399 — Rectnrocamente stempre qie dos fparalelas A I 4 Y B I sean uprimie a 1Aa70n OO 5 :
i Ry St 1 £ O % 0D EF b“F’_NULLWL) 1a razon comun entreesta v la anterior proporeion, resul-
coritudas en parleS proporcionales porparias rectas 4 B, £t tarfi demostrado el teorema

- ————

= mm W Py

b o i

wrolongadas, estas comeurnirdn emn wn mismo punto (Hg. 202)-
g Prolongando A By € D concurririn en el AB:BC:A0:00

18 punto O, y &i supusiéramos que B F prolonga-

% S o = : - 3 N ~O ¢ 2 R A 2 . Wl

87 D=k da no concurriera en el mismo punto'U; debe: 529.— La bisecteiz del dngulo exterior C'B E (g 208) dewnitrian-

T ——

=N ) X . - s i
{ ria eoneuyrrir otra reeta que partiendo de B pa- guio corta ellado A C prolongado en un punto I%, cuyas distancias
£ _____——\& 3 saradla derecha (:fvla dzquierda de F como los puntos A y C. son propurcionales €. los lados. del. dngulo By osto-6s,

gurn 272, Ei, v en tal concepto tendriamos:

op ¥ Taess
SC LCTETW

Conformie % la hipotesis del teorems A FeGeeBA + BO

AC:BDuCE:DF ; DEMOSTRACION.—S1 por C tframos C D
: - paralela 4 Ia bisectriz B F, se tiene (510

y por concurrir B i prolongada en O (526) 20):

At AF:FO:AB:BD

AC: B D s C ]5 X r) i ) pero e] tl’iiinglllo B ]) es iS(’.‘S(‘(‘]U:‘, por
. tener el angnlo. B D €—EB B F por Earron-

Siendo los tres primeros términosde estas proporeiones iguales, ten- . pondientes, y B.C D=F B € por alternos

, D i=D F lo que es un absardo y prue- _internes, y como E B F—F B C por mitades de E B C; B D C—

yunto O & ménos que coincida eon EF. B C D, delo que se inficreque B D—B (.

dré que serlo el cuarte; esto es
ba que B i no concarrird.en el |
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108
(C D+B D) C B=A C!'+A B?

Sustitnyendo en Ta anterior proporcion, resnltard demostrado el teo-
ero eomo en la figura: C D+ LT o 1
i 1 figura: C D+ B D=C B, sustituyendo obiendrémos

remal
{FO:AB:BC C B=A C:*+A B®
que es lo que debismos demostrar
530S desde elwérting del-dnilo recto de wn tridngulp vectanguto Debemos repetir que el producto de dos 1i i
3 S g! £ ol R L) CUO e U0S 1meas, : y Ia s nda
86 ('(?ftl UL ',a,/’)( iufu i[‘([) u ](( ]uur'u,”/\u LE vertirearan Iree CORGS: = ASHGOD ]“ ‘\'}g”‘“!“
los Iridnyulos }'n, siiles serin semajantes al tridngulo toted, 3y semajaii- expresan’ lag relaciones de estas Huoeas 41 i |
» O RS ) 5 e { : ¥ : = SLas as 4'1a unidad de ,.:\.riy.“
fes enliv sic2 e v s medid 1-«"'}'“r"""'-’r/:,' enire lo2dos seg- o: )‘.——I"‘ ‘Uﬂn se Infiere qne ¢l cuadrad: -
Zon ) drado ¢ 9 undrado de un cateloes igual al cua-
. { “ . ’ 3 >
{ lee /1[ ofenusa ménos el cuadrado del otro catetor pues dosno
;. pues despe-

a2l /Z "l’,” [C’{ on /)ll:‘ vect S INEL 7 -
i “}\]‘)‘ ] 1! l eeuacion [ >
20 € t h ‘lnl\ ceuacion § A\ c? ) L A ]) L’L 2Nes

1 oteneis L TeC
tenein de nna rect: ralmente i
I una recta, generalmente es el producto de [*- nUMEros que

menlos de la fd/n»/a)luv/‘ y 37
piore ionul entre tode (a ,,/l,; e ka iy al SeGmen i n :(".(u nin,
§ 3 e
wrd demostrar In_primera parte del teorema, = e B
AC=CB—A By A B=0 B—

1205 que el trifngulo parcial
: rna 7
: D, — 11 Iriim 77 7l - -
el 97 UN i /,‘,;”A,_. h/l{h/‘lld;/:fu[',1. el cu adrado del 7 “ 8

1) o5 semejante altotal A B C porque tienen :
el dl;"lll() () comnn 'y ambos gon rectimgnlos (51 >\ dngulo obtuso, es igual ¢.la swna ds cuadrados de los 04103

3 e g Ink74. nw T 3
El ofro trid l]l"'llt\ parei ial A D B essemejante dos; mds el doble produciode wna de estos lados por la prowy:

iro gobre éste
son ambos rectinzulos. 70 3001¢ £SiE.

tatal porque fienen el angulo B comun §
2 Ta na 3 > v
al tﬂ[ﬂl) géran sc 5810 €3, 8] desde el yeruice (!‘”_ 206) b 'i'xHh

do eada uno de‘los triingulos parciales : sm.?.';\mrr-;
1. la perpendicnlar B A sobre el lado D C j’u’u‘h" ey
A/D es media proporeional C A serd Ia proyeeccion del ‘1;.‘,“, B'@ sobre D €
debersy tenerse 1

mejantes entre s
90 Para demostrar que la perpendicular
tre los-dos segmentos CD y B D de la hipotenusa, bastara compa
buscando como dnfeslo hemos explieado (528), z
o g f 2% RP Pirar . Y ~ - -

):lliu. ACDYy ADBEB M X, D B=B G« Di?+2 D.CxC A

> |

en
rar log lados hamalogos,
Jos opuestes & angulos igaales, de los trifx

¥
N ol ot
i —

v 3
At

tiene: g
CD:AD<s:AD:DDB D EMOSTRACION. —Uonsiderando el trifnsulo

e

90 Para demostrar-la tercera parte del teorema basta comparar_los

lados homélogos de nno de los iri ifingulos parciales con el tos al:
I

CD:AC::AC:CB titnirémos en e
: 0B

Comparando A ¢cD
Idem ADB BD:AB=zAB

oyeccion de Al O sobre la hipotenus: a C B.

C'Deslo ,que se Hama lapr
531.— B valor numéricd del cundrado a-es 1qual 4 la
1. .ru.\ r{//H/l,\_ x
Si en las dos filkimas proporciones del teorema anterior Tormanios el "'f‘“"“‘[l‘:"':““"’" los valores de B A® y de A D* en la ecnacion

tiene:

producto de extremos y Jo igualamosial de les medios, 86 tiene: '
D BP=B C*—CAA C+2A CxXCD+C D?

le I lat '“'/' ofenus

SR e u,\- /-7/,”/1-;,',[‘

CDxCB=AT luci
o reduciendo, resulfa demostirado el teorema
D B=BC+DC+2 ACxCD

-nmando estas ecuaciones veacando & C B ecomo factor comun, resulta:
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34. — B e Eriangitlo obliends ’.”‘“5"'* el cuadrado ds un lado ('JH//‘S!“
al dnaide agndo, esigual ¢ la swme de los cuedrados de Tos otvos dos la-

(f'u.\“ MEROS ’1 l:'r,/:(’;;’ /",7"_'"1'r'{"1'f_' de uno ,!,7 ,{',\’»f/:.‘\' _]:!//.r,:.\' jm,l (41 ju!n/:,l,‘ 10n '.]'.

otro sobre éste.
8/s\ Esto cs:-si desde el vértice B (fig. 207) .bujum-’r:
71 By 4 1a perpendicalar, B D sobre A U, D C serd la pro-
&—=p & yeccion del lado B O sobre A C, y se tendra
A-B=BC*+A CC—2ACXDC

DEMOSTRACION —En el tridngalo recténgnlo A B D se tiene
A B —B D3+ A D L[]

Determinarémos log yalores de'B I y 'de-A D* para sustituir

y expresion. El tridngnlo reetingulo B '€ da
B =B 0*—D C*
A D(AC—D C)P=A G2 A0CXD C+D &
ugtituyendo los \’a\l;ﬁrrs de B D2y A D%en' Ia ecuacion (1) e obtiene
B "D C+A (—2A CxD C+D ¢
redaciend

ABB \(RrAC—2 A CXxD C

1 lo queé queda-demosirado el teorema.

%35.—Asi, pues; confornie f-los dos {iltinios teoramas'y ai del ntme-
o 531. el cnadrado de un lado de un tridngnlo es mayor. tgualf menor
que lasama de los cuadrados. ¢ los otres dog: lados, segun gue el in-
gulo opuesto €8,0hiuso, recto b qgudo. Sirepresentamos por &, b ye los
iados del trifngnlo, y por p laproyeccion del iado c'sobre b tendrémos:

at—h'+-c2+2 b p cnando A es abfuso.
(li:_b‘.'_;;_(;? 23 A es recto.
e 3 h Al es nqudo,

Estas i6rmulas servirin pars calenlar el valor de un lado, 6 parade-
terminar la especie del dngulo opuesto, cuando se conocen las otras

cantidades qué entran en ellas.

s T > o - < = o - . - ., . y
536,—PROBLEMAS DE LINEAS PROPORCIONALES.—L.  Dividir

cont ] - £ -3 and "h i > . 7 ” 3 7 y
recia A B (hg ,-.’“b) Ort partes proporcionales ¢ lags de olve doda m p-

Constriyase cobre A B un triéngulo equilitero
A € B; desde el vértice € llévese una linea ¢ P—
m p, y sobre ella constriiyase el trifingalo equilé-
tero C P'R. Siendo P'R=—m p' sobre ella se leva-
ranlaspartes P o, no, y o R respectivamente iot
les'& mn, no y op, y tirando desdée O las rectas
y Co, prolongadas determinarén sobre A B partes
proporcibnales & laside la recta dada (526).

gk o Py . 7
recia A L ew S5 Ilﬂ."v’v.‘; TGUALES

Sobre A B constriyase el friingulo eq
A B/C; desde € y sobre O A llévense cinco
ignales;, prolongando este Tado gi fucre necesario:
tomese @ E—C D y tirando D B se tendr4 el trifin-
gulo‘equilitero € D By llévense de D & H ci
partés iguales {i las tomadas sobré € D y reuniend
o -

8 puntos dediyision m, n, C,
dividida A B en cinco partes ignales

ITI. u r ung reclte A B (bg. 210; ¢e3 JUIVEES PERPOTCLOVHILES ¢ dos
reclas dadasm i n.
e ;) - ~ s s
e/ Por-el punto-A-tirese-lnrreotsy A G indefiniday v
\ por B la paralela B D; sobre la primera témese
) A C—m v sobreda seeafds B De—n s refinase (e
A U=nyy sobre-da segufda B D=—n;refinase Uon

A = , i i W M
\ D'yila recta A B quedars dividida en B en partes

)
/B A“E y B*¥ proporcionales & m vy

e ey i . vp 3 \
Te—a En efecto, los trifngunlos A E/C y B B D son se-

2 mejantes por tener igunales'los Angnlos A y B por
alternos internos, y los en E por opuestos al vértice [515]; luego sus

lados homdlogos séran proporcionales.

A€:BD = AE :EB
sustituyendo
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1V.— Tirar una tangente interior comun d dos ciroulos dados.

Si suponemos el problema resnelto por me-
dio de la rects B @ [fig. 211], tangente co-
mun & los dos eirculos, y tiramos la lineade
los centros O O° y los radios 0 C y 0’ Ba
Jos puntos de contacto, regultaran dos trifn-
snlos AOC y A O7B que gerfin semejantes,
v 1108 servirin para determinar el punto A
Jo lalines delos centros por donde debe

: pasar la tangente pedida.
Los tridngnlos' A'O € y A O’ B son semejantes por ser rectingulos
y tener ignales los fingulos en A por opuestos al vértice. Siendo seme-
jantes, sus lados homdélogos gerfin proporcionales; luego
0. 0/: 01 Bir: O A ZORA

Esta propercion nos indica, que pard determinar el punto A pordon-
ta divi-

de debe pasar la tangenteinterior comun 4 log dos ¢irculos, bas

dir 1a Jinea de log @éentroz O O’ en

lo cual nos girve de Tandamento 4 la signiente

partes | proporeionales & los radic

ent unt deél los eivenlos un radio cualquiera
; i

lelo en gentido cor

O 0O de los

16 E0m paran-

CoNsTRUCCION.—Tirese
0D, yen el ofro cirenlo an
trario 07 By tirando larecta
centrosien partes proporcigndles f1os Taddes,
do Jos trignenlos semejantes A'O Dy A OV E
0D .

di1o que Io ¢
B D é&sta dividird la if

St-desde el p » & ano
5, oata‘serd-tambien tan

8i phrumedio dc’la B Dx (fig. 212); tangenie es-
terior comiin fi los dos cirenlos, suponemos rasnel-
torel problema, y tiramos I linea de los cent

0 U y los Tadios

cente y la linea de
s 0 B Ay CD A, quenos servirin

v 0 D, 1'.1'uh_\n;¢1n,ir"- la tan-

) B
» los centros resultarin los trifu-

gulos semejante
paraldeterminar elbpunta A de-la linea de lo3 cen-
tros por el que debe pasar la tangente pedidss

JE |
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Los tridngulos O BA vy G D A son

1 O . : : o
y tener el fngulo én A comun

g0o8, seran IW]‘()EM}{(:I'”H:”L‘ Iieeg
5 LG

semejantes por se 1
ngjantes por ser rectingulos

0 semeiantes sns I
mejantes sus lades homolo-

e, OB : 0D :: 0
dividiendo
OB—CD:¢D 00 - CA
}: i - AN s L >
Ska proporcion nos indiea gue ¢l punte
te exterior con Ia line: deb,
A con Ia linea de los centros, debg ser-tal, gue d
s g = ' = S Lal, e pnedsa ests
menor, cox énte. proporcions la diferencia de los }it"l ity
e ~ . ;- 4 ) o - ¥ \ : ' .
L » ¢0mo la linea de 16z centros es & su prolor e e
B o TG 1 0 ’ . : =t : &4 3 ; :
i 0 el enarto término es désconocido. | ol
tandamento para la siguiente
CoNsthucciox.—T

donde concirren Ia tangen-

ssta propiedad nos servird de

:l' 0 sacl1 ! 3
irese un radio cualquiers O E,

otro eén el mismo gentido que le ses paralelo € F ¥ por el punto ¢
ANl "

, reuniendo B con F y
I.u linea da los centros c\
7 e £k una tangente exterior
4 A ; al otro,
un eiecto, ge tiene en los tridr

een los irifingnlos O BAy 0D A

wolonsands B 7 1 =

I‘ ( \IITLxxxdo E F hasta sa interseccion con
-y : ; v HL 03 | \ i
teterminard el punto A, desde elicual. si
. 3 » S 1 : 4 ‘\
4 uno de los efrculos, 1o sera tambien

aivigll: : 0B : D 2 QAN A
OB—CD:0D

y enlos trifngulosO E A y @ F A

OE:0F :0A :04

0C:@A... (1]

dividiendo

OE—CFEF:CF ::00¢:C A 2]

Q‘.')' j s R - . .
fiendo iguales los tres primeros términos d

P, v a8 Nranara
tendril que serlo el cuarto, ¥ -a3 proporciones, 1 y-{2]

4 7 :
VE—=Padas dos rectus 4 By dD (f 3

T ; ¥ OD (Bl 213). pua 0o -nudien-irii

A0, TIray por in 1,,;‘/".,.:',, () A S LA /’-4’/‘1"1.%‘4-

. b G DRSS 0k 212 9372 2 7

= . VTS0 PUREOG de con

V. / o7t~

ED o . A

Por «;'] prnto.O tirese und recta coalaniera B F
en seguida tricese la puralela B'C ; 3 idion &
i oFas lels Us ¥ dividiendo es-
S Tects én I artes proporcionales 8 EO v O F. sa
:~.:-'.~v?n'nu:n‘el el panto G (536 III). La recta O ‘e

el G pa-
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214) irarii la rec-
) jor (fiz. 214), se tirari la

ar |- 7 g c1er10T (hg, “ > =

Si el punto O es exie { N
ta O 1-“1 por B se hara pasar noa par&lda’u;dq. re‘,t.li
e oporeional 4 las rectas
v construyendo una cuarki pmpo:uo‘n_'\lw&t_“drémas
EF-E 0 v B ©, que llevarémos de CagG,te
4 ) J .

s 3 s gera la pe-
resuelto el problema por la recta O G, que
dida [527]-
Pizarails A gl IENS l','(‘)v’ll""“’,ll",l]‘_’
VI —Conmstrizin Wi tereeragiropl

das m 7 N,

5 =\ 4 dos lineas da-
(fig. 215) ¢ dos lineas

antese la perpendicular BC
Sobre A B=m devantese ia pe

. 3
sor 1a extremidad
f i+ tirese A O, y.levantando por Ia e.\\lw\mIv
=13 WUrese J > YA€ : : : L
/l\ C Ja perpendicular-C D ¥ prul‘_»xlg‘\n.«lo vy
il—‘” = ati 3 ) es 14 tércera proporeional ped
B > tendrf que B D es ducterc 1 e
r...—-——A iy X In efecta, en el-tridngulo A G 1 &
ot o da.- Hn electo, € .
] rEan o0

" Figema 215 L‘)’)‘U—z l

ABl: BU
sustituyendo 1

LINEAS PROPORCIONALES BN EL CIRCULO.

. 16y A
naaito tnterior O (6. 216) de

an 4

o4

U POSATE POT 1N .
—Doseueradas gue g : £E e T eTONALES.,

tvecatlo. se cortan en pories Tecvpraciiitbis gl 2. Tt
WIP CYEIREET tag se cortan en paries recl
tas se co

Qo dice quo dos rec C -
g lo las dos partes

procamente proporcionales, cuanc pari
2 / 3 179 ™ r-
e tna reetn forman los extremos de una prof 1
ae une RET 4. N :
it v 1as otras 'dos partes los medios. Asi en ¢
cion, y lag otras 5 o
nresente caso se debe tener
presente £ ol
oD =0C:0B
warnltan log 7":‘.’"’_’!}11'5 ‘.\_ O (.: -\
S AL leail  § >

IS5 LLiAss
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B 0 D, gue serin semejantes en virtud de que el fngnlo C=B por te-
ner la misma medida, y A=D por ignal razon. Siendo semejantes, los
lados homélogos serén proporcionales, ¥y comparando los lados opues-
tos 4 los dngulos iguales, se tiene:

AO:0D +0C:0B

que es lo que se debia demostrar.

538.—La ordenada C D (8g. 217) al didmetroen un punto cualguie-
ra O,

> €3 media proporcional enlie los dos segmenios del didmetra.
Esto es, se tiene:
AC:0D 0D :0B
Como se habra comprendido, se llama ordenada
la perpendicular O D levantada en un punto del
difimetro y que termina en la eircunferencia.
Prolongada esta ordenada, el teorema anterior
conduce i la signiente proporcion:

AGMGD : CB 0B
pero como C D=C E (47%)

resulta AC:CD =2€@D :CB

oo, —

se tiran las cuerdas A D y B'D, ¢omo el angulo A D B es
recto (48

; resalta por el feorema anterior en el trifingulo rectingzulo
que la perpendicnlar C D es media proporcional entre los dos segmen-
t0s de 1a hipotenusa. Ademas [530—3°] en el mismo triingulo se

AB:AD < AD:AQ

tiene:

luego oda cuerda tirada por el extremo del didmetro es media PLOpoT-

oronal entre-todoel didmetrosy su proyeceion subre elbimisno didetio.
540:—Dgs secantes A By A C(Sg. 218) tiradas desde wn
punto, son reciprocaments proporeionales

A 7.

AT
G sus partes extorngs 4 D 4

Esto es, debiendo formar una secante y su
2 -
parte externa les extremos de una proporcion,
y laotra secante y su partesexterna los me-
o ] I

liaz dalic ~frara
A o, dehe demostrarse que

AB: ACHSAE: AD
o tiremos las cuerdas BE y D C, j
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resultarin formades los- trigngnlos A BE y A C 1), que gerin semie-
jantes [515] por tener el fnznloen A comun y B=C por tener lu mis-

ma medida, %7 buscando y comparando los Jados hiomglogos de estos
tri4ngulos, Hegaremos & la proporeion

ABLACHSAETAD

541.— S desde un nuismo punto, A (ig-219) ¢ tiran une tangente ¥y
Jna secante dav cirenlo, W tangenis A B 'serd media propo reional en-
tre toda la secawde y stparte externa.

MTirando las onerdas B D y B C, resultarin loa
trigmzalos A BC y AB'D, que serin semejantes
[5157 por tener el dngulo A ‘comun y O=A B D,
sapuesto gue estin medides ambos porla mitad
del-mismo arce B 1. Buscando y comparando Jos
lados homoblogos, obtendrémos esia proporcion:

AiGe . A BijiHAB N D
que. es lo que se tenia que demogtrar.

542, Si-en un punto B |(fig. 220) dé lo circunferencia.Se Hire una
tangenipiqual ol didmetro; y por el priremo A zé traza ung sécanteque
pase por; 6l centro d 1 otrewlo,. lwsecante quedard dividida en medict 2
oatrenit-razon.

A B Se dice que nna recia A C quéda dividida‘en nie-

e T T = - ] 1 - N

SR dia y extrema razon,seuando la parte mayor D C
’ es miodia proporcional entre toda la recta AQ ysu
parte menor A D.

Conforme & Ia
A B ipgual DG,

A O 20 A B

7

Los /»"/‘.“n"z‘/" S

BISTRO TENINETo ae
KT l‘i‘ IS l‘l'll'../ (.4.-. { .‘[1"

S Lol ue

onos (e considera-
rémog primero mseritos én los eirculos.
Por ser poligonos semejantes (519) ten-
drémos (533):

ABED. 3.5 :a v RLASSA

} :ab

A i
Pirando los 1t s AO vy OB,oa v
: b
)

o Iy resultardn los tridingnlos O A B vy oab

que seran semejantes por ser equidingulos,

Inego
AB:ab:0AYea
snprimiendo la razon eomuon de estas dos properciones, se tiene:
A BOD sabod. e s00A 0 a

Considerémos ahora log polioor el o I'
onsiderémos ahora log poligonos circanseritos, Tracemoslos ridies
e e 1 7. gl . ( s
rectos yoblienos O Gy O D, 0g vy od, y resnltardn los trifingplps
0GDYood. que scra o e = 5

+ Dyogd, quescrinsemejantes porfegaiingnlos, por lo queze, 4

OG:og::0Dzod
Antes teniamos
rabed.... =0D:o0d

duezo rabed.o.. 206G 108

=~ AA o 4 3 r

944.—PROBLEMAS DE. LINEAS PROPORCIONALES EN BL CIROULO—
L. Construirane média proporeional enlre dos Uneas dadas: m, n.

1* Construccion.—(Fig, 222). Sobre unarec-
taindefinida A B getoman A D=m, v conti-
nudcion D) F=n:sobra A F como didmetro se
traga mna semicirennferencia y s¢ levanta en
) 1a perpendicular 1).G; 1a coal serf 1a média
porporcional enfre A Dy D F (5638), que he-
mos tomado rvespectivameante ignales & m y n.

rueccion.—{Fig. 223). Témese A B igual

cfa mayer 1, sobre esta recta como didme-

tro triicese ulia semicircunfercheis; lévese sobre el
liimetro A B la parte A 'C=n, Tevint an el pan-
0 € la perpendiculsr CD, ytirando la enerda A D,

ésta sera la médim !‘:'z;lmg.‘-i_._';»-_;{l pedida (539).




CAFIELA

118

b_~ 3% Construceion.—(Fig.224). Témese A I

/\ igual & la recta mayor m, llévese sobre ella
A /e g AC=n,y sobre C B igual 4 la diferencia

e Sy e | entre m y n triicese una semicirennferencia.
e 3 - R A > .1
Nt ; Sitiramos A D tangente & esta semicircunfe-

e rencia, esta recta A D serfi la media propor-

cional pedida (541).

1L.—Dividir una linea dade X B (fig. 225) en média 3 evirema
1aZO%,

Construccion.—Por, el extremo B de la recta
g6 levantard nua perpendicnlar C B=4"; hacien-
docentro en ( y con'el radio B € ftriicese una
circunferencia de |circulo; tirese la secante A F
que pase por ¢l centro del circnlo, y si desde A
como, centro con el radio' A D se deseribe el arco
D E, la recta A B quedari dividida en B en mé-

dia y extrema razon,

. . - T " "
Demostracion.—Habiendo tomado el 1adio C B=+% 1a tangente
A B serd igual al didmetro,y ademises média proporcional entre A F

y A D (541), por lo eual tendrémos

AR AB2AB:AD
sustituyendo AF:DF+AB:AE
Dividiendo AFDF:DF:AB-AE:AE
sustituyendo AT :AB:2EB:AE
invirtiendo : 2AE:EB

Iuego la parte mayor A E serd média proporeional antre toda la rects
¥ 8u parte menor.

1. — Estando ingerito ab circulo wn poligono-regular A B CD, (fg.
926) inscribir en el mismo cireulo otro poligono de un numerc doble de
lados, y enconérar el valor de uns de log lados del sequndo. poligono.

Dividamos, por la mitad el arco ABen B, y
tiremos lasicnerdas A B’ y B B éstas serfin los
lados:del 'poligono pedido.’ La primera parte del
problema quedard resuelta, si partiendo de los vér-
tices del poligono llevamos la cuerda A B’ por to-
da 1a cirendferencia, (501—IIT y IV).
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Para determinar ¢l valor del lado A B’ en fancion de A B y del ré-
dio del efrculo, se tiene (539):

por otra parie
P

y como A F =22

B'F =30 _J Ao AB
4

snstituyendo este valor en la ecuacion (1), se tiene:

am=pa(wo—[io il

81 hacemos a, A O oo Y. — x, snstitnyendo ge obtiene:

y extrayendo raiz
Y = ©
Z\:::\] Rr — l‘\l 4 ¥

euya formula nos dari el valor de x.

En el caso de que el ridio sea ignal
convertird en

6/&fin de hacerla més propia para ser calenlable por logiritmos (251—

I11).

=2 ) @+a) —8).--- (3)

~

lag ‘formulas (2)'y (3) nos servirin para determinar el valor del lado
del poligono regnlar de un numero doble de lados de otro conocido, lo
cual equivale & resolver este problema: deda lu cuerda ade un arco, de-
terminar la cuerda x del arco de su mitad.




CAPILLA

tlar inserito de ciarto anil

nera de /'(ul‘u.x‘_, ro dol J,;v;J.'I,'r;IA"r sane-
TARIE R CUNSCriio,

Conocida la longitud del perimetro A B C D (fig.

22%7), y ¢l niimero de lados, podri ficilmente obte-

nerse el.yalor de an Iade. Como ademés se conoce el

riidio.del eirealo en que estin inscritos y circunscri-

tos Tos poligonos; ¢l problema tiene por objeto deter-

minar el perimetro &™ BT € D? en funcion del radio,

— ¢, del-perimetroy dellado del poligono inserito.

Figors T
Siendo log poligonos semejantes, sl llamamos p el perimetro del po-

igono-inserito, P el-del-¢irennserito, el ridio O M=0 A del circul

e ¢l lado A B, tendrémos: (528).
PiplOM:O-N
S 2 ALTp
de donde P=toit
O N
en el tridngulo rectingulo O N A se tiene:/(532)

OZ\':J 0A A x-‘f:J _a®

gustituyendoen laecuacion anterior resulta

si ge tiene el radio’ ignal & la unidad ésta férmnla’se convierte

2p

| (2-+a)/(2—a)
Las férmulas [1] 5 [2] en sus réespectivos.casos nos serviran para re-
solver ¢l problema propuesto, sustitnyendo por & y por p sus valores

que son conocidos.

RAZON DEL DIAMETRO A LA CIRCUNFERENCYA.

LGN

EAC CORSLIEraArse coin

LRILINETELE DeFgLeiins

eonsideramos ¢l cuadrado
fic. 3], tendrémos qoe por: ser Ja
- - ;
Ia,_menor distar mire dos puntos,

cada uno de Ios lados del poligono serfi meénor que
d !

CLarco respectivo que subtende; luego la sama de
los cuabro 1ados 6 el perimetro A B O D serd me-

nor.gue la cireunferencia,

Si dividimos en dos parbesticnales cads uno de Tog arcos A B, BC

etc.; y tiramos las cuerdas corr spondientes, resalfari un octézono
A’CEBFRFGC...... regalar inserito, y tendrémos primero, que siendo
AB<AE L+ EB [#5], BC<BF + F0, 8D <0G + ¢ D
ele.; si-sumamos ordenadamente estas desigualdades resulta que el e-
rimetro del cuadrado es menor gue ol del octdgono: seghndo, que siendo
cada una de 188 cuerdas 6 lados del n:s:t:'lg(.-n«.) menor qie 6l arco dne
subtenden, lx sama de todas las cnerdas 6 el L re'rm:'JmA del m-./(if,'ozzr:l
menor gue la circunferencia del clveulo. ‘

Si nos imaginamos divididos losarcos A E, E B, ete.. en dos partes
iguales y tiradas euerdas por los puntos de division, resultaris un po-
ligono regniar de 16 lados inscrito-al efronlo, ¥ por un racioginio idén-
tico al anterior infeririamos: que-el pérémelro dal policans e 16 Taidss

€3 TRAYOr-GUL el-de S5 poro menor-gve ld o

Lunego cnando el nimers de lados del pol

o considerablemente

mo ¢l limite hicia el cual 8¢ wan aproximando
e i1 - 13 - 3

0S/e 108 pohronos reonlares hserifos | .
tx s e los poligonos: regulares inscritos, hasta 1 cgar 4 iguales el
poligono y el circnlo enando ¢l nimero de lados es iz 0.y la magui-

i

tnd de cada lado infinitament
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wlDg E07 ],nm;u,m-[:,mre[::t;- (& S8

546v—Las eiyounferencias de los cire
radios y & sus didmelros.

Como los perimetros de los poligonos semejantes son proporeionales
543] y los eirculos pueden considerarse como poligones
lados, sillamamos C, Y ¢ dos cir-
cetivos tendrémos:

& sus vadios, [
regulares.de un nimero infinito de

SR oE )
multiplicando por 2 103 terminos de la segunda razon

Ol Ry 228

que es lo'que se debia demostrar.

54%.— La vazon de la civeunferanoits al didhmetro, es la misma en {0
dos Loz cirew los.
Alternando medios en la 1ltima propotoion del pirrafo anterior, ten-

drémos:
O s Lot G5 2.0
en otro circulo cuya circunferencia sea ¢” y suradio comparado con

el primero se tendria ignalmente:

s L S B

2
T D AT RS o

luego
A a

y en general B e

esta razon consténte que exisieen enalgnier eircnlo entre 1a eircunfe-
rencia y sw-diimetro se represenia comunmente con la letra griega 7,
cuyo valor numérico vamos & oeuparnos de determinar.

548.—Delerininacion.del palor vazon de la cireunfe-

aunibrico dela
rencin al didmetro.

El procedimiento que hemoz emplada para determinar la relacion
de magnitud entre dog lineas rectas, dos arcos de 4in \misnio
direnlos ignales [482 |, como se ha visto e funda enla pro-

que s¢ comparaban en

O entré

circnlo 67de
piedad de poder descomponer Jas magnitudes
partes que podian sobreponerse; pero cuando COMPAramos uua curya
con una recta, & arcos de cirenlos de radios diferentes, como no €8 da-
ble sobrepaner los. elementos de/que constan esia magnitndes,  tene-

Q
nos que servirnos de un métods indirecto para’determinar con més ‘O
on que entre ellas existe.

Acabamos de ver [545] que el perimetro de un poligono regular ins-
que la eircan

ménos exactitud la relaci

crito al circulo, €s menor ferencia, pero que mientras ma-

yor-es ‘el namero de lados .
Por tanto, si en 1131Lclx;izlL:izlll_$l‘?l‘1—{:11:3 EaAnt;)- i B g e
p’ullgono y dividimos la lonzitud d‘c sn fi::‘ixi‘]“ltllu“]ad, 1lnslc’nbimaS e
circulo, obtendrémos R 1 perimetro por el didmetro de
B e e e e e o
porque el perimetro lc{ MO‘ del poligorio, péro sicuipre menor que
16 3615 Tagar i ' P;r Og:ﬁ“g‘)ﬁo es menor que el verdadero anteceden-
menor que ¢l lh;rimefro Ll‘c]:ll<l ¥ L-.Ol.no la circunferencia del circulo es
minamos el valor de ;Q‘, ,3“ P.O.hgon:) "9‘:"{”?}? eircunscrito, si deter-
cireulo, obtendrémos PR ey lo dividimos por el diémetro del
e e x drémos u'n cuociente tanfo mas aproximado al valor de
u(fntu mayor sea el nimero de lados, perosiempre ‘”"o.;n. oy r dem,
Il)o“%ue el perimetro del poligono circunscrito es il o iquc -
dente de la razon - es:mayor que el antece-

S‘; 3 X - = - »'. = . .
e ,rolzlll‘cr”(1::]0:::::100;‘} ('ef'-?zlnsorxbimos al mismo cireulo dos poligo-
PH= e e,m.abl.; nr.i;u)mero d‘?'l‘wlos y semejantes, y tomamos el
C .N(.e .Lxl: .qu~e existe entre 2ada uno de estos peri-
\'e;l.;}xl:;m razon de I:\’circm:;cjSz'xl:i):sI:;L:-}:Llli?;n;f’ﬁizmmam RAEA
ijadas as eners ettt
ks eJl Cl”sc:l.(lker}]f:;\elx :1‘1 ]l.va's b.LS(’\ de este procedimiento, para simplifi-
oy, 4 | = (:irc‘;l];scj‘xsl,rs.‘xirlllz‘ox;zes‘ c_.’.msidemuiunes. Supondrémos
Ly AN [.Odn £ .::.?h ‘J. la mnd.r}r_l. Ademés, como la misma
e 5 A qi‘;m}]): .‘;n'cf.x(_) y.el d:u_mctru. qtie entre el semipe-
Py Sr‘,mfl,ergmet.,.,; L t~_ el ridio igual’d 1 bastard ecalenlar el valor
AT l)m.“él-“] l])».lll Ll :nez en c':':d;'z £as0 la razon del perimefro al
ppalos | [’(.L L,Iu.ulfz\do mscriko caleularémos sucesivamente
L sm‘.‘i'm':m wltn'mu 3 [.] del problema III del ndumero 544, ¢l
i A FHE ‘, L ro del ]n;-!lgnm-) de 8 Jades; de 16, 32, ete., lo que
S dart ana razon algo aproximada de la cirennferencia al di'lmetl'w
1 3K : ro,

.

pero menor que 1a verdader, 1
e lntd ’q) o In_ verdadera. En segnida caleularémos el semiperime
)L poligono circunserito del mismo nil ‘o de la wsdti
bt sl C .l mismo nimero de lados que el inseri-

AVO < . u 't . 3 g i
b el i t valor deila razon ' de la cireunferencipg: al
3] jue la verdadera; tomando el términa/medio entre

Q10 . enire cs«

LO8 ‘JIUI"’* 8p tend » €1 que se } B ) AT 1) AU
e 850 vl,;l}fl. | g 8€ 3

(| ‘ € 86 DUSCa con muchn aj O.i”n‘l'Ji DIt
A\Q .'-IH;'J. '.I‘L / ].‘ ’XI‘HU\\.'!. 81 tomames CoOmo b' SE€ 1".
: : ‘ & ) € ) 1 C ASE Ues
f ]’I'“L(,‘. HIHC.ItO €l Cl(ﬂ.]ld(lii inscrito [l‘l' B \\-{J' ) "UI 0=
Lemos Ll ¥l llll) -—l, cn @ ur;‘ ng 1] ) TCCL : .v- : | y

- 9§24 O reciang I! AL

N 3 7 ‘l : t ‘_‘ll J 4\ v, l

A B:J—_\_()" =S (f)i“:_éJé

y extrayendo esta raiz
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A B =14142135
Conocido este Iado daberémos multiplicario p
vo de lados del cuadrado; d fin deobtener el semiperimetro del cus
do = 14/ 2 = 2SWARTL. :

i el primer valor, au

el N
ipasio e

g ue muj{ l‘»u("_r AProxis
la formula,

Para obtensr obro, sostifuirémos en
T e i

del problema 11 del nGmero 544 por a.su valor 4/3, ytendremos para

ol Tado del iostigone yegular

r;:\} v: 2

y multiplicago por 4, mitad del niimero @€ lados, s¢ tendri:

3| A/ =1 30614674

semiperimetro del octigono = -;J

segund6 valor aproximado dé .
Continuando el mismo procedimiento’ y sustitn ndo en In formala
gitada. sé encontraria sucesivamente el semiperimetro del poligono

de 16 lades =

Hs fioil-en vista de-estos resnltados inferir Ja ley del modode forma-

sin necesidad de sostitniren la formula [1] pa-

cion de los signientes,
ono e eonste de un numero

va obtener el semiperimetyo do. un polig

sonocido de lados. Los resnltados son los sigmentes:

lonoe T ol e 28 L . .
: (nlull]” el valor del semiperimetro del poligono de 4096 lados in
rito al eircalo, ealeglarémos el del cirennserito haciendo uso de lafor

nl; - N 1 |
mula [?] del problema TV del pérrafo 544.

2D
po et
{(2+a)(2—a)
Ny
Si en ella snstitni ] ral
> a sustitnamos los valores correzpondi 38 :

5 alores ezpondientes v efecluamos ¢
chlenlo- ga tiene: | : v efectoamos ol
:cmipcr:lm&tm de 4696 lados cirennserito —31415927%

Idem de 4096 lades inserito 31415925
—e - J o)
Suma =62831852
término medio seri la mitad =31415926
laego ¢l valor 1éri
alor numeéric 3 la raz le la cire i 18
g numeérice de Ia razon de la cirennferencia al didmetro

aproximado hasta las diez millonésimas, serd:

T = 31415926

En/la priictica sacle hacers
: pricctica sucle haverse uso de otros dos valores aprox
dae @, »
- .
Bl primere debido 4 Arquimedesies

y el 224 Pedro Metins, es;

que es mucho mis aproximado: !

] Bep mas aproximado; nosotros; sin embargo, generalmente
nos servirémos del dor—=5141593 i

= POk
249 .— Valor L y .
nperencia en neion del radio o del dicmetro

Ie 8 vis ¢ Z 3 ——d
Hemos visto dque Hamando 7 el valornumérico 35141593 =e tiene

de'donde ¥, L |

A o Tt ey el = 3
y como ¢l ditmetro d = 2 rsustituyvendo resnlta:

G==d .z2:.[2]
' L.x’a fopmulas [1] y [R}mossirven para calenlar laeircunferencia de
un circalo eonoeide, su rédio ¢ sn difmetro. v reciprofamente

550.—PROBLEMAS DE LA CFRCUNFEREN(

'] / /4 I3 . 5 7 7 5

il de la ovre

Sustituyendo en
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C=2uzr
se tiene C=23 % 3141593 X 26 =157°07965

1L —Sisndo la circunferencia deun ctreulo de 33929204 deferminar

la longitud del didimeiro.

En la f6rmula
despejaremos i

sugtitnyvendo TIeEeT R —108'metros.
L1, —Dafermanarie longitud dé un arco de e um olreuly cuyo
rddio 0y de 10 metras.
La circunferencia de.este cirenlo conforme &:la férmula
¢ =2 mr

€s 0 —2Ix% 8941593 X 10 = 6283186

una simple propor¢ion nos darét 1a longitnd dél arco de 48°

m
3607 : 48° #4 H2'83186 s x /= 8%
IV.—Se quisre sabeF cudl serd el nimioro de grados de “wn arco de
ciroulo, caye longitud es ds 52 ynetros y cuyo ridio es igual & 15.
La circunferencia dé este eirculo sera:
C=Rar
= -
sustituyendo O =2 % 34141593 X 15 =124244790
nna proporeion nos dard el nimero de grados del arco
r~ o % SO “na ire
124247790 : 52 z: 360° : x = 150%— 40
eon poeca diferencia,
V. Datermanar lemagnitud deanarcy de 80° en partes del rdadio.
En este casorse supone el rdio =1.-Ea circunferencia serf
C=2n=nr
: ) 3L
sugfituyendo G — 2 3 35141593 X 1 — 6283186
estableciendo 1a proporcion:
360° = G0% ;. 65283186 \x=—=1‘047198
Esto ez, siendo 1 el rédio, la longitnd del arco de 60° serl 1047198

millonésimas.

SEGUNDA PARTIE.

et 6 < Db e P— -

SUPERFICIES.

Preliminares.

551.—Superficie ¢s la extension én longitud y latitud preseindiends
Tl 63pesor 6 grieso.

La snperficie de una fignra es la extension
comprendida entre las lineas que Ia limitan.
Del mismo modo que la medida de una linea
s¢ obtiene refiriendo su longibad al nGmero de
veces que contiene ofra lines escogida por
unidad, para valuar una. saperficig s necesa-
rio determinar cuintas veces contiene Ia uni-
dad de soperficie. Al tratar del sistema de pe-

= 5 gos y medidag (182 y 183) hemos visto que la
nnidad superficial es un cnadrado,/ y si reprogentando esta unidad por

a b cd (fig. 230) quisiéramos estimar la dvea 6 fuperficie del rectin-

8

I

gulo A B Q' D, bastaria ayeriguar cudantas veces el cuadrado estd con-
tenido en el rectingulo. En la figura que hemos tomado par ejemplo,
diriamos)que la frea del rectingulo es de 12'medios centimetros cua-
drados, porque 12 veces eabe la nnidad superficial ‘eseogida, que es el

med

io centimetro enadrado, en dicho rectingulo.

A\V"

como g ha
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A\V"
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4 3 B = T MG
coinciden en todos sns puntos. Toos rectingulos ABCD p EF G H
gon equivalentes porque tienen la misma snperficie; pero, como se ve,

no son iguales.

— Para doterminar las.fireas cs de un uso frecuente escoger en
g trifingulos arlos paralélégramos uno de sus lados como base de
o8 trifingulos, y enios j g
la fignas; y se Hama alturn Ja perpendicular bajada sobre este lado del
vértice 0 del lado opuosio, :
W5 Ast (Be 231) tomando A B por base
V5T 1a ditieradéltridngulo es @ D, En el
- 5 Y| L\Ij
triangale &K G, considerando E
como base.da‘altura es @ H, Ja cuoal,
como s6 ve, ‘eae sobre la. prolongacion
de la base. Por ultimo. en ¢l paralelégramo J O, la basees J K yla
altura M L, la cual puele bajarse desde caalquier punto del lado

opnesto & la base.

T e : P O P z Al N
b;'ﬁ.—l 2 U'-'i'll:’/‘!’m,‘/'“('/H A B( j’[ (J‘l‘)} Y VX TECTET 4(’.7“ _‘ !: L ]
‘ i -~ Y o 7 s F e
‘enen Lo misma base. A B & tgual 'altiorie, sHn equivalentes.
Siendo 1a altura del“paralelogramo igmal 4 la

) 3 - = + R 2 yoy i
perpendicnlar B B, <si-prolongamos. F E pasard

porD €, v ejecutindolo/resnltarin dos trifingulos
A F Dy B E'C que gerdn iguales, [385] per tener
el-fingnlo F'A D —"E B C, porestar formados por

AN . ~Er b T TR
lados/paralelos, y tener gus vértices:en la misma direccion y f A=E B
v A D=B (_por lados opuestesde paraleldgramo. Una yvez demostrado
gue el triingulo AR D=8 E/(

3 MG ~add ni x extog
st sucesivamente restamos del braj » A BCF cade uno de estos

frifingulosifendrémos:

ABOF—AFD=ABOE—BEC

D—4A B E T en soperficie, quees lo que

il gl S0 equidn-

§ : illo: onnis ente f"\ un re ('[i’UI‘:nII) (]l’, ]Ai
1a base y altura,
S olie ,
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8. ___p Considerando A C como la hase del triingulo, por

el vértice B del dngnlo opuesto tirese nna paralela B D

& AC, ypor Cuna paralela CD 4 A B, resultars el

~ paralelégramo A B D € de la misma base ¥ altura que
R Ty el trifingulo; pero como los trifngulos’ A B.C y BCD
gon iguales (386), por tener B © comun, B D=A O ¥ A B=C D por
lados opuestos de paralelégramo, se infiere que el tridngulo A B ¢
ré Is mitad del paralelégramo que tiene la misma bise y

se-
altura que &1.
0566.—Dos tridngulos gue bienen sus buses y alturaz respectivamente
tguales, son equivalentes; porque cada uno de los trifnzulos es la mi-
tad de paralelégramos equivalentes entre &f.

ba%.—Dos rectangulos de la misma base son proporetonales ¢ sus al-
furas.

> 8 0 3 1] 3 e « QO > I - -

Puede suceder que las alturas sean conmensuradles &6 inconmensure-
jlos entre si,

1% 8is (fig. 234) se tienen log rectingnlos
ABCDyA’B @ I’ de bases izuales, A D
=A’ D7y cuyas alturas A By A’ B’ sean con-
mensurabies, de modo que, por ejemplo, divi-
diendo A’ B’ en tres partes ignales, cada una

de éstas puede llevarse sobre A B cinco veces.

en este supuesto resulfara
ALBY A B3t
Si por los puntos de division tiramos paralelas respectivamente & las
bases A D’y & A D quedar§ dividido el rectingalo A’ G’ en tres rec-
tingulos, y el.rectingulo A € ¢n cinco rectingnlos ignales todos éntre
81 por tendr la misma base'y altura, Tuego

rectingulo A’ C* : reetfingulo A C

snprimiendo la razon comun de estas des roporciones, se fiene por
ultimo:

rectingulo A’ C* : rectingnlo AC :: A’B' : A B

o que ze fenia que demostrar.

ey ——
v ————

ey
e
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90 Si las alturas A B y A’ B’ son inconmen-
surables (fig. 235) el teorema gerf igunalmente
cierto. Supongamos gue despues de haber divi-
dido A’ B’ en dos partesiguales,
magmitnd de estas partes sobra A. B resulte esta

al levar la

A

altara dividida en cuatro paries de A & i, que-
dando nna resta i B, la que, forzgsamente sora mener que una de las
Jivisiones. Tirando por log-punios do-division paralelas, quedarin di-
vididos ¢l yeetingnlo A”'C en dos rectingulos, yel rectingulo A C en
cuabro reotinenlos ignales eutra sl, mas otro i ¢ menor que los demas.
poreiones coninensuables, tendrémos. conforme a

Figurn 255,

Considerando las
lo que acabamoes de demosfrar:

rectangulo A’ G : rectangulo.a 0 :: AP Al

Como réch. A o=rect, A C—nect. 10,y Ai=AB-Bi suatitnyen-

do se tiene:

rack: A C : rect. A C—rect i0 AP : AB=Bi

multiplicando entre af los medios y 108 extremos

A B¢ rect. A’ ¢F— 1 X rect A’ 0P = AP B> Xirect. AC —
— A’ B’ x.rect. 1C

trasladando:
AB % oreet. A’ O — A’ B % rect. A C =

— B'i % rect. A’ C* — A’ B’ X reck 10

vamos & demostrar que A-B X
no puede ser designal 4 A’ B’ % recténgulo A C. Si
1o fueran, habria entre estos dos productos, cuyos: factores todas son
constantes, una diferencia d fija & independiente de la magnitnd arbi-

traria de las parfes en que 80 divida A’ B’ y se tendria:

Una vez establecida esta ecnacion,

rectingulo A’ O

A B ¥ rect. A>C'— A* B’ X Tectk. AQG=4d.

y porlomismo B i X rect A=A’ B X teet. 1.0 =d.

de dividir A’ B* en dos partes igaales, la dividiéramos en
de estas partes sobre A 1B, por
az, resultaria que la recta Biy

Si en vez
20 6 en 2,000, y llevando la magnitnd
log puntos de division tirdramos paralel

¢l rectingalo i € podrian hacerse sucesivamente mis y mis pequeiios,
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v los proc . :
5 Tp 1 ductos de que son factores podrian ir disminuyendo tant
g6 quisiera. Asi : - yene anto co-
- ontze . '1 Asi c.a:. que siendo d constante por expresar la dife co
aent cantidades fijas: A B ' wect. A Q' v A” B’ 5 eren-
garia 4 tenerse, aumentando el ni ~ el P
: : % el it o Ao 5
oot numero de divisiones da A” B’, enla

11X rect. AC'—AYB? w'vect i € = @

5 Y 5 Ta»
u’ B l - A’ B ’, ~ .
~oonn. O Bna fraccion tan peguefia co-

pudiendo ser Bi< 3
3 2,600

mo ge lera, lecaria a ZACTE 5 e 4 S s L& COIIC
. (1 eéra eraria a tenerse B X rect. A (v < (] - l\ r DINOo N
WEE0 0 NoO

puede ser el minue 12110
aj e minnendo menor que Ja resta, tampoeo podrémos s
esignales Ios' productos A'B  réct, A® C? lv\», ’I drémos suponey;
indo fraales s : A AT Gy AT B X reet. AL v
siendo 1guales se tendrd Ia proporeion L e Ay,
reet. A’.C” & rect. A G
que es lo que se debia demostrar T
598.—CG0mo en un recti .
ey en n rectangualo puede tomarse Ia altura co base
a por:altura, s infiere que s @7 lo8 rectd : S e
sus nlfiras 3 A I - OS TeCtanqutos ({ FL670671
2 uras {Quales, son proporeionddes ¢ sus buses ‘ L
009, — Das rectinonl 4 e e
S PECLINGUINS Ccuales(it f‘ N (37, . b
resnectivos e sussd GUVETE 800 entre st como los productos
P16 SUSDaSES por Sus alluras. : i
Ses JODYEFG '
_ can ABCDyEFGH (g, 236) dos re
tanmmlos énalesquiera. Si - ikt
c | i e quiera. WSisuponemos sobrepues-
L ¥ a3 3 3 1O "\ B l
o e rectiingulo E G de manera fque coinecida el
: : ; S i Al O
.Im;:inlo recto B eon el D, tamard la posicion
‘.l- ) (;. - e . L : : . .
= H*, Si prolongamosel lade G’ H? lrasta
- M, se formard el'paralelGeramo ) G o T
wmisma base que A€ vde 141 a1 . I ‘rdli,l-_agr‘.}mvl ADEMdela
ek e igual altara que D H'. Como el reetingnlo
yel A O fignen In mismaibase A0y serd G i o
1 3¢ A4 geran proporcionales 3
“lturas, y por fanto : : )]
rect. AC :reet. DM :: AB : DG’ [m]
{08 rectinonl tir
8 rectingnlos My *tiene ]
¥in proy i 1? M y D H tienen 14 misma altura D @
g proporeionales & sus bases, como lo expresa la g :
B s exXpresa I1a st

» lnggo se-
guente propor-
rect. D AL rect. DEP 2 A'D4 DR [n]

« .. in

multiplicando orden
ultiplic wdo ordenadamente lus proporciones [m] y [u], y imi
do los factores comunes; resulta: ety (i

rect. AU srect. DH  ADXAB :DFEF x DG
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sustituyendo
reot: A O3 recty F H :: AD X AB : FE X FG
gue es lo que se tenia que demostrar.

560, —PROBLEMAS DE FIGURAS BQUIVALENTRS.—L — Trasformar el
poligono A B CD E (fig. 237) encolro equivalenie que tenge un lado

MENOS.

CONSTRUCCION —Lirese 1a diagonal ..\ C: por
¢l vértice B del trifngnlo A B C gue izqm (:st;
diagonal ‘por base, tirese BB’ pu._l‘mlul:\ u.»A ,(""’

: si despues prolongamos el lado D © !.-.:a:t:\ su in-

G| forsedcion en B coff 1a paralela B B’y trazamos

T la recta A B, se tendrii el poligono A I’r‘»I‘) E de
ah lado menos ¥ equiyalente & A BGCDE,

) 85 s tringnloa A CB

DisosTrAcIoN.—Tomando A © como bage de los ,n:mh ' ;

P e e / : $ > ¢ Sma para-
v.A O B’ por estap10s vértaces opuestos B y B’ sobre .JlnlL.Lt (I,l»

A G B% 28 . By L e A OBy
léla, tendrin sus alturas iguales; laego (556) los tridngulo T
A C B’ gerin equivalentes. Si & cada tino de ellos se agrega €1 area (

L > BLIN s b ; - T ":
cata A OD B, resultard AB € D E equivalente & AB D E.
T figara A U 3

T —Trasformar wn porygeno
equivalente.

Ejecutando la construeeion :‘.’.,;:l problema
anterior, trasformarémos el pentigono ‘
A B.CDE en el cuadrilitaro e‘i"'t"‘“*"‘-‘-’i
AR’ DB En seguida, tirando Ja -1i:x;‘-1:;.xA
A D, la paralels E D’ ¥ la recta _v’v\‘ I)‘. Lm:»-
formarémos el cuadrilitero AB'DE en el
trihngalo A B2 D7, el cual resolverd el ltn»Me-
ma, sapuesto que es a_wlui\':xlvn.t-;e :1,1‘ (:nf'.‘-iril;'at,«m‘,' y Usl‘l'?, ;lepc.::iutﬁ:;x;
Del mismo modo podri reducirse & tritngnlo nn poligong €s

ntimero de lados.

' it ) s ¢ (fio. 239) en olro é ULV aden-
III.——T/‘(-'.\'.'/x/‘uif'7‘ Un ‘ft-)w_n’:')i y A B ( 1' hl:'. R0d) en q

= .
fe que tenga ww Waao Mas.

A B C 7 (fig. 238) eirun Eridngulo’

133

CoxsTruccioN. —Desdeel vértice A tirese unaree-
ta indefinida A B que quede fnera del poligone .y
ofra A K gue togue el Jado opuesto D C en un pun-
to cunalquiera ¥': por el vértice D del triéngulo
A ED tirese. D E paralela § A F, y renniendo los
puntos E y ¥ sé tendri el poligono A B € F E pe-

e dido.
DEMOSTRACION —Los triingnlos A F D y A B E fienen Ia misma
hase A F, y estando los vértices opuestos I y E sobre una paralela,
tendriin alturas iguales, y por 1o mismo seriin equivalentes (5566). Si &
cada nno de los tridngulos equivalentes AT Dy A F E se agrega la
parte comnn' A ¥ C B resultard el poligono A B € D equivalente 4

A B CF E que tiene nn lado més.

VALUACION DE 1L.AS SUPERFICIES.

661, —Hemos dicho que para medir 6 valuar la firéa de una figara,
e8 necesario determinar el nimero de Yecas que contiene la drea deotra
fignra escogidaeomo término de comparacion, y que la anidad de su-
perficie es nn cuadrado cuyo lado es la nnidad lineal.

D 7 c ASI, porejemplo, stgueremos medir [a firea
Y | | del rectiingnlo A B C D (fiz. 240), la compa-
raremos 4 Ia del enadrado a b ¢ d, temado co-

c

AN

mo unidad, y determinarémos cuéintas veces
e g 18 unidad Tineal & b, Tado del cuadradd; estd

Figara 40 contenida en la base A B delrectiingnlo (6
veces en el easo que eonsideramos). Si por log puntos de division tira-
modivectas perpendiculares & Ia base,

resultarin 6 bandas 6 reetingu-
los caya base es la nnidad y euya altura es la del reetangnlo A B C D.

En seguida Uevarémos la unidad lineal-a d; lado del cuadrado, cuan-
tas veces soypueda sobre la

aaltnra A D del rectingalo (4 en nnestro
ejemplo), y tirando por los pantos de division pardlelas & lIa base, re-
gultard el rectingnlo A B O D dividido en 6 bandas, cada una de las
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cuales contiene 4 cuadrados, 6 en junto 6 x4=24 unidades superficia-
les: “Se vé, pues, que para valuar Ja Area del rectingulo, se ha determi.
nado el nimero de unidadeslineales de que constan su base y su altnra,
y el producto de estos'dps nfimerds expresa cufintas vecesla nnidad su-
perficial & b e d estd confenida en el repetido rectingulo,

Como puecde sueeder que la miidad lineal no esté contenida un nu-
mero cabalide veees’ en 1a base.y altura del rectiingnlo, valuarémos su
drea, fundindonos (559) en que dog rectinznlos enulbsquiera, son pro-
poreionales i 10s productos de sus baseg por sus alturas. Asi, en lamis-
ma fignra 240, se tiene:

ABGCD cabe &2 4

v como'a b ¢ d es 13 unidad superfieial,

tre si

ABGD:1 A

go despejando, resulta Ja frea de

por lo ueten
produeto. de st
g

: } P gEAR
en cste modo abreviado, 'y tal

yYe
an rectangulo, loslados A By A

véees que cada lado conticpe & la unidad lineal, y que lu area

debe estarexpresada-en nnidades superficiales, como centimelbros cua-
drados, mefros enadrados, pulgadas cuadradas, etc. En la iilima pro-
poreion los términos de la primers razon expresaring por ¢jemplo; me-
tros enadrados, y los factores de log términos qne forman la segunda
razon, indiearin metros Tineales.

562 —En el cago de que los dos Tados dél rectiingnlo scanignales, 1a
figura seri un cuadrado y su drea estari medida por la 2 potencia 6 el
cuadrado de uno de sus lados. De esto proviene que se llame cuadrado

4 la segunda potencia de un nimero.

563.— La dreade un paraleligramo’ es ¥qual al producto de Su base
por su altura, supuesto que (553) el paralelogramo es equivalente & un

rectingulo de su misma base y altura.
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564.— La drea de un tridnguloes iqual & la mitad del produelo desu
base por su aliura, en razon de'que (555) ez cquivalente & Ia mitad de
un paralelégramo de’ignal base y altura.

565.— La area de un trapecio es igual al producto de la semisumade
las bases paralelas por la altura. :

Sea el frapécio A B € D (fig. 241). Tirando la
diagonal A'C, qned descompuesto en dos trid
gulos ABC y A D C, gue tendran la misma al-
tora E F, y &i fomamos por bases respectivamen-
te los Iandos paralélos del trapecio; sa tieue:

i

| Ui
P i A
5

!

D O

AB+-DC
Como ‘_A,I,; ,!’ E_ — G H (459} recta

las bases, puede decitse que la @reaide unr trapecio eadgual al

desu alinra por la reclfalgue un diosde los ’""1(1: %0 para
566.—La Grew de wi

o de 8

requlares l:/ ol « Lt mitad del pro /

verimetro por el ¥

w7
A _H B
g : "\‘

gl cenfro O se ti 108 ridios oblicnos. O A
O C.... resultarin tuntos tridnealos jonales como
lados tenga el polizono regulur.

LA frea de uno de estos trianealos

AOB=AABXxXHO

Iuego si multiplicamoslos dos miembros de esta ecuacion por 6, niime-
ro de los lados del poligono, se tendri:

area del poligono, ABCD.... =4 X6ABxHO

pero 6 veces un lado A B é3 el perimetro, v H O es el ridio reeto
- . » -/ S
sl Hamamos A la firea del poligono, p su perimetro y r el ridio reeto,
en general se tendré:

it At i —




AL i

CAPILLA

136

567.—La drea de un poligono irreqular ABCDE
(fig. 243) es-igual @ la suma de las dreas de los tridgn-
gulos que lo forman. Comunmente se descompone en
triingunlos el poligono tirando diagonales desde uno de
Tos" vérbices; y en segnida se determina ¢l valor de Ia
Base y altura de.cada ano de ellos.

368, —EXPRESIONES DEL AREA DEL ¢igcrLo.—Sapuesto que el cir-
culo pnede considerarse como un-poligone regular de nna infinidad de
lados extremadamente pequefios, la drew del circulo serd igwal d lami-
tad del producto de'si eircunferencia por/el ¥adio. Asi es que, si repre-
gentamos por 3 la superficie de'un eirculo, por¢ su circunferencia y por
r el radio, se tiene:

s =4 ¢ /vl
gustitnyentlo por e su valer [349] en funcion de =

c=2ar
resnlta = B LA

de cuya formula se hace un ngo muy frecuente.
Si Tlamamos d el didmetro del circnloy sustitnimos por r su valor
en Ia ecnacion [2] setiene:

« 4

z

de cuya férmula nos podrémos servir ¢nando se conozea el difimetro de
un circalo; para determinar su drea. Ya hemos visto que el valor nu-
mérico de 7 es e 3141593 aproximadamente,

569.—So. Nama corona la porcien de superficie comprendida entre
dos circulos eoncéntricos.

? La Grea de la corona A B [fig. 244] es igual & 1a del
/ /_\ cirenlo mirvor, ménos la del circulo menor. Si llama-

A ( B mos S la 4req del primero v R su ridio, s la drea del

= ciredlo menor ¥ t su Tidio, Endremos [968]:
= S=n=FR

Figurs 244 -
} = T

luego ia corona = 7 [R* —7* R+ 1] [R — r]
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de esta expresion resulfa que /u drea de unu corona es igual al produc-
to de la razon de la cireunferencia ol dicmetro por lu suma y por la di-
Jerencin delos radies de los cireulos que la forman.

/ 870.—Se Hama ;sector cireular la porcion A D B €
( de un cireulo: comprendida entrs dos ridios-y el arco.
A

Siel arco A B [fig. 245] se divide en dos partes igna-
\ les, A D y D B; y tiramos el radio C D, resultarin dos
B sactores A D Cy D) B C igunales entre si, porque si do-

S,

Fs] - - “
Flera, S5 blaramos la figura por € D, los arcos A D y D B coin-

cidirian por'ser ignales, C B se sobrepandriad C A por ser iguales tan-
to log ingulos B C D y D € A, como los rédieos C B y .0 A. =i en vez
dedividir el arco. A B en dos partes ignales, lo dividiéramos en tres
cuatro, etc., partes iguales, resultarian tres, cuatro, ete., sectores iv1;:1:
lcs. entre si, por serlo las partes de'que constan;luego los seclores (1:‘ un
misno circulo son proporcionales & los arcos.

Por tanto, si comparamos la érea del sector ¢ A D' B con la de todo
el cirentlo, tendrémos:
sector C A D B :4readeleirenlo :: utco A B :circunferencia del efrculo:
sustitoyendo: secfor CAD B : 7 1* :zarco AB:2 a1 :

de donde sector A D B=2rc0 AB X 7

A DR — 3reo AB Xr

D
2

y reduciendo = seetor ¢

lnego la drea del sector evreular es vqual G la mitad del producto del
arecd reclificado por el radio.

5Tl.—ZLa drea do un trapecio civeular A B D E [ig. 246] ¢s igual ¢
ht- semsuina de s arcost A By D B, \por la diferéncia’ A B db o8 rd-
dios.
A—>p Se llama trapecio circular la fignra formada por dos
N arcos A By D E de circnlos coneéntricos; v las por-
E \/D ciones A E y B D de los radios.
\ La drea del trapecio circular, como puade verse en
la figura, esigual 4 la del septor A 13 O ménos la del
gector E 1@,
Si }’mccmos elarco AB=A, el ED=13, AC=RyEC r,
tendrémos [570]:

FPlizues 2460
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: P ) 1
trapecio ABD BE=—"2——

~

4 t

por otra parte, como el fing nlo A C B estd
respectivamente por-lesarces A By E D,

al
2 y P < : ore \.' AAES
de grados; § per tanto ser s Jreporcion

Ava R
de donde e A P

IO T ] 3o Lt
Asi es que la ecudejon [1] no se
bro le agregaimos ] Y Te q i Hiam

trapecia/A- B/D o=

trapecio A B

s wnrecn ol ‘tooréma.
gna.ecs lo que expresa el Leorey

ST2.— Lararen
u‘[—'u/ @l aroa i
gutol A BC.
83 consideramos A O

\ I3 O,y bajamos la per

FONER 58

medide en los dos eirculos

tendréin el mismo NUIEroc

s & sas radios; lnego

cradordel 2° miem-

O BA [fig.
; la el

como la base del rid

perdicolar B D & este

el trigncoalo, vesta recta B 1,
y T gerd Ta altura del trifngalo, y esta rect

L1

Lhiamitad-de. BB’ caerda (

T Grea del ssctor

~/ 4 2 (.\ —
i del tméngulo AB

< . R ) J 4 e
restando: drea del segmento” A O'B'A

por esto se dice que al drea, ‘del seqment
ducto-del rddio per ladifersncia eni
de la cuerda del arco doble.

ADDBUOE =

el arco .(3"‘,_»5-: de A O B.
PATC K A OB
FAO0XBD

ACTA O B — B'D]

9 es iqual @ la wmilad del pro-

tre el arco del seqmento y la mitad

RIAE TR
1l arco-doblerdespe-
Conociendo A B, ge defermina l4 cuerda BB del-arco-de I

q T 1la + - &1 —
jando & @ en la formula:

41 —¢* del problema 1§84
\
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del nim, 544, en la que x representa & A B, y BB estd representada
pora.

Asi pues BB =qg—= ~%" 5 (_,w

973.—PROBLEMAS DE VALUACIAN DE AREBA

S.—1L.—Deterimninar
lado de un cuadradp &

quivalents & wa tri wenguly conoc
31 llamamos @ 1a altura v 4 1a base

si representamos por z el lado del

pero como delie ser

el valor de x puede determinarse sustituyendo los v:
on, 6 bien

graficamente ( )H — I\ 1
1'”'" )I"'I'\"nul entre las lineas

resenten la altora y Ta mitad de la

;ion resulta:

L. —Delérminar

ni irtdngnlo equivalonts & um poligons
dado.

U

( o la frea del P Hiconoes ‘,-‘l il & 18 mitad del p['-‘-:]m'in de so pe-

etro por el ridio regto, v la del irvidr gulo es igugl

1

& la mitad del
preducto da su base por su altura, bastari constedir un trifingnlo que
tenga'por base ¢l perimetro del poligono, y por albura ol ridio recto
para’s véer el problema.

UL —Determinar wn cuadrado ¢ quivalenis & wi cérculo
Dado on'eireals, conocerémos su radio, ¥ para resolver el ]m» lema
hay que buscar la magnitud del 1ado del cuac
es Tgual & 1x mitad del proddcto de su cirennferencia per el ra
mo la del cuadrado es ignal 4 1a 2* potencia de su lado, para defermi-
nar su magnitud bastarf encontrar una média proporcional enftre Ia
mitad de la cireanferoncia y el ridio, bien sea caleuléndolsd constru-
yéndola.gréficamente, supuesto que si llamamos ¢ 1a circunferencia del
circulo, r su ridio y x el lado del cnadrado, debe tenerse:

de donde

Pademos resolver este problema de otro modo.
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La firea del circulo es:
La del cuadrado es
snpuesto gue deben ser.e eqaivalentes, se tiene: 7 I" = %

Despejando & x resulta: x = 4/ r°

Oomo la razon de 14 circunferencia al-difimetro no ha podido expre-
sarse-éxactamente por ningun valos numérico, Lampoco se pumh, de-
termiinar con entera precision, ni la eircanferen cia ni la snperficie del
cirenlo; asi 'es que solo pueda 10 solyerse aprosimadamente este proble-
Ma; (ue se Hama de la cuadratura del eirculo. ,

IV. Determinar la grea da un trigngulo cuya base es de 202536 mé-
Iros; y suya altura s de 10825 melros.

Tia drea del triingnlo es ignal & Ia mitad del producio de la base por
1a altura, asi ez que en el caso que consideramos, se ticne:

m
202556 >

~

Asi, pues, la drea del trifngnio es de 109633 metros cuadrados, y
4350 diezmilésimos de metro ens adrado.

(lomo en este caso lis .lx'n(xmom gde 1a figura estaban expresadas en
metros linedles, 1a superficie resultd on metros cuadrados y fracciones

decimales de metroetadrado: _
Siel valorobtenido en| metrosg Lhuum‘m lo quisiéramos brasformar

en aras conforme i lo explicado en ar itmética (183), bastaria .dnnhr

el nfumero obtenido por 100, Asi
!‘ 334350

Qi las aras se quieren redneir & hectiras, se dividirin ignalmente por

100, de modo que

m. dd. iz
109633°4350=1096

.

3 - ¢ arp rodncie 8 o] -
Por el contrario, si los metros cnadrados se quieren re fucic sucesi

imet trados” v estos & oS s
vaments & decimetros cusdrados’ yestos = centimetros cnadrados, s¢

fiencs »

oL oL, Jecim d 1 -:.“ {‘.7-
109633°4350=10963 43450=1096334350
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V.—Los lados contiguos de wn reciangulo son de 8500 metros y de
2556 metros. Se quisre sabor cndl o3 la area de este lulruumlu exPTe-
sada en miriaras.

Siendo la frea de un rectngulo igual al producto de su base por su
asltura se tiene:

m od. miriaras,

m
Area del reet. =8500% ‘233(‘ =21726000=21°726

VI.—;Cudl seria el lado de un cuadrado equivalente & una caballe-
i de tiavra gice conliene 609408 varas cuadradas?
Liamando x el lado del enadrado buseado debe tenerse

=2 =0609408 varas cuadradas

lnego X=4/609408=780 varas 64 ceniésimas.

VIL.—Se qu tere saber cudl es la drea (J'j/i‘a’.nudel en centimelros cua-
m
drados, de un paralelogramo que tiene 3°2 de hase y 085 de altwra.
Como Li firea de un paralelégramo es ignal al producto de su base

por su altura, se tiene:

m m
Area del paralelégramo—3*2¢085=
VI —;Cudi es el wiimero. dearas gue liene u#n fru‘;u‘r-z'u. euyas ba-

=

ses son dad6'5 y 282, y cuya altura es de O melrds?

Como la fréa de un trapecio ez igal al pr 'hic-lq de la semisama de
¥
b

sus bases por su aliars, fendrémos:

1
Area del rapel - *L

IX.— Caloular la drea de wn exiqons regular cuyo lad fe 32
Como la firea deun poligono r-'-;:ul;u es igual 4 Ia m.hul 1al pac
to de'sn perimetro por el radio recto y averigoar 1a longytud

>

de estas dos lineas.

El perimetro del exiigono regnlar serd igus 2%

5
En eunanto .xl ..ulin recto, bastarfi observar en la
(Bg. 248) que sidesde el centre del poligono se baja
la perprn'iif"lhr € Dy ‘el radio oblicuo C'B, !
tarit el tridngulo C BD cuya lnpuu nusa U B

yo cateto B
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CD=/T7763 — 2768
m. ol

La drea del exfigono serf = 4 (19320 x 27488) = R693:208.

=
X—Calewlar la drea de wy ctrewls euyo vadio es de 6325°38.

Sustitnyendo-en la férmula. [568]
ge tiene!
haciendo el cileulo por logaritmos:
logarit. S ALDPBEL St Lo 5o s il ol 1 OB
logarit.| 632528 34801
repitiéndolo 3801

8089 3095=log. 125 682 551

Asi pues, la firea del cireuloes de 125 692 551 metros cuadrados.

19

X1 —Deéterminar € didmetro desn cirevle cuya dreq es de 452889342
aras cuadrados.

La formula (3) del niimero 563 da

despejando 4
sustituyendo
tomando los logaritmos,

.. 20602 0600

4655 5123

luego el didmetro serfi de 240 varas.
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XI1.—8e quiere determinar en piés ouadrados, la drea de una coro-
na formada por dos virculos ciyos radios son de 56 y de 42 varas.
La férmula correspondiente [569] es;

=m(R+ 1) (R —1r)

snstitnyendo g=m X098 } 14
calenlando por medio de logaritmos,

logaritmo 3141593 .., 0497 1499
logaritmo 98 ...1°007 2261

logaritmo 14. .., 46 1280

en piés cuadrados serii de 38792

X[Il-—/'(‘v:f TIRINar fll Iif'f:’ ¢ wn sector de v;f/':',‘fh’t), cuyo radio es dé
]in‘!—’ y el arco de 427.

La rea del sector circular és ignal (870) 4 la mitad del producto
del arco rectificado porel radio;

Para determinar el valor del'argo rectificado de 42° caleularémos pri-
mero 1a eireunferencia del circulo cuyo radio es de 14 por laformu-
la (549): i

eircunferenciga = ¢

sustituyendo G =2 %

En segnida se calcnlara la longitud del aren de 42° por medio de la
proporcions:
3607 5 42° :: 19141062 :x = 10629

104629 % 14 i
4 K229 gr06025
-

T drea del zector sera=

X1V, —Determinar la drea devn-trapesio cironlar cuyos arcos son
de 60° Y euyos radios S0 rospe tivarmenie deo 4l Y de 30 j:('gz.;'_
La formula correspondiente (5%1) es:
A+ nr

trapecio cirenlar = - — (R —r)....[1]
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Asi, pues, pata poder sustituir en ella los valores numéricos, comen-
zarémos por determinar los arcos A y a de 60°.

O0—322R—2m4l = 207611
360° & 60° 1257611 =+ A — 42935
Ce==2 % r= 2730 = 198496
3607+ 609 == 188406 : a = 31416

Sustituyendo en la formula (1),

497035 + 31° 1 = plés cusd.
Area del trapecio = A i‘)ﬂi’_‘c_(«tl—h(l) =408"925

X V. — Delerminar-le drea de wn segmento de circulo ouyo radio ¢3 de
10 ‘metros y éuyo afooes de 30,

La firea del segmento. ecircular es igual 4 1a mitad del producto del
adio porla diferencia entre el arco dels potento y la mitad de la cuer-
da dal areo doble [572].

Asd, pues, tendremos que determinar el a:co rectlficado de 30° en el
girculo‘cnyo radio es de 10.metres, y lu cuerda del arco de 60°.

T.a circanderencia delcircalo es 27 =271 = £21882.

360° 230" ;1 62832 : dreco de 30° = 5236

Ba cnsnto & lacnerda delarco de 60° hay formulas ¥ tablas que

dan el vilorde o cnerdaen funcion del nimero.de grados del arco:

pero, en nnestro ¢aso, por ser el areo de 60° [497] la cuerda serd, igual

al radio del cirenlo =10, metros, Por tanto, la_area del segmento

y ¢

COMPARACION DE LAS AREAS.

o ,
a74.—Las are 1aralelogre
wales G Las dreas de dos paralelégramos cualesquiera, son proporcio
T o . < T O
7 (I(('a & los productos respectivos de sus bases por sus alturas
Jomo la &re: aralel6gra i '”
area de un paralelégramo es igual al producto de su base

( " Q .. o . 7.
por su altnra, si representamos por P y p las freas de log peralels
mos, por B y b sus bases y A yalas e
3 ases y por A y a las alturas, se tiene:

DR e WA

p=>b Xa AT o
l";'“:' R LEON

Dividiendo una por otra estas ecuaciones, resulta: o HIVERSITARIA

‘81 Fhne
(I N | '~-"‘:'\:’J Ve
. . Aote: LEo: f‘f(,,tbu
B XA 2 MONTERREY, pes
p b X a Sy
b o .
BEYSDR: B X A b x a
que es lo que se debia demostrar.
= A % : -
¥ 915.—Las dreas de dos tridngulos cualesquiora son Propoy
los produclosrespectivos de sus.bases por sus alturas ‘
st & 5 - % fures,
- Como la frea de un tridngulo es igual 4 la mitad del producto de g
base por su alfara; si Hamamoes T y 8 4 soilea Bl
68 D 3, 81 Hamamos T y t 188 fireas de 10s tridngulss B v b
sus bases, y A ¥ asus alturas, se tiene: it Y

cionales ¢

T :I) -
:3
b X a

b ——

2
Dividiendo una por otr, i
J Or Ooira estas ecnaeciones, y suprimi i
phiug k I ira estas ecnaciones, y suprimiendo el denomi-
nador comnn 2, resulfa:

t._ b
6 T :'t 2 B X

xR

que es lo que expresa el teorema,
R A I el G 1 e I
e aqui se infiere: 1° gue las areas de los iridngulos que tienen bases

19
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7 (I(('a & los productos respectivos de sus bases por sus alturas
Jomo la &re: aralel6gra i '”
area de un paralelégramo es igual al producto de su base

( " Q .. o . 7.
por su altnra, si representamos por P y p las freas de log peralels
mos, por B y b sus bases y A yalas e
3 ases y por A y a las alturas, se tiene:

DR e WA

p=>b Xa AT o
l";'“:' R LEON

Dividiendo una por otra estas ecuaciones, resulta: o HIVERSITARIA

‘81 Fhne
(I N | '~-"‘:'\:’J Ve
. . Aote: LEo: f‘f(,,tbu
B XA 2 MONTERREY, pes
p b X a Sy
b o .
BEYSDR: B X A b x a
que es lo que se debia demostrar.
= A % : -
¥ 915.—Las dreas de dos tridngulos cualesquiora son Propoy
los produclosrespectivos de sus.bases por sus alturas ‘
st & 5 - % fures,
- Como la frea de un tridngulo es igual 4 la mitad del producto de g
base por su alfara; si Hamamoes T y 8 4 soilea Bl
68 D 3, 81 Hamamos T y t 188 fireas de 10s tridngulss B v b
sus bases, y A ¥ asus alturas, se tiene: it Y

cionales ¢

T :I) -
:3
b X a

b ——

2
Dividiendo una por otr, i
J Or Ooira estas ecnaeciones, y suprimi i
phiug k I ira estas ecnaciones, y suprimiendo el denomi-
nador comnn 2, resulfa:

t._ b
6 T :'t 2 B X

xR

que es lo que expresa el teorema,
R A I el G 1 e I
e aqui se infiere: 1° gue las areas de los iridngulos que tienen bases
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iguales serdn proporcionales @ sus alturas; y 2°, que las dreas de los ABC : A°BC :: AB : A’B....[1]
tridngulos que fienen alturds iguales son proporcionales @ sus bases;
Tt : s , 8 % .2 2. ., L
pues para demostrarlo basta suprimir ¢l factor ignal en la segunda ra- Como los tridngulos son semejantes, se tiene:
zon de la anterior proporcion. AR e D y : '
’ -’ ~ y » 9DAC A A D T B ACQC: A0+ B - 30

576.—Las dreas-de.dos iridngulos A B C y D E F (hig. R49) que AC BC : B

‘enen wn @ngulo 1 soit-proporcionales ¢ los productos respectivos
dignen wn Gnyulo 1qunl, §07t>prOpOrcio p 7 Do o e
ds los lados que forman el dnguloagual.

o B—E sobreponiendo los '
AR Siel fimgulo B=E sobzepmn?mlt. los A B ARR L 0 AT G G B O
S trifpgulos, el lado E D tomaria la po-

—
Arm

Pt - 0\ > e = 2R 1. ' 308 Ml - < P
\%e o sicion B\ y el lado E F la de B l-: ¥ comparando esta série de razones con In proporcion [1] resulfa:
\ 3 renniendo, D’ y I se tendria el trifin- ABCIABC w AB : A2B2:r A A20% .. B : B.C*
7 » 2y » + . » ATYOT - : - =Gy - J
, gulo B.D* ¥ ignal & E D F, por tener que es lo que se debia demostrar,
an Gngulo ignal formado por dos Iados

¢

i i Ia rec B resultard el ~ 978.—Las dreas de dos Uridngulos semejantes son proporcionales d
respectivamente igualés. Ahorn bien: tirando 1a recta A I resuitara el los cuadrados de sus buses 6 da-sus aliwras.

R Ao hare Fendird I ea §
tridngalo A F* Bilen elque tomando B Fhcomo bage, tendrf la misma

En el hecho de se w8 tridng e her e L, 2 3
: : ta En el hecho de ser los trifngnlos semejantes, conforme al teorema
altoraa qua A B €; y&i'se toma B A come base tendrfi la misma alta-

: £ - . - 1T . o ~ -
: : del nimero anterior, sus freas sexdn proporcionales al cuadrado de
ra a’ que B IY F. }‘,7_11-.51.;:{_11 que estos l!“..U‘xgHIns tienen la misma altu- los {ados que se tomen por hase.

- - bbbl s a0Y v tendrémoss oy
ra gerfin proparcionales & ss bases (579—21) y LeNCICHEEs Para.demostrar que do gon al enadrado de sus

BC : BT alturas; en log trifingnlos semejantes A B C,
¢ il el i abe (fig. 251) fomemos A € y ac por bases,
" : . ey ‘ : tiremos 1as alfuras B'D y b d, y resultardn los

-

trifagulos B OD y e d, que serfin semejantes
Figars 23, por ser rectingnlos; y tener el dngnlo B0 D =
b/e d por ser saplementos respectivaments del dngnlo BC A =bea
ABC B F.#BOxAB:BFXE D’ como dngulos de los tridngulos semejantes:

- S ] Mg

multiplicando ordenadamente estas proporciones y st primiendo el fac
2 3 3 vy 1Y o1l fae

tor-A B B eomunf los das térmiposte a primera razolly Testils:

YT Yo s

C aranc ados hoemologos 0aby: A1 0 ~ 5
etTEavondosanegales ombarando log lados homoélogos de los fridngnlos B C D y bed,
¥ sSustl Mao-sRg 1IZHALES : :

ABGaBDE 2 BCXAB:EEXED 3¢ :he:BD :bd
R elevando’al cuadrado” B @ b & B D*: b as
fue es-lo que se queria demosirar.

onales d 1 Por otraiparte; las drgas a6 108 tHAnENlGS.POL Sk sembianies. este
577.—Tas dréas de los tridngulos seniejanles son praporeionales & 03 ) =R : ra I L }\ irgas (€ log tridngnlos, por. ser semejantes, esta-
" | ® 8.5 g Y fin.en ia relacion de
euadrados desus lados komologos.
an los trigngulos A B C y A’ B O (fig. 260)
por ser semejantes tendran sus dngulos 1;-.1:\leiz y N B0 e e
sus lados homdélogos Im:p.n‘(:inxmh-ﬁ. Por ser el 4n- a8 ABC :abe 2 B

ABC :abec=BC*:b ¢t
D -~ !.) -1

o A=A’ se tiene (576 -
’"{l‘]‘: (B! A7 }; ¢ "(A (.‘) w A B AR A 3% 1 ed lo gue se debia demostrar.
5 - : .‘ > .. - . N - "...I \ ; I
por lados homélogoz A © 1 A AB:A’B

‘ 5%9.—Las dreas de dos poligonos semejantes son proporcionales ¢ los

< R L A A B e X G Pl s imiendo los
tiplicando ¢ 3 pronorciones ordenadamente y suprimic - T, = v - ¥
muliiplicando S proj cuadrados de sus lados 6 de sus lineas homilogas.

factores iguales, resalta:
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Sean ABED Cyabed e (fig. 252) dos
poligonos semejantes; si desde los vértices B
y b se tiran diagonales, quedarfin divididos
en trifngulos que seidn respectivamente se-
mejantes (520) y se tendra:
ABO:abec :: AC rad

BOD :beodu: CD*:od

BDE :bde ::DE :dé
Siendo semejantes los poligonos, sus lados y lineas homélogas serdn

proporeionales, y tendrémos:

AC :aen@0D:cdsDE:de

elevando al cnadrado esta serie de razones
A2y ae iz CD? 2led? iz DE? = d e®

por ser iguales las segundas razones de Ias fres primeras proporcioness
se tiene:

ABO :abe: BOD 2bed BDE:bde

Fundéndonosén que ls suma de Jos antecedenteses & la de los con-
secuentes, como un antecedente s 4 so consecuente, tendrémos:

ABEDOC :abedc: ABC tabe...i[2)

Suprimiendo la razen comun enire las proporciones [1]" ¥ [ 7, re-
sulta:

ABEDO :abedec s AC? tae®

Esta proporcion demucstra la primera parte del teorema, y Conio en
voz dela razon A @2 : 4 of por lasemejanza de los tridngulos, puede
ponerse la de otras lineas homGlogas elevadas al cuadrado, quedard de-
mostrado el teorema en todas sus partes.

580.— Las dreas de los circulos son proporcionales d los cuadrados
de 3us radios 6 de sus didmetros.

Hemos visto que la frea de wn/civcnlo (865
f6rmula:

S = 7 R®

P

1a de otro eirculo seria g8 = WI°

149
Formando una pro])orcion eon estas ecuaciones, se tiene:
Sioals R B

suprimiendo el factor domun 7 de la seganda razon, resulta:
S'vs ¢ Rierto. 2f1)

Si en esta proporcion sustitnimos por R y » sus valores en foncion
del difimetro que expresarémos, por D y d, se tiene:

& D @

B I8 = T
4

multiplicando por 4 la segunda razon, resulta:
S f5 Do de iy ?)

quedando demostrado el eorema por medio delas proporciones (1) y (2)

581.—Las dreas de dos Sectores semejantes son proporcionales & l:)s
cuadrados de sus radios, 6 alcuadrado de sus arcos. '

Se dice que dos sectdresson semejantes, cuando los areos que losfor-
man tienen el mismo nfimero de grados.

Si representamos por S y s las 4reas de los sectores, por A y a log ar-
cos, y por R y r los radios, tendrémos (570):

de donde

1 - . - .
Como los arcos de igral niimero de gradog son proporcionales & los

o

radios, se tiene:
ArauRaor ... 2]

;r;nlgmhcando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,
sulfa:

S:geReEz2

que es lo que expresa la primera parte del teorema. Para demostrar Ia
segunda establecerémos Ia proporeion
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multiplicando ordenadamente los términos de

de la (1)-y-suprimiendo los factores comunes, rusulm.

sta proporcion por los

S8 A Al

que-es lo-que se debia demostrar:

582.—Es de| mucho interés Hjarla atencion enla ¢
intima que existe sigmpre entre las relaciones geométiicas de una figu-
ra y las relaciones numéricas de sus lineas o de sus &reas, que uo vie-
nen & ser sino la traduccion de l4s mismas propiedades en otro lengua-
je. Asi, pues; valiéndonos de esta corvespondencia, hemos demostrado
en muchos casos por medio del Algebra, teoremas de geometria, y otras
yecas por medio de la geometria poduue :ableceese 6 demostrarse £6r-
mulas algebriicas.

Por via de ejemplo, demostrarémos geométricamentenna. formula
establecida en #lgebra, y un teorema dedncido de las propiedades de
las Hineas proporéionales.

583i— Dadas laz lineasa y b (Gg. 2563); /determinar l& Yelacion que
emiste entre estas rectas y ¢l cuadrado de su suma.

3 3 T(;m.ese A B=s, en'segunida coléquese B C=b, ¥y
— & "4  gonstuirémos luego elenadrado A C D E gobre el la-
F # . p-d0 A € = a+ by tomando A F = a, y tirando por

| los puntos By I las rectas B H y F Y paralelas, (i los
—Y Iados'del cuadrado, se tendré:

orrespondencia

F

cl|

!
1
|
}

sup. A CD E = sup. (A G4+C G+E G+G D)

l

Figura 353
El rect{mgulo C.G, eomo ficilmente pnede demostrarse, esiignal &
B G; asi es que, sustibuyendo:

ACDE=AG+2CG+GD

y reemplazando estos valores geométricos por sus expresiones algel
cas, resultas
(al-by=a+2ab+b

cuya formula hemos demostrado en aritmé tica al tratar d(, las partidas
del cuadralo dé tin nfimers cor nmxc«-o de decenas y nnidades, yen &l
ra al ocaparnos de la multiplicacion de los polinomios.
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984.— Bl cuadrado € H (fig. 254) formado sobre Lakipotenusa de un
iridngulo vectdngulo, es equavalente ¢ la suma de los cuadrados A D'y
A G formados sobre los catelos.

Desde ¢l vértice A del ingulo recto, bijesela per-
pendicular A O, proléngnese hasta K y tirense las
rectas B D y A M.

El tridngulo B C D es igual 4 A M C por tener
el dngnlo BC D = A C M formado ;\or lados res-
pectivamente ignales, BOC=CM yCD=AC
por lados de cuadrados., El fingulo B C D es !j:u:;ll
4 A CM porque cada uno de ellos estd formado de

un fngulo recto,”mésila parte comun A C B. Asi, pues, se tiene:

‘ trigngulo B DC =AMO.... (1)

El triangulo B D O tiene la misma base D C que el cuadrado A D,
¢ igual altura, por estar comprendidos entre las paralelas C D y B E,
luego )
cuad. A D

sup. tritngnle B-D O = 2

swss(

L‘l triingnlo A M C'tiene la misma base ¢'M que el rectangulo
O-CM K, é igual altnra, por ‘estar comprendidos entre lag paralelas
CMyAK, luego

St e v xect CK .
sup, tridngalo A MsC = ;_z - RERE3)

Siendo los primeros miembros de las ecnaciones (2) ¥ (3) iguales en-
tre i (1) resulta que '

reet. O }\

cuad: A D
e 2
cnad. A D = rect. C K....
de una manera anflogd phede demostrarge que
cuad. A G =rect. B K.... (5)
snmando lag ecuaciones (4) y (5), tenemos por dltimo:

wadi A D Y-cuad. A -G =cuads OH

({‘“‘ es lo que expresa el teorema, y 4 mismo qoe habiamos demostra-
do en (] lell). .».)] de otro mo o,
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585.—0BsSERVACION.—Esta propiedad nos sirve para formar un cua
drado equivalente 4 la suma 6 & la diferencia de dos cuadrados conoei-
dos; pues si se construye un fridngulo rectingnlo A B C (fig, 254) en
el que los catetos A B y A C sean loslados de los ¢cnadrados conocidos,
el cuadrade formado sobre la hipotenusa serd equivalente 4 la suma de
los caadrados A G y A D; y el euadrado construido sobre uno de los
eatetos serd equivalente 4 la diferencia entre el cnadrado de la hipote-
nasay el del ofro cateto.

586.—31 observamos en la figura 254 que el cuadrado B C M H y los
rectingulos B K y U K ticnen ls misma base B H = O K, sos Areas
serdn proporcionsles & sus alturas B C;, B'O.y O C; esto es,

BM:BEK:CK:BC:B0O:0C

sustituyendo por B K suequivalente A (G, y.por C K el suyo A D, se
tiene que

BM:AG:AD:BC:BO:0C

esto es, que la zelaeion enire el cuadrado formado sobre la hipotenusa y
los cuadrados construidos sobre los catelos, ¢s la misma que la qus hay

entre la hipotenusa y los seqmentos B Oy O C adyacentes.
887.—Lao drea dewn poligons, consiruido sobre e hipotenusa de un
triangulo rectangulo es equivalente & ld¥suma de las dreas de los poli-
gonos semsjantes al primero, construidos sobre los catetos del mismo

tridgngulo:
Si en la figura 255 llamamos A la frea del poligo-
ar no construido sobre la hipotenusa, a la del construi-
I/a\’clx do sobre el cateto ¢, y a’ la del eonstruido sobre el
LS eateto ¢’, tendrémos. que por ser los poligonos seme-
jantes, sus &reas ser&n proporcionales 4 los cuadra-
* dos de sus lados homoélogos (579). Esto es:

q * pfee ot o0’ . « ht
Figura 255 a:eta ce?22Ach

Fandéndonos en que la snma de los antecedentes es & la de los con-
secuentes, como un antecedente es 4 sn consecuente, se tiene:

a +a S (SR
pero como (584) (vibd

endo iguales los eonsecuentes, lo serin los antecedentes,

luego

que es lo que se debia demostrar.
588.—La drea de un circulo construids
iridngulo rectingulo como didmetro, es oguivalents d la suma de los ofr-

culos construidos sobrs los catetos como didmetras. e
Siendo el eirenlo un- poli

sobre la hipotenwsa de un

: gono regular de ung infinidad de
lades infinitamentes pequenios, este teoremu es un corolario del
andonos en la expresion
oo ' u_{’uncmn del difmetro (568). Sea (fig.
n;-_ﬁ i 258) 'D‘I;z }11'1mtc'rmsa, didmetro del circulo constraido sobre

ella y'S su firea, d uno de loz catebos, difmetro del circalo
cuya frea representarémos por s; y @’ el otro cateto didmetro del cfr-
culo cuyh firea es 8%, BEn tal virtud, ;

anterior; pero lo demostrarémos fund
de la frea del cirenlo e

S:ﬂl)A.

. xd?

4

aumando las dos iiltimas

AO1O 3 * 3 ~ r i
ecnaciones, y.sacando 5 come factor comun,
.

resulta:

pero como [584]
sustitnyendo en dos s¢

¥y conforme & la ecnacion (1), obtendremos s
que es lo que se queria demostrar,
589. —PROBLEMAS DE COMPARACION DE AREAS.
—L—Dada lu'drea A ds un poligona P (Bz. 257)
Y uno de sus lados 1, deferminar la drea de un se-
gundo poligono p semejante al primero, ¥y en el cual
se-conoce el lado homblogo 1.
Ao Como las dreas de las figuras semejantes son pro-

porcionales 4 los cuadrados de sus lados homélo-
g0s, se tiene:
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de donde

IL.—Dados dos poligonos semejanies (g, 257), consiruir Gire seme-

jants d ellos y equivalenie & s 5WMA. _
/‘\ Para resolver estéwproblema, lo esenciales determi-

\ nar la magnitud-del lado Jel poligono buseado, ho-

mblogo A uno da losTudes de los poligonos propuestos.
(onstriyase ¢l dngnlo recto A (bg. 258) y lévense

sobre sns Tados Iongitudes respectivamente ignales i

7 los lados homoélegoes 1 y I’ de los poligonos conocidos;

P 5 firese la hipotennsa B €, ysi sobre ella se consiruye

an poligono semejante & uno de los lados, quedard resuelto el proble-

ma (587).
[1L.-—Dados dos circulos A y B (fg, 269) tonstruir otrg equivalente
g su diferencia. .
Tirese ol diimetro D E, desde’su extremo
D lévesa 1a cuerda D Fignal al diimetrod
del’eirenlo menor B, y tirando la cuerda
T B éstazevivel difimetro del cireilo pedido:
DenosPrRACION, —Por ser reefangulo el
trigfngulo D F E, so tendri:

FFE=DE—DF

Si representamos por R el vidio del girgulo A; por r el del cireulo B,

y por 1’ el del circulo buseado, cuyo difimetro vamos & demostrar que

debe sor P Br sustitnyendo en lasanierior ecuacion, se tiene:

dividiendo todos los tarmines por4, y multiplicindolos por # nos ad:

7 R 2

que-es 1o quedebiamos demostrar.
I\rv.—~( ."‘};S[!‘?IL.I‘ W h-ﬁ:'.m.‘-i{.’ 8¢ .':.’-Q,".'r/(:"’ ( oiro /) (TEL’. 261 ).

del primero én le relacion de ™ ¢ n.
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Seaa b uno de los lados del poligono da-
do, y vamos 4 determinar el lado homélo-
go del poligono cuya frea ha de estar con

* Ia de éste en la razon de'm : n.

Sobre una recta indefinida Ilévense dos

rectas, 0 D'y D E, cuyas magnitudes es-
' tén en la relacion de m : n. Sobre C E co«
mo d-x:':mctro, trieese una semieircunferencia; levintese en D l1a per-
pendicnlar D A, y tirando las euerdas A O v A E, 1lévese sobre la pri-
mera de A 4 B el lado a b, por B tricese B F jjin‘éﬂclit 4 C E, y la rec-
ta A ¥ serd el lado homblogo & a b del poligono buseado. s

DE)IOSTE.‘.‘;CIO.\'.—i’cr ser semejantes los trifngulos A O Ey A BE,
se tiene: !

Plgura 260,

A B AR
| = A B ACR?
P A C*=m, C E y A B’=p. C E (530—3°)

sustibuyendo estos valores en la proporgion anteriory simplificando

tendrémos: m :nzA B AR
6 sustituyendo m:n:abi: AR

como Ias g de los iona
1}'0‘ ; 1‘9 Ia: »ﬁx.'eaj de los poligonos sont proporcionales & Tos cuadrados de
xxcrmu»,‘ se mnfiere que la drea dél poligono construido sobre la recta
A X, es fi la drea del poligone P como m es & n; que es lo pedido-en cl
problema. .
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Planogs y rectas.

990.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estudio de las propiedades
de las fignras que pneden estar contenidas en un plano, considerando
las relaciones que existeén entre las partes que las forman, con el fin de
deducir de los elementos conocidos los desconocidos. Esta parte de la
geometria elemental se denomina por esta razon geometria plana. Va-
mos ahora & tratar de las fignras considerdndolas en el espaeio y delos
Cuerpos con gus tres dimensiones, cnyo estudio constituye lo gue co
munmente se Hama gebmeiria en ¢l espasio.

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las lineas rectas con los
planos; en seguida de las que dan lagar Tos planos entre si, y por filti-
mo, de los coerpos formados de planos @ originados por el cireulo, va-
laando gns fveas y sus yolfimenes,

591.—Hemoz dicho (370) que plane & superfici plana es aquelle que

si se le aplica en una direccion cualyuiera una linea recla, ds modo

que esté totalimenie contenida en dicha superficie, ésta focard todos los
puntos de la recta.

<

0 or Todo plano debe considerarse como una saperii-

cie indefinida en longitud.y Jafitud, 4 menos que
no se fijen los puntos que lo limitan. . Puede con-
cebirse el plano. engendrado por 61 movimients de
x 961 una recta o A (fig. 261) que al girar al rededor del

Pigura 2
punto o otro de sus puntos toea la recta A B, Igualmente puede con-
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siderarse un plano engendrado por el movimiento de una recta A C
que resbala sobre otra A B, y que en sus diversas posiciones permane-
ce paralela & su primera situacion A" C.

La interseccion de dos planos es una linea recta (370).

Dos planos que tienen tres punfos comunes que no estfin en linea
recta eoinciden en tods su extension (370)

Un plano queda determinadg en.general por Ia posicion de tres pun-
tos que no estAn en linga reécta; por dos rectas que se eortan en un pun-
to, 6 por dos paralelas. Tambien puede fijarse la posicion de un plano
que pasa‘por fin panfo, agtegando la condicion de quegea perpendicu-
lar 4 una recta 6 paralelo & otro plano.

592.—Siempre que wi ricte 4 séa perpendicular ¢ la vez d otras
dos- A By A O (fig. 262) colicades en dos planos diforentes P A B y
ad GUE PaSATE JIOT P A, esta necla st ri ill}'z'/h’.’/.‘r:,': > porpe ndicular @
wiera otva- A E-qgue pase poriel punto comun
gue esté contenida en el plano ' A Bideterminado por las rectas A By
A €L

Por la hip6tesis del teorema son rectos 105 dngulos PA By PA C,
¥ para demostrar que FA’es perpendicular-i A ¥, tendrémos que pro-
bar que el trifingulo P A E es rectanguloen A, esto ez, que ¢l caadra-
dode P'E s igual & la sumé de los cnadrados de los catatos

A de {nterseccion Y

TomemosA B=—A O, titemos las rectas BC, BPy
P C, con 1o que resultaxdn los triingulos ABCyPBC
quesgerén isosceles, el'primero por construceion y el se-
ziindo. porgne siendo iguales los trigngulos réctingulos

P A ByPA C(385) setiene BB=FPC. Tomando el
punto D en el medio de B €, base de 1os trifingnlos is0s-

Flggta e, celes; y tirando las rectas A Dy P Dy éstas seran pex-
pendicnlares & B € en el punto D (428).

@Qonsiderandoiel trifingato rectingunio P B D, se tiene:

P E=P D*+ED....[1]

cesivamente los tridngnlos rectingulos P D'C, PA Cy AD C.
PD!=P ("—C D’=P A*+A (*—C D*=PA*+A D'+ C D0 I

PDE=P A A D L.(2)

ED=A BE=A D*....(3)

en la (1) finalmen-

6 reduciendo;
en el fridgngnlo-A-D B
sustitayendo los valores de las ecuaciones (2) y (3)

fe resulta:

159
PE'=PA 4+ AR

que es lo que teniamos que demostrar.

Siendo P ;

siendo P A perpendionlar & f

i El mlar fi todas las reetas ;

et p ' e odas las reetas que, como A E pasan
¢ d » Se 1liere que: cuando wng recta P A%es perpendicular & lu ve:
a dos recias / Y 47 % ¥ < — : : )
z d0s re «.l'a A By A C loserdal plano gue pasa por éstas, y recipro-
ARII0Y <3 3 r f ; 1 : : =
camente, siempre que una recta sea perpendienlar & un plano 1o seréi
tambien & toda recta que esté situadaen &l y pase por el pié A de la
perpendicular P A. i .

oo ys
293.— St desde 3 o0 P (fic. 25 Gzt
i desde un punto P (fig. 263) se baja waa perpendicular P O

al jift[/,v,; D F gy 2arias oblicuas P 7P B/ ¥
Fo paint Y S ':I (.': /4 F Ai, /j. % (, 1° i //L‘I'jii'ﬂir'li"-Y’(’zfr
as ek menar; = las oblfcuas P oA
£,

] \J s
P I, quese séporan igualinente
. ) - 5l y - -
;Y 3 e O que 2¢ separa mis

Y de la ¥ y’j'/{’/g‘(_] ‘7Iil[/“ SO »“,!.v,‘;;‘;,»,

es la mayor, ;

1 En eualquiers de los tridngulos: rectingulos PO A, P O F
P 0.C, el eateto P O, que ez i 2 ) V2 )

% el eateto P O, que ez la perpendicular al plaue, es-meno: que

cualquiera de las oblicuas P A, P F y P.C, que son las hipotenusas de
los friangulos. =

3 afa 1rao70n 1 ke 4 3 -

Por Ea.(..l razon, la distaneia de un punto 4 vn. plano ze mide por la
perpendienlar bajada al plano. iy

DY i oe = 1 B bt

2° Siendo A 0= FO =0 l), las obilfcuas AP, FPyB Ps *in
- 0¥ o ser hipotenusas da Io i4 - r 0P
ignales por: ser hipotenusas de 1os triffigulos igaales (385) A O P
FOPyBOP. i ; A=

228100 > oderios trasnort 1 2
£ i D G >0 A podenios trasportar el tridngalo 7 O A sobre su
107113 : 34 . 5 = T
igual P O B, que esti en ¢l mismo plano que Ia oblfens P C, v como
» < » > 3 '. 1~ ‘ : = . i .'
PC> PB (401) y PB — P A seinfiere que P C'> P.A.

o 5 y
y 594.—De lo que antecede resnlia:

o 1% guesi se fra-

ce girar un dngulo recto P O 4 al rededor do uno
de §1 lados P O, el olro O A deséridira un :)if/n;
A4 O B perpendicular gl primer lado; 3 2° .’ud:."f.f.u‘
}H'rl’(IIVZZ’I;’«'.”(“’:"—" 04, O 7 5 0B ?":‘“l vecla “. ‘,’t‘
levantadas eniuno dasus puntosiO, estin enan mis-
o plano D E perpendicular ¢ dicha recta l

O P P s N — P ) 4

595.—Por un punio O fomado én wna resia (0P (fig. 263) ¢ porati

A p $ : ¥, ~00) 0 PGF Grro
were deella SLETDT e e =~

./“ i by 41,.»lL/II]>u Secte pugdeirar un plang perpendicular, pe-
0 1o se puede Hrar anas que wio solo. ok

Si hacemos pasar un pla or la rect ) 0l {
pasar un plano por la recta P O observarémos que del

punto O y desde el lempre 86 pu i feul
pon ¥ desde el A siempre sé punede tirar una perpendicular £ O P,

v al girar al rededor de Gsta e % el Dl '
y al girar al rededor de {sta engendrari gl plano A O F B que le es
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perpendicular, y como no se puede tirar desde nn punto mas que una
sola perpendicular & O P, resnlta que no habri tampoco mas de un
plano perpendicular que pase por el punte dado.

596.—Desde un punto O fomado en un plano (fig. 263) dporotro fue-
ra de-€l P, qo se pueds irar mds que une pe-rpcnzlim.zla.r al planf'.

Supeniendo engendrado el plano D E por el movimiento de O A al

rededor de O P, se comprende gne en el punto O no se puede levantar

4 1a réecta O'A mis pecpendicular-que O P, asi como que desde el pun-

to P no sele puede bajantampoco ninguna offa perpendicnlar.

597.—ILia proyeccion de un punto P fobre un plano (ﬁ;-;.. 264) es el

pié B de-la perpendicular® B bajada de ese punto sebre dicho plano.

2 La proyeccion de una recta D'P es la série de to-

vl dos los pics de las perpendiculares bajadas de los

A puntos de la reeta sobre el plano. Como todas las

£l 4 perpendicnlares son paralelas entre sf, qu{cd:\r-.in en

un mismo plano P A B, ‘cuya interseceion con el

M N serf una recta A”B. En consecuengia; siendo

Figros ot la proyeceion de una recta otra linea reeta, bastard

determinar la proyeccion de dos de sus puutos para tener Ja de tods
la recta.

598. — Bldngulo.de una secta conwnplano, cuando 70 es perpendi-

1

. L y Tl A
enlar ¢éste. esel que formae epn s Proyeccion. Fste «.'/.-(/ulo e8 el menor
;

dé todos log que forma la vecte condus lineas que pasan por su /)!.{E A.

EBn efecto, si por| el pié A [fig. 264] tiramos ofra rc-fzta‘ cmxlqm‘e‘m,
tomamos A C=A B y reunimos los puntos P y €, resultardn df)‘s er'n-
gulos P B Ay PCA, enlosquelos dngnles. PA By P A0 estin

formadoes por lados ignales; pero siendo la perpendicular P B mHonor
que 1a oblicna P €) el ‘fngulo ophésto 4 la primera recta, P°A B serd
menor que cualquiera ofro P A O [432].

589.—Das planos M, N, perpendicuiares & Una. .'.x_;;-'n/l )fhc P A no
puecden encontrarse, y por-lo misma serdn paralelos [6g. 265].

Si los planos pudieran encontrarse, desd_e el pun-
to B de su interseccion comun podrian tirarse las
rectas B P y B A, ‘que por estar cou(cnidu‘e‘ en pla-
nos| perpendicnlares; & la misma recta, serdn :‘*.:n':;.a\s
perpendicnlares & PUA, lo cnal es nn absurdo [326].

- >
7 > B SIann sernendil v ar LI
rectas Son paralelas, el 1:"",-;-: pery ndicular & vwna

ore e ofra U‘-,; .‘-'“_]-
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Siel plano M N es: perpendienlar § P A, demostrarémos que tam-
bien lo es & su paralela Q B. Tiremes Iarecta A'B y su perpendicular
C D. La linea Q B por ser paralela & P A, estard en el mismo plano
P A B Q que ella, y el dngulo Q B A serirecto. Tomemos B (=B D
y tiremos las rectas A C, AD, PCy P D,

Los trifingulos recténgnlos PAA ¢ 3P A Dison iguales (385), Tnego
P G=P B

Siendo isfsceles el tridngnlo P € D, la recta P B tirada 4 1a mitad
de su base seri ' perpendicular 4 O D.. En consecuencia, siende O D
perpendicular § A B y & B P, lo serf igualmente & B Q contenida en
el mismo plano (592). Por dltimo, si Q B es perpendicular 4 1a vez &
B A'y & C D, 10 serfi al plano M'N de estas rectas.

601.—Dos rectas P A y Q B (fig. 266) perpendiculares ¢ un misno
plano M N, son paralelas entre s,

S1.Q B no fuera paralela & P A por el punto By se

leo podria tirar una paralela.diferente de-Q B, 1z cnal

(600) seria. perpendicular al plano M N, resultando

que desde el mismo punto. B podrign levantarse dos

v perpendiculares al mismo plano, lo/que 1o es admi-

- gy sible.

602.—Dos rectas A s, B b, paralelas & une tercera Cc, son parale-
las entre si(fige 267).
A g ¢ o - = .

St tiramos un plano' M N perpendicular 4 € o
éste loseri § lasrectas A ay B'b (600), y siendo
estas perpendicnlares al mismo plano serin parale-
1as entre si (601).

Flgura M7

605.—En-el espacio dpsvrectas A By €D (fig. 268) puedon serpor-
pendiculares & wna misma récta 'y n sér paralelad sntrs si.

Stisupotiemos e el rectdngalo A'D gire al rode-
dor de'uns recta z y, paralela £ sus bases en cual-
quiera posicion A7 D el'lado D’ @ seré perpendi-
cular § z y sin ser pardlelo & A B; porque se en-
cuentra en un plano diferente,

Debemos hager notar que prolongadas indefinidamente estas rectas,
no se encuentran. Igualments observarémos, qne en el espacio; & una
reéta'z y se le pueden levantar una infinidad de perpendiculares desie
el mismo punto .

Pigurs 28,
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604, — Las andersecciones A By (D (fig. 268) de dos planos parale-
los M y. N con otvo.plano, B G, son dos rectts paralelas.

L Poruna parte 1as rectas A B'y € D estén en el mis-
m mo plano A'D, y por otra estando colocadas sobre les
planos paralelos M y N no podran encontrarse prolon-

”. gadas, Inego son paralelas.

Flgura 266,

605.—Las partes 4 Oy 'B'D (fig. 269) do paralelas comprendidas
entre dos planos pavalelos son 1quiles.

Por el supuesto los lados A C y B.D son paralelos, y por el teorema
anterior 1o son tambien A B y C D, luego la figcara A B € D serd pa-
ralelégramo, por lo.cual A C=B D (449). ; '’ )

De esto resulta que dos planos paraleles ticnen todos sus puntos equi-
distandes; pues bastaria imaginarse que el plano A D _t'u.?m perpendi-
cular para que las rectas A C y B D midiesen las distancias de los'dos
planos,

606.~~La recta A B (fgs 210), perpendiguiar ¢ un plano M, 1 es
. Bhaed 774 ’

v y T Tad maralelc
tambien 4 cualquicra otra plany’ Nique lé ¢8 paralélo. :

N = Si por A-B se hace pasar un plano C'.I;l]qu‘l‘m‘:l, por
ser A B perpendicularda M, el dogulo A ‘B O es rec-
to: por ser N paralelo 4 M, Ja interseccion A l‘).eb

i it ;
paralela 4 B C,-y por tanto el ingulo B A'D tambien
sora rector ~ Como otro tanto sueederia con cualquiera
g otra recta que pase por A y ¢sté en el ]‘];'m:: N, s8'1n-

fiere gue A B es perpendicular al plano N.

| 3 - J
T 2 (R 20 vavalela ¢ otrae C D, lo es 1gieal-
607.—Toda recta. A B (Gg. 271) paraiele ¢ ob > 4

menta d evalquier plano M que pase por la.segunda St 2/—«f‘:-(zr1‘.":r s | _.[J.
Hstando las dos rectas A B y C Denvel mismoplapo .\ }‘l?!‘ ser pu.x‘zb
lelas, la recta A B no podria enconfrariel plano M gino en su ].ntE‘l‘.‘.\-C(l;
cion‘coumn, esto es, sobre la [u'olongacionv de O D; 11£‘1'uBc<)ln%-f' 1)(:1\;.
supuesto 10.es esto posible, tampoeo podri encontrar A'B abplano M,
y por tanto serf paralelad &l
608.—S% unawdota A B (Gg271) es parale ffz’u.' 'ZA’/{-iu'.’tZ'i.",J M; u:/r[;
quier planc gue pase por la vecta A B encontrard @l Prevmery SeyuI %

»

paralela & elta.

Porque A B prolongada no podris cortar & € ) sin

enconfrar al plano M, loque seria contra ol supuesto.

De esto se deduce, que cualquiera recta paralela &

0 A B tirada por unpanto del plano M, esté toda eom-
pm—— prendida en este plano.

609.— Las partes de paralelas A € y B D (fig. 27T) comprendidas
entre una resta A By un Plano M que ls es paralelo son 1guales.

Supuesto que la fignra A D es paralelogramo, y en todo paralelogra-
mo los lados opuestos son ignales,

Como en el easo de ser A @ ¥ B D perpendicalares al plano M, el
teorema es ignalmente cierto, ge infiere aue, una recta paralela ¢ wn
plano tiene todos sus punios eguidistantes de éste,

610.—Dadas doswectas A By C D (Gg. 292) en €l espacio gue no se
cortan ni son paralelas, por una de ellas A B soly se puede hacer pasar
un plano paralelo & la otra € D,
Ar—a—p
_ \

Sipornn punto cualquiera A6 B de la recta
A Bse tira una paralela AT 6 BF4 0D, y se
hace'pasarpor A B y A E un plano, éste serfl pa-
ralelo & C D (607). Ademés, como todas las para-

WL lelag & A E y por lo mismo & C D estin en un mis-
#o plano; me hay mas de uno solo que satisfaga & In onestion.

611.—La menpor distaneia de dos rectasen ¢l espicioy 4 By ¢ D(f-
gura 273) que no e cortans.es ln pérpendicnlar comun & ambae o o',
Por el punto A tiremoz A D’ paralels & C D, y
hagamos pasar el plano M por A B y A D’ que serd
M parslelo 4 la recta © D. Por el punto C tiremos C B’
\ = r paralels 4 A B, y hagamospasarel plano N porC D
R N y C' B’ que serd-paralelo & la recks A'B. ‘Tia menor
i distancia de las-réctas A B ¥ C Deerfi1a dalos pla-
nos paralelos M y N gue lasicontienen. Porla rgcta A B hagamos pa-
sar el plano B E perpendicalar & M ¥ &N
La interseccion de este plano con N encuentra 1a recta CD enel
punto O; yileyantando en egte punto una perpendicalar 4 C D, que que-
dard en el plano B E, se tendri por @iltimo 14 recta O O’ que.es la me-
nor distancia de las rectas; siendo perpendicular 4 ambas ¥ & los pla-
nos que las contienen.

El &ngulo deidosrectas A B y G D en el espacio que no se cortan, es
] ]
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<l BA 1) que forma una de ellas, A B con otra recta A D’ tirada por
ung de sus puntos A y paralelard Jaotra’C D.

612,— Dos rectas ‘A B y C D (fig. 214 que ne estdn en olmismopla-
no, quedarin cortadas en pories divectomente proporcionales por tres
planos paralelos M; Ny P.

Reuniendd’ los puntos: Ay I y tirando las’ rectas
B D, EF, F G y AQ por los puntos de interseccion
de las rectas A°Bj A Dy C D con los plenos M, N y
P, te tendrd B F paralela 4B D (604) y ¥ G -parale-
la & A O, porlo que|(510)

AR EB=AF : FD
ARl PDGE s GD
luego ABl: BB 66 : GD

613.—PROBLEMAS. ~L—Bujar una perpendicular d wiw plano M,
(fig. 275) desde un punio P tomadd fuara déél.

Sefdlense tres puntos.del plano A, B y O equidistantesde I, por
ellos higase pasar un circalo, ¢uya centroO serd el pié de la perpen-
dicular (593).

TL—Desdeqn punto O de wiplans, levantarle wnae perpendioular.
(Bz. 275):

Tomando O.como céutro, firidese un’eirculo, y en tres puntos de su
cirounforencia levaatense tres oblicuas iguales A P, B Py O PR, y de-
terminande el puuto P en \que cotnciden sus extremos, ésto sard el ofro

de la perpéndicnlarbuseada.

Haciendo coincidizcon. el punto. 0 los yértices deloa
dngulos rectos de dos escuadras A O Py C O P, puede
determinarsesigualmente la: perpendicular O Popor la
lineade nnion delas escuatras (593).

L1, — Levamtar un playo M (fig. 295) perpendicular & wne recta aP:
1° por un punto O de la recte, y 20 o wnpunto O fuera de efla.

1° En el punto O levintess larvecta O O perpendicular & O P. En
seguida, en un plane difergnte de/P O G, levantesejotra perpendicular
A 0 & P Oy y haciendo: pasar-un plano por C 0 iy .AQ, setendri el
plano pedido.

2¢ Béjese del punto € la perpendicular C O & P Q; determinado el
pauate O, levdntese por &l otra perpendicular & P O, pero en un plano
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IO YOy
diverso al PO C. Haeie asar unpl ' i
i ! I-I.s iendo pasar un” plano por las dos perpendicala-
ruI J Oy O A ee tendré resuelio el problema; Eankh:
V.—T%rar desdn » 37, > (R Ao 72
- rar de \.I[/ HR /1;/,///': [ ‘hgj ._"i,; Wit ;l;(v;y,/',;(/lg‘]lf,f,- & une
rocta-A B contenida en wn pluno B:
esde: P baiarémos ) ;
Dx._..(v. I bajarémos PO perpendicular al plano B.
De su pié C tirarémos C D perpendicnlar 4 A B, y
renniendo los puntos Py D, la recta P D.serd la per-
pendicular pedida,. :
Para demostrar que eldngnlo P D A es recto, ti-
_ remos las rectas € A y A P, yresultando los trifngn-
los rectangulos PC A y € D A, se tendri: -

perocomo PC=PD*—_EC Dy 0 A =CD* 35 AD?
sustitunyendo resulta P A* = P D2 A2
luegoiel &ngalo P DA es recto.

Cf 5 s10 > (1 O 1 3 3
8 oullo el ph.no'[ C D es perpendicular 4 A B, este problema da tam-
ien e . ol £ .
L7l e “proccdumcnm para {irer desde un punto Pan plano pergendi-
cular a ung recia A B.

V.—Porun punto 4 (6z. 277) Livar uan plano paralelo @ otro M.
En el plano dado M, se trazarén .dos rectas B C v

B D., que’ se corten en'el punto B. Por el punto A

se firarin A C' paralela @ BC, y A D’ paralela 4

2 « hapy S 12 »
2 35 hieiend6 pasar an plano N porA C° vy A I, este

serd el plano pedido,

VI —Por wn punto. A G 2¥8) tivar una reel
no 1/.

lpor un punto caalgniera B del plano M, tricese la recta B D, tirese
A B, porel punto D llévese D D’ paralela & ignal 4 A B, v reaniendo
o3 puntos A y D¥se tendrd la rocta A D* paralela al plano. M. Como

T paralie @ v pla-

: > Ady a
por-el punto B pnedenit¥izarse nna infinidad da rectas, v por-A tirar
R ([ a i o lalaw 1% g ? o A
se otras tantas paralelas, el-problema admité un'wiimero indefinido de
résolneiones.

5 L ) W Y. ONG y
, VIL—Por wn punto A (Bg. 298) tirar wn plano pavalelo & doz rec-
tas cuales anrry I T ¢ A 4 <o : -
as cualesquiera B C y D E, que no estén siduadas.en ol mismd plang.
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Por A tirensze b ey de respectivamente paralelas a
B C'y D E, y haciendo pasarun planopor b A cyd Ae,
quedardl resuelta la cnestion.

ANGULOS DIEDROS.

614, — So - flama dugulo diedro la figura formada por dos plancs, M y
N inclinados entre sty que concurren en'uwna recta A B (gs 279), Lios
planos. M y N se denominan caras 6 lados, y la recta A B arista del
diedro. DLia.magnitud deun 4ngulo diedro’depende de la mayor 6 me-
norfnclinacion de-los planocs que lo forman, y no de la extension de
&stos; por 1o que al medir un diedro lo que se estima finicamente es la
inclinacion relativa de sus caras.

N | Se tendrd una idea exacta del dngulo diedro yde su mag-

A nitad, imaginfindose que sus caras estfin primero aplicadas
una sobre ofra, que en seguida se separan, pero girando al

rededor de la_arista A B, como las dos partes de un libro

8 M que se abre. El dngalo diedro, nulo al prioeipio, toma un

Pig 1% yalor que-yaaumentando con 13 separacion de las caras.
Ast, pues; el ingulo diedro estd engendrado porla rotagion de un'pla-
no al rededor de una recta. En este moviotiento enda uno de los' pun-
tos del plano describe nna circunferencia de circulo euyo plano es per-
pendicular 4 la arista y cuyo centro estit en un punto de esta recta.

Cuando no hay mas que un solo diedro, se le designa por las letras
A B de su arista; pero ¢nando ‘hay varios que con¢nrren en la misma
arista, pars evitar confusion, sc designa oldigdro por cuatro letras;
teniendo cnidado de poner siempre las dos de su arista A B en medio
de las otras dos N y M que corresponden & los planes que Yo forman, y
agi se dice el diedro N A B M.

3y oy
16

(_‘fmndo un plano P A (Bg. 280) eaesobre otro
M N, forma con éste dos dngulos diedros M-A B P
7 P B AN, que son adyacentes.. Cnando 6stos son
,c:'rmics_, el planc P A @s perpendicular 4 M N, v re-
ciprocamente. Si el 4ngulo que forman los dos-pla-
uos es menor que P B A N, se dice que €l diedro es
-agudo, y en caso contrario; que es obluso. En fin, para los &ngulosdie-
d%'os se adoptan las mismas denominaciones de fngulos (:r)m;hvn;’nfa-
o8, suplementarios, ete., que para los dngulos rectilineos, ‘

Pix
Figura o0,

3 5 > 732 ozl ) By ) 4 , > 1 . .

616.— Lo dngulos rectilineos B 4 € y b a o (fg. 281) que resultan
le la vRierseceion de un aagilo diedro A a, con dos planos paralelos
cualesquiora, son 1guales. g

Tomemos AC =acyB A = y tir
sAU=acyBA =0 a, y tiremos
las rectas Bb, C o, B Cybe: A Ces paralela &
a ¢ (604) ¢ igual, luego la figara A ¢ es parale-
16gramo y én consecuencia seri C e ienal v pa-
raléla A A a. Como A B esajonal y paralela &
3 " . Y 5 »
a b, la figura A'D es ignalmente un paralelogra-

‘ mo, de lo que resulta que B'b ¢s ignal y parale-
1a & A a; luego B b Serfi ignal y paralela & C ¢, y B ¢ serf un paralelé-
gramo'en el que B'é=b c." Los dos fritngulos A BO v abe serdn
iguales (386) por tener sus tres lados respectivamente iguales y de la
i k . guales, 3 1
igualdad de los trifingalos resulta qng el fngilo B A C=bac, que es
To que s queria demostrar.

St i s -

616. —Peoaqui-semniiore: 1° 57 dos dnguiosen el espacio BACybac
(ﬁfg. 281) !fe nen sus lados paralelos y sus abertiras estin vuelias en ol
mismorsentido; serdnigunless ° igialinente 1o son st estdn vueltas en
gentvdo contrario como ba ¢y CD B; y3° dos dnguivs bacy ED F
que trenen: sws lados paralelod y Susiaberturas no estén vucllas en ol
WIS SERbido nilen SERtido contrario, son Suplementariss.

‘ et :

En €l pirrafo anterior hemos demostrado la primera parte, esto es
que BA U=baec

% Como el fingulo BA O =0 D E (420), seinfiere ‘que ' bac—
CDE.

3% Slendo el fngnigd ED F saplemento) danC D' E, sé infiere que
£ DF'y'ba¢ sonzuplementarios:

5 o 3 T e i \ N
617:—Los planos de dos dngulos B A C y b a o [fig. 282] cuyos la-

«los son respeciivamentes paralslos, seran paralélos.
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Desde el punto A bajemos A O perpendicular al
plano del dngnlo b ae, y porel punto de intersec-
cion O tiremos O D y O E respectivamente paraielas
fdacyiab, porioqgne O Eseré paralelad A B,y
0D &#A.C. Ahora bien, siendo A O perpendicular
al planoen qone_estéin las reefas O D y OB, los dn-
gulos A 0Dy A O Eson rectos, y por razon de las
paralelas [409]. tambien lo. serin los fugalos © A By O A C, luego
O-A'es perpendicular 4:1a vez #dos planes.de los ingulos bac y BAC,

Figura 22N

y por lo misme estos serén paralelos [606].

618, —ZLos trigmgulos ABO y.a be formados en el espacio por ires
rectasirespectivasiente tynales y paralelas, son iguales i quedan en.pio-
008 paralelos.

Serdn iguales porserlo respeetivamente los tres lados de los tridngu-
los [386], y estariin en planos paralelos por: ser los lados paralelos [617].

619,— Un dangulo diedro B A D C [Gig. 283] tiene por-medide el (n-
gulo rectilines B A O gue resulia levantando pevpendicilanes @ 2w oris-
fe A D del mismo punto A eneade unodelos dos planos quele forman.

En primer lngar observarémos queen cualquier punto de'la arista
A D en quese levantenperpendiculares, determinarin un fingnloignal
4 B A € por estarformadospor rectas respectivamente paralelas [616

Para demeostrar que los ingulos diedros
son proporciopales & los rectilineos forma-
dos por perpendiculares en ¢l migmo punto
4 su arista, y que por tantopueden fomar-
ge los ltimos como niedida de los prime-
rosy demosirarémos préviamente que-si dos

dugulos diedros. BADC gy bade son
L b iguales lo-serdn , los, dngulos. reclilineos
B A O y b-a.c foruados por las respestivgs perpendiculanes @ sus aris:

tax levantadas en cada wie de $us-caras delanpismo punio.

Siendo por el supueto ignules los fngulos diedros B AD Cybade,
si hiciétamos coineidir, la eara B P con b d; sobreponiendo la avista
A D sobre ad, teniendo cuidade deque. A cayese sobre g, el planoD C
coincidiria eon d ¢., La perpendicular A B coincidivia cen a b, (305); y
la A C eon acjloegoel ingnlo B.AO — b ae.

Ahora bien: si & continuacion del éngnlo diedro b a d ¢ ponemos sa
ignal.c.a.d.g, haciéndolos coincidir por la cara d g, resnliari un fingu-
lo diedro b a d g duplo.del b a d c,y el dngulo rectilineo b a e=s a g,

(=]
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.
por lo que al 4ngulo diedro duplobad g corresponde un dngnlo ree-
tilineo b a g duplo de b a c. ¥
: De Ia misma manera probariamos que & nu diedro triple eorrespon-
(e un fingulo recfilineo’triple, ¥ en general & un dnzalo diedro = vecos
miyorquerotro, ‘corresponderf un dngalo rectilineo formado por las
nernanilenlares, Bid cus - 2 i
perpendiculares & su arista-tambien z veces mayor. Asi es que, siendo
estos/Angnlos rectilineos proporcionales & la maenitud. de los dnenlos
diedros, puedén servirles de medida.

De'modo que, ¢n tiltimo anfilisis, 108 arcos de cireulo nos serviran
para medir los dogulos diedros:

oY) S o vesnlba o . A

b20.—Ue esto resulta;que cuando uno 6 varios plenos cden sobre
otro, 6 lo cortan, tienen lugar los mismos teoremas que eon las rectas
que miden los ingnlos diedros. Asi es, que log finenlos diedros adva-
centes son suplementarios; todos los formados al rededor de una arista
comun valen cuatro rectos; los dngulos opuestos al vértice son ignales,
€ete,, ete;

Igualmente cuande.des planos parelelos-estineortadospor: otro se
tiene 5 dng iedro 008 internos i i i
: dque l}as ingulos diedrogalternos internos son igumales, los interio-
res. del imismo lado. del plano sceante .son suplementarios, asi como
todag Jas propiedades que hemos demostrade en los easos de rectas pa-
ralelas,

) = b ocin . N | .

y 6i21.—Dos planos son perpendiculares cugndo el dngulo diedro que

Iorman tiene por medidamn recto.

Siun plano es perpendienlar & otro, este tambien es perpendicnlar
al primero.

(22 AN . > (515 g v

022.—S unarecte A B (Gg. 284), s perpendicular dan-plonn MN

J W o ] Y ( . e i e

0 serd wguaimente cyalguior plano PG que pase por'clia
Si.en el plano M N levantamos 3 O perpendicular & G D intersce-

cton comun de los dog planos; tendrémos  que el 4ngalo A B O forma-

do por las perpendiculares 4-€ D seri-da medida deldngulo diedro de

los dos planos; pero por se¢ A B perpendicnlar 4 M N, el fio#ilo A B O

e8 recto; laego el plano P O seré perpendicular i M N; ‘
£99 i e 1 (53 Q =3

023, —Por una recta © D (Bg. 284) contenida vn 1n plane, 1o
r iy Py , Ry " gy

pucde leveniar mas dewi pliano perpendiculer ¢ éste.

‘Ln razon de que pard que el plano P C sea perpen-
dicmiar & M Nj aeabamog do véb «ue es preeiso pas
Horb R ! ot IR oy £ ¢
por B A perpendieular- &M N, yde-que sesabe que
por un punto B no se puede lovantar& M N més de nnd
sola perpendicular [596].
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824.—Si dos planvs P y M (fig. 28%) son 1)9’;‘1;;':'.“/5";//u‘w'.\:_. Yy en wno
de eltog se baja waa recia A B perpendicular @ la intorseceion: comun
D C; esta recta seré perpendicular al otro plavio' M. '

Por ser los planos perpendiculares el finguio A B O'es recto.

Por ser A+ B perpenilicular & C D, el fngulo A B C tambien es rec-
to, luego A \B'serd’ perpendicular 4 todaslas rectas que pasan por el
punto B contenidas én el plang M N (592) y por tanto serd perpendi-
cular & este plano.

625.— 8¢ dos planas Py M (fig. 28%) son perpendiculares, y en un
punto b de su ttterseccion comun 36 levanta una /*('r'?f.f» B A perpendi-
culer-duno-de los planos M, esta recte quedard contentida porentero en

el otro-plane P.

Porque si-A B'no estuviese contenida en el plano P, levantando en
este plano en el punto B nua perpendicnlar 4 € D, se fendrian (')v%)
dos perpendiculares al planv M N en el mismo punto, lo que no esad-
migible (596} : : ‘”

626.—Si dos planes M y N (fig. 28b) son perpendiculares & wit tev-

7 j RN g g i SR
sero P O, swinterseceion comun A B sevi tambien perpendicular a ¢
(2, 5t o3
e plano P Q.
M AN
Perque si por el'punto B levantamos una perpen-
dicular al plano P (), tendrd que estar contenida tan-

to en el plane™ como en el N,

Fixurs a5
627.—S% desdewn punto A [fig. 286 tomado en el interior de un dn-
- =0 o = R = S > c
doln divdio” M N se Bayan ¢ sus eards las perpondiculares 4 By A -G
‘f,‘.7 angule A que vesulte serd suplemento del ingulo disdro. )
\ Porser A B perpendicular-al plano. 370, el plano
A B D O que pasa por estairecta serf perpendicnlar al
plano M © [622] ¥ por tanto el dngulo A'B D serd ree-
t6. Por ser A @ perpendicnlar a1 plano M P, el plano
A B D O que pasa por ella ser§ perpendicular al plano
M P, v el dnglo A C D seri recto. Siendo el pl:m;
A B P O perpen@icalar &la vez 4 108 planos MO y M
. . N 28 3 ow " ! D1l B ] son
16 serf A Su interscccion -‘comun M N 62671,y eomo B l)} l‘J ] .?'1.1
perpendicnlares & la arista del fngulo diedro, ol dngalo B T € sord k
medids del diedro O M N P. . . -
by > Dl s F e AL S
Ahora bien: considerando el caadrilitero A B D C se tiene [445:]

A+ B+ D 4G = 4 reetos
por-otra'parte B+ C'= 2 rectos
restando Ja 2% ecuaeion A T — 2 rectos
que es lo-que se debia demostrir, supuesto que B D Ces 1a medida dol
angulo diedro.

TRIEDROS Y POLIEDROS

réesutia
cuando ires & mids planos concurren en. el mismo puntod [ g, 287].
Cuandodos planos GUe CONCUrron ern el mismo punto B son Lres, la figu-
ra se Uamea dngulo tricdrs. Seda el nombre do poliedro no solo-al tn-
gulo formado por muchos planos, sino tambion al sélido Bmitads por
muchaes coras planas.

* 628.—8 Uama dngulo sélido & dngulo potiedro, o figure g

El punto S es el wértive del poliedro; Ias intarseccio-
nes conseentivas S A, S B.... de sus planos son las
aristas; cada porcion de plano indefinido A S B com-
preudida entre dos aristas es una cara; cada fngnlo
A 8 B formado por dos aristas consecutivis es'un @n-
gulo plano, y cada dngulo diedro B'S A ¥ formado por
dos caras consecativas, s un-dngalo diedrodel poliedro.

Un dngulo poliedro se designa por Ia letra S de su vértice, ¥ cnan-
do hay varios poliedres que tienen. el mismo vértice por las letras
S A'B C D Eidesns aristas, comenzando por lade su vértics,

81 el espacio del poliedro estd limitado porun plano A B U D' E, se
forma un cuerpo que se llama sdlido, que en el caso de nuestra fignra
es una pirdmide de base pentagonal.

Nog ocuparémos iinicamente de los poliedros converos, nae son aque-
Nos cuyos dngalos diedrogson todes salientes, estoes, que cortados por
pu plano A B C. ... dan por séccion un poligano.convexo [461].

629.—Fn todo dngulo triedro S [fig. 288) uno eliyuiera do sus én-
gulos plavos B S @ formado por dos de sus aristas, es-menor quee la

suma de los oiros dos.
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by > Dl s F e AL S
Ahora bien: considerando el caadrilitero A B D C se tiene [445:]
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que es lo-que se debia demostrir, supuesto que B D Ces 1a medida dol
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Cuandodos planos GUe CONCUrron ern el mismo punto B son Lres, la figu-
ra se Uamea dngulo tricdrs. Seda el nombre do poliedro no solo-al tn-
gulo formado por muchos planos, sino tambion al sélido Bmitads por
muchaes coras planas.

* 628.—8 Uama dngulo sélido & dngulo potiedro, o figure g

El punto S es el wértive del poliedro; Ias intarseccio-
nes conseentivas S A, S B.... de sus planos son las
aristas; cada porcion de plano indefinido A S B com-
preudida entre dos aristas es una cara; cada fngnlo
A 8 B formado por dos aristas consecutivis es'un @n-
gulo plano, y cada dngulo diedro B'S A ¥ formado por
dos caras consecativas, s un-dngalo diedrodel poliedro.

Un dngulo poliedro se designa por Ia letra S de su vértice, ¥ cnan-
do hay varios poliedres que tienen. el mismo vértice por las letras
S A'B C D Eidesns aristas, comenzando por lade su vértics,

81 el espacio del poliedro estd limitado porun plano A B U D' E, se
forma un cuerpo que se llama sdlido, que en el caso de nuestra fignra
es una pirdmide de base pentagonal.

Nog ocuparémos iinicamente de los poliedros converos, nae son aque-
Nos cuyos dngalos diedrogson todes salientes, estoes, que cortados por
pu plano A B C. ... dan por séccion un poligano.convexo [461].

629.—Fn todo dngulo triedro S [fig. 288) uno eliyuiera do sus én-
gulos plavos B S @ formado por dos de sus aristas, es-menor quee la

suma de los oiros dos.
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Nos bastarf demestrarlocon el fngalo plane B SG,
quie: es el ‘mayor, para- que se comprenda ‘que con
més razon serd ciertoel teorentaccon cualquiera de

los oiros-dos

incalo B S D=E 'S F, tiremos una
Ia recta A B.

- 2 R soran jeaales T38: 1o o que resulia;
Los trifngalos SYAD iy § A Biseriin iguales [385], de Io queresulia

Constroyamos sobre osta cara el

por otra parte
.

restando los términos de la ecnacion do los de la desigualdad, se tien
BOI=D O

Cnusider'mdo lositridngnlos O'S By’ € S'D, en losque los ﬁngznlo.?:
S'B y € S D estin formados por lados respectivamente iguales, el
opue:t.o al mayor lado B O seri el mayor, ‘esto es

angulo BS Q> E8D
agregando los ignales BSA —=ASD i
resulta 380 +BSA>ASC

que ¢s lo que se tenia que demostra k
630—La swma de los Tres gl mlu’rmrm. ASEB 4+ BSEH+ L 4

y - sty
Crdien d e EROT y cundro
formados. en. el vériice de wn triedroy €8 MEROT que CULLT:

(fig. 289), fi
Cortemos el triedro por an plano cualquiera A D C,

v tomande en el interior de este tri @;uuh» un punto

i’, reunamosloicon 1os tres verkices, A, B y €, con 16

que resulfirin tros trilngalos colog l]lls en el mismo
O, y otros tres fridngu-

. 4
8 : : 3
los cnyos vartices concurren eun el Sidel triedro, Para

plano cayo vertice comun es

A 1 A B4 P
car harémos la suma, de los Angulos,

Como los fingulosen O valen - vrectos,
objeto: demostrar.que S < 0.

nuestro raciocinio tendrii por

Siendo ¢l nimero'de trifngulos formados al rededor de O ¢l mismo
que'el de los formados en'8; y como los dngulos de cada triéngnlo va-
len dos rectos, resuita que la sumagde los fingulos de los tridngulos-en
0 esigual & lnsumade los dngulos delos trifingulos.en S, Esto es,

+ CAB -+ ABO - BC A=S+S'A C+8SAB+SB A+SBC

‘S(,B+b O'Avs. 1

Por otra parte (629) C A B<S A U+S A B
ABC<SBA+SBC
b (; '&Q

I
SCB+SCA

sumando ordenadamente estas tros designaldades
CAB+A BO+BCA<SAC+S A.B+SB A+SB C+S CB

+SCA...(2)

Si-restamos los términos de esta desigualdad de los de la ecuacion (1)
como cuando el susiraendo aumenta, la resta. disminuye (49),.resulta:
ingulos en 0>8
y como los &ogulos en O = 4 rectos, se tiene quela sumade los dngu-
los planes fornmdos en ol vértice S serd menor que cuatro rectos.

631.—Dos triedros S y s (fg. 290) formados por dngulos planos res-
pectivamente iguales, ) S E=d ge; DS F=dsf y B S8 F=e s {, fic-
nen sus angulos diedros iquales.

Tomemos 8 A = s'a, y por los puntos A ¥ a hagamos pasat planos

“ABG yable rcqpnctivmncntn perpendictilares & S D v § sd. El

trifngulo 8 A B esigual 4 s ab (384) portener S A =sa adyacente
4 los fingulog A'S B = & 8 b por éngulos planos del triedro y S A B=
8 a b por rectos. Por la misma razon el trifingulo S A C es ignal &
84 0, y deesto se deduce qua A B=a b, A O=a ¢ y que ¢l frif ingnlo
B 5/Cligual & b s ¢ por teneér el dugulo B.S F-= e 5 formado por los
lados urualcs SB=2g8by 8C=s0c (383) lncgo BC = be Siendo
respectivamente ignales los {res lados del 1-.'1.umnln A BOC 4 logdel
triingulo & b ¢, estos dos triingalos serén iguales (386), por lo que el
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Angulo-B A C=ba ¢; pero come estos dngulos son medida de los die-
dros formados sobre.S D y s d; éstos tambien serdin iguales. De Jamis-
ma:maners demostrariamos que losidiedros segun. S Hy s e, v los se-
gun S F y 8 f son ignales con tomar partes ignales sobre estas aristas y
levantarles planos perpendiculares.

632.—Dos triedros | son duuales 1° cuendotienen wndngulo diedro
iqual formado gor dos dugules plenossespectivamente iguales y situa-
dos en el mismo drdenz2° cugredo endn un dngulo plano tgual, adya-
cente & dos dngulos diedros respectivamente iguales situados de la mis-
ma manera: 4. 3° cuenda Lienen $us tres dugulos planos respectivapen-
e iguales dispuestos en el mismo prden.

s 2y 1 Sea el dngulo diedro S A =& a (fig. 291)

¢ ignales Jas caras (ue forman esfe diedro, esto

/ \ es;-fingulo ASC=asc y ASB=asb. 5i

{ ¢ apliciramos el ingulo diadro S A sobre s a, por
A B ¢ a 5 P o

i) ser ignales los diedros; el plano S A B coineidi-
ris sobre s a-b, yel 8-A C sobre s & ¢, y por la igualdad de las caras la
rectaS B eoincidiria con 8 b v 8 © con e, asi ez que los.des triedros
coincidiréin en todas sus partes, y porlo mismo serdn iguales,

29 Sea la.cara ‘A S B=a s b’ adyacente’ & los fingulos diedros A'S
ignal &a s y B8 jgnal 4 bs. Si sobrepusiéramos los ingulos A S B y
a 8/b ignales, por la igdaldad de los diedrog adyacentes el plano A S €
coineidivia conas ¢, y el plano B 8°C con b s ¢, dalo que resnlta que
coincidiria la interseecion S € »de los primercs con la s ¢ delos nlti-
mog, v de‘esto seinfieredn 1cualdad de los triedros en todas sus partes.

Sp 3" Ouando los triedros tienen sus tres dn-

A gulos planos respectivameniciguales, ya de-
mostramos en el pamero 631 que sus dngu-
Jos diedros tambien son iguales; pero para
quelas triedros pupdan sebréponerse seine-
cesita que-las carasxespectivamente iguales
eatén dispuesfas en el mismo 6rden. En'la
fipura 292 los triedros § y s serdn zobrepo-
nibles porque estfin formados no solo de ca-
ras iguales, sino dispuestag.en al mismo Or-

Pigtes ™92, - g
den;'peromoies posible sobrepouner los. trie-
dros S ¥ 8’ enloa que los éngulos ignales A S B=AS" B, ASC=
AS ¢ vy BSCO=BS ¢ no estin colocados de la wmisma. manera.

v } B = . R e s e )
En gfecto, para poder sobrepener-el tridngule A B O sobre swigual

necesita invertir el triedeoS ,y hacerlo. tomar I posicion

B €, que como verémos miés adelante (648), -es. simbtrica con

respecto & la.de S Esta observacion de que la ignaldad' de todas las

partes de un triedro no implica que puedan sobreponerse sino en el ca-

s0 de que sus partes constitulavas, caras y diedros, estén agrupadas en

el mismo 6rden, se refiere ignalmente 4 las dos primeras condiciones de
igualdad de los triedros.

Eu el nimero 634 considerarémos un 4°.caso de igualdad de los trie-
dros, y es cuando estin formados por diedros iguul(;.-s.

633 .—5i desde un punto S (6g. 293) tomado en ol interior de un dn-
gulo triedro 8" se bajan perpendiculares S A, S By S Gsobre sus tres
caras y se hacen pasor planos por las ];-‘/y;f:mlz}_':z/';/rr.«, se formardé un
sequndo angulo triedro S cuyos dngulos plancs A S B, BS C y CS A
son respectivamente suplomentos delos angulos diedros s°D, 8 E ys'F
opuestos. del primer triedro 8. Reciprocomente las caras del triedro’s’
serdn, suplemenios de los dngulos diedios del triedro S.

En el nimero 627, considerandael cuadrilitero
S A D B enel quelos ingulos en A yen B son rec-
tos, hemos demestrado que el dngalo A S B es su-
plemento del dngnlo A D B que es la medida del
diedro 8" D, y comola misma demoskracion es apli-
cable {dos cuadriliteros S B B C.y 8C F A queda
probadaa proposicion directa.

Para demostrar que las ¢aras del, triedro 8 son suplementos de los
angulos diedros segun S A, S B v 8 €, considerarémos el eaadrilitero
D s’ ¥ A. Por pasar el plano A € por las rectas S A v S O perpendi-
culares.4 los planozs M 8y P g’

serd perpendicalar 4 la vez & ambos
(622) y & su interseccion comun s* ¥ (626), luego el ingnlo A I & es
recto. Ror pasar el plano A B porlas perpendiculares S A y 8 B4 los
planos M &', y N §', seri perpendicular 4 Ja/ véz flambos y fsa inber-
seecion 8 Dy luego el dngulo = D/ A es recto, “Asies gue

AFNg+F & D435’ D A+D A F—4 rectos (443).
A F g +8 D A=2 reatos,
restando resulta E g DA D AF=2 réctos
pere ¥ s D es la cara del triedro 8%y D A F esla:medida -del diedro
A B, por seresta arista perpendicular & M's’ y por consigniente 4 las

rectas D A v A F nue pasan por sa pié.

|
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Del mismo modo demostrariamos que lag otras caras de s son saple-
mentosde los-diedros opuestosde: S.

Dostriedros tales como S y:8. se Haman suplementarios, ¥ un tricdro
cnalquierastiene siempreotro quele es suplementario.

Si Jlamamosdy.d’y @ los-dngulos diedros del triedro g, segun las
aristag B &, D'g’ y ¥, y representamos por o, &y ¢ los dngulos
BSC, BSAyASC delas carasdel triedro saplementario S, por
ser ignalié dos dngulos rectos d 4o, A2 4o, y a7 4c”, tendrémos:

d+d’ +d7 3¢+ +e7"=0 recios.- .. (1)
y como (630) c+c +e” <4 rectos
restando esta desigualdad de la ecuicion, resultas

1° que d-+d'4ad?>2 rectos
y trasladando en Ia 1] tendrémos a4 d+d7=6 rectos—(e+ecl+C")
lo gue significa 2 que d4-d’+d"< 6 rectos

luegonla swma.de los dnglos diedros dewn triedro os mayor gue dos
Grugulos rectos.y Menor queseis.

634, Dos @ngnlos triedros €y § que fienen sus dnqulos diedvos ves-
peetivamente uales, serdn Tguaies,

Para‘que los triedros que hemos lamado sy s sean ignales; tendré-
mos que dedueir-que-los ingnlos planos de sus caras loson. St llama-

mos Sy S dos triedres respectivamente suplementarios de sy de 8';
siendo 1o fnenlos diedros des respectivamente iguales 4 los de s’y los
triedros S y S’ tendrfin sus caras respeclivamente ignales, por ser estas
cards siplemento de log fingulos diedros-de & y de &, y por tanto 1632
—3°] los triedros § y S serin igndles. Ahora bien: siendo iguales los
4ingulos diedros de 8y 8" las caras de gng suplementarios s'y 5" lo-seréu,
635.—Un poliedro toma el nombre de tetraedro enando esti forma-
do porla rennion de 4 planos; el dé pentaedro cuando lo esti por 5 pla-
nos: el de exwedro si loTorman 63 eplaedra; silo forman.7 caras, ete.
636.—Dos dangulas poliedros son-tguales: 1° ouanido Lienen sus adngu-
los diedros iquales formados por dngulos planos respectivaments iguales
y colocados’ ds ta wisme manera; Y 20 puando tienen SuSs aristas para-

que es lo que se debia demostrar.

lelas o distribuidas en el mismo érden (fig. 294).
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1° Si los poliedros S y S* tienen sus fngulos
d xedrqs respectivamente iguales formado; por
caras iguales dispuestas éfl el mismo 6rden y
si'por una de sus aristas 8B vy 8’ B’ timm'os
ey planos'§ todas las demés ] :
L . as las , para probar qu
iguales demostrarémos que lo son los triedros en que 1 d il
ke jue quedan descom-
El trigdro S / =57 AT B B!
e ro S A B E—S A‘ B’ E’ por tener el diedro'S A—S’ A’ fo
])dt o por &ngulos jguales AS B=A'S' B’y AS E=A’ S’ [632 q
e esto resulta: 1° que el dngnlo diedro AES B—A’ B8 l;’ : 1’ ]
que la cara E S B=E’ S’ B. o 4

ara dbnl()s[lJr (IUC C] tr ll,’d“) > ]: 5 D=S ],l ) ]) s enemos: (lh‘e
! e cilos O3 4 S [ — [ poqts g los 1ons
sl Ge 10:- dl)c u].b d]ed]oa .\ IA 5 '—.‘\ \;, ])‘ restamos I‘J, i_ [-Jles

» ABSB=AYESB
108 queda BESD=PB ES

B 1 e

:Dn[nados por las caras iguales ESB=F’ S’ B’y ES D=F’ 8’ D’ ]

20 [632—19] los triedros i eramoain. o il g

aros gue.consideéramos gon i 1

o A g : .q nsideramos gou 1gnales; pudiendo. de-
surarse lo mismo con les S B D C v S B2 D’ ¢

90 S 3 - = Tad s () e ’
&~ ak ]:ls aristas da ]05 [H’)Il | 3 b ¥ B ] 212188 St in i 8t
e 1 L TOS ;o on ars 1 ] 1
I" eqros i 2 el 10 s et ais ]i

buidas o : .

r.,:)xlz.dnﬂ)., ]( u.‘)el mismo ,('_r'],cu’ ]‘OS :‘mgt}lﬂs planos serén iguales [616],

por gerlogstos lo. serin tambien los dngulos diedros d i b

que puedan deseomponerse [631] luego sork iaualos I e

e ] »Aliego geran iguales las partes de am-
. 63%.—La suma de los dngulos planos A S B, B S € i

Jormados en el vérivee S deun i

fﬁ5}

AnTsa . - =
poliedro e2 menon que cuairo recios

Cortemos el poliedro por un plano A BODE, ¢
mem?s en su interior un punto O y reuniémiolo,coo.
; . los ve‘r’hces A, B, 0. .. resnltsrén en O yen Sta 3
s :\C to.s‘trumgulos como lados tiene el poiiedm.- Pan; sinl:-
\J\L’/ plificar

A
Flgurs 155

harémos la.suma delos-éngulos’ A O B+B O C+C 0D =

5 5 - ASB+BS C+0CSD....=8

Como los dng sen O v
oo los dngulos en O valen 4 rectos, vamos @ demostrar que S<O.

238
»
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Siendo el mitmero de tridngulos formatos al fededor de O el mismo
que el de los formados en S, v come los &ngznlos de eada tridngulo va-
len dog rectos, la snma de los angalosde todos los triangulos f:}}‘l‘x’u\du:‘.
al rededor de O serf igual & la suma de Jos fingulos de los tridingulos

en 8. Estoes

OLEA BTABC-L=S+SAE+SA BrSB AL

Por otra:parte (6207 B X BSAE+SAI

AIBNOXS BRAAS

samando ordenadamente estas desigualdades
R
i

EAB3A BEH47.<8 AEASA B4+S BA+S BCH

restando los térininos de esta desighaldad de les de la ecunacion [1] co-

mo cusndoelsnstrasndo aumenta, Ia resta disminuye [48], resulta que

dngulos en 0>5
pero como los fogulos en O valen enuéro réctos, se infiere que Ja suma
de los inoulos planos fermados en el vértice S/de nn poliedro €8 menor

que/chabro rectos.

CUERPOS, O SOLIDOS REGULARES.

638 .—Ne-lamdn vuerposy G solidos Feyuiares, los ‘que estan Bptado:
,'u.:l‘ oares 1/1/" I('//!L\.‘ BGR /w,.'l_l_lj'fml\‘ requial &8 ‘,'JIH."_c, enire st,
fOrMAYSE CIace, cuerpos rejuia-

Vamos & demostrar que solo pueden

1 - nAR-de Yadre
res> fundéndonos en que la suma de los dngulog planos de un poliedro
v en)qie elvalor del dugulo de un

26000 n—2 )

tiepe:que ser menor que LTeclos,

poligonio regular se determina‘por Juformula: [467—11] A=

| namero de Jados del poligono Por medio de

en la que n representa ©
lor del

gsta formula se encuentra que el va
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dngulo del tridngulo equilitero = 60°
»» del enadrado =902
%s  del pentigono regular = 108°
s» del exéigono s =) 120°

X ."_\hom bien: con 3 tridngulos equiliteros se puede formar un &ngulo
sblido 6 poliedro, supuesto que 33X 60°=180°<360° § 4 rectos B
El cuerpo s6lid yraanltaan e T e
1 C pod.uh.m que resulta es el fefraedro, que tiene 4 caras trian-
gnlares y cad: sns dngulos iedros if
gulares y cada uno de sns dngulos poliedros lo forman tres triéngulos
equiliiteros. 1
\ 1L.on 4 tridngulos equildferos tambien pueda formarse un fngulo 86-
110, porgue 45X 60°=240"<3¢0*. B o 8611 i '
0, porque 14X 60°=240"<3¢0°. El euerpo sélido que resulta se lo lla-
ma ecfaedro compnesto de 8 caras triangulares y cada uno de sus 6 4n
. b - P ¥ £ J
gulos poliedros consta de 4 trifingulos,
Ton &t 5 : =
Con 5 tridngulos equiliteros todavia puede formarse un &nculo 86
5> - oy L O eyl ) 3 ryn B e ) o )
l‘uln‘ p[ou;ne 5X607=300°<360° El cuerpo s6lido que resulta sellima
icosaedro, y estd compuesto de 20 caras trian: v
\ = 20 caras triangulares y cad: SUS
mpi . ‘ 20, galares y cada uno de sug
< angalos poliedros-eonsta de 5 triineulos,
0 gl Ay 3 7 2
Con 6 trifingalos equilfiteros no puede formarse un &noulo poliedro
- S DONC oy - 2 -
porque eomo 63X 60°=360%, enwez de poliedro resultaria una figura pla-
;]':L]y con mis de 6 tridngulos ne puede formarse ningon 4ngulo po-
otlro sn s 1o £0% . 2o A )
mLm supuesvo que 60" por mis de 6 da un producto mayor que 360°
on tres cuadrados gi ede ars Ang i Frag
V st ;‘l’ld\.}. ]u puede formarse un ingalo solide, porque
3> =R70°<360. El s6li ho Jimi
g ].. : i culul:) I _Tn].xr que resnlta es el cudo limitado
por & cuadrades, y sus ocho fngulos poliedros formades por 3 cuadra
i - » ) ; 50 - « <a 4
dos. Con cuatre 6 mis enadrados no se puede formar nn 4ngulo sbl
A = 2 TeT - . - » - e ; X
do, porque 90° multiplicado por 4 da 4 fngulos Toctos v por ;n"-\‘ de 4
da nn producto superior 4 360°. . . -
Con tres pentdgonosres 8 : 3 f Gl
i gonosregalares puede formarse uniéingulo =6lido, por-

que 3 % 108°—324 < 360 il cuerpo regular gue
] 3607, El cuerpo regular que resulta es el dodecae-

dro peutagonal.compuesto de 12 caras,y sus 20 dngulos poliedros extan
. - o e by 9 = B WL L wi- e

formadospor frespentigones regulares). Como 43¢ 108° =432~ 360° re
op pen e 04X 108°=432> 360°, re-
sulta que no ponede formirs poliedz 1 1
I ) puede lormirse mimgun poliedro” ¢con 14 reunion de 4 ni

con mayor numero de pentigonos.
El ingulo del exigono regular vale 120°, y como 3¢ 120°=3607. re-

sulta que ningun poliedro puede formarse con el exégono. sucediendo
otro tanto con el heptigone, el octigons y demés 'poﬁ;foxms regulares
cuyos fngulos valen més'qno¢l del exfigono; e

En restimen, se ve que'no pueden formarse més que cinco euerpos
regulares que son el fefracdro, el octaedro y el ivosaedro eon el trifin-
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gulo; el cubo con el cuadrado y el dodecaedro pentayonal con el penté-
gono.

Darémos las signientes reglas para determinar el mamero de arisths
y el de los vértices de cualquiera de los cinco cuerpos regulares, cono-
ciendo la especie v el namero de sus caras,

Para delerminar el ndanero Lotal de aristas de un cuerpo regular,
mullipliquese el niimero do lados de wng cara por el niimero de caras de
que esti formado, y tomese la matad.

Tomando separadamente 1as earas del sflido regular que se conside-
ra, la suma de las aristas seria el producto de las aristas de una cara
por el niimero de caras; pero como cada arista es comun & dos ¢aras;
es preciso tomar la mitad de ése prodncto, paraobtener las aristas del
cuerpo.

Para determinar el niimero de vértices v angulos poliedros de un cuer-
o reqular, mullipliquese el nimero, de dugulos de cade cara por ¢l de
caras que limitan el cuerpo, y divtdase el praducto por el wimere de ca-
ras gue forinan coda vértice.

El namero de 4ngnlos planos de an cuerpo regniar, e3 igual al pro-
dueto del nfimero de fngulos de cada cara porel de sus caras, § como
en cada fngnlo poliedro cyncurren cierto nimero de caras; resmlta que

el nfimero de dngnlos poliedres serd igual al primer producto diyidido
por el nfimero de caras gue forman cada vértice.

SEMEJANZA DE LOS CUERPOS SOLIDOS.

630.—Se faman cuerpos 6 poliedros semejantes los que tienen Sus ca-
ras semejantes; sus aristas proporcionales é iguales tanto sus. dngulos
diedros como sus poliedros.

640.— Doz tetraedros S A B Cy S* 4 B € (fig. 296) son SEmejan-

tes cuando tienen wn dngilo dicdro igual, A B = A’ B, formado por

dos caras semejantes colocadas de la misma manera.
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Si sobrepusiéramos el totracdro 8 A’ B! ¢’
poniendo A’ en A, A’ B’ sobre A B y el pla-
no A’ B’ C’sabre A B C, 4 causade la igual-

¢’ dad de los dngnlos diedros"A B ¥y A’B, Ia
cars :»\’ B.8* coincidiria con el plano df.: Ia

do iguales sus respectivos :ﬁ]:il‘i’:F\F‘(-Z‘]iisﬂe'l'nf];luzr; y: ¥3s c“"‘“‘f: 55"3':'
segan b's paralela A B'S, v I?" C’h:("fru;) b.“'u'ibo )m‘ y s b" .
s » ¥ B G seg ¢ igualmente paralela &4 B C:
puesel dogulo ABS — A’ B S JABC=A B’ C. Asiesque e"
tetraedro \ A* B’ € definitivamente eoincidird con s A ?; ; A2
Ahora bien, el plano b &'¢ que pasa por b s paralela & Ié Syporbc
paralela & B € determipa una cara paralela 4 S B O ¢
8 ¢ serd paralela & S 0. Asf es

Pigurs 296,

» ¥ la interseceion
TR ; ((ue las caras todas de los tetraedros se-
ran semejantes, y por esto proporcionales sus aristas. Los diedros son
riaton v Y T f 3 o
iguales porque estin coincidiendo & formados por planos paralelos, y

LRSS0 i sl o alelos,
los respectivos triedros son igunales por estar formados por fingulos pla-
nos ighales distribnidosien el mismo 6rden (632—3%) i

Se've que Tano 3B eharuleln s 7 .

. jue ‘:///. plane s e paralelo & una de los coras de wn tetraedro,
determina otro que Je o3 semegaite
K A N T e A. ~ ; 2

6’11. Dos- tetraedros son semeyanies cuando lo sonlas caras de oue

estin formudos. o

De 1a somejanza de las caras sa deduce que lus aristas son proporeio-
nales, asi como que los angulos planos de 1os triedros son iznales. Sien

T S O’ o 5 o > 8 » ' 258 o g :
do iguales estos ingulos | 631] lo serdn los finculos diedros y tambien
los fingulos triedros [632—3° e .

F 00 IR o F o+ do ki L T o !
642, —.Se Uanma pirdmide un cuerpo S A4 B (D F [fig. 297] limita
. - 19 B poapny £ - 5 - R e o
do por wn poligono cualquicra A B C D E, que le sirve de base, 3. por
Irigngulos S8 A B SPECr S . 30 0a36, Y poi
(RGOS 8 0, B S oo s GUE CORCUTTEN N UN TSI PURLD IS
llamado vértice de la pirdémide : i
Las aristas S 4, 9B fig. 297 T @i
21X o o ‘/:. «»- [Bg. 297] de una pirdmide guédan corta-
(dag € [y 28 POP o 7 Jes o b y 7 5 ! .
WOF e parces proporaongies poridos planos paratelos A0 q o ¢
Slendo paralelos log planos A C v 4 ¢, lo ser :

. n las rectas A y
BCybe.... S Ve

4% [604] intersecciones de los planos de las caras de 1a pi-
rimide con los planos A C y a ¢. Estag rectas paralelas dan [510];

hjz\:":'.::-'r:h‘b::;\li:ul:
h‘l"-:'.n::_' S‘esr BuG bl
S0 :S5¢ 8 saad G D 2o d
ele,

¥ €omo estas proporciones tienen una razon comun, se infiere:




AR N L

P SA:SanzSB:Sh
que es lo que se gueria demosfrar;

y 22 AB{sa:xB@ vbe 2 CDued...-
esto-es, 108 ludos de los poligonos que Tesulian en una pirdmids por ke

inlerseccion de dos planos paralplos;-son PUOPOTCRONATES,

643.— 51 wuna pirdmide; S (Gg. 207) se corta por
un plann & ¢ paraielo @ sw base, resullard un poli-
gomo a b e d e semejante ¢l base A B O DE

Fignr 7.

Acabamos de verqne 1os lados de los poligones ABCD Eya bede
son proporcionales, y como ademés los angulos cuyos vértices gnedan
en la misma arista gon iguales por estar formados por lados paralelos
(616), serén semejantes.

644.— Das dreas de los poligonos que resullan cortando W pirani-
de S (Bg. 297) por dos planos paraleloss son proporeionales & 1os cua-
drados de sus distancias SH y ST al vértice.

Por ser los poligones semejantes, se tiene (519):

sup; deABODE rabecdenAB :abi... (1)

Bajando la perpendicular S H sobre los planos paralelos, y tirando
las rectas A H y a h, resultan los trifogulos semejantesS A HyS ah,
que dan:

SA:+Sa £ SH Sh
por otra parte SA :Sa/ ::AB:ab
lnego SH Sk AB :ab’ ... [2]

suprimiendo la razon comun en las proporciones [1] y [2] se tiene:
fireas ABODE sabcde t S H':8hH

que es lo que se debia demostrar.

645.— Toda piramide S A C (fig. 297) cortada por un plano a ¢ pe-
ralelo & su base, da otra pirdmide S a ¢ semejante & la primera.

Las caras de las dos pirdmides son semejantes, por lo cual todas sus

183
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aristas son proporcionales, Siendo iguales los dngnlos planos de Jasca-

;;:.: que constituyen cada fingalo poliedro, seran 1nales 1os dngulos de
e o R R - el 3 . 2 bR = A
los {riedros en que pueden descomponerse, haciendo pasar planes por el

vértice 8 v log dnenlos' da . . .

vertice S y los fugnlos de la base |681], v los poliedros mizsmos seran

iguales por estar formados de diedros v caras iguales colo 13 de la
4 A - LGRI0T re « 5 B § ’ W

misma manera [636].

848 — Dos nirdmid B T L,
0. s pirdamides S A4 Cayp S A’ Gor DOKT Foveyiii

. Ll ¥ St AT OF g, 298| formadas parcaras

seinejantes u disnuestis o ol

o VOO T Een, son semeranites

7 e = i N g .
Por Ja semejanza do las earas serin proporcionales las aristas & izna-

!-: los dngulos planos gue forman los poliedros. D esta ionaldad de los
;nfgui'os planos se origina naturalmente la de los ingalos diedros de ]u;
triedros en que pueden descomponerse las pir;lmi(?es. haciendo }'\;l.g'i;
planos por les vértices S y 8' y leshfingunlos de las bases [631], y & .;n
vez/la deilos poliedros.. Asi, por ejemplo, la ignaldad de lus caras f{l;-3
cgnstiiu_vcn log, poliedros S y' S’ produee Ia dalos diedros; Inego 1os pe-
}%{'111‘05 Sy S seran iguales [636], ¥ silos sobhrepusiéramos “en Sac,
siendo proporcionales lag.aristas, los planes A C y a ¢ serian paralelos,
¥ por esto semejantes lag pirfimides S A Oy A° O

647 —Dos piramides S A Gy S A% 8987 serdn sembjantes'si
estdn formadas de tetracdros semejantes f/.':.‘;,";—,‘[,"_«;-"m;' en el m 'I‘-.\’i'/t.l_) Orden.

Al ser los tetraedros S A E B, SB ED v 8§ B'D € respectivamerite
semejantes'd los S* A" E B, 8° B’ B D, ‘elc,, lag cdras que forman los
poliedros S y 8’ seréin semejantes, pos. 16 cnal los dngulos planos serin
iguales y las aristas proporcionsles. ' de lo que se deduce que los dngu-
los diedr(.)s y los triedros de las “yirdmides serfin ignales, y por lo mis-
mo ':\:eme_]ant.es las pirdmides @ (me congideramos.
| Como o qup hemos diC‘hO/'.v deraostrado de las pirimides es aplicable
4 todos 10s policdros, se infjos.

1° Que dos poliedros getjmg semejantes cuando fengan sus caras se-

yne;:;mes dispuestas en el' golismo 6rden, formando 4ngulos diedros
iguales. it
o




2° Que dos poliedros son semejantes cuando tirando respectivamen-
te de sus Aingulos gflidos homdlogos planos que pasen por sus aristas,
quedan compuestos de tetraedros semejantes dispuestos en el mismo

orden.
3° Reeciprocamente, 108 poliedros semejantes pueden descomponerse

en pirimides semejantes, haciendo pasar planos por dos de sus dngulos
homélogos ¥ sns respectivas aristas,

PIGURAS SIMETRICAS!

Yaaa ot d s 5 DN OO r P ntn
648.—Dos puntos A y-A’son Sumétricos con Tespecto & ¥R punto 0

cnando las distancias o A yo A’ son iguales, El punto o se llama cez-
tro de simetria [fig. 299]. s

86 diceque los‘puntos A y A’ son suméiricos
respeeto G unarécta o eje de symelria Xy, cuan-
do x y dividé en dos partes iguales la récta A A
yle es'perpendicnlar. w

T.08 mismos puntos A y A’ son siméliricos con
respecto & wn plang de simetria Py cuamlo‘ Ia
Dean 2% recta A-Ales perpendicular al plano P,y éste

la divide en dos partes iguales.

Se llaman figuras simétyioas respecto & aun wcentro, '.'L Ui eje b Li.ZIIJ
plano, aquellas enyos punto:s son.de dos en des simétricos con relacion
fi este centro, 4 este eje 0 & exsfe plano, . .

649.—Dos figuras simétricas ey € lacion a un 4_/:_: 807 i‘gtu‘u_’v_s.. ST

Si, por ejemple, tenemos el trignistlo A B C simétrico con A’ B C
6 hiciéramos_girar Ia parte A B C'al rededorde D o I"..c;xd':} uno de
los puntos A, B, € coincidird con sns ) 2imatricos -\73 B’y ( al )E’.f“""
180, supnesto que B D s perpendicaly 4D o F é’if_fflal‘ &.D B suo-
cediendo otro tanto con 0 A y F C respe 9 o \ y &.F C. "

650.— La simetria con relacion ¢ un ":‘-):;‘l(/” 0 G una recle, envuetve

2 ress .0 & un plano.
~fqejal

stempre Iz condicton de sime

i

L4

En efecto, sean A y A” dos pnntos simétricos con
relacion al eentro o (fig. 300). Hagames pasar un
0 plano P por o y tiremos B ¢ perpendieular al pla-
A 1 - 1_10. '\':u’nos & demostrar que el punto A, gimétri-
/ eo de A’, con respecto al eje B0 lo es igualmente

de A con refacion al plano P.

Sea a el punto donde A A” encuentra al plano
P. Siendo C el medio de A’ A” ¥ 0 el medio de A A’, A A” serd para-
lela & o € (511), y por consiguiente perpendicularal plano P. Lg recta
0 a perpendicular 4 o O serf paralela & A’ A”, ¥ como pasa porla mi-
tad de A A’, el punto a serd igualmente el medio de A A”; lnego los
puntos A y A” son simétricos con relacion al plano P. ¥

Se V€, pues, por una parte, que la simetria de los puntos A
pecto & un centro, produce la simetria respecto 4 un plano, y por ot
que la simetria de A” y A’ con relacion 4 un eje B o, enyuelve igu:
mente la simetria respecto al plano entre A” v A, Ahora, como lo gue
s¢ ha probado de un punto es aplicable. 4 todos los.de unn figura, re-
sulta que nos bastard ocuparnos de 1z simetria con relaeion 4 an ;1!£1110.

Figura 300,

‘CZTL'—S[ ires puntos A, By (Bg. 301) estén en Unea recia, siis
sumetnicos A B’y 0 vonrelacion 6 un plano lo estardn 1’_f,wuim’v}.- te.
Lasreotas A A%, B B’ v 0.0, porser perpendien-
lares al plano P, serfn paralelas, Yy por, pasar por la
recta A B O determinan. ua plano euya interseccion
con P esla rectaa b c. Siso hiciera girar A B'C al
rededor de ac por ser perpendiculares & ca & iguales
las rectas Qeyc O, b B yb P, aA ya A’ lospun-
tos A, By O caerian sobre A’, B’ y €’ y estando los p;'imm'ns en linea
recta, se infiere que tambien lo estarin sus simétricos.
632.—En consccueneia, para que dog rectos sean simétricas. bazta
gue lo sean dos desus PUREOS,
683.—>5e deduce tambien (651) que le distancia de dog

it 1o
PURLOS €8
+ . Ag Sy ¥ : 3

LUt @ (@ de sus Stnétricos.

664, —Cuando cwatro puntos A, B, Cy D'(Gg. 302) estien en un imnis-
moplano, sus stméltricos A B (# y IF tambien estarin en un plasio.

Tiremos la recta: D P quelencientre & BC y &

UAen Hyen F. Estando D, E v'F en linea recta

lo estardn ‘igualmente sus simétricos D, B v F:
pero E’ como: simétrico de E estari sobre Ja recta
12

8
B* Q" y F” sobre A’ C°, Tuego I’ que pertenece 4 -la
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3 : I nian { 3 gl angulio
recta B E tendri, que estar’ sobre el mismo plano®qné el anguic

B 1A% que es lo que se debia demostrar,

— ¢ 'rlfu SEan St
655.—e esto resuiia ques para que dos planos 7
73 ,;(/ L (,,lf {‘l;\/)({ [ 0nos
o ~

/,N!/} ,:l‘\ [/ '\’u

gue lo sean-ires de-sug.puntos respectivamente,
'} I OS T BO% Der-
i poliedres Sedan siméficos, es suficiente que lo sean SUs. respet V0SB
FHees. ' e st AL
¥ fl'l.’l‘l.‘l’ilii'-\i. z’\‘ll v 1S l//)jll‘]r'f.~ SIMEITICos, 01 WURLES.
' B O—P O
Brn-efecto, cn- la-figars 302 se tiene: A B=A B, BC=DB"C(
A C=A" (P, Juego los tridngulos AB €y A’ B’ €7 seran 15‘1“!( \1 _
f I ] ANz roguits ¢ log fngnlos si-
Ademaz de ln ignaldad de los r":nn-'ulnz resulta que log fngn
1 G A B=0'A’B, etc

métricos son iguales: A OB=A" C" B, B
y fu(l'(l $ SUR ‘;ul/‘!';'.\ ‘espet It

657 —Dos poliedros Simelricts f*‘f.’l"h
i :
nente ruales,

g 1 8, sden om
Las caras-correspondientes seriin iguales, porque puet len descs
Sise consideran

pars

po-

nerse en trmnrrulub:un- tricos y por lo mismpigunales.
tres aristas de tn pol.m.xo ysug correspondientes del otro, por una
te por ser siméiricas serdn iguales. y por otra los Angules simétricos que
hm.ulu v*ualm log &ngulos planes, 10 serin

forman tambien lo seran.
mhx, 1ros.

Jos diedros de los triedros en que pueden descomponerse los

)
Esto es, serin respec tivamente iguales susaristas, sus caras,
los dicdros y. los triedros de que estin {om nados;

f0s angu-

SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

658. — S8 Hama prisma & wncudrpod poliedro A ¢ » (figs 303) fermai-
nado por superficies planes, siendo las bases A Dyad 1uﬂemwa. iqua-
les. y paralelos, y las caras late rales A b, B ¢..o. paralelbgramos fjn -
nade cada una de ellos por los lados A B ywbh.... de las (u'\m re

I‘L'L/i-f'(z’/lit‘/::"(,‘ LJURES.

187

El'prisma puode considerarse engendrado por el movi-
ye miento de una recta A s que constantemente permitece
paralela & sl misms# yonod de-sus extremos' A recorie el
lmlx{l)u“ :\ ]) L l.) 1‘.
Las rectas A a, B .. Haman aristas Iaterales, y
las A B, BO..,.ab, bies... aristas de las bases.
Altura del prismaes la dist ade sus bagés. Un pris-
8 /rda i n”u u0, sggun que sus aristas son perpendicnlares i obli-

=
e dice oueesfriangular cuadrangular,

cusndo su base es nn trifingulo; un eusdrilitero, un

;.zm{a‘(_/muf'f. Shle
pentigono.. ..

Se llama prisma regular eV'que ademas de'ser récto, ticne por base
un poligono regular.

Todas los caras lateraies deun prisme. son paralelogramios, puresto
qne segnn 13 definicion'de prisma s b=A B y pu ilelas (4.;»:)

Las bases A D y a d, ylas seccionss como & ¢ paralelas é bstas, son
igtales,supuesto que por una parte son ignales'los Tados de los poligo-
nos de estas secciones y por obra lo son sus §ngulos por estar formados
por lados paralelos (616),

Un prisma queda completamente determinado cuando se conogy Ia
posieion y magnitad de su base y dé:nna arista.

659.— Lo drea lateral de wn prismaoblicuo es igual al producto de

wna de sus argstas & a por el perimétro 'de la seccion &0 ¢ 4’ (figara
304) perpendicular ¢ ésta.

El drea lateral del prisma es ignal & s suma dedas

S¢ freas de las caras laterales que lo forman; pero como

estas caras son paralelégramos; la superficie de cada

una es ignal al prodncto de sn base por su altura. Las

bases de los paraleldgramos son las aristas del prisma,

que todas son ignales & Ars, y sus alturas son/doslados

A de la seceion 9’ b’ ¢’ A’ que por ger perpendicalar ff una

de ellas lo ser 4 todas las demas, Asi es que haciendo Ia suma de las

areas de los paralelégramos, resunlts que ladrea lateral del prisma es

igual al producto de una de sus arvistas porel perimetro de la seecion

_que le es perpendicular.

060, — L divea lateral do wun prismd reelo es/spual “al producto de su
arista por ’A‘i.[‘f"v"i'li!("")'/l de su base.

Porque en el caso de ser recto el prisma, Iaseceion nm'pcndiculm a
su arista es la de su base. De otro modo, si en la figura 304 Ia porcion
de prisma a’ ¢ 1a eolociramos en la parte inferior haciendo coineidir las
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3 : I nian { 3 gl angulio
recta B E tendri, que estar’ sobre el mismo plano®qné el anguic

B 1A% que es lo que se debia demostrar,

— ¢ 'rlfu SEan St
655.—e esto resuiia ques para que dos planos 7
73 ,;(/ L (,,lf {‘l;\/)({ [ 0nos
o ~
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métricos son iguales: A OB=A" C" B, B
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i :
nente ruales,

g 1 8, sden om
Las caras-correspondientes seriin iguales, porque puet len descs
Sise consideran

pars

po-

nerse en trmnrrulub:un- tricos y por lo mismpigunales.
tres aristas de tn pol.m.xo ysug correspondientes del otro, por una
te por ser siméiricas serdn iguales. y por otra los Angules simétricos que
hm.ulu v*ualm log &ngulos planes, 10 serin

forman tambien lo seran.
mhx, 1ros.

Jos diedros de los triedros en que pueden descomponerse los

)
Esto es, serin respec tivamente iguales susaristas, sus caras,
los dicdros y. los triedros de que estin {om nados;

f0s angu-

SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

658. — S8 Hama prisma & wncudrpod poliedro A ¢ » (figs 303) fermai-
nado por superficies planes, siendo las bases A Dyad 1uﬂemwa. iqua-
les. y paralelos, y las caras late rales A b, B ¢..o. paralelbgramos fjn -
nade cada una de ellos por los lados A B ywbh.... de las (u'\m re

I‘L'L/i-f'(z’/lit‘/::"(,‘ LJURES.

187

El'prisma puode considerarse engendrado por el movi-
ye miento de una recta A s que constantemente permitece
paralela & sl misms# yonod de-sus extremos' A recorie el
lmlx{l)u“ :\ ]) L l.) 1‘.
Las rectas A a, B .. Haman aristas Iaterales, y
las A B, BO..,.ab, bies... aristas de las bases.
Altura del prismaes la dist ade sus bagés. Un pris-
8 /rda i n”u u0, sggun que sus aristas son perpendicnlares i obli-

=
e dice oueesfriangular cuadrangular,

cusndo su base es nn trifingulo; un eusdrilitero, un

;.zm{a‘(_/muf'f. Shle
pentigono.. ..

Se llama prisma regular eV'que ademas de'ser récto, ticne por base
un poligono regular.

Todas los caras lateraies deun prisme. son paralelogramios, puresto
qne segnn 13 definicion'de prisma s b=A B y pu ilelas (4.;»:)

Las bases A D y a d, ylas seccionss como & ¢ paralelas é bstas, son
igtales,supuesto que por una parte son ignales'los Tados de los poligo-
nos de estas secciones y por obra lo son sus §ngulos por estar formados
por lados paralelos (616),

Un prisma queda completamente determinado cuando se conogy Ia
posieion y magnitad de su base y dé:nna arista.

659.— Lo drea lateral de wn prismaoblicuo es igual al producto de

wna de sus argstas & a por el perimétro 'de la seccion &0 ¢ 4’ (figara
304) perpendicular ¢ ésta.

El drea lateral del prisma es ignal & s suma dedas

S¢ freas de las caras laterales que lo forman; pero como

estas caras son paralelégramos; la superficie de cada

una es ignal al prodncto de sn base por su altura. Las

bases de los paraleldgramos son las aristas del prisma,

que todas son ignales & Ars, y sus alturas son/doslados

A de la seceion 9’ b’ ¢’ A’ que por ger perpendicalar ff una

de ellas lo ser 4 todas las demas, Asi es que haciendo Ia suma de las

areas de los paralelégramos, resunlts que ladrea lateral del prisma es

igual al producto de una de sus arvistas porel perimetro de la seecion

_que le es perpendicular.

060, — L divea lateral do wun prismd reelo es/spual “al producto de su
arista por ’A‘i.[‘f"v"i'li!("")'/l de su base.

Porque en el caso de ser recto el prisma, Iaseceion nm'pcndiculm a
su arista es la de su base. De otro modo, si en la figura 304 Ia porcion
de prisma a’ ¢ 1a eolociramos en la parte inferior haciendo coineidir las
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bages ignales ae con A C; el prisma oblieno se convierte en recto con-

gervando /la misma area lateral, epyo valor es el producto de su arista

por el perimetro de su nueva base a>b’ ¢’ d°.

- vl B e B R Bl
661. — L drea totdl de wn-prisina cualguiora esigual & lo lateral,
s o de sus bases, Lo fotal deuno vegular es igual al producto del

. S sl Aan wants. daili
pertmetro do su base por iy s de-sw arista con el radio recto de la

hiase. ;
La primera parte no necesita:dsmostracion.
Si llamamos (A 1a &rea total del prisma regular Ad
. 305], p el perimetro,' A B C D E de 1a base, y r

A=Aaxp+2pXir=pAasr
queles lo qre se debia demostrar.
662.— L drea de wn trozo de prismo A d-(fig. 306)esdgual - lasu-

mia de las aréas 4o sus. coras,

Se llama trozo de prisoid la parte de an prisma com-
1 = 1 : wecha
rentido entre una de lag bases A D y la seecion hech:

I
wala 4 Ja has
jp Por nnplano a'd que no es paralelo 4 la base.

Figurs %€,

663.—Se Hama paralslipipedo wn prisina A ¢ (fig. 307), gque fiene
por base wn parelelograma. . S

En este cuerpo las earas opuestas son ;m;’nklogl a-

ualesy paralelos. En efecto, en todo prisma las

bases ‘A C v ae'son iguales, pero por ser paralelipipedo
el sblido sevfiy paralelogramios.- Lasicaras lateralesson

b,

/) e srsnadivee do g son icua-
paraleligramos; y para persuadirse de que son ign

les iy paralelas por ej. las caras A'b y D¢, basta .':vb-

servar gue los:lados del dngulo A B b gon: respectiva-
) N to mismnise veriies

menta igoales, ¥ paraiclosid los del D C o (446). Lo mismo se verifica
n LQ 1guates, y paia - ! ) y ' o .

con lag caras B ¢y A d. por razonidel parglelismot & ignatdad de las
rectas de los dngules h B C ya A D. S

= yesaid s wavalelas 5 e

Reciprocamente, {odo cuerpo. compuesic di $eis cavas paralelas de ao

en dos, es paralelipipedo.

1a! 2 > Sy
1a & ; & 1a-vonta ¢ avalala a7 g Y REY
Por ser & ¢ paralela.i A C, serf larecta a b paralela @ A B. P

B ¢ paralela 4 A d, ser4d Bb paralelad A a; luego la cara A b serd pa-
ralelégramo; pudiendo demostrarse ignalments que lo son todas lag de-
ma4s, ]

Un paralelipipedo esti completamente Geterminado cuando sé co-
noce uno de gus triedros A y la posicion y magnitud de las tres aristas
que lo forman. Cualquiera de sus caras puede tomarse por hase.

664.— L seccion A B e d que deteriming el plano que pasa pol: dos
aristas A B y.d ¢ opuestas.de un paralelipipedo, es un puraleligramo.

Siendo 8 b respectivamente jgual y paralela 4A Byade, AB y
d ¢ serin ignales y paralelas (602), yporlo mismo la figura A ¢ serd
paralelégramo (450).

665.—Las dingonales A o; B d, a Cy & D (fig. 307) dz un paraleli-
pipedo; se cortan en partes mitiamente iguales Y et el mizmo punto o.

Por serla seccion A B c d un paralelogramo, las'diagonales A cyBd
se corfarin en parfes mituamente iguales en ol punto o (451). Sicon-
sideramos ahora la seecion D' A b ¢ hecha por las-aristas opnestas D A
Y bc, resnlta que lIa diagonal A ¢ de este nuevo paralelégramo, debe
ser cortada por la D'b em idos partes iguales, \y por lo mismo tendri
que pasar por el mismo punto o, y como otro tanto puede demostrarse
respectp fila diagonal a O, results que las cuatro disgonales s cortan
en partes mutuamente iguales én elpunto o, <
566 — Cuando o bose A O (fig."308) . dz un paraleliptpedo es un res-

léngulo, y ademds los aristas lateralds sou perpendioulares ¢ las bases,
se diee que ef parale liptpedo ez reciangwlar,
En este caso todas las‘earas son rectangulos, y cada
una de las/aristas es perpendicalar 4 las que pasan por
Sus extremos, asi como & los planos sobre que cae,
Un paralelipipedo recio A ¢ queda dividido en dos
prismas trianguleres iguales 4 B D o y OB D cpor
wa plaws d b 8. D gue pasa por lus diagonales d'b y
D) B\ de sys Dases.

En-efectosi hiciéramos eoincidir las aristas igutles A a y O e, sien-
do las tres caras que forman el triedro ¢ respectivamente ignales 4 las
caras que. forman el triedro A (632—3°) estos triedros coiheidirian.
Por ]a misms razon el triedro ¢ coincidiria con el 8, ysiendo comun
G.lo3 des prismas friangulares la cara d b B D, se infiere que serfin
ignales los prismas triangnlares A B/ D yOB De.

K 667.—&l cuadrado de la diagonel D b (fig, 308) de wn paraleliptpe-
do rectanguler, es igual ¢ la suma de los cuadrados s ln8¥%res aristas

.

Gue forman wno de sus Iriedros.
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ectingulo en Biel trifngnlo h D, Bze tiene:
DL =Bb+DB.... (1)
siendo el tridangulo D A B rectingulo en A, se tiene:
D B = DAz

sustitnyendo en 1a ecuacion (1) ¥ reemplazando por D A snignal B €
resulta:

DEE=Bh + B(

que es o que se debia-demostrar.

Como las aristas de 1os triedros son respéctivamente iguales, resnlta
que en ¢l paralelipipedo rectangularlas diagon alcs son iguales, ademis
de verificarse en 6l las propiedades de los prismas y. de los par: lelipipe-
dos en general.

‘.JCS.;S».: Hama erebo en paralelipépedo restdnyular  Cuyes SP1S caras
(fig. 809) son cuadrados. , ik

En el eube las carag son todas ignales entre si, s
eomo sus doce aristas, ‘Las caras y las arisfas son res-
pectivamente perpendienlares, TLa gran gimetria del
ctibo ha hécho qie se le'tome para unidad de volamen
en los cuerpos:

Siendo Jag aristas del cubo A B = B b = B O igua-
les entve si, introduciendo estos valores en la ecuacion

(3), del parcafo-anterior resulta:

: Db =3 AB
osta ez, en ol cubo el onadrado de su diagonal s {gual al triple del rue-

Adrado de wne de sus aristas.

669, — s Hamdsuperficie de vevolucion le (e plede concelivse engen-
drada por analined. recka & cpiva, A0 B (g 310)igus givealse
dedor de wna recta A que le sirve de “’4’.

Bl caricter distintivo de esta clase de superficies, es, que
sea cual fiere la linea peneratriz A € 1) B, cualquier pla-
noyperpendicnlar aleje, produce porsu interseccion una
circunferengia da ciluﬂo. En efecto;una recta mqiqnwm
Do pcrp-*-vlu,ul ir al eje, deseribird wn plano perpendicu-
Jar al eje, ¥ como la distancia o 1), permanece fijagel pun-
to D trazard uma cireanferencia de circulo.
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670.—Se llama cilindro wr prisnia cuyas bases paralelas A By a b
(fig. 311) son circulas.
Aunque las bases pueden ser otra
tal no se considera sino el eilin

3, en la geomelria elemen-
ndro de base circular.

Ko
2

Figura 1L

La linea C ¢ que une los centros de las bases;, se llama efe dol cilin-
drg. Cuando el eje no es perpendicular & las Illv s del cilindro, se lla-
a oblicuo, y (3u.n.-«lu el eje es perpendicalar & las bases {6g. 312) & ci-

] \lro es vecty. s aliwra de un cilindro es la distancia de sus bases,

Lo mismo que un prisma, el cilindro puede coneebirse originado por
el movimiento de unaxecia A a paralelamente.al eje, y de la que uno
de sus extremos recorre nna eircunferencia de circulo. Da esto resulta
que cualguiera seccion paralela & las bases produce un eirculo igual &
éstas,

El cilindre recto (fig. 312) puede concebirse engendrado por la ro-
tacion de un rect:mgulo A ¢ al rededor de mno de sus lados € e, que
viene &ser el eje del cilindro.

671.—Comao el cilindro es un pffsma de base circular, y el cirenlo
puede considerarse: como un poligono regular de una infinidad de las
doz; resulta que lg drea datoral del cilindro eblicuo e8 igual al prodice-
to de s generairiz A a (g, 311) por-la lorgitud de la cxrve @ B de

cron. que le e perpendicular. (659)

2.—Por la misma consideracion
e8 tqual :1,’1,;»,,_/,'//',"’; de ga alliri zor I z‘f'/'._'ﬁ’i!;,fhn eI
S brse.

ST llamamos s'la drea Iateral delleilindyo, rdl.ridio de &
altura y 7 la razon de Ja cirennferencia al didmetro ignal
Ia éxpresion del drea lateral del eilindro recto seré:

6V3.—Lit urea okl de wicilindro vs igual 4 dalateval vias lo de sus

dos /‘,;r,.k,s,

La firea total del eilindro recto tendrd en consgeuencia por expre-




2zxzrh +2=7x1®
zr(h + 1)

674.—Si en el prisma A d [figora
313] conecebimos que la cara B c gira
al rededor de la arista B b hasta colo-
carse en laprolongagion del plano de
lacara A b se formard el rectingulo
AT, De'la mismamanera, si mos ima-

P T ALEZE Sl At 4 ginamog que la eara E a gira al rede-
dor de E e hasta ponerse en el plano de e D, en segnida que las dos ca-
ras se colocaran en el plano de ¢ B, y las tres'caras girando sobre C e
se pusiesen en el plano-de € b, y girando per tiltimo todo el sistema al
rededor de B b se ¢olocara en la prolongacion del plano de la primera
cara A'b, resultaria 1a superficie lateral del prisma tendida efi plino é
iepal al rectéingulo A\a’, Laspartes que comporen este rectingnlo son
réspectivameiite ignales & Ias que ! forman Ia drea lateral del prisma.

¥
Lia frea de’este rectiiugnlo. es equivalente & 1a lateral dél'prismi; pues
una y otra tienen 'por valor gl producto de Jw arists A a por & A” que
es'el perimetro-de la base.

La figowa A a a> A’ se llama cl desarrotlo’ de'la superficie Jateral del
prisma A d.

Tgualmente el desarroliode un cilindrorecto es un rectiangulo euyas
bases ron las eircunferenciag del cilipdro, y su alturala de estecuerpo.

La superficie latéral ds un ‘cilindro oblicuo A b [fig. 314] tambien
puede-desarrollarse en plano., Para esto tirarémos la recta a™a%igual a

la eurva que daria la seccion hecha perpendicularmente 4'la generatriz
A a, que es &’ ¢ b’ b7a’; sobre esta vecta se llevarfin las partesa’ ¢,
¢’ b’...4 respectivamente iguales & Jas partes de Ia curva rectificadas
a>¢’,e'b....; porlospuntosde divisiona’, ¢’. . . . selevanfarin perpen-
diculares y sobre-ellassse llevarin las partes 2’ e=a" a de la generatriz,

A,cle=¢"c,c” 0 =c¢c, C.... y se tendr& Ia frea AR”ter-
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minada por dos curvas paralelas, que gerd el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro oblicuo. =
1 ; - SRS
675.—La drea total de una pirdamide S A D |fig. 315] es tgual ¢ la

£ ,[ ! o 7, £ e, > 5 g i 5
: ma de las dreas de los trigngulos que jorman sus caras yla del poli-
gono 4 B CD.... desu dase. -

‘G.b.— 4 area latoral de una pirdmide regular S A D
- S - e - S
(fig. 315) tigic por vajer ln mitad del producto del

p 2 f e 7 j'“:rl’-
metro de su base por el apotema 8 n.

Se ”{}Ulﬂ. apotema, la altura S u deuno de s iridngulos de las caras
de la pirdmide. Cuando ésta es regular, sn base esun poligono ;'(‘f;']:|]3;}'
¥ su altuza S o es una perpendicular que. cee en el ceut.r; de l'li&ﬂ‘
._l)e esto resulta que las carasde una pirimide regnlar gon tl'i(i;] i I“L*.
ignales, pues por una parte sus bases A B, B . e
gono regular, y por otra log lados S A. S B.
paranigualmente del pié dela ITuBI‘pEIldl:CU]{'.I'.
gnlos son todas iguales 4 8 n.

Asi, pues, Ia &rea lateral de la pirfimide serd ignal &

-+ «+ 801 ladoz de poli-
. - » 8on oblicuas que se se-
Las alturas de estos trifn-

$1Sa(AB +BC+ ...

y 8t llamamoss esta drea, el apot S i
\ SSESia areq, el apotema Sn=A, y p ¢l perimetro A )
de la base, se tendra: T et

drea lateral dela pirdmide = g = 3} p A.

Parg obtener 1a drea total de 1a pirimide, & lalateral debemos agro-
garle ?a del poligono de la base que tiene por valor 1 p. 1, llamanSo r
el radio recto o p. Asi, pues, ) .

22 2 ¥

pme < PR o B el S .

”\.71.—-,0 Nama ¢rozo de piramide la partede una pirdmide compren-
dida entre base s L CON o 3 '/ .

Qda entre la base A Dy la seccion hecha por un plono a d (fig. 3186)

oy o f B eyt
que (€ es paralelo.
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¢ s it troze de pirdmide rvectd
L drew lateral de wie troze ae P L L
tiene por valor €l producto de le allura b de 2 :
e ) ' y s Jae merimetros dé
de suscaras por lir semisuma de 103 /a(_rum(rl
sus. bases.
speses. 108 1 o3, cuvas alturas todas son
Las ‘c;sras del frozo son trapecios 1zuales, c,n_\i\o x-ll 1\1 e Som
R 3 ocl 565 3 1gnal a C
dren.de cada trapeecio (965) esigus
iguales a (b 3 aives de cada trapee Ll
iguales 4 Iy, iy como Ja 2! et
dé su alturs por lusemisnma de las bases A B+-ab, 113 ol e
: : - & 3 a 3 1a8 care Of
tendrfi por medida el produeto de la altura de una ht,l |
Uls 1 y N : s I d sz hases,
i } +-ab ¢ de sus base
semisnmade los perimetros A B C....5&D
Sy FnL A B (B, 317%) cuya base £8 un
678, —Se Hama cono wnd pirdémide S A B (bg. 31%) cuy
[R5 M &
vireulo. wda cualaniera, en la geo-
a curya cerrada cualguiera, g
Aunque la bage pucde ser una Curys genltl‘ z a]].im,“r
obrd al 8610 ae considera ¢l ¢ono de base cireular, -
metrin elemental 5610 se cousid ML e 0 B
-cofa S o que une el vértice con el centro de la DAse, )
e i hath o 10 ¢l &je es perpendicular & la base, y obli-
: 28 proeto ciando el gje es ndic
del cono, que esiresto ©

B o { U & l d .1\14'-
cuo en L] ¢as0 contrario ,[(' urd ‘ll‘l CORO €8 Ll l“'r )ehdlcllldl b |
d U )1 e . ‘

ik ‘\:UMGI’]I;l ll’)“‘" Juedé concebirse originado por el movimiento
do x‘m‘:: lcrjq S Al sujeta & pasar oons(;mtun')emu p')l n‘l:
o fo s aarrer eonsel otro extremo la r;1rcubhf-m,x.u.“.
1"”’"*’17’ :“ 1Ht I!l(’t ofra capa cOnica superior S a b que
:"?u*};:’\:/.L\-j‘::d(-onE?«h,-r;z. Cuando el cono es recto, 1{)141(1::1_
31%, puede considerarse engendrado poria

2 -1(._

e Qo A girando al red

1 trifnenlo rectingnlo
Tucion de un trifngnio g : : o
; 3 oresta ¥azon (669) cua
e or o deens catetos S-0. Por esia raad (669) 8
Figars 317, dor de un 38 ; > on 6l cono. produce
i s ) hecha paralelamente 4 Ja base en el cono, §
quiera seccion € D hiecha pats
un circnlo.

7 VP, o 37 B VN
> - \ svlny i Lanie bl e
- 3 A D07 PRIOr UE TR 1
’ < Loy} ol i 0 -Pecio fient I 4 r vt
G99, —La daréa iateral del con

S § e b i
) ; ferenci ¢ base.

/ ameratriz S A por la circunferenctd e b b e

ducto de 3% genert & £ -3 e base o PoMEo

7 y "R 114 3 Ml(n
3 \ a de que el cono €s una pira DOSES
B Si lamamos A el lado SA

no regular de una infinidad de lados (676) ’
= 3 ) 1 & qaup ot dremos:

o v el radio Ao de Bu bise;tendrémo
del cono, y rel &

4rea lateral del cono =s8=7 T A

-1 nironila de la be
i Ia frea tot il tlebemos {lg!’(’f,{:ll‘ ‘A;l JA:‘ cirenio e )d o
Para obtener I arca total & : D

por lo que

185
area total del cono =S=rr A+Tr'=rr (A+1)

La drea lateral deun cono recto puede desarvo-

A Uarse ewvplanoy ' es un seetor de cirenlo 8 A B A’

(fig. 318) cuyo radio es ln generatriz S A de a fi-

gura 317, y el arco A B A esiqual é la eircunfe-
rencia de la base.

Figara 218,

En efecto, basta concebir cortada lasuperficie lateral del cono segan
una de sus generatrices S A, para comprender que al extender esta su-
perficie se formaria un sector, supuesto que poruna parte todas las ge-
neratrices vienen & concurrir al punto S, y por otra todoslos puntos de
la circunferencia de Ia base conservan una distancia jgual & S Al al vér-
tice S. Ademis, Ia 4rea del sector (570) y la lateral del cono fienen por
yalor la misma expresion, pues ambos son iguales i 4§ SAXA B A’

Para determinar el niimero de grados del fingulo A 8 A’ obseryaré-
mos que Ia longitud del arco A B A’ que le sirve de medida, es la dela

circunferencia del circulo.@:{fiz. 317) base'del cono. Por congigniente
conservando las anotaciones de A para el lado S A del eono, y 7 para
el radio A O de la base; y representandopor z el nfimero de grados del
angulo/A S A%, tendrémos:
longitad del arco A B A°=2 7 »

Poriotra parte, conocida esta longitud; se determinarh el niimero de
gradogdeliareo A B A’ por Ia proporcions
cirel. A S : arco AB A’ 12 3607

« O -{ o

i Ay igripre: 360
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680.— Lz Grea lateral del trozo- de cono e to-d-Dba

”i‘:' 519) iv';"""‘fj""'r ralor ol productods su generatriz A a
2oy ]” Se7TnAS U "Y'- "4’-" L J‘]'l‘/':’il'_f-\’ réne :’(_l /l’l,‘t sns .".,-r.y_”-.c A [’
i @ b.

Aun-cuando esto'es una consecuencia de lo que dejamos probado en
al ntamero 677, 1o demostrarémos directamente,
Llumemos B el radio de la baseinferior enya circunferenciaes 2 7 R,
~

r ¢l radio de Ia base superior cuya circunferencia es 2 7 r, y Lel lado
A a del troneo. Ia frea lateral que buscamos es ignal 4 la del cono

S A D'ménosld delcono Sab. Representéndola por T tendrémos [679]
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T—=z R. SA—rr. Sa....[1]
S A=1+Sa y S A—Sa=l

sustituyendo P=7z B (1+58)—=r Sa=zR1l+7 S a(B—1)....[2]

Vamos & determinar el valor de.S a en funcion de los radios ydel
para sustitnirlo en esta ecuacion, (omparando los trifngulos semejan-
tes S A Oy Sao, sotiene:

Risr 2/SAkSa
Dividiendo Rer :r == S A—Sa »Sa= —]‘_‘_

sustituyendo en Ia ecuacion [2]

TR 125 LR Ly

“R—r

reduciendo y sacando 1 como fa¢tor comun, se tiene por alfimo:

T=1[z R+=a]..-.[3]

que es lo que se debia demostrar.
Consideraudo ¢l trapecio a 0.0 A [459], en €l que 1 es el medio de

A a, se tiene: 1 m=% [R-r]
multiplicando por 2 ™ 97 Im=3% R R+27r]
27, lm=r R4+mr

sustitnyendo en Ia ecuagion [3] resulta:
T=Ix2r. 1lm

Esto es, la drea lateral del trozo de cono vecto liene por vador el pro-
ducto de sw-lado por la cirounferencia del ctreulo ¢ irado_¢ distancias

Tquales (4o sus Hases.

681.—Ss dama esfera wn cuerpo A O B N [fig. 320 limitado
Wi SUPETHCIe CUTVE CUYOS puntos todos estin & igual distancia de

interior C lamado centro,

187

e R e B ot

o it emiei ;. B al rede-

dor de su‘didmetro A B. Cuando so corta la

esiera por zn plauo que pasa por su cenfro C

s produce un cirenlo A O BN que se l!nm;;

clreulo mazimo. Todos los ¢ireulos mdzimos de

z:'mz‘ esfera son iguales, porque todos tienen me‘-

radio el de Ia esfera. De esto resulta que Ia es-

fera 1iuc-’le considerarse engendrada porla re-

. Mm;“ ::C((lluul ’.”:(?l‘u.(:qu 'd?, Ssna!quic-m‘ de sus circulosméximos,
i d, cual fueres i divecoion, cortala esferd sequn un circilo

51 ~:t>t:'3 plano ftl@';x por ejemplo E N, levantando el di:’ir;letro AB pe;

1;01]‘:18];];‘:-:1,!,‘\(::jll;in‘,lsll«lriiljir:‘.:\‘ l:_\ _csfvrjx. engendrada por el semieirculo
i al rededor de este eje A B, y por consigniente (669

la seccion hecha por un plano perpendicul al oj Sneriiaol e
gt : perpendicnlar al eje, tienc que ser un

Todo /:z‘frc.';e lo, euyo centro no coincide con el de la esfera, trazado

i 51173"'1'/762r‘, sa Hama cirenlo menor. # N y-D 7 son ;ir0113r-q]x1§i11( U.f‘f‘
Sa {/ama zona le pariede la superfizie déta esfora F D l’ l\"'m‘l?b.
;‘.'r!-'/lldulu. entre dos circunjérencias, cz)e;’f»: planos son ]mm//"ﬂl‘ el
‘ 'bc Uama casquete esférico, ¢ zona de una base, la um‘le-z'i(f‘“;-/ SUpey

Jicve ds lo esfera ' N A limitada por una circunfere i;r'ia v .'\' s il

"}8.‘2.-—%. lama plano tangents & e esfora el /"u. COmo 'V‘ ' r

1wQ drene mas que wn punio B de contacto coi d;«v.b g i
(,‘u.mo toda recka diversa'de C B tirad« del centro de'Ja esfers al pl

no, tiene que Ser mayor que su ridio, resalta quo elir;"u'li:‘()“ :‘ *p ;.

meunor distancia del centro al plano, y por consizuicnte le es pe J'fd "‘

cular. Reciprocamente, todo plano M ))L‘l‘p(‘rzllii":‘.l’:’.l' :f C\;;;;:{’}“"f{;

. 920),

radio U B 'serd tangents 4 S

= U B 'serd tangente 418 esfera, porque debiendo. ser cualquier
oblicua mayor que la perpendicalar C B, el plano M no podré fe

e e 3 i i 0 poard L r
mas gque el punto B'de contacto con la esfera v

Si g hace oirs 5 otrenlo v R e
; 1 80 ;a.n:(, girar un circnloy s tangente BAE al rededor del didme
ro A B perpendicular & la fangente, se engendrard la w'f'n- y m‘ ]
no tansente al v o B : o AT e N
10 tangente al punto B, porque este plano M es perpendicular ¢ ;
g pendicular al ra-

683, — Z poligono vequl
’ LI. 3 wando ynpoligonoaeqular A B €. ... (fig, 321) gire al
adedo e y I aF % ’ § ’ > CW = £
dor del didmeiro 4 0 del eirculo inserite, evgendra una superfict
7 £ a0 A% < " o L% L L 51 e "C £
qus tiene por medida ol producto dela circunferencia del sirculo 1
crilo por la proyecoion delm parte del : A b |
g L proyecoron  delaparle del perimelro ‘que se considera sob
st eje A O de revolucion. A L e i v
DAD DE NOEVO LEOR
SITARIR

Wl

~ BCV

A A AEVEQIT
FONSU W o
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Para demostrap este prineipio en toda suo genera-

lidad, consideraremos tres casos: 1% la snperficie de

un cilindro engendrada por una porcion C D del po-

ligonor paralela al eje A O; 2°% la superficie de un

trozo de cono engendrada por ellado B C, y 3% la

D superficia de mn.cono engendrada por el lado A B.
%

Figura 3L

1% 'La superficie del eitindro originade por Ia rotacion ‘de € D tiene
por valor (872): ciref. D N X0 Dy gustituyendo sus izuales: cireunfe-
révicia @ O MN, que es lo que expresael principioque vamos demos-

trando,

2 Lav superficie de trozo decono engendrado por la rotacion de B ¢
al rededor del eje tiene por medida (680):

O Bix erct. G .00 (1)
Comparands los triingunlos € B H 'y & 0 P que son semejantes por
tener.gus lados perpendicilares, se tiene:

= GO0 :GP
;3 ciref,.§JG O : cirefli G P
ciref. G O : circL G P

CB:BH
GO:GP

]uego C B H Il LI ~

formando ¢l producto de extremos y medios
O B x ciref. G P=ciref. G O X LM

y como el primer miembro de esta ecriacion s la area lateral del trozo
de cono, g8 ve que egtasegun lo exprezado en el segundo miembro tie-
ne por valorignalmente 1o que indica ¢l principio que venimos demos-

trando:
3o La superficie del cono engendrado por la rotacion de A B al rede-

dor del eje tiene por valor (679):
Yeirel, BIi % A Bi-.. (2)
Comparando los tridngnlos ABLy A O F que son semejantes por

ser rectnglos y tener el dngalo A B L=A O ¥ cuyos lados son per-

pendicalares; se ticne:
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AL:AF ::BL : FO0
BL : ¥O :eiref. BL : ciref. F O
AL : AR :ieiref. BL : eiref; FO

luego:

13 Iy A < 1 :
formando el producto de los medios y de los extremas

sustituyendo

wresando el nrimer miembi i 1 .
presando el primer mit mbro la frea del cono, se’ve que tiene por

Io que indica el segundo miembro de la ecuacion, que
T v N 5 i
I teorema que yenimos demostrando.

del 1ado del P ]‘ 0-

no generador de la superficie, el valor de éstage determina por la

En consecnencia, enalquicra que sea fa

» que hemos déemostrado.

634.—Cuando €l poligono rezular tiene un nitmero infinito de
la superficie gue encendra es 1a de 14 egfer i ; ReTDI
1el [}hn{.u. jue engendra es la de 14 esfera, y poer medio del principio
da arrafto ¢ SPIOY. D romoR de "T11 1 f
el parrafo anterior, podremos deferminar la frea de este cuérpo y Ia
de sus diversas partes.™ ;

a1 11s amos R e e .
Si lvl(‘lm.mxo., tel radio delaesfera, y Ia altoras p de la zonga F D
G N (fig. 320) la representamos por h, tendremos:

areade lazona esférica = e =2z7 R h

En'el casquete esférieo si representamos por a su alfora s A, tendre-
mos:

irea del casquete esférico=s =2 7 R. @

Como Ia drea de la esfera es la suma de las- freas de Jas diversas zo-
nas y casquetes que la forman, y.Ia suma de las proyecciones de todas
las partes del semicirculo generador sobre ¢l eje es.el didmetro, resulta
nune 6 ’ i
jua

Ia drea dela esfera = S =27 R. =4 7 R®

e a 2w T y Is Ay % i - 1
%\.ccn 'la':ape.rfu,.e de la esferaes cuadrupla de la de uno de sus circn-
103 Maximas.

T : , B\ .
Si por B ponemos su yalor =, llamando 1'al digmetro, tendremos

por expresion’ del drea de la esfera:

S =r D?




Se llama. kuso G la porvcion dela superficie ds la esfera A O BH A
(fig. 320) comprendida enire des. semicirenlos mdximgs gue lerminan
en el mismo digmetro A B. Sidesde el centro © de la esfera se firan
los radios 0 O y C H perpendiculares al diimetro comun A B, el dn-
gulo O C Hy-que mide el -angulo diedro de lps dos semicireulos que 1i-
mitan el huso, sellama dnywlo del huso.

Si el arco O H, medida del fingnlo del huso, se divide en dos partes
iguales y por el punto de division, se tira un semicirculo gue pase por
A B, resultard un huso que serd la mitad del primero por ser sobrepo-
nibles las porciones de Ia esfera de que estin formados. Si el arco O I
se divide en tres, cuatro 6 mfis partes iguales, el huso quedard dividi-
do ignalmente en tres, enatro 6 més partes iguales entre si. En eonse-
cuencia, las superficies de los husos son proporcionales d sus dngulos, &
¢ los arcos que logmiden.

Si comparamos la superficie del hnso con la de la esfera, tendremos:
gup. huso, A O B-H :'sup. esfera :i arco O H : circk. circ. miximo
luego, i@ superficia de wn luso esigual & lo dala esfera muliiplicada
por la velacion que existe enlre el mimero de grgdos del angulodel Tiuso
3 360°

685,—=Si al circulo A B C D [fig. 322]
cireunseribimos un cuadrado EE G H y un
tridngulo equilitero T J K y suponemos
que este sistema gira al rededor del eje
I'A C, resultard una esfera inserita & un ci-
lindro y 4 un cono, y vamos & determinar
la relacion que existe entre la snperficie de
la esfera y las del cilindro y cono circuns-
critos & ella.

Llamando R el radio B O de la esfera, hemos visto ya que:

1% ol drea de Ja esfera = S = 4 7 B
Respecto-al cilindro [672 ] fenemos:

29 4rea lateral del cilindro =S’ =2t R X 2R =4 R*
39 frea total del cilindro = S” = 47 R* + 27 R* = 6 = R [673]

Para ‘determinar la area dél cono)vamos &comenzar por establecer
el yalor'del ridio de su base J €, que por razon del tridngulo eamilite-
ro es la mitad de su lado I J, en fancion del ridio de la esfera. Sien-
do equildtero ¢l tridngulo que engendra el cono, el dngulo I.J K vale
60° [465], y como los trifngulos O L J y O C J son iguales, el &ngnlo

0 J C vale 30°, yel JOC, que es su complemento valdri 60°. 'Ti-
a.udo la cuerda € M, ésta serdt izual al radio [497], ¥ nos resulta el
trifingnlo equilitero O M C en ¢l que &l dngalo O O M = 60°. Si del
fngulo recto O C J se resta el O O M, qu(-d:; el angnloM C J = 30°.
De consiguiente-el triingulo M € J serd isésceles, [:IJT' toner ignaleslos
dngulos MJ Cy M OJ, yportanto MJ =M C = R. Por dltimo
ge tendrd, J O = 2 R.
Considerando el tridngulo rectingnlo J O C, se tiene:

JC=J0*—0
¥ sustitnyendo JC=4R—R =31
por otra parte 2IJC=J1

Ahora bien: la érea total del cono [679] es

SP=aJC[2JC +
sustitnyendo St = 9 R?
En resamen: el drea de la esfera — "

la lateral del eilindro — 4

la total del'ellindro =6

y la total del cono =g

Deloque gesnlta: 1° gue la drea da la esferra esigual & la lateral de-
cilindro cirennserito; 2% que es los dos tereios de la total del mismo ci-
lindro; 3° que eslos cuatro novenos.de la total del eono cireunsorito: v
4° gue la drea del cilindro es media proparcienal entre la devlaesfera v
la‘del cono, supnesto que ‘

686.— Las dreas do dos poliedros semejantes sow proporeionales & los
- 3 - £ -
cuadrados-de sus lineas fomélogus.

Llamemos 8, &%, 8™ .... las fireas de las caras de un poliedro. v
S, &, 87.. .. las de susemejante: 1, I, °.. .. las lineas del primer po-
hiedro, y L, I’, L. ... las lineas homoélogas en el sezundo. Se tiene
[579]:

28V By T et

Poyx ser las caras semejantes, tendremos:




vy =i

L i VR

Thien=
. W

| e SRR S
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XA PR LA

RS TR
elevando al enadrado I* : L?
luego 8+ S

v como la sema de. 103 antecadentes es & lu de los consecuentes, como

un anfecedente esd un/conséenente [318—S°] resulta:

B IS S-S

(ue es lo/que 4 queria demostrar.

¥

b = = = ik wr A NSt nlae
Las Greas de dos/ cilindros engenidrados por rectdngulos ssmejanies,

son proporcionales ¢ los cuadrados We sus alturas y & los ds sus radios.

Si representames por 8 ¥ S las dreas lateriles de los eilindros, por
r v R 1os tadios de sus bases, v por h v H susxespectives alturas. Co-
mo¢ log rectinzalos'gencradores tienen por lados los radios 'y las altu-

‘a8, y por el supnesto son semejantes, tendremos:

g Hjs xR
porotraparte s :S = 27rh 27 RBH. - [1]

multiplicando ordenanamente, § snprimiendo los factores comuues, re-

£

suiias

y &t la proporcion 1] se mx

resultas

que es lo que se debia demosirar,

Las éreas laterales de los conos engendrados por iriangulos semejan-
s, som proporcionales é los ouadrados de sus generatrices y 4 los de sus

radios.

Represeptando porg y S lasiireas laterales da los conos, por &y A
sus respectivas generatrices, y por r y R los radios de sus bases: siendo
los tridngulos generadores semejantes, cuyas hipotenusas y catetos ho-

mologos son o, A yr, R, se tiene:

por otra parte [679]

multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo los fac-
tores comunes, resnlta:

S

elevando al enadrado los términos de 1a 1* proporcion:

Las dreas de las esferas son propoveionales & los cuadrados de sus ra-
dios y & los de sus didmetros.

Siendo la drea de laesfera =4 7 R = = 1), |68 i representa-
mos por s y S las dreas de las esferas, por ¢ sus radios, y pordyD

sus respectivos didmetrog, so tiene:
34wy 47RO
y suprimiendo los factores eomunes resulta:
e gy TS

687.—ProBreMAS.—I. —Delorminar la superficie lateral de s pris-
ma recto de base pentagonal, cuyo lado es de'S eentinelros 4 su arista
tiens tres melros y medio.

Para que la superficie esté valuada en una nnidad dada, comenzaré-
mos por expresar las dimensiones del prisma en la misma nnidad li-
neal, en metros 0'en centimetros, . Adoptando la primera, tendrémos

que ¢l perimetrode la hase serd’ = 008 ¢ 5 = 040,

o

La arista del prisma = 350, y por alfimo, la f&rea lateral serd
%390 = 140
un metro cuadrado y 40 centésimos de metre cuadrado.
Si hubitésemos adoptado por unidad lineal el centimetro, la superfi-
cie la habriamos obtenido en centimetros cuadrados, é ignal 1400 cen-
timetros enadrados.
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TL— St quiere determinar ellado ds un. cubo éuya diagonal mide
5,1961. /
Si Hamamos 1 ¢l lado del cubo y dsn disgonal, hemos visto [668] que »

gE="3']F

despejando 4 1y sustituyendo porid su'valor, se tiene:

51960 - N\ A
l:\]*‘—.:‘":;} metros proximamente.
J

IXE— Beterminar la drea total de un cilindrovecto; cuyaaltura es de

148 4 el radio de sy base0°6.
La férmula eorrespondiente [693] es:

NP o it yoipl
S:'B«tl[n-rx;

sustifuyendo Tos valores del problema

678584

IV.—Determinar la stperficie lateral @2 wia pirdmide exagonal rec-
tay reqular, en la que ol lado de la base esde 3 pulyadas y sw apotemy
tiene Y1 pulyadas.

El [:n:x-'imcll'o de lu base serfi 3 %8 = 18 pulgadas, y la dreéa lateral
[676] es: .

s=1%p. A= 118 x 11 =99 pnlg. cuadradas.

Ve—Determinar-la supenficie laleral de wn iraz0 de pirdmide veqular
citadrangular, en la gue log lados de las bases son Ry piés y 2 piés, y
la altura de uno de os trapecios que le sirve de cara L pié.y 9 pulgadas.

Bl perimetro dela baseiinferior serd 2% X 4 = 10 piés.

Hl perimetro de Ia base'superior 2 X 4-= 3.piés. .

La frea lateral del trozo serf = & [10 + 8] 1°¥5 = 1575 piés dha-
drados. ,

V1. —Determinar la superficie total.de un cono reclo cuy® generatriz
28 de jﬂl“».‘&_. y el radie de subase 72,

La férmuls correspondiente [679] es:

Sy—ty

sustituyendo
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VIL—Caleular la supérficie de una zona glacial de la tierra, Gue ¢
un casquete esférico cuya altura aprozimada es de 5266 Lilémetros v
&l rdadio de la esfera 6 387 kilbmelros.

La férmula correspondiente (684) es

ek S >
s =2 7w R
Lildmae

kildms
8 = R.X 3141593 X 6367 X 3266
= 21 066 657 kilometros cuadrados,

sustituyendo:

VIIL—Determinar la superficie de unade las zonas templadas de o
tierra, siendo sw altura 3 305 kildmeiros, y el radio de la esfera 6 367
Kilometros,

La férmula respectiva (684) es:
7 Rh

sustituyendo
proximamente

8 = R X 3141593 X 6367 x 3305
= 132 216 694 kilémetros cunadrados 6 miriaras.
1Xi—Dado el radio de wna esfora, que es ds 6367 kilsmetros, deter-

minar 8w superficie.

Para resolver este problema haremos ngo de la férmula:

S = 4w R=* (684)
D= 4 % 3141593 X 6367
= 3509 424 070 Kilometros cunadrados:

sustifuyendo
préximamente

X.—Se quiere deferminar el digmetro de una esfera cuya Superficic
es de 282 V4337 melros cuadrados.
Si de la férmula (684)

despejamos & D y sustituimos: D= =300 metros.
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ignales los dngulos en A y en B, formados por lados respectivamente
iguales como lados opuestos de paralelézramos. Ahora bien: los pris-
mas EAJHyF B LG, que tienen los expresados tridngulos E A J
y E'B T por bases, son sobreponibles por tener todes sus elementos
688, — Foliimen es 1o exiension en.sus tres dimensionss, longitud, igunales, y si'del sélido tofal B D H L se quitan sncesivamente 1og pris-
mas friangalaresignales EAJ H y F B L G, nos quedarén los para-
El volimen de ‘un cuerpo es la extension lelipipedos B D N' Ly B D H F, que sériin eqnivalentes,
comprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Ast come In medida de una linea se obbie-
1 réfiriendo su longitud & la de otra linea to- r 2° Quando no quedan en el mismo plano las
mada por unidad y determinando el numero A cafas A F y A L (fig. 325), si prolongamos los
‘T-"v de veees que estd contenidaen ella, para valuar o { iados de las bases superiores E F, G H, J N y
1Ay un volumen Vil haun rio averiguar cudntas ve- e 2 LM, por sus respectivas intersecciones se for-
r"}) :y ces-contiene % la nnidad de voliimen. Al expli- B / /1 marf el paralelégramo O. P igual 4 ellas, y por
A 2 oar el sistema de pesos y medidas (182 y 185) S E "_Jr consigniente ignal 4 la base cmmm ACQ. Si
Rigurd 823. dijimos que la unidad de voliimen es el cubo, '_ unimos los vértices de O P con Jos de la base
que tiene la unidad lineal por lado., Asf, por ejeniplo, si el eubo a (fi- ALY/ AL C, go formariunmnevo pamlchplpcdu AP
eura 323) representa Ia unidad de yolémen, y duisiéramos detorminar 7 que ge hallard en las circunstancias del 1™ cas
¢l volfimen del euerpo A, tendriamos que averiguar cufintas veces el con los paralelipipedos A G y A M, y serdi equi-
primer ¢ubo eabe en el segundo.” En/la figura de que nos Seryinos, o . valente & cada unode ellos, Iueso estos parale-
pueden colocarse en la base del cubo A 16 cubos iguales & a, y cablendo lipipedos A G y A M seréin tambien equivalentes entre si.
4 hiladas, nn@-encima de otra, dé 16 cubos, diriamos que el volimen
del cuerpo A es de 64 medios centimetros ciibicos; porque es el medio '
centimetro ciibico el volitmen que en esie caso hemos tomado por nni- ’ 690.— Un parelolipipedo cuwlpueiora pueds (rasformarse en ofro reg-
dad. Ia medida 6 valaacion de volimenes raras veces puede hagerse tangular recto gue sea equivelerds & &l

1dl.

Voltimen de los cuerpos.

latitud o grueso.

-
——

[ e A

W Ve el

£

Toriee

A

o ———————

si no es valiéndose de metodos indirectos,

En los vértices de labasa A B C D (fig: 3286) del

naralelipipedo dado, levantemos perpendiculares & Ia
I PIf I

AR LA~

G ULTPOS GO walentes en volimen 8o (08 que Tieren Votumenes 1qua-

Ins, ASi, pox ewmplu un paralelipipedo, en elque quepan G4 CllbOa
{o

1 ] A r icual ni aun semejante 4 este base, iguales 4 la alturs del mismo paralehpipedo, 3
‘\' ales & ’ & 1'¥\v‘110|«,._11\n 1 : n-"‘v. 2 S 3 . 3 ! Sk ,
o gt l se tendrd otro pardlelipipedo A C II E E recto j

I te.rpo. ; ; BR U A S equivalente al propuesto,ique; para evitar coninsion.
Sgoa- T ey angigy e gu AR T s ‘RIS 51 ...' ' L4 no hemog representado en la figora. B seguida le-
waleniles en voliinen. X i ire fri f vantemos en A ¥ B i\'."l'[)‘-l‘lit]i(,!l.!‘:’l i A B, ¥ sobrecl
.\_.wn;li_) Il}.’S .L\;lscv‘ ignales, ;p.nn:“ 8¢ IT”_ lL rectingilo A J construiremos ¢l paralelipipedo B M

hacer coincidir como en la ficura 324, en A C,

equivalente § B E, por tener ambos la misma base A G y ;\ I por al-
tara; Inego el paralelipipedorectoy tangular BM serd equivalente
alipropuesto, que no s ha represen 1ra

/1. 3 por ser iguales Jas alturas, las ofras bases EG
: y-J M quedarfia en el mismo plano H L,
Tisto supuesto, pueden ocurrir dos casos:
1° Cuando quedan en un mismo plano las
caras A F y A L de los dos prismas, los tridn-

S < 2 ! 691.—Dos paraleli 08 reclangulares de la misma base 8¢
onlos BEAJ y FBL son ignales por tener

porcionales & sus alfuras.
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Puede suceder que las alturas de los dos
paralelipipedos sean conmensurables 6 in-
conmensurableg, y en uno 6 en otro ecaso
haciendo pasar plancs por los puntos de di-
vision, resultarian paralelipipedos iguales
(fig: 327), y repifiendo el raciociniv que hi-
cimos en el miimero 557 con las figuras 234
v 235, facilmente demostrariamos la ver-
dad del feorema.

692—Los voltumenss de dos paralelipipedos 4 P
y-A-p(fig.-328) reciangares de la misma aliura,
spn. proporcionales & las superficies de sus bases
B Py Bap.

Siendo rectangulares log paralelipipedos, puede
hacerse coincidir uno de sus triedros B y el plano
de sus bases. Prolonguemos 1a cara F p hasta Q H,
y nos resultarfi un nnevo paralelipipedo A Q. Lila-

e marémos P al paralelipipedo A P, pal A p, y Q al
A Q. Comparando P con Q, que tienen Is/ misma base A D, se tie-
ne [691]: °

P Qs BICEBEB
« Comparando Q con p; que fienen la misma base B F, se tiéne:
Q:p+BD:BG
multiplicando ordenadamente estas proporeiones, resulfa:
P:pa:BOXBD:BE X BG
que es lo que ge queria.demostrar.

693.— Los volimenes de dos paralelipipedos rec-
tangulares cualesquiere, 4 Py B p (fig. 329), son

enfre st como los’ productos de sus bases por sus

aituras.
Si prolongamos lag caras del” paralelipipedo B p,
nos resaltarfi uno nuevo B Q. Lilamando P al pa-
_ralelipipedo A P, pal Bp, y Q al B Q, tendrémos,

“ eomparando P con Q, que tienen la misma altura:
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P2 @uwCD:CB
Comparando Q con P, que tienen la misma base, se tendri:
Q:p:0Q:Cp

multiplicando Ias proporciones, resulta:
P p 0D S, CQ:CBxCp

que es lo que se debia demostiar.
A4 al- ¥
t 694.—8Si en la filtima proporcion p nos representa un cubo gne ge
= o . - ” . i 1
ome como unidad de volimen, por lo que sus lados serdn ignales & Ia
o 1 = . ; )
unidad de longitad, la expresada proporcion 86 cambia en

PrlaO0Dx0Q:1x%1
loego P=€CDx0Q

Esto es, cuando se toma por wni 2 woldn U0 i
lado la unidad h'imz/.idl:di:"rln{fic)a‘;;j{i‘i{/z(Zt;'/’ ::f;"}’:"'” :Z; s ?"? sl
to tiene por-valor el prod otode su bas ;/ B iy ('( 0 i
; Prowucto désw base por su alfura; pero debe tener-
se presente que las cantidades que forman la diltima ecuacion son nf-
xileros abstractos que repregentan ralaciones ¢on Ia unidad resp(.:ctiva
I representa elinfimero de yeces que el paralelipipedo que se covnsid’ 1.
Zt‘)ntlcne al cubo que se ha tomado permnidad, y ox;\resar;’; metros (L:l'x‘-

- = 2 305 Y exg

A e et M Sy

pyan eel 2 ¢ > eiros, en varas O en pnlgadag.
I.):l« base C D expresard las veces que la unidad superficial esté-confe-
mq:l en ella; 'y por filtimo, la. altura C () expresari las veco‘q que la
unidad lineal esté contenida en dicha altura. Ademéis el 11.1'1-—mc.ro i"
que reprgsenizx el 'voliimen, tfiens (que estar indicado en la anidad co-
rrespondiente § la lineal que ha servido para estimar las dimensiones
del ,psrulehpimdo. Poriejemplo, si éstas se han tomado en métr};ﬂ (l
"',c‘lux‘uen resultarf valuzdo.en metros giabicoss.si 86 han tomado en.,de:-
ciniotros, el volimen resaltarf, en litros; si se han tomado en pids. el
vol@dmen resnltard en piés enbicos, ete. . R

f\"icnrh el cudo un p:zr:lf_:_"lipipellb recto enyos lados son iguales, au
'::‘)[!“M;N {[e.,'ns’jm." valor la 3* potencia de wiode sus leedos. l)‘. ze:‘]:'ﬁ L\
denominacion de eubo 4 1a 3% potencial

Ubmo el'voliimen de-uwn paralelipipetio” oblfcto et equivalente al de
no recto rectangular da 1z misma altora y de base gquivalente [689],

resultat que ¢f d p e A iy 3
: : 4 (L /977 1‘!/? rai¢ fl,h‘/;l."‘/[ ) ol "i'\'lf'/'u' {I.’!"r’ﬁf' 7(5,7. va-
usdo do gu basepor sk altura. ;




210 .

695.— Un, prisma oblicuo A D. (fig. 330), s qu)/.zj
valente ¢ otro recto O p cuyi generatriz 1‘. p=DB JT)
y sw base O P es la proyeccion dela.d B del pri-
wero. .
Prolonguemos las aristas C A, B l)..-. . tiremos
el planp’M N perpendicular 4 estas arstas, tome-
mos P p= B D,y hagamos pasar.el plaup o p pa-
ralelo & M N. De este modo resulta el prisma rec-
to O p cuya generabtiz es igual 4la de A I;). ¥ au
=l zoay base O P es la proyeccion'de la hase A B. Vameséi
demost.x?;xr que-los prismas A-D y O p:son (teqmmAlcntos. "
Si consideramog:los prismas trancados oD y O B, veremos qu'c‘ ‘M(;“
ignales, pues por una parie sus bases O l" 5 o.p 1o son 'c?m") l,;h:b: 1,(:
un mismo prisma-Q p, y por afra sus 4'-1':5(.'35‘ r(:sper-':t-_nak: t,Mf] n:[ .
son esto'es, B3B = p'Dy 'OA =00, ete. En c,fn;:ta’vi 1[)(.)11)(,(1)31:_ r) It),
cion P p=DB D-agregando d estas rectas la p.m'te P Bresun ta ‘ .)\—_tl‘ :
y 1o mismo gon lag/demds aristas. - Ahora bignysi de los pn?m.x.: [L“[I;
cados O/ B y oD s¢ quita ly patte comun o B, 1'esn}f..nzﬁfus.m:u rect
O p= al ablicuo A'D; que es le que teniamos que deémostrar.

696, —Los prismas simétrices A {l yu d (ﬁ'_f. '33‘;))’ ,,,, (-r‘un;"(lr‘fi

Para que el prismara d seasimétrico & A'D, se necesita 'plu, .A.> i
tas D d, Oely.. sean perpendiculares al plano M N, y atdemdis qu
DP=A4P;0¢=00c PB=Ph/O0A=0a.... : . ‘

Tomemos P p=1 p’=D B'y hagamog pasar por p ’y P pl:u-ms ]nx-
telos & M N.. Nos resulfarin-Tos prismas O p y O P’ iguales, ‘pt‘:l;.\x x'
rectos, por tener lamisma base & ig}ln!_cs sas ;.’;'ene‘rzatnc?s. {-\ll)mfzi :13:1\
O.p esequivalente 4 A.D (§95), y Op' loes dad, luego A D yads
rin equivalentes; que eslo que se tenia que demostrar.

897.— lin paralelipipedlo sualquiera A c (fig. 321)
vstd formadodedos prismas friangulares 4 BDbda
¥y ¢BDAdbec, equivalentes entre st.

Si por las diagonales dby D B (?0 lasg lm;\jes ge hac?
pasar un plano, resaltarin dos prismas .trlax'lgnlzu'e;
ADBayCDBec, cuyas pm't.es constitutivas ‘son
ignales, pero que, por no estar dispuestas en (‘-.l mismo

Figars 35 6rden, noserén sobreponibles. Para demostrar que
los v&l‘:'::x?l-ms de OSLOSA])l‘ism‘.lS gon equivalentes, t,irc:mo'sw d?s pﬂlixu&os
a ¢’ y A C’ perpendiculares & las atistas, y prolongando éstas nos re-

eultardn el paralelipipedo recto A ¢ y-los prismas triangnlares rectos
AB OayC B 0Oc¢. Estos prismas son iguales por serlo las partes
de que se componen, yiestar en ambos distribuidas en el mismo 6rden
(666). Ademds, el prisma reeto A B’ Oa es equivalente al oblicuo
A B Db d a, porque tienen la misma generatriz A a y su base' A B’ O
es la proyeccion de la A B D (695). Por igual razon, el prisma recto
G’ B’ 0 ¢ es equivalenteal CB D b d ¢; luego siendo iguales 10s pris-
mas rectos, serfin equivalentes entre si log prismas ABDbda y
CB D bd e, y por lo mismo equivalentes 4 la mitad del paralelipipe-
do Ae,

698.—Z1 voliimen de un prisma cualquiera tiens porvalor el prodie-
2o de la superficie de su base por sw altura.

1° Si el prisma ¢s un paralelipipede recto, hemos visto [694] que esa
es la medida de sn yolfumen,

2° Si es un paralelipipedo oblicuo, sa yolimen es equivalente al de
uno recto de Iamisma altaray de base equivalente en superficie [689].

3° En ¢l caso de que el prisma tenga. por base un, tridngulo como
A B D bd a (fig. 331), segan acabamos de vorlo, éstegerd la mitad del
paralelipipedo caya base fuersun paralelégramo A B .0 D doble del
tridngulo. Ahora bien, como el woliimen dal paralelipipedo tiene por
expresion el producto de la superficie del paraleligramo de su base por
su altura, el volimen del prisma triangular serd. igasl & la mitad de
esta expsesions 6 lo que eslo mismo, al praducto dela saperficie del
trifingulo que le sirve de base por la altura del prisma, .

e d 4* 81 la base del prisma es un poligono, podemos
a."i//;;\c descomponerlo en prismas triangulares; haciendo
/;\\_3// pasar planos por una de sng aristas laterales A A’

! (fig. 332) y todas las opuestas. Siendo el yolimen
E o del prisma poligonal A O’ Ia suma de los prismas
‘45.\;_,‘_7.___—;_0 triangulares en que ha quedado descompuesto, si
N7 representamos por V. el yolamen total, y por v, ¥,
8 v’ los volftmenes respectivos de log prismas trian-

VRS EF. gulares, tendrémos:

4

/
/

V=v+v+v?

Por otra parte, el volinien de cada prisma trigngular tiene por valor
el producto de'su base porsu altura. Asi es que si-observamos que lag
alturas de todos log prismas parcialesison ignales & la del prisma total,
en razon de ser paralelaslas bases A C y A” (7, representando por a es-
ta altura coman y sustituyendo én Ia ecuacion anterior, resulta:
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V=A B Oxa+AC Dxa+A D Exa

y sacando & a como factor comun y reemplazandp lasuma de los tridn-
gulos por el poligono que forman, se tiene:

V=ARC D Exa

que es Jo que debiamos demostrar.

699.—Si llamamos P el voltimen.de un prisma cuya base es B y A
su altura; y representamos por p el voldmen de ofro prisma cnya base
sea b y a su altura, tendrémos:

Pl "B XA Y bXa

luego los volitmenes de -dos/ prismas cualésquiere son proporeionales &
los productos respectivos do sus bases por sus altyras.

Si 1as bases son igtiales, esto es, si B=h los volimenes de los prismas
serfin proporcionales & sus alturas; ysi por el confrario, lar alturasson
iguales, sus'voliimenes serfin proporcionales & sus bases.

N00.—F1 voldmen de un cilindro, recto ¥ oblicuo, tiene por valor el
praducto de la drea de sw basepor su alturad.

Supuesto qite nn cilindro’ no ¢s mas que un prisma cuya base es un
poligono regular de nna infinidad de lades.” Si representamos por v el
voliumen del eilindro, por't ¢l radio de su’ base, y por h su altura, ten-
drémos como' expresion del
volamen/del eilindro y== k.

701.—F1 voliimen de-wntetracdro D A B €' (Gig. 333) es la tercera

parie del de wn prisma A B O F D F'de la mising base y altura qus el,

Sobre la base A B C de nuestro tetraedro, levantemos gristas iguales
y paralelas & D B, con lo que se formaré el prisma A B«C ED Fdela
i

misma base y altura que el fetraedro. 'Siquitamog éste nos quedard la

R13

pirimide enadrangilar D A O F B, que paramayor elaridad hemos ro-
presentado en la figura 2% Eu esta picimide el ithn D CEla d>ivide
en' dos tetraedros, representados por separado en las fignras 3% y 4%, de
l?s que el C D EF es equivalente tanto gl DA B'C (:T)mo alD A U E‘
]':nrofc«';m, 0D E F es equivalente 4D A B C por tener sus b‘uees-
" ri= y - P . . e
}I;bll)':“: j\ic‘iﬁl](;;;i—i:l!GJS.‘]({:;:T»)H;",LT,:];“AS:,"]“. ul;ur:‘l‘. :luf esla di'.smncin. de
DACE [ml'r[llt-z :1;:. b 1;--,: 1.? (“ l".;‘r\‘lz' 11‘: ) 7oy L = cz}u‘.\'nlont:o.ul

: sus bases 15 U Wy A U E son trifngulos ignales y tie-
nen -]3 misma altura, que es la distanciade. D & lacara A C F E. Lue-
go siendo equivalentes en‘re sf los tres tetraedros en que hemos fli\'ixl;‘-
do el prisma, el volimen de uno de ellosD A B ¢ serf la tercera parte
del del prisma. : ‘ e

_ 7'("33.—H;l(ﬂ<:l\11<) pasar planes por las aristas de unga
pirdmide 8 A B O.... (fig. 334) puede dezcomponerse
en fetraedros, que fienen la misma altura qoe la piré-
u?uh‘z. El voliimen de la pirimide es la suma de los vo-
limenesde los tetraedros, asi como sw base os la snma
de los triingalos que sirven respectivamente de basges
‘ los tetraedras, 5 como el volimen de cada tetraedro
tiene por valor la fercera parte del producto de su base
por su altara, se infiere que clooligmen ds una pirdamide cualguiera tie-
ne por medida la tercera parie del pwoductode su base por su altura. ]

Flgars 3%,

703.—Como el cono e una pirimide de base circular, e volsinien dél
cona recto i oblicuo tieng por zalor la tereera parle del producto de su
base por su altura.

b

I representamos por v el volitmen del cono, por r el radio de su ba-
ey por h su alears, tendrémos ¢on expresion del volttmen del cono:

V=g ar h

104£ —El-volttmen e un polietdro cualquiera saobtiena d SCOMpo-
] i

niendolo en {'.'I.HHH]‘,'- y aloando en seguida el volitmen de éstas: sa

-
suma dard el volimen del poliedro.
705.—1 e

Las pivdmides de

wqual allurg y de bazes ey wealendes, Lienon
el isma volinen.
Supnegto que elvolamen do las pirimides tendrf por valor la teree-

ra parte del producto de facteres jpuales,

y

V06, —&L volitmen de un lrozo de j’.‘ isnta triangular A B C F D E

{Go DN Fianp P - 7.7 - y o
\BE. o) fiene por vator e sreeraparie del ) roducto de -su base 4 B O
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porla suma de las distancias ds log ires vértices Dy By F d la misme
base.

Si en el prisma truneado A B F hacemos Ias nlismas sccciones que en
el mamero 701, primero con ¢l plano D A € nos resulturd por una pat-
te ol tetraedro D A B C, quehemos representado en la figara I8de aba-
jo, y Ia.pirdmide cuadrangular D' A O E.B. Esta pirdmide caadrangn -
lar, ‘cortada. por el'plang ¥ C E; se d mpone en los tetraedros
DCAEyDOF E_Asi es que el volitmen del trozo seri la snma le
los yolGmienes do 108 bres totraedros DA B C, DC A Ey D CEE. El
primer-tetraedro 'de la figura 1#fiene por base la del trozo ABU y
por altura la Qistancia del vértice opuesto D 4 esta misma base, ysl
vol@men serd el tercio del producto de estas dos eantidades, lo cual ests
confornia con el enunciado’ del toorema que venimos demostrando.. Kl
segundo tetraedro D C A E esequivalente al B C A E repr sentadoen
lafigara 2% de abajoy que rezaltaria haciendo pasar un plano por los
vértices B E O del trozo de prisma, porque tiene la mismabase CLA K
& igual albura por ser la arista B'D paralela & 1a cara A E. Bltercer
tetraedro D € P E ¢s equivalente al B C F A, representado¢n la figu-
ra 3° de abajo, qne resultaria al cortar el trozo por un plano que p
ra por log vértices F, A y B, porgue tiencn bases equivalentes y la mis
ma altura. Lostridngalos @ F B y C F A que sirven- de bases & estos
totraedros son equivalentes, porque ticnen la misma base'C ¥, y por al-
tura 1a distancia de las dos aristas paralelas C F y A E. Las alturas de
los tetraedros D O F B y B O F A son igoales, porque la arista D B es
paralela 4 la cara A F del trozo. En iiltimo andlizis, el volimen del
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trozo A F esequivalente 4 la suma de los volimenes de los tetraedros
de las figuras 1%, 2% y 3* de abajo, que tienen por base la del trozo A B C
y por alturas respectivamente Jas distancias de los vértices opnestos D

M . 4 Wi« QL. & * ) 3 1 4 . ‘
E y F 4 esta base; luego el volimen del prisma tiuncade tendré por
valor lo qne expresa el teorema.

W0V —FEl volitmen de un prisma truncado A D (fi-
gura 336) de base cualguiora; tiens por valor la suma
de los polumenss de los trozos de los /ITJ--"'”’-:"‘ triangu-
T a0 I (A2 [ ’ 3 A ,
lares ABC A ACD A, yADEA’ en que se pue-

y 7 > : -
ao (L ""?lv”"i?{'." nacie :/’:") I"l'.’.\'-’ll' ‘/l?'(}h}." POr una aresiq

A A Y las ,A"v;_:,-_\f‘;@ LG BCPY.

0za de pirdmidd de bases praralolas, es igual
fo de la altura del trezo por la suma de la

uperior, muas una médie proporeional entre

Llememos S la base inferior del trozo (fiz. 337),
" s hasesgperior y asu altura. Cempletando la pi-
ramide de que forma parte del trozo, llamarémos: V
el volimen de la pirimide tofal'@ 8, y H su alfura:
v el yolamen dela pirdmide ~:1p<“r3=11.‘ 08 yH’ su
altara, El volfimen del trozo que representarémos
por &, serdt ignali Ve—v. Bstosapnesto, tendrémos
V=3S H, v—=3S H’, V—v=£'S H—3 8" H?

EH* sustituyendo en €l xltimowvalor

LS (a + H) — 4 ST H

ejecutande la-multiplicacion

Vamos & deférminar el valor dé H” en fancion de a, S y 5’ para sus-
|

L1gaIrio eén esta ¢ecnacion. (.f,ill.(il"!)]“ a ]U '.f.l_‘”:l‘?:ril!)l' en ernumero ‘.“:.';.
se tiene:

e e & A 5 3

eXtrayendo raiz y sustitnyendo




216
formando & igualando el producto de extremos ¥ medios,
H’ VB =ay/§ + W’ VvV

despejando 4

sustituyendo este valoren I8 écndcion.(1)

L D G )

P=%{Sa+4 A N

VIR WUDS™

sacando & coma factor comun y considerando que
Sh= S'=a/ShF que S=8"=(/ 5+ 4/§) (4/ S—/ ) (251-3°)

tendremos:

LT =%a o =
VIS =T S

(’ : '\/’S‘ ('\."‘S 118 \".\.')(\//-N — '\.,/‘\_.))

y finalmente T=3a(S+5 +4/8 Sasid (8)

que es lo'que teniamos que demostrar.

709.—Como el trozo de cono, 1005 deuna piramide cuyas bases pa-
ralelas son circulos, llamando t su volimen y sustitnyendo porS y §’
sus valores; se tiene:

s 2 oo o S o AP ey e

& t=%ma(R"+12 4+ Rr)

expresion que servirf para valuar el volfimen de un trozo de cono.
110.— Un tridngulo A B C (fig. 338) gue gira al rededor de una rec-
ta cuatquiera O T situada en su plano y que pasa por uno de sus vérti-
ces G, engendra un volimen que tiene por valor la tercera parte del pro-
duclo de la perpendicular € D dajada ds este vérlice sobre 1o base A'B.
nultiplicada por ln superficie eugendrada por esta base A B.

Liamarémes p 4 Ia perpendicular O D bajada
sobre la hase A B, R 4 la A O, y para simplifi-
ear dirémos vol B A € para expresar el voliimen
enzendrado porJa refacion del triangulo B A0
alwedédor de G-I,y snp. A-B paraindicar la su
perficie engendrada por la rotasion de la rects

A B. Esto sapuesto, contiderarémos tres o

217

. 1? Cuando el trifagnlo C A B gira al rededor de uno de sns Jados
C B (fig. 338). Se tiene:

vol. CAB —cono C O A + cono B O A

vo. CAB =1 ¢ R (CO+0B)=3irR RExCB

ue es el doplo de 1a superficie del tridnzald ¢ A B.

sustitnyendo 6 tiene:

es ignal

VoL, OAB=47R. AB: p
pero.como m R, A' B expresa la superficie conica engendrada, por la ro
tacion de A B (679), finalmente resulta:

vo. CA B = % sup. A B % D
que es.lo qus expresa el teorema. Cualquiera que “sea el valor del
gulo emy A, seréin aplicables los raciocinio§’de esta demostracion.
2* Cnando el tridngulo @ A B (fig. 339) gira al rededor de una Ii-
nea exterior C I. En este caso tendrémos.

An-

volb, CAB = vol. G AT — yvol. OB I
sustituyendo los valores de vol. © ATyde vol. C B 1
conforme 4 lo demostrado én el primer ¢aso, se tiene:
vol. C & B =} p. sup. AT — 3 p-sap. B 1
0 vol, C A B=ip. (sup. A I—sup. BI)=4p. sup. A B
que es lo que:se tenia que demostrar.

37 Cuando Ia base A B (Og. 340) es paralela al eje de rolaciun.
aste caso se tiene:

I

o vol.. @ A'B=cilindro A'B T E+cono CA B—Coiio O BI

1

sustituyendo los valores respectivos tendr

val. C A B=x
=7 n (I1 L5

=+ 7 Pt (3 1

’j» vol, € A

qne es lo que se tenia que demostrar.
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711.—Fste teorema nos serviri de fandamento para determinar el
volamen de la esfera, del sector y del segmento esférico.

En efecto, sino8 imaginamos un poligono re-
gular A B D H.... (fig. 341) circunserito 4 un
circulo, y-que éste gire al rededor de un didmetro
A C; el yolamen engendrado por la rotacion del
poligono sord igual & la swma de Jos voliimenes
producidos por los iridngalos A B ¢, BDG,
D O/EB.... y tendrf por expresion { p (sup. AB
+igup. B D + sup. D/E....) Esto es, el vola-

! men engendrado por €l poligono tiene por valorla
tercera parte del producto del ridio por la superficie engendrada por
1os lados del poligones. Cuandalos ladosde detesean infinitamente pe-
quefios ¢l volimen se con vertird en al de la esfera ciyo valor serd la ter-
cera parie(del producto dé s superficie port aliradio.

Y como luwsuperficié deTa esfera es cufdra pla de Jade nno de sus
cirenlos méximos (B84), el\volimen de la esfers tendri per expresion:

4 < n 3 le=/ T2Y
4 = R2 SH B 90 I

L Pr

tituyendo por R st valoren taneion del/didmetro

i'( ,"I!'l?v"h/r it le exfera (8] i‘ E 3 "I_
349 Hnatada por la) superfici chnica ) C B que tienp por werlice 2
centro de I esfera y por el vasquele esferico AD E. Bl sector esférico
puede concebirse (:z\;;--n"":!';ri»" por {a rotacion dol gector circular A CD
al rededor del radio A C.

Elvoliimen del sector esférico, conforme al teo-
rema-demostrade(710), lendrd por palor o ter-
cera parte/ del produclo/ del radio de la egfera
7i0r M superficie del casquels esfirion [ & A.

Ilamando @ la altura A O del casqnete es
rico, y recordando (634) que Ia irea de éste estl
expresada per 2 7 B. a, ¢l volimen del sector

estbrico tendrii por expresion:

R

o Ta porcion de la esfera D B
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3 43), en"endl H!l [’OI ].l l‘)t& 10N d 8eoT "to ire lldt I) 0 E A a] To-
RLLe & C10X
s Cl S ne c i

jx (/ £ (l 7 & =
I ZUZ Lmen é 80177”./‘/6!0 esyer > o 2 0 ( l) 14 '\ ne

.t ic0 es 101181 ﬂl dLI ‘.Q(,L ro A me
nos (31 dE] cono (J ]) Ez, y ted(l(d, pl)r VEI]O] -

7w R? ('l—} T 1 O X0 ¢ 1)
D O*=B 0%0 A (538)=(2 R 2

. 4 = o8)=(2 B—aY a=2 R a—a"*
0-0=R_% ( @) a R a—a*y

D 0°X0'C=(2 R a—a’) (R—a)=2 B! «—3 R &*1'’

ndo en [1]

v—% 7 RZ i 2 R : 2s 8]
trR'a—inw [RR*«—3Ra +a' ]

ejecutando la multiplicacion, redunciend
plicacion, reduciendo y sacando como factor comnn

&4 7 @, se tiene fingdIlmento:

imen del segmento esféri :
nen gl segmento esférico=y=4% w a¥ |3 R—a]

El volttmen d 0o 1o d
: ae un segmento de dos bages paral ' G E
. l phy o 3 f : Ento uo do 2_,‘1:,(\\ ’LLT—‘M(,‘I;[S}‘ G E l)_n
ada diferencia de los velimenes de los sesmientos ¢ ae ‘
- J 3208 SeFmentos que se apovan
e “lERd 5 LOS' i S apoyan 8
los circulos que respectivamente Te sirven de bases <5
42 yec 1'&»‘. Irar nl a1 3 5 e
Para determinar ¢l voliumen engendrade por la revolucion del :
+ ey - > ~ = . - (VAM Y - e F“'" .
mento circalae A 1 B D [fie. 342 big] girando = 1 e
4 ]“ 8. 912 big] girando al rededor de] diimetro
= 4 ¥, sopondreémog que nars ii i
£ L : » SUponAremos que pardijar s magnitnd
N C zea la enerda A B, y que
\ on del mismo segmen-
O con relacion al a3a 3 TR vy 1aTa
con x¢ I' on al eje de revolucion se dala pro-
S YT Y FY -~
yeeeion U I de'su cuerda A B. Esto supuesto
oondrad 5 =
gendrgdo porla revolucion del
nonto J 3 3 ien Trad
i mento AN B D es)igual al erigendradoipor
el gector A C B D ménos e I
S0, ¥ '.,I‘:'M, el engendrado por el
tridingnlo A O B girando ambas fignras

dor de E F. Asi pues:

al rede-

vol.seg: A 1, B-D=yol, gector A: € B D-<=vol. tridfngnlo A C B
conforme’d lo demostrado [710] ) 2
vol. sector A G B D=sup. zona A D BxE

vol. sector A O B D—2 = RixcH O....

Ahora eonforme 4 lo demostrado [683 y 710]
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vol. trifing. A O B=7 CixIL O x5—5 7 Ci*xH 0O
como cn el frifingalo rectingnlo A i C
O G_A DA B

tendremos:

o 3
"

vol frifing. A € B=¢ . [3]
4
sustifyendo los-valores de Ins ecuaciones [2] ¥ [3] en Ia [1] resula:

vol. segt Al B DA: = 1 H O3 n 410 (R*— 2 1’;‘)

ejecutando las-eperaciones yreduciendo:
vol. seg. A/ B D=1 7 H OXA B*

que es la expresion del voldmen engendrado por la rofacion de un seg-
mento cirenlar en faneion desu cuerda y de Ja proyeceion doesta sobre
el eje de rotacion.

Se Hama cugta-& la poreion del volumen de) la esfera 4 B M A H (fi-
aura 342) comprendide entre dos semictrowlos wdiimos que terminan
en el muisno dicmetro A By lasuperficie de wnfoeso A H B B

Como si dividimos en dos; tres 6. més partesigualesel Angulo H C M
del huszo, que fija lamagnitadde 1a cufiay resnltari ésta dividida en
dos, tros 6 igualnfimero de partes, por seér sobreponibles las cuftas de
la misma esfera quereorresponden @ husos ignales, resulta que los vo-
Iimenes de las'cofias son proporcionsles & Jos dngnlos de sns hosos, y
siendo la esferalel conjunto-de un nimero dado de cufias igaales, re-
sulta:
vol.enfiaA B M A H : vol. esfera :: como.arco H. M : ciref. cire. mix.

laego ¢l volimen de una ougia es igual al de fa esfera multiplicado por

la relacion queexiste enlre, el nzbmero degrados del dugulo JLC M del

hitco dele cunc Y 260

714 —Si1 al cirenlo A B € D (fig. 343)
¢irennseribimos nn cnadrado B F G H y
un tridngulo equilitero IJ K, y nos ima-
sitigmos quogive este sistemas al rededor del
i tarfin un cikindro*y un cono
circunscritos & la esfera, y tendrémos:

1® El voltimen de Ia esfera que lo réfresen-

Laremos por v,

vy=#mT R*

El del cilindro que lo llamarémos v°

3

vV=r R*%2 R=2 = R?
no T . . :
3? El volimen del cono circunserito que representarémos por

v?’4+4dw C X0 1
Ahora bien, hemos visto (685) que J C*=3 R* y que J I=2J C,
Inego J P=4 J (*=12 R®
Doy e o 1 < . 3 0 H 7 14 3
Para determinar el valor de ¢ I, considerarémos el trifnzulo rectin-
gulo I C J, en el que

LC=y/TT—J C=v12 B3
sustituyendo en el yalor de v loz de G J° yde CI

"y

V=3 w3 R*X3R=8mR*
En restimen, el voltimen de la esfora —

N del cilindro =
o3 del cono

Comparando estas cantidades, sa ve que son entrg si como 4 : 6 : 9,

de lo.que sededuce: 1° que ¢l volftmen de la esfera es los dos tercios

de el del cilindro circunserito: 2° queesigual 4 los ematro novenos de

el del cono; y 8% que ¢l yolimen del cilindro es medio proporeional en-
tre el de la esfera y el del cono, supuesto que =o/f 5, o

e B peps - e - P e e .

115.—ZLos volvimenes de dos piramides cualesquicra son entre st como

(o8 productos.desus bases porsus-alluras:
w1 representamos por P el volamen de una piramide cuya base sea

} = s a1+ 3 2 . T ~ ~ = y

B y A sualtura, tendrémes (702):-P=} B. A; v Haman

tendy ndo prel, vola-
men de 14 otra pirimide, bisu base'v & /su allara, pe tiené: p=¥Db. a
Luego

L= 2.

Besiphact By
I 3
maultiplicando por 3 la 22 razon

l'f;‘

que es lo'gie g6 queria-demostrar:
T16.— Los 2ol
@ los cubos de sus alburas ¢ al @

Uonforme al feorema del niimero anter




P praBxA v bka
por ser las pirimides semejantes (644)
Bes befe Al s at

multiplicando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,
resulta:

A s2 A% o

y como por ser las pirdmides semejantes, todas sus lineas homélogas
son proporcionales-entre si; llamando L y 1 las lineas que se escojan,
se tiene:

Ak o st B le
0 AZ: gY 20100 )
lnego P s AT et o T TP

T1Y.—Los volizmenes dp los poliedros. semejantes son enire st ¢omo los
cubos de sus Uneas homologas.

Llamemos. V y v los volamenés da'los poliedros; P, P’, P”...... las
pirfimides en que-ge puede descomponer el primer poliedre V, ¥y p, p’,
p”.... las pirdmides sémejantes de que se compone el segundo polie-
dro v; L, T2, I”. .. lastineas dé uno, y4, I, 1”...... las homblogas
del'otro. Se fiene (716):

Petapass Loop PUiphe s 2 etes

por ser semejantes los poliedros, lo serdn sus.caras y tendrdmos;

j PR T N e
elevando al cabo 'EE B o T8 SR
Inego P/EpNech B Aph o B ApR2 U0 £ IR

y como la suma de los anfecedentes es & la de los consecuentes, como
un antecedente es 4 su consecuente (318—38°) resulta:

PP 4Pt ..l pEF+P N & B P
VRSO R

que es lo que debiamos demostrar,

¥18.—Los volimenes de los cilindros rectos engendrados por rectdn-
qulos semejantes son proporcionales & los cubos de sus radios 6 & los de
sus alturas.

Representarémos por V el volimen de nn cilindro, por R el radio de
su base, y por H su altura; por v el voliimen del otro cilindro, por r el
radio de su base, y por h su altura. Tendrémos (700):

Vst ::TrR”:frr’h....[l]

eomo los rectingulos generadores son semejantes, y Ios lados de estos
rectingulos eon los radios y las alturas de los respectivos cilindros, se
tiene:

H :h >Rty

multiplicando ordenadamente y suprimiendo los factores comunes, re-
sulta:

M v iR
Igualmente, =i la proporeion [1] se mulfiplica por Ia

R* iz QERE®  :

V ocov, NEER: th

resulta:

que es lo que s¢ debia demostrar.

119.— Loswoliimenes de los-conps recios engendrados por triangulos
réctangulos semejantes, son proporcionales & los cubos de sus lineas ho-
milogas.

Llamemos V y v los voliimenes de los conos, H y h sus respectivas
altaras, R y.r sns radios, y A, & sus generatrices. Por se* semajanies
sus tridngulog generadores, se fiene:

12800 et | SR O VT S i

Porotraparte (¥03) V :v 4o RH : v ¥ h.... [2]

3

Elevando al cnadrado la primera proporcion de lagérie de razoues [1]
S iy

maltiplicando los términos de esta proporeion por los de Ia [2] y su-
primiendo los factores comunes, resulta: ;




gl elevamos al eubo los términos de las razones iguales [1] se tiene:

e EASSEh s A oeg®
lnego Veoow e RS Sl el NGRS 2 BAS o8t

que es o que se queria demosbrar. *

120.— Los volimenes de las esferas son p;w‘szr:fiuiu‘t?ais & los cubos de
sus 1adios.6.4.10s de. sus dmetros.

Hemos yisto (711) que el voltumen de la- esfera tiene por expregion
£+ TR0 4w DY asi es gque si representamos por V. y v los volimenes
de a3 esferas, por R'y r sus respeetivos radios, y por D y d sus didme-
trog, tendrémos:

V ooviidm B ¢ 4 Al i D¥: B @°

1
o
v suprimiendo los factores comunes

Vil f R

que cs lo.que sé queria demostrar.

TRL.— Los voltmenss de los poliedros simétricos son iguales.

Si imaginandonos dos poliedros P y P’ giméiricos con relacion & un
plano, tomamos vn-puate O en el interior de uno de ellos, y sn simé-
trico 0" en el otro, y desde estos puntos tiramos rectas 4 todos los vér-
tiees, nos resaltarin divididos log dos poliedros en el mismo nimero de
pirimides respectivamente simétricas. Estas pirfimides tienen sus ba-
ses y sus alturas ignales {6571, luego serfin equivalentes en| volimen
considerindolas de'dos en dos, y en'eonsecuenciala sama de todas Iag
que forman el poliedro P serdfignal & )a suma’ de las’ pirdmides que
constituyen el poliedro P.

"22.—PROBLEMAS, —L—Daterminar el voliimen de un pavalelipipe-
do rectangular;en él-gus los tres lados de wno desus iriedros miden:
1450, 42 centimetros 2y 50 centimetros.

Comenzarémos por expresar las dimensiones lineales referidas 4 la
volamen resulfe en

misma unidad. Elegirémos el mefro para que el

Llamando V el velimen que bnscamos, tendrémos

= m L m' ) m > m edd
V =1%0 % 0°42 X 0°50 — 0°315
cve . - L. = - . »
Si hubiéramos querido deferminar el voliimen en litros, las dimen-
slones lineales las habriamos reducido & decimetros, y nos habria re-

d
sultado: V =15 X 492 x 5= 315 litros.

S

IL —Determinar el voliimen de un cilindro cuya base tiens 40 cénti-
melros de radio, y 60 centimetros de aliura. :
La férmula correspondiente es [700]: '

v=7z1h

ol chh.

gustituyendo 3141593 X 40° X 60 = 301 5924928

ires

v = 301592 928

m

TL—Caleular el volimen deun cono cuye altura é8 de 25 4 ol va-

m
dio de s base de 0430,
La formula que expresa el volimen de un cono es | 703]:

=ry

sustitnyendo =1 3°141 593 x 0°30° X 2%

m. edh. Htros

de donde v = 0235 619 475 — 235°619 475

. ]
V. —Caleular el volimen de wn drezo de cono, cuya alluwra 68 de 1°2,
»n

y o8 radios de sus bases son 0°7 y 079,
La férmula respectiva es [709]:

v=gmxa(R*+ 1+ Rr)
sustituyendo : § 39141593 X A2 (0°9° + 077 + 09 x 0%)

ohb.
2425309796

m

V.—Calewlar el volimen dp wnd esfera cuyo didmetro ez de 127

L

29




La formula que expresa el volimen de la esfera es [711]:
=+ D?
sustituyendo y — 81415693 X 12'5°

ne. ofit,

y resulia 7= 1026537
Hirom,
V1.==Déterminar el radio de wna esfora cuyo volivmen es de S1 661,
De la formula que expresa el volimen de la esfera [711]:

despejarémos 4

sustituyendo |3 X 2144%661
4 % 3141595
ejeentando la operacion reanlfa:

8 que serin decimetrog, por estar esti-
mado el voliimen en. litros.

VT L Diterminarel voldmen de ui,seclor esférico cuya altura s de

455, y el radio de la esfera 12 metros.
La formula que cxpresa el valor del voliimen del sector esférico es

(712):

)

2w R'a
sustilnyendo = % 3141593 X 12* X 4%

m._caN,

(4] 1357£168

VIIL.— Determinar. el voltimen ' de un seqmento osférico cuye albura
os la mitad del radio de la esfera, que fiene 16 decimelros.
Kl volfimen delsogmentoesférico estd expresado poria formmia(Y13)

sugtitnyendo r 1 34141593 X 8% (3 < 16—38)

b v = 2680826

IX.—8e quiere delorminar ol voliimen de un ctbo cuya diagonal es
de 8 dectmetros. ‘ .

Representando por d la diagonal del cubo, y por & una de sus aris-
tas, tendrémos:

d* = 3 a® (668)

y el volitmen del enbo = a® (694)

despejando en la primera ecnacion 4 8, y sustituyendo su valor en la
segunda, resulta:

a*

V= — —

A 27

sngtitnyendo el valor numérico de la diagonal del cubo en nuestro pro-
blema, se tiene:

.\"'- er ‘-n
Wie=— =935544
4 ~
v 2

Xo—Determinar graficamente el radio de une esfera C (fig. 344).

Tomemos dos puntos cnalesquiera sobre la esfe-
ra, Ay B, haciendo centro en ellos, y con un com-
pés de puntas enryas determinemes sucesivamente
con tres radios diferentes tres pantos D, Ey B
equnidistantes de A y B, porlo cualel plano que pa-
ga por D, By F serd perpendiculic 4l medio deTa
recta A B, y todossus puntos estarin equidistantes

¥ 344
de Ay de B; Tnero pasari por el centro de 1a esfera, stondo un eironlo

maximo de &ba la seccion D B F G. Esto sapuesto, si sobre noe plano
llevamos laa distuncias, D B, EF y D I ¢construirémos el tridngnlo
D/E'F, yisi etrennseribimos. alltriingule un cirenlo, determinando ¢l
rudio de este circulo obtendrémos el de la esfera.

B 1 N\
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