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BC ocupan estndio de las propiedades de las formas, como prélimi-
nares y elementos: necesarios para poder efectnar la medida de la ex-
tension. | Ademis, es muy conveniente dar la mayor amplitud posible
4 nuestros conocimientos y 4 la diversidad de maneras de considerar Ias
relaciones de forma, tanto para encontrarnes en aptitud de poder re-
solver cualquier problema, come-para efectnarlo aplicando el procedi-
miento mds sencillo y adecuado al caso que se considere.

Detlo expuesto resulia, que siendo el objeto definitivo de Ja geome-
tria la medida de la extension, para poder efectnarlo convenicntemente
tiene que fundarse sobre la observacion de un eorto niimero de fenome-
nos primitivos. y extender sus investigaciones 4 las propiedades de tod:

<&

clase de formas, para poder determinar unos por otros los elementos de
cualquier figara, trasformando las cuestiones de lineas carvas, de su-
perficies y de volimenes, en- relaciones enfre lineas rectas; sirviendo,

o y preli-

por Gltimo, la geometria especial 6 elemental, de fundament
minar necesario 4 la geometria analitica 6 general.

PRIMERA PARTE.

LONGITUDES.
DEFINICIONES Y NOCIONES PRELIMINARES.

358. —DEFINICION.—Se lama geometrin la ciencia que tiene por ob-
Jeto la medida de Iz extension por medios tndirectos, considerando las
rvelactones de forma, posicion y magnitud.

Aunque el objeto definitivo de esta ciencia sea la medida de ia exten-
&ion, como para llegar & este resultado es preciso valerse de métodos in-
directos, y como casi siempre es necesario reducir las cuestiones relati-
vas & la medida delos voliimenes, de las superficies y de las lineas, 4 1a
comparacion delas lineas reetas; loenal exige un conocimiento extenso
y profundo de las diversas propiedades de las figuras para deducir de
los elementos conocides los desconocidos; resulta que, como base indis-
pensable para poder efectuar la medida de Ia extension, la geometria
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dades de las figuras, considerando las relaciones que e é!‘ﬁfn entr&las
partes de que estéin formadas 6 entre otras figuras ma | deneillis 6 mis
adecnadas 4 nuestras investigaciones. : 7R

diendo de las demas propiedades de los coerpos, consideral
gar y la forma del espacio que ocupan, haciendo abstraccion de la ma-
teria que los eonstituye. MONTERREY,
Todo cuerpo tiene tres dimensiones: longitud, latitud y altura, que
comunmente se les lama largo, ancho y grueso; pero como & menudo
nuestras investigaciones no se dirigen sino § una sola 6 4 dos de estas
dimensiones, con el fin deé no complicar nuestro estudio con elementos
infiecesarios, prescindimos de aquellas dimensiones que no son objeto
de la cuestion'de que tenemos que ocuparnos.  Cuando cousideramos
el espacio con tres dimensiones; se le llama voléimen; si hacemos abs-
traccion del espesor § grueso, la extension ‘que consideramos lleva el
nombre de superficie; v si prescindimos del grueso y de laanchara, re-
sultard una extension en longitud solamente, quese llama (Znea, y aun-
que aisladamente no hay snperficies ni lineas materiales, estas concep-
ciones son de grande utilidad para estudiar sucesivamente las propie-
dades de las diversas figuras y poder medir la extensign. Porlo demas,
en la pradtica es de un uso frecuente este género de consideraciones.
Cuando se trata de la altura de nna montafia 6 de un edificiv, se pres-
cinde de sus otras dimensiones, asi como de sus demas enalidades.
Loz limites que determinan la extension de un cnerpo, son las super-

ficies, las cuales vienen 4 quedarlimitadas por léneas, y los extremos de

Gstas son punfos. Los diversos limites de los cuerpos nos sitven para
reconocer sn figura y determinar su extension.

A fin de proceder de lo simple & lo compuesto, en nuestro estudio di-
vidiremos la geometria en fres partes, la primera tratard de las lineas,
la segunda de las superficies y la tercera de los voliimenes.

360.—PuxT0s.—Acabamos de ver que prescindiendo de una de las
dimensiones de nn voliimen resulta nna superficie, y que prescindiendo
de otra de las dimensiones de la superficie, se obtiene una linea; del
mismo modo, £i en una linea hacemos abstraccion de la longitud, se
concebird lo que se llama punfo, destinado dnicamente 4 determinar
el lugar 6 la posicion.

Se distinguen cnatro clases de puntos: puniss extremos, que son los
limites A y B de una linea (fig, 1); punto de interseccion, que esel ln-
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gar en que se encuentran dog 6 mis lineas, como C (fig. 2); panios de
concurso, que son aquellos donde se rennen dos 6 mis rectas, como el
D en la fig. 3; y puntos de contacts, que son aquellos donde dos 6 mis
lineas se tocan, como el E en lafig. 4. :

IR

Figura 1.

L 4

B

Figura 3,
Figura 2. i

Careciendo los puntos de magnitud, todos son ignales, y por lo mis-
mo, se concibe que gi se sobrepusieran, coineidirian.

361.—LINEAS.—Se Uama linea tods extension en longitud sin nin-
guna latitud ni profundidad. Puede concebirse unalineacomo engen-
drada por la interseccion de dos superficies, 6 como el trazo ¢ huella
que dejaria un punto en s moyimiento.

Las lineas pueden ser recfas, quebradas, curvas y mizias.

362.— Linea recta es aguella cuyos puntos todos estdn en la misma
direccion. De esto resnlta que es el camino més corto entre dos puntos.

La interseccion © de dos rectas (fig. ) es un punto.

Por un punto A (fig. 5) pueden pasar una

\\1 /" infinidad de lineas rectas; pero desde el mo-
A « s mento en que se da otro punto B, determinan-
1 do estos dos puhtos nna direccion, queda fijada

la posicion de la recta A B.

Fizura 5.

Asi pues, dos puntos fijan la posicion de una recla, y 81 son éstos los
exlremos determinardn su magnitud.—Para que dos rectas coincidan
es necesario y basta que coincidan dos puntos de una con dos puntos de
la otra; y para que dos rectas tengan lo misma longitud, es preciso que
puedan cotneidir los extremos de una con los de i olra.

363.—ILa distancia entre dos puntos se estima por la magnitnd de Ia
linea recta que los une. Para medir la longitud de una recta es preciso
determinar la relacion que existe con la longitud de ofra recta tomada
por unidad. Asi cuando se dice, por ejemplo, que la altura de una to-
rre es de 50 metros, esto'significa que cincuenta veces estd contenida la
longitud de la unidad lineal llamada metro, en la alfura de esa torre.

Dos rectas estéin en la razon, por ejemplo, de 3 & 5 cuando una ter-
cera recta, tomada como unidad, estd contenida tres vecesen la primera
v 5 en la tltima. La determinacion de la relacion de dos rectas exige,
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pues, que se busque otra recta que esté contenida un niimero cabal de
veces en mna y en oira, para que sea Ia comun medida de ambas.

Si estando dadas dos rectas A B y C D (fiz. 6) se quiere determinar
s mayor medida comun, 6 por lo ménos la razon aproximada de una
4 otra, tendremos que proceder como sigue:

F

Ci————

Sellevarila

A : . .y p mis pequena
Pigura s, 2 G D sobre la
mayor, cuantas veces se pucda: se encontrard tres veecs desde A hasta
E y quedari una resta 6 parte menor que C.D de B 4 B; por lo que
se tendri:
AB=3CD+EB

En segunida se llevard la resta E B sobre C D, y se encontrara que
estd contenida 4 veces con una segunda resta F D, lo que dé:

CD=4EB+FD

Se llevard esta segunda resta sobre E B y como solo estd
nna vez de B & G, con una tercera resta G B, se tiene:

Por tltimo, llevando & B sobre F D, se encuentra que
FD=4GB

Sustituyendo sucesivamente el valor de F D en el de E B, éste en
¢l de C D, y por tltimo el de C D en el de A B, se tendra:

FD—4G B, EB=5G B, C D=24 G B, y AB=77 G B.

lesulta, pues, que la Giltima resta G B estd contenida 24 veces en
C D y 77 en A B, por lo que estas dos rectas estén en la razon de 24
AT

El procedimiento empleado es anéilogo 4 la operacion que sirve para
encontrar ¢l maximo comun divisor de dos niimeros, y se termina co-
mo aquel caando la resta encontrada es nula. Un raciocinio semejante
al que hicimos en aritmética, (110) probaria que asi se encuentra no
solo una medida comun para ambas lineas, sino la mayor de las medi-
das comunes, que pneden tener.

Se dice que dos rectas son conmensurables entre si, cuando tienen una
medida comun, y que son inconmensurables en ¢l caso contrario.
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Cuando dos rectas son inconmensurables, el procedimiento que aca-
bamos de indiear no puede condueir 4 una resfa nula; pero como las
restas saeesivas van decreciendo, llegan 4 tal grado de pequefiez, que
pueden eonsiderarse como nulas. Que ciertas lineas son inconmensu-
rables, es un hecho que la teoria nos da 4 conocer, pero que ningnna
operacion mecanica nos puede hacer sensible, y aunque la razon de dos
lineas inconmensurables no pueda detcrminarse exactamente, siempre
es posible expresarla con cuanta aproximacion se quiera.

En efecto, sean A y B dos lineas, 6 mis generalmente dos magnitu-
des de la misma especie. Imaginémonos que B esté dividida en 1000
partes por ejemplo, y que llevando una de éstas sobre A se’encuentre
que la contiene 3257 wcea ¥ que quede mm. resta. La magnitnd A es-

tard comprendida entre ;74X 3257 ¥ o455 (3258, 6 lo que es lo mis-
mo, entre Bx 3257 y Bx3:258. Estos nimeros 3257 y 3258 serin
los valores de la razon & con nna aproximacion de ménes de gyyy, el
primero por defecto y el segundo por exceso. Si en lagar de dividir B
en 1000 partes iguales se hubiera dividido en 10000, la aproximacion
habria sido 10 veces mayor, y =i se hubiera dividido B en 100000 par-
tes, la aproxmacion habria sido 100 veces mayor que la obtenida, y
asi se concibe que prescindiendo de la dificultad material que la divi-
sion en mayor nimero de partes presenta en la prictica, siempre sepo-
dréin representar las magnitudes de la misma especie por niimeros, ya
sea exactamente, ya con la aproximacion que se desée 6 que exija la
naturaleza de la cuestion.

364.—Para trazar una linea recta sobre nn plano -nos valemos de la
regla y del lapiz 6 grafio. La regla ¢s una barra de madera 6 de metal
construida ton la eondicion da que todos los puntos de uno de sus bor-
des estén en la misma direccion, eomo lo representa la fig. 7. El gra-
fio § tira-lineas sirve para trazar las rectas con tinta apoys: mrla dos pun-
tog de la regla A y B sobre los dos puntos dados' A” B> y haciéndolo

resbalar contra el borde de laregla al mismo tiempo que se apoya so-
bre el papel.

Para asegurarse de la buena

construccion de la regla, 4lo cual
se llama recfificarla, se marca una
recta, como se ha explicado, ha-
ciendo coincidir ei punto A con A’y el punto B con B’. En segnida se in-

vierte Ia regla teniendo cnidado de hacer coineidir el punto A con B’,
y el punto B con A’, y se traza una nueva linea. Si 1a regla esti bien

Rp—
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construida las dos marcas se confundirén, supnesto que por des puntos
solo puede pasar una recta. Sila regla estd mala resultaran dos trazas
como son' A’ 0’ B>y A’ C'B’.

Como la falta de exaetitud en las consirucciones geométricas resulta
4 veces de gue las lineas'que se marcan, tienen nuna anchura més 6 mé-
nos considerable y los puntos son pequeflas snperficies, debe procarar-
se que las lineas sean lo més finas posibles, y que los puntos estén de-
terminados por lineas que se corten bajo fingnlos casi rectos.

Cuando se quiere fijar no solo la direccion, sino tambien Ia magni-
tud de una recta, debe trazarse sobre la regla tnicamente hasta los
puntos exfremos, y para medir su longitnd, nos servimos de la escala
y del compés. b

La escala es una regla de madera, de marfil 6 de metal (fig. 8)en la

- que se han marcado divisiones ignales
referidas 4 una nnidad de longitud co-
mo el metro, lavara, la yarda, ete.

El compés es un instrnmento regularmente de
metal (fig. 9) compnesto de dos piernas de igual
longitnd A B y A €, que pueden girar al rededor
de un eje A. Cuando sirve para medir la longitud
de las lineas sug puntas son fijas, y cuando,se usa
para trazar circulos, una de sus puntas debe reem-
plazarse por un l&piz 6 un grafio. Sila recta quesze
trata de medir tiene ménos longitnd que la escalay
ésta tiene hecho su borde en bisel, basta poner la
escala junto & la recta haciendo coincidir su cero
con uno de los extremos, y leer la division en que
toca el oiro extremo de la recta. En caso contrario
se toma con el compés un cierto ntimero de unida-
des de la escala, (20 por ejemplo), y se llevan sobre
la linea el niimero de veces que es posible, (supon-

p S2mos que hayan sido 3), hasta que quede una par-

Faed te menor. En seguida se mide esta resta con el com-

pés, cuya abertura llevada sobre la escala indicard cuénto se debe agre-
gar 4 las primeras medidas. S5i la resta tenia 5 divisiones, toda la linea
tendria 65 milimetros por ejemplo. En todos los casos el grado de
aproximacion depe‘a de la igunaldad y finura de las divisiones de la
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escala asi como del menor grueso que se pmda, dar & las lineas y 4 las
puntas del compis.

365.—Cnando se quieren sumar dos rectas BC y D E (fig. 10) se lle-

va una D E sobre la prolongacion C A delaofra BC y larecta B A

seriignal A BC+D E. Silas lineas B C y D E fueran iguales, la rec-

p e B ta B A seria doble de una de ellas y asi secon-

. cibe el modo de duplicar, tripliear y en gene-

Figura 10, ral de multiplicar una recta por un nimero.

Para restar DE de BC bastaria llevar DE de C 4 D’ y se tendria

BD’=BC—DE.

~

366.—Se llama (inea quebrada (fig. 11) la que esta compuesia de li-
neqs rectas gne no quedan en la misme direccion,
Fara fijar Ia posicion dé nna linea quebrada,
es preciso conocer 1ds puntos exfremos A, B,
e < C, D, E, F, de las partes que la forman; y pa-
Ta que dos lineas quebradas sean ignales, es
/ necesario que en el caso de que se sobrepusie-
ran coincidiesen los expresados puntos A, B,
C. D, E y F. Entre dos puntos, A y F, se pueden tirar una infinidad
de lineas quebradas.

2 £

A

Figura 11

367.—8e lama linew curva (fig. 12), la que tiene {odos sus puulos en
diferente direccion. Puede concebirse como descrifa por un punto
que sa mueve cambiando por grados insensibles 4 cada instante de di-
receion.

Para fijar la forma de una curva, es necesario
conocer la posicion de todos sus puntos, ¢ 1a ley
del moyvimiento del punto que la engendrd. Pa-

A g Ta que dos curvas sean iguales, es preciso que

M sobreponiéndose puedan coineidir en fodos sus
puntos. Entre dos puntos, A y B, puede tirarse una infinidad de
curvas.

368.— %% llama linea mizia (fig. 138) o que esid compuesia de paries
rectas y de partes curvas. -

Para determinar una linea mixta es preciso

J poder fijar las partes de que se compone, sien-
do necesario que estas partes sean iguales pa-
ra que dos lineas mixtas lo sean.
369.—Se (Mm circunferencie de circulo mm.m (fig.

&g

Fe——ae

14) plana,
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cerrada, cuyos punlos todes estdn 4 tqual distancia de otro C interior,
llamado centro. g
Cireulo es la porcion de superficie comprendida dentvo de la circun-

ferencia.

Suele aplicarse, aungue indebidamente, la pala-
bra circnlo 4 la circunferencia; pero como lo indi-
can las definiciones respectivas, la cireunferencia es
una lznea, miéntras que el circulo es una superficie.

Se llama radio foda recta, C A, que va del centro
& la circunferencia, y como esta curva tiene todos
sus puntos equidistantes del centro, resulta que
todos los radios son tguales.

La posicion de un circulo quedn fijadn cuando se conoce. su centro y
el radio, por lo que dos ctreulos seran iguales cuando lo sean sus radios.

Se lNama didametro toda vecta, B D, que pasando por el ceniro, ter-
mina en la circunferencia. Como todo didimetro se compone de dos ra-
dios'y éstos son iguales, se infiere que fodos los didmeiros de un mismo
circulo son iguales.

Se llama arco una parfe, A D, de la ctreunferencia.

=

Cuer ffa es una reclta, B A, que va do un punto ¢ ofro de la circunfe-
rencia. Se dice que la ecuerda B A subtende al arco B E A, vy aunque
toda cmul.i subtende dos arcos BE A y B F A, comnnmente se aplica
esta expresion al arco menor. Reciprocamente se dice que la linea B A
se subtensa del arco B E A,

Se llama seqmento la porcion de superficie B A E B comprendida en-
ire une cuerda y el arco que sublende.

Sector es la porcion de superficie ACD |
d a'us';/ U arco.

Secante es una recta A B (fig. 15) que corta la circunferencia en dos
puntos, y tiene parte deniro y parte fuera del circulo.

e H Tangente es una reclta F G que toca ¢ la
circunferencia en un solo punto H.

Sellame sagita ¢ flecha la parte LM de un
radio comprendida entre la mitad de la
cuerde 9 la mitad del arco que subtende.

Cluadrante es el arco J M 1 equivalente ¢
la cuarta parte de la ctreunferencia.

A comprendida entre dos ra-

e

e
/0 E\

A

P re= e

.. o
L
i 7
\L—.///‘—f
J
Figura 15.
370.—Las .e;:g)er#?fies pueden ser planas, curvgs y mixtas.

Se llama plano, 6 superficio plana, aquella & (@ que se puede aplicar
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una linea recta en cualquiera direccion, tocandola en todos sus punios.

La superficie tranquila del agna, cuando no tiene una gran extension, §

s plana.

La inierseccion comun de dos planos és una linea recta; pues si to-

mamos dos puntos en lainterseccion y por ellos hacemos pasar una rec-
ta, por la definicion de plano esta recta deberd tener todos sns puntos
en ambos planos.

&' Por una recta pueden pasar une infinidad de ]
planos. Basta imaginarse £fig. 16) que un plano §
A B C D que pasa por la recta P Q gira al rede- |
dor de ella, para comprender que puede tomar ¥

una multitud de posicioneseomo A’ B> C* D’ con-
¢’ teniendo todos los planos 4 la recta P Q.

Figura 16
de un solo plano. Si 4 la condicion de pasar el plano por los dos pun-
tos de la recta P Q se une la de que pase por un tercer punto A, se
comprende ficilmente que si se hace pasar un plano por P Q y nos ima-
ginamos que gire al rededor de esta recta, entre la multitud de planos

que nos es dado coneebir, solo nno tendrd la propiedad de pasaral §

mismo tiempo por el punto A.

I
De esto resulta que la posicion de un plano queda enteramente fijada §
nor tres puntos que no estén on linea recta 6 por dos rectas que se cor- |

lan en an punio.

Para fijar la extension de un plano (fig. 16) es preciso conocer la si-§

tuacion de los.puntos extremos A B C D que lo limitan.

Dos planos exincidirdn stempre que coincidan lres puntos de uno de §

ellos, con tres puntos del otro.

Para que dos planos sean iguales en extension, es necesario que pie-|

dan coincidir todos los puntos extremos que los Limitan.

Figuras planas son aquellas que pueden estar contenidus en un plano. |
El eireulo y el fridngunlo son, por ejemplo, figuras: planas, y de ellas]

nos ocuparemos especialmente en las dos primeras secciones de la geo-
metria.

371.—En los wolimenes distinguiremos aquellos en los que todas las
superficies que los limitan son planas, y aquellos que estin terminados
por superficies curvas,

Por tres puntos no se puede lacer pasar mds |

Axiomas, métodos de demostracion y definiciones.

372, Axroaras.—Al fratar de los fundamentos del cilculo, hemos
establecido (32 y 242) los siguientes axiomas:

Dos cantidades ignales 4 una tercera son ignales entre si.

Si 4 cantidades ignales se agregan 6 quitan ignales, los resultados se-
rin iguales. ;

Si con cantidades izunales se ejecutan las mismas operaciones, los re-
sultados serin ignales. «

Una cantidad es igual 4 la reunion de sus partes.

Los cuales como se refieren 4 las cantidades, son aplicables en geo-
metria & la extension; pero por la naturaleza @ objeto de esta ciencia
tenemos que agregar el siguiente que es de un uso frecnente: y

Las (fneas, superficies ¢ volitmenes que aplicados unos encima de otros
cotnciden en fodos sus puntos, son iguales.

De este corto nfimero de axiomas y de las definiciones, que ademés
de explicar una palabra constituyen la asercion de un hecho 6 de una pro-
piedad fundamental geométrica, por un Tiguroso raciocinio se van su-
cesivamente infiriendo nuevas verdades de las que & su vez nos servi-
mog para deducir y establecer principios desconocidos.

Asi, por ejemplo, la definicion de ¢freulo ademsis de explicar esta pa-
labra sefiala, 6 si e quiere, ensefia la propiedad de esta curva de teuer
sus puntos equidistantes del centro, de la cual deducimosque los radios
son iguales, lo mismo que los didémetros, y ofro gran niimero de tcore-
mas, comoque ol didmetro divide la cireunferenciaen dos partes iguales,
que es la mayor de todas las cuerdas, etc., ete.

373.—METODOS DE DEMOSTRACION.—En geometria se emplea lo mis-
mo que en aritmética y en &lgebra, 1a demostracion positive [27] y la
negativa; pero como la igualdad 6 designaldad de dos fignras puede ha-
cerse muy preceptible 4 nuestros sentidos colocando una sobre otra; 4
menudo usamos este método llamado de sobreposicion para demostrar
por medio'de un raciocinio directo 6 indirecto la igualdad 6 desigual-
dad de dos figuras.

Repetiremos que la demostracion positiva es aguella en la que el teo-
rema por demostrar resulta como consecuencia inmediata de ofros prin-
cipios ciertos. Unas veces de una propiedad general se deduce otra par-
ticular 0 ménos general, y otras de lo explicito de una proposicion se
deduee lo que en ella hay implicito.




Demostracion negativa es la que nos kace ver, quede so ser cierto el
Principio que trata de demostrarse, resulfaria cierfo otro prineipio in-
compatible con los que hemos denosirado. .

En la demostracion por sobreposicion, sabiendd qus una parte de una
figura pueds coincidir con parte de otra figura, y funddndose en teore-
mas demostrados, se deduceque el rest@hde las dos Jiguras debe coincidir.

Para dar & comprender mejor estas definiciones, pondremosnn ejem-
plo de estas diferentes clases de demostracion.

Demosiracion directa sin sebreposicion. x

TEOREMA.— B didmetro es i mayor de fodas las cuerdas.

Vamos 4 demostrar que el dismetro A B [fig. 17] es mayor que la
cuerda A D. Si tiramos el radio C D, tendremos que por ser A D li-
nea recta, y A G D quebrada; y por ser la linea recta el camino mis
corto entre dos puntos, se fiene:

ACD>AD
p Perocomo A C D consta de dos radios, y el did-
metro A B es igual tambien 4 dos radios, se tie-
& ne que A 0 D=A B, luego
AB>AD.
Y como el raciocinio hecho con 4 D puede
= aplicarse & otra cuerda cualquiera, se infiere 1a
verdad del teorema en toda su generalidad.
Bjemplo de demostracion directa con sobreposicion.

Si snponemos que la figura 18 se doblara por el

. didmetro A B quedando fija la parte A ED B ¥

£ girando al rededor de A B la parte A D’ B, esclaro

que la recta A Bres comun élas dos parte en la fi-

gura, y en virtnd de que todos los radios son igna-

les; el extremo D’ deberd coincidir con algun otro

Figura 18 punto como D equidistante de C; el punto B’ por

la misma razon deberd coincidir con algun otro

punto como K, y asi sucesivamente debiendo coincidir todos los pun-

tos ce la circonferencia que quedan & la derecha del didmetro con los

que estin 4 su izquierda, se infiere que estas dos partes determinadas
por el diimetro son iguales.

Como se vé en este ejemplo hay una cosa conocida: que la recta A B
es comun 4las dos partes, cuya igualdad seva & demostrar, y de esto
que sabemos y de un prineipio cierto, que los radios son iguales; se de-
duce el teorema. Asi, pues, es preciso en todos los casos dar el Tunda-

TEOREMA. — Eldidmetro divids la cireunferencia en dos partesiguales.

a9
3]

mento 6 Ja razon en virtud de la que coincidiendo nna parte de dos fi-
guras deberfin coizeidir fodas las demis. G
- EBjemplo de demostracion negaliva con .sf;_i’u'agm.\iu:arm. el
TEORENA.— Bl didmetro dividela circunferencia en dos partes fguales.
Si suponemos quelas dos partes determinadas
por el didmetro son desiguales, al du‘uhu: la ﬁgu-.
ra [Og. 19] por A B, el punfo D caerin en D
fnera de la circunfercnecia si la parte de la dere-
cha era la mayor; En este caso tendriamos
CD=0CD’
pero C D,>{T: O
lnego GCD>C0

Figura 19,

esto eg, seria precizo que los radios fueran desiguales, lo.que no es ad-

mlé;b;ﬁ'i)onemos que la parte de la LlC‘l’C‘i.’}?iL sea la menor, al doblar la
figura D caeria dentro del circu!t_) ¥ {cur.l.munos:

por una parte CD=CD”

por ofra ¢ D”’<CO

luego CD<CO ' o

esto es, que los radios serian designales, lo que es im posible. ‘

Luego si la parte A'D B nopuede ser mayor, ni fampoco menor ‘l,d‘e
la parte A O B, tendrfi que ser igual i ella, que es lo que se queria de-
mostrar. 3

Este ejemplo pone de manifiesto que es preciso completar la demos-
tracion negativa haciendo ver que en cualquiera otro S.E}[H'I(,‘St-!) que ne
sea el del teorgma, forzosamente resulta un absm‘d().‘ Si ‘]al parte de I:}
derecha no puede ser mayor ni menor que lade la izquierda, tendri
que ser ignal 4 ella, que es lo que establece el t‘cox‘fzma. .

En geometria, el método de demostracion indirecta, llamado t-..un-
bien de redustion al absurdo, se usa & menudo para demostrar los teo-
remas que se llaman recéprocos. |374] ¢

374.—DEFINICIONES:—Hay dos vicios de raciocinio que los ﬂ:\‘lt.u"}.m'n -
tes deben evitar en geometrfa. El uno llamado peficion de pvrmrepu_),
consiste en preteader tomar como fundamenito de la derfm.\‘(rac-wn el teo-
rema que debe demostrarse. Para exensarlo, no hay mis que tener pre-
sente que el teorema por demostrar debe resultar como ’const_mn?n‘cm de
afras verdades ya conocidas. El otro vicio se !inma_ circulo vicioso, y
consiste en tomar como fundamento de la demostracion un fr(frem-rz que
todavia no se ha demostrado, y que para hacerlo seriq necesario apoyar-
se en el leorema que trata de demostrarse.
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_L;ema es una proposicion fundamental que sirve de preparacion & va-
ri0s;teoremas 6 & la resolucion de una série de ploblemas.

Corolario, es la consecuencia de una Proposicion.

E.s:colz'o €3 una observacion relative 4 una 6 varias Proposiciones, con
8l ?Zyeto de ezplicar sus relaciones, su extension, su utibidad y las res-
tricciones & que deben estar sometidas.

El.l todo teorema deben distinguirse dos partes: el supuesto ¥ la con-
clusion, que es su consecuencia, Por ejemplo, si decimos que Iz cuerda
que pasa por el centro, ¢ bien el didmetro, es la mayor de todas las cuer-
das; el supuesto 6 hipbtesis es que se trata de la cuerda que pasa por el
centro,ty la conelusion es que sea la mayor de las cuerdas. Cuando de
nn te?remsl se forma otro en el que se toma la conclusion como supues-
to, y éste como conclusion, resulta una proposicion que ge lama reci-
proca de la primera. Asi el teorema reciproco del que nos ocupamos es
que la mayor de todas las cuerdas es la que pasa por el centro.

Como algnnas veees 1a conclusion del teorema primitivo conviene &
OFros casos no comprendidos en el supaesto, resulta que no siempre es
elerta la reciproca, y de aqui la necesidad de demostrarla,

qu problemas de geometria que, como los demfs que hemos resuel-
to, tienen por objeto determinar algo deseonocido que satisfaga deter-
mlnadfzs condiciones, pueden ser relativos 4 la figura 6 relativos & la
extension. Lios primeros son grdficos y los segundos numéricos. Esun
prob_lc-ma. gréfico tirar una tangente 4 un circulo; ¥ es un problema nu-
mérico determinar la longitud del radio de wn circulo.

Todo problema consta de resolucion y de demostracion.

ANGULOS.

375.—DEFINICIONES.—Se Hama dngulo la figura forniade por'dos
rectas A B, A G, [fig. 291, inclinadas entre st que cOncurren en un
punto. Pueden suponerse prolongadas las dos rectas A B y A C, sin
que el valor del dngulo cambie. Ta magnitad de un dngulo depénde
de la mayor 6 menor inclinacion de las rectas que lo forman, pero no
fie Ifx longitnd de éstas. Asf, pues, en un dngalo lo'que se estima, es 1a
inclinacion de dos rectas.
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8 Cuando no hay mis que un solo dngulo en un pun-

to, como en la fizura 20, se denomina por la letra A

S p ue estil en este punto que se llama véréice; y las rec-
Figura'aD. tas A B y A C se llaman lados del angulo.

Cuando hay varios angulos en on mismo punto, co-
mo'en la figura 21, se denominan con sus tres letras; pero teniendo
enidado de nombrar siempre la del vértice en medio de las dos que co-
rresponden al extremo libre de eada uno de los lados. Asi se dice el
sngulo A C D yel dngulo D C B.

Cuando una recta D C cae sobre otra A B formando con ella dos in-
gulos D€ Ay D O B iguales entre si [fig. 21], se dice que estarecta
eaiperpendicular, y los dngnles D C A 'y D € B se Haman rectos.

a
Todo dnguio E G B [fig. 232], menor gque
un vecto D C B, se Uama agudo; y todo dn-
gulo E C' 4, mayor que un recto D C' 4, se Ha-
ma abiuso.

Cuando dos anqulos como B OB y E C A4 va-
len juntos dos dngulos rectos, se dice que son su-
plementarios.

Se llaman complementarios dos dngulos como
B O By ECD, cuya swna es tgual d un digu-
; to recto. -

Se llaman dngulos adyacentes los que forma wne recte [fg. 23],
€' D que cae wobreotra A B. Twos dngulos A D C y C D Bson adya-

cenfes.

-~
oty

Figurs 23,

Se llaman d@ngulos opuestos al vértice, los que
estién formados por dos rectas [fig.24] 4 By
C D gue se corian en ww punto O y tienen la ex-
presada posicion, como los éngulos A O C y
BOR.
376.—Para que dos dngulos sean ignales, es ne-
cesario que la inclinacion respectiva de las dos
rectas que forman cada uno, sea la misma; esto
se prueba haciendo coineidir el vértice A [fig. 25]
N ® econelA’yelladoA Cconel A’ C°, ysielotro

a lado A B coincide con A’ B’ los dos fingulos se-
Figars 24, :
rén iguales.

Por tanto, siempre que dos ingulos sean iguales, estamos seguros de
«4ue si hiciéramos coineidir sus vértices y uno de sus lados, en el otro
4




Jado tambien Goineidirian; y reciprocamente ‘cuando los lades coinei-
dan los dngulos serfin igualés.

B B 377.— TrorEMA.—Si desde los
3 vértices de dos dngulos [fig. 25] y
con ¢l mismo: wadio se Irazan arcos
de circulo B € y B’ (7, ¢ angulos
igitales corresponden arcos iquales,
y reciprocamente. :

} et s eala AU i)

A

Figura 25.

Por haber tomado el radio A C=A’ €’ y porque todas las lineas ree-
tas pueden sobreponerse, si pusiéramos una sobre otra estas reetas, el
punto A eoincidiria con A’y el C con €. Por ser iguales los dos fmn-
gulos [376], el lndo A B tomaria la direceion A" B’, y como estas dos
rectas tienen igual longitud por ser ridios, resulta que el punto B coin-
cidiria con B’; lnego siendo los dos arcos B € y B’ €’ arcos de circnlos
iguales y coincidiendo sus éxtremos, serdin ignales.

La reciproca se demostrari como sigue:

Si sobrepusiéramos las rectas A C y A’ C’, coincidirian sus extre-
mos por haberlas tomado iguales por construceion. Por ser ignales los
arcos B C y B’ (7, el punto B’ coincidiria con B, y coincidiendo los
dos extremos de la recta B A con los de la B° A’ ésta coincidiria, de
Io que resulta que los dos 4ngnlos B A C y " A’ C’ seriin iguales.

378.—TrorEMA.— Los dngulos son propoveionales ¢ los arcos del cir-
culo descrito desde sw vértice como centro.

51 desde el vértice C [fig. 26] del Angulo B'C A trazamos wna ¢ir-
cni:ferencia‘con el ridio C A, y al lado de este’ dngulo trazames otro
B ¢ Dignal & B C A, resulta que conforme al teorema anterior el ar-
co B D=B A; lnego al dingulo D C A doble de B € A corresponde un
arco D A doble de B A.

i) Si al lado de D'C B trazamos otro fdngulo igua-

P\ E € Dy tendremos [377] que ED =D B = B,
S f'/”' \  luego al dngulo E C A que es triple de B C A, co-

¢4 rresponde un arco E A triple de B A.

; ¥ como lo mismo demostrariamos de un éngulo
\\\_‘_/,/ cufidraplo, quintuplo, ete., se infiere que los dngu-
<o S los son proporcionales d los arcos del circulo trazados
desde su vértize como ceniro, y por esta razon se tofha por medide de
un dngulo el arco' gue sus lados abrazan.
En efecto, de la magnitud del arco depende la inclinacion de los la-
dos; y por tanto el valor del 4ngulo.

379.—Toda e¢ircunferencia de eirenlo se considera dividida en 360
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partes ignales que se Haman grados, cada grado se subdivide en 60 par-
tes que se laman minukos, y cada minuto se subdivide en'60 segundos.
Loz grados se indican con un pequefio cero arriba del nfimero que los
representa, los minutos con una coma’ y'los segundos con dos comas.
Asi 25°—30/—18" se lec 25 grados 30 minutos y 18 segundos.

Y como los arcos son la medida de los ingulos, stiman tam-
bien en grados, minutos y segundos. Asi, ua @ngulo recto, cuya medi-
da es'un cuadrante, vale 90°. Dos drgulos suplementarios valen juntos
180°. ' Dos dngulos complementarios valen juntos 90°. Un dngulo agu-
do vale ménos de 90°, y uno obiuso vale'mds de 90°,

iste sistema de division, que es el mis generalmente adoptado, se
llama sezagosimal; pero hay otro llamado cenfesimal, en el que la cir-
cunferencia se considera dividida en 400 grados, el grado en 100 minu-
tos y el minuto en 100 segundos.

380, —TEOREMA.—FEn un mismo circulo, 6 en ctrculos tqualos @ ar-
¢08 iguales, corresponden cuerdas iguales, y reciprocamente.

S L Sea el arco A B = € D [fig. 27] del mismo circn-

4 'lo, y vamos & demostrar que las cuerdas A B yD €

\\ seriin iguales. Tomemos ¢l punto R en la mitad del

arco D A y tiremos ¢l diimetro R S.  Si doblramos

la figura por larecta R S, la semicireunferencia R B S

coineidiria con la R C S; [373] por haberse tomado

Figura 27, R en el medio de D A, el punto A concidiri con D;

y por ger el arco A B = D C ol punto B coineidiria con C; y supuesto

que los extremos de la cnerda A B coinciden respectivamente con los
de la C D resulta que estas dos cuerdas serdn ignales.

Reciprocamente si la cunerda A B = C D, haciendo la misma cons-
truccion y doblando la figura segun R S resulta que coinecidirian los
extremos de los arcos, por lo que serin iguales.

Si se tratara de dos circulos iguales comenzariamos por sobreponer-
los, y en seguida serian aplicables las demostraciones anteriores,

De este teorema resulta que dos dngulos serdniguales cuando lo sean
las cuerdas de los arcos desoritos desde sus vértices con el mismo rdilio,
Yy reciprocamente. W

381.—Antes de ocuparnos de la resolucion'de algunos problemas di-
remos'que, al tratar de una damostracion, la figura tiene solo por ob-
jeto ayndar 4 la inteligencia del raciocinio que se funda en las relacio-
nes que hay cntre el enunciado y el objeto de la demostracion; por cu-
¥a razon esas figuras no tienen necesidad de ser trazadas con gran cui-
dado; no sucediendo otro tanto cuando el objeto es resolver un proble-
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ma grdfico, en el que se trata de construir figuras que satisfagan deter-
minadas condiciones, cuyo resultado depende de la exactitud con que
se tracen las lineas, ohjeto de la cuestion. En la resolucion de los pro-
blemas gréficos importa que el papel esté restirado sobre un plano. per-
fecto, que loz instrumentos que se usen estén rectificados, que lag -
neas sean tan finas como sea posible, y por tiltimo, que los puntos ten-
gan la menor extension que se pueda.

En cuanto 4 log problemas numéricos, que tienen por objeto detex-
minar los valores numéricos de los elementos de una figara deducién-
dolos de otros, son del resorte de la aritmétiea; la geometria solo inter-
viene en ellos para hacer conocer las relaciones de exlension qae ligan
los datos con las incdgnitas, asi como aquellos proeedimientos por cuyo
medio se determina la relacion de estos 1ltimos con la unidad de su es-
pecie. Debe tenerse en cnenta la aproximaeion que los instrumentes
usados pneden dar para no llevar inttilmente los cileulos més allé de
ese grado. 8i, por ejemplo, la escala no indica sino medios milimetros,
serd intitil llevar la aproximacion en los cileulos mis alli de los diez
milimetros;

Ademis del lapiz, del grafio, de la regla, de la escala y del compis
para lartesolueion de los problemas grificos, nos servimos de la escua-
dra y del rasportador.

v

&

s

<

Figura 28, Figura 2.

La escuadra [fig, 28] es un tridngulo de madera, de metal 6 de mar-
fil, en el que uno de sus fingules A precisamente ¢s recto. Sirve parti-
cnlarmente para trazar lineas perpendiculares y paralelas. Para cercio-
rarse de que esti bien construida, por un punto C¥ffiz. 29] de la recta
A B se traza la perpendicutar C D aplicando el borde E C de 1a escua-
dra contra ella. En seguida se voltea 1a escuadra aplicando contra el
papel 1a cara que estaba para arriba y quedando el vértice E cerca de
B en el punto ¥, se traza otra perpendicnlar: por el mismo pante C.
Si esta segunda perpendicular ge confundecon la primera, es pruebade
que la escuadra estd buena, pues-entdnees el dngulo D € E serd recto.
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El trasportador (fig. 30) es un semicir-
culo de metal 6 de cuerno trasparente,
en el que estd-marcado el centro A, y los
grados y medios grados. Sirve para medir
los 4ngnlos ¢ para construirlos de deter-

s minado valor. Hay dos cosas que rechifi-
car en este instrumento: que el punto muarcado A sea el centro'del se-

micirenlo, y que los grados sean iguales entre si. Para cerciorarse de
1a buena colocacion del centro, basta tomar con el compis la Tongitud
del radio del trasportador y trazar una circunferencia: sien cualquiera
posicion pueden hacerse coincidir el centroy 1a semicirennferencia del
trasportador con el centro'y circunferencia trazada, el centro del ins-
trumento estard bien fijado. Para averiguar si esti bien dividido, se to-
ma con el compds 1a enerda, por ejemplo, del arco de 15°, y se va lle-
vando entre las divisiones de 1 y16°, de 2 y 17°, de3y 18°, efc., cuyas
distancias deben ser constantemente ignales, supnesto que & arcos igna-
les corresponden cuerdas iguales,

382.— PROBLEMAS DE ANGULOS.—L.—Sobre la recta A B (fig. 31)
eanstruir un dngulo tqual al dngulo dado D.

H Desde el vértice D, como centro

&5~ ; s . -
}( £4 - ¥ con un radio cualquiera, tricese
\ 3

- el arco B F; haeciendo centrs en A
\ AR s | ycon el mismo radio tricese el ar-
& £ go indefinido G H: tomese la cuer-
g da E By llévese desde G hasta C:
y tirando la recta O'A ésta formari un dngulo igual al dado.

El fandamento de esta construcecion es que los arcos EF y C G, que

miden estos fingulos, son iguales por pertenecer i circulos iguales y
tener cuerdas iguales.

II.—Construtr un dngulo igual d la sume de dos dngnlos dados.

Sean los 4ngulos dados A y B. Sobre la recta
C D (fig. 32) y conforme & lo explicado en
el problema anterior, se econstruye el ingulo
D CE=A. En segnida sobre la recta C Ey em-
pleando el mismo método, se construye el dn-
gulo ECF = B. El fingulo F C D serd ignal
it A + B. Asi puede construirse un dngulo do-
ble, triple, etc, de ofro.
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HI.—Determinar la diferencia entre dos dngulos A 3 B (fig. 33).

e T

&

Sobre 1la recta C D’ se construye el éngulo
D’ CE =A, que esel mayor de los é&ngulos.
Sobre el mismo lado € I’ consfrayase el angu-

ELs loD’CF = B. Elfngulo ECF = EC D’ —
\/ . D’CTF = A — B seri el pedido.
D —F

Figara 33,
IV.— Determinar el numero de grados del anguloC A B (fig. 34) por
medio del irasportador.

Se colocard el trasportador sobre el dngalo C A B,
teniendo cuidado de hacer coineidir el eentro del ins-
trumento con el vértice A del fingulo yla linea mar-

i 81 cada con 0° y 180° con uno de los lados, eon C A por
ejemplo. Hecho esto, basbarid ver el mimero de grados que maren el
otro lado A B para conocer ¢l valor del 4ngulo, que-en este caso es de
37°—30°. Siempre que sea necesario sec prolongardn los lados del dn-
gulo.

V.—Construir un dngulo de 35°% sirviéndose del {rasportador.
(Fig. 35).

Tricese la recta A B; hagase coincidir el punto A
con el centro del trasportador, y 1a recta A B con ¢l
didmetro que pasa por el eero: mirquese un punto C
en la gradnacion 35°4; y tirando la recta C A quedard
trazado el angulo pedido.

Principales casos de igualdad en los friangulos.

383.—=Se llama tridngulo rectilineo una figura que determina un es-
pacio cerrado por tres lincas rectas, como A B'C (fig- 386).

Las rectas que limitan el trifngnlo se llaman lados, ylos puntos en
que conecurren de dos en dog, se llaman vérfices. Asi pues, todo tridn-
oulo tiene tres lados y tres dngulos.

Para que dos tridngulos puedan coincidir en todos sus puntos, y que
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por lo mismo sean iguales, se necesita que coincidan respectivamente
sus fres vértices, que son los extremos de sus lados.
Consideraremos por ahora tres casos de igualdad de los tridngulos.
384.—I.—Dos tridngulos son iguales cuando tienen un lado igual
adyacente d dos ényulos respectivamente iguates (fig. 36).

?

AB=A B, A=A yB=58

DEMOSTRACION.—Por ser A B=A’ B’ si sobrepusiéramos estas fign-
ras el lado A B coincidirian con A’ B’. Por ser ¢l &ngulo A—AZ coin-
cidiendo el Tado A B con A’ PB’, ellado A C tomaria la misma direccion
que A’ O’. Porserel angulo B = B’ coincidiendo el lado A B con
A’ B, el lado B C\tomaria la misma dircecion que B’ C’; y coincidien-
do respectivamente los dos lados AC y BC con A” ¢ y B” €’ es claro
que el punto C, interseccion de las dos primerasrectas, coincidiria con
@’ interseccion de las dos altimas. Finalments, coincidiendo los tres
vértices de los dos trifingulos resulta que son iguales.

385.—IL.—Dos {ridngulos sonigua-
. o les cuando tienen un angulo igual
formado por lados tguales (fig. 36).

A=ALAB=AB yAC=A C.
Fi, 36.

DEMOSTRACION.—Por ser el ingalo A = A’ si sobrepusiéramos las
dos fignras, loslados A B y A O tomarian la misma direccion que A'B’
yA O yporserrAB=A'B yA C =A’C, el punto B coineidiria
con B y el C con (’; luego el tercer lado B C coincidiria con B’ C’ por
coineidir sus extremos, y los tridngulos serdn ignales,

386.—IIL.—Dos tridngulos serdn iquales cuando tengan sus tres la-
dos respectivamente iguales.

(Fig. 36) AB=A' B, AC=~NCyBC=BC

DEMOSTRACION.—Por ser el lado A B = A® B si sobrepustéramos
las dos figuras, estos Iados, lo mismo que sus exiremos, coineidirian.
Si desde el punto A como ecentro-y con el radio A € trazamos un arco
de cirenlo D E por ser A ¢ = A’ €’ el punto € eacrden alguno delos
da este arco. Si desde el punto B como eentro y con el radio B G tra-
gamos un arco'de cireulo B &, 'poriser B C =B € el punto € caerd
en algano de los del expresado arco F @; 'y debiendo pertenecer & los
dos arcos D K y F G el punto G caerd sobre O, que es la interseccion
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de los areos; luego coincidiendo los tres vértices de los dos tridngulos
resulta que son iguales.

387.—En {ridngulos iquales @ lados iguales estdn opuestos dngulos
iguales, y reciprocamente.

Siendo los trifingnlos iguales pedrin sobreponerse coincidiendo los
lados y los dngulos, y cuando coincidan losdos trifngualos en todos sus
puntos, resnltari que 4 los lados icuales quedan opuestosangulos igna-

les, y reciprocamente que a los dngulos iguales quedardn opuestos la-

dos iguales.
Hstos tres casos de izualdad de los trifngulos, y el teorema que aca-
bamos de demostrar, son de muy frecuente uso.

PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

388.— 82 llrna perpendicular toda recla A B (fig. 37) que forma con
otra D C dos dngulos A B O y A BD adyacentes ¢ tyuales enlre si.

A

Se-tlama oblicun una vecta E G (fig. 38) que forma
con ofre H L dos dngulos adyacentes desiguaies.
B

Figurs 57.
389.—TrEoREMA.— Cuando una recia ¥ G (fig. 38) cae sobre oira
H L los dngulos F G H y F G L que forman, son suplementarios.
S E DEMOSTRACION.—31 en €l punto G levantamos lo
: / « perpendicular G O tendremos:

/ FGH + FGL=0GH +0GL

é L pero por gonstruccion
Figura 38,
O0GH + 06 L = 2rectos.
FGH -+ FG& L= R2rectos.

390.—TEOREMA.— La suma de lodos los dngulos consecutivos forma-

dos de un lado de una recta, es igual ¢ dos rectos.

DEsosTRACION .—Para demostrar que la suma de los dngulos (fig.
309) ACD, DCE,ECF y FC B valen dos rectos, por el punto €
levantaremos la perpendicular € O, y como
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ACD +~DCE + ECF + FCB
=ACO + OCB

yeomo ACO + OCB = 2rectos

8 2 ;
Figura 89, se infiere que

ACD + DCE + ECF - FCB = 2rectos.

391.—La suma de todos los dngulos (fig. 40) formados al vededor de
un punto C es igual d cuatro recios.
Si prolongamosellado A € hasta G, y por el
punto C levantamos la perpendicular O C H
tendremos que

ACB+BCD+DCE+ECF +FCA
=A0O0O+0CG+GCH+HCA

y como los cuatro fingulos del segnndo miem-

bro son rectos, seinfiere que la suma de los 4n-

o gulos del primer miembro de la ecnacion, val-
Figurs 40, drén 4 rectos.

392.— Las bisectrices de los dngulos adyacentes son perpendiculares
entng si.

Se llama bisectriz la recta que divide un &ngulo en dos partes ignales.
Sean los dos éngulos adyacentes [fig. 41) ACB y BOD, y vimos 4
demostrar que las rectas CE y O F, que dividen en dos partes iguales

esos dngulos, son perpendiculares entre 8f, esto es, que el 4ngulo FCE
es recto.

Por ser adyacentes los 4ngulos [389] se tiene:
ACB +BOD = 2 rectos
o tomando la mitad
A%2 + BE2 — 1 recto
sustituyendo por 222 sn igual FC By por 22 BC E

ge tiene ;
FCB + BCE =1 recto

FOE = 1 recto




