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XIIT.—Dados dos dngulos 4 y B (6g.102) cuya suma es menor que
dos dngulos rectos, eonstruir un dngulo igual & su suplemento.

Témese una recta A B de longitud arbitraria; en sus extremos cons-
trityanse los 4ngulos A y B respectivamente iguales 4 los’dados, y com-
pletando el trifingulo, el ingulo A C B seri el pedido, supuesto que

A+B+A O B=180°
despejando &
A € B=180°—(A+B).

En todos los problemas que hemos resnelto, podrén darse valores nu-
méricos 4 los datos, debiendo emplearse en este caso Ia eseala y el tras-
portador ademas del compés para su resolucion.

CUADRILATERO.

444, —8e llama cuadrildtero una figura cerrada por cuatro lineas rec-
{as [fig. 103]. En los cnadriliterosse distinguen las signientes figuras.

Se Uame trapecio un cuadrildtero que tiene dos lados paralelos [fig.
104].

Paralelbgramo es un cuadrildtero en el que los lados opuestos son pa-
ralelos (fig. 105).

Figura 104. Figura 105,

Figura 103,
Rombo es un paraleldgramo que tiens los lados iguales entre st (fig.
106) y los angulos diferentes. *

v
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Rectdangulo es un paralelégramo cuyos dngulos todos som rectos [fig.
107] y los lados desiguales.

Cuadrado es wn paralelégramo que tiene wuales sus cuatro lados y
sus euatro dngulos |fig. 108].
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Figura 106, Fizura 107.

Figura 108.

Para que dos cuadriliteros sean iguales, es necesario que tengan igua-
les sus lados y sus 4ngulos, y que los dngulos iguales estén formados
respectivamente por los lados iguales. En general, para probar que dos
cuadrilateros son iguales, es preciso demostrar que gobreponiéndolos,
coincidirian todos los extremos de los lados que los forman. Para cons-
truir un cuadrilatero, es indispensable conocer tres lados y dos 4ngh-
los, 6 dos lados y tres dngulos; pero como los casos de igualdad de los
cuadrilateros son algo complicados, generalmente lo que se hace es
descomponerlos en dos triingulos, tanto para tratar de su igualdad co-
mo para construirlos conociendo algunos de sus elementos.

TLas diagonales de nn cuadrilitero generalmente son desiguales pero
cada diagonal -A C [fig. 103] es menor que la suma de los lados
AD+D C6que AB+BC con los que forma un triingulo, y mayor
que su diferencia [426].

445.— La suma de los dngulos de un cuedrilitero, es igual & cuatro
rectos.

Pirando la diagonal A C [fig. 103] el cuadrilitero quedard dividido
en .dos trisngnlos. Como la suma de los dngulos del cnadrilétero
A+B+C+D esigual & la de los 4ngulos de que estin formados los
dos trifngulos, y coma la suma de los dngulos de cada tridngulo vale
dos rectos [433], resulta que los del cuadrilitero valdran cuatro reetos.

446.,—Las propiedades de los cnadrilateros son comunes 4 los para-
lelogramos, de los cuales pasamos & ocuparnos.

Dos paralelégramos son iguales cuando tienen un angulo tqual (fig.

109) A=A’ formado por lados respectivamente iguales, A B=A"Fy
40— 420
Por ser el ingalo A=A’ si sobrepusiéramos las figuras haciendo coin-

cidir los vértices de estoséingnlos y el lado A C con A C',ellado AB
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tomariaz la direccion A” B’: por ser A C=A’ (7, el extremo € coinci-
diria con €’; por ser A B=A" B’, ¢l punto B ¢oineidiria con B Aho-
ra bien: como por un panto no puede tirarse mds de una paralela 4
otra reeta, resulta que debiendo ser € 'Diparalela 2 A B, cuya recta ha
coineidido con A’ B’, tendré que coineidir con €’ D%y porigual razon
habiendo coineidido B con B la paralela”B D tendré que coincidir con
3’ D', y en consecuencia, el punte de interseccion D coineidird con D’;

I
luego basta que dos paralelégramos tengan un dogulo igual formado

por lados respectivamente ignales, para que sobreponiéndolos coinci-
dan sus cuatro vértices.

A g4 ————p 4 B todo parelelograno los

/ R e [ = dngulos opuestos son iguales.

/ Jestif / El dngulo € (fig. 109) y el dngu-
c/ /&, c’/ /ﬂ lo B, que son opuestos, serin igna-

Figurs 109, les por estar formados por lados pa-

ralelos y tener sus ‘vértices vueltos en sentido contrario [420], y por
la misma Tazon A serd igual & D,

448.—Para facilitar 4 los alumnos las demostraciones de los siguien-
tes teoremas, anticiparemos la marcha que en ellas vamos & segnir: 1°
buscaremos los triingules formadoes por las lineas gue son objeto del
teorema: 2° demostraremos qoe estos tridngulos son iguales por estar
comprendidos en uno de los cuatro casos de igualdad [440], y 3° fun-
déndonos en que en trifingulos iguales 4 angulos iguales, estéin opues-
tos lados ignales y reciprocamente [387] deduciremos la conclusion del
teorema.

449.— En, todo paralelégramo los lados epuestos son tynales.

Tirando la diagonal A C [fig. 110] resnltarin los tridngulos A C B
y A C D, que son ignales [384] por tener el lado A C comun, A C B=
DAC y BA €=A CD, por ser la figura paralelégramo y tener la
posicion de alternos internos. Siendo los trifngulos igifales, los lados
opuestos f Aingulosiguales serdn iguales, luego A B=DC y BC=D A,
que es lo que se debia demostrar,

450.—8i dos lados de un cuadrildtero son igua-
les y paralelos, lu figura sera paralelogramo.

Sean [fiz. 1101 A D y B C ignales y paralelos, y
vamos 4 demostrar que los otros doslados A By
D C serén tambien paralelos.

Tirando la diagonal A C, el tridngulo ACDB
serd igual 4 A C D [385], por tener el dngulo

Figura 110
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A (B=C A D, por alternos internos, formados por lados respeetiva-
mente iguales, A € coman y B C=A D. Siendo los tridngulos igna-
les, 4 los lados B € y A D estarin opuestos dngnlos iguales, B AC=
A © D; pero como éstos tienen Ia posicion de alternos internos, se in-
fiere que serdn paraleloslos lados A B y C D.

B c

7t >

Vi e /
[ Dy
—— D

A=

451.— Las diagonales de wn paraleligramo se
cortan en parfes mifuamente wguales.
De que los lados opunestos son igualesy para-
lelos, vamos 4 inferir [fig 111] que B 0=0 D
ST y A 0=0 C. Los triingulos A 0By DOC
son iguales [384] por tener el lado A B=D C adyacente & los dugulos
OAB=0CDyO0OBA=0DC. Setiene A B=D C por lados opues-
tos de paralelégramo, y los ingulos indicados son ignales por alternos
internos. Siendo los trifingulos iguales por ser lados opuestos & éngu-
los ignales, resulta que BO=0D y A 0=0 C.

452.—1 asrreciprocas de las cuatro iltimas proposiciones son ciertas,
y pueden demostrarse por reduccion al absurdo, 6 de un modo seme-
jante al empleado para demostrar las directas.

Asi, pues, un cuadrilitero serd paralelégramo: 1° siempre que sean
iguales los dngulos 6 los ladoes epuestos: 2° siempre que dos lados opues-
fos sean iguales y paralelos; § 3° cuando las diagonales se corten en
partes mutuamente tquales.

453.— La diagonal mayor de un paraleligramo estd opuesta al ma-
yor dnguls [fig. 111].

Sea A C>B D, y vamos & dgmostrar que el ingulo A D C>B C D.
Si consideramos los tridngulos A C D y B D C, desde luego adverti-
mos que los dogulos AD Cy BCD estn formados por el lado D C
comun y A D=B C; luego conforme al teorema reciproco demostrado
en el niimero 432, debe ser el angnlo A D €>B C D por estar opuesto
el ingulo A D C al lado A C, que es mayor que B D.

454.—Siendo el rombo un paralelégramo cuyos cuatrolados son 1gua-
les entre st, todas Jas propiedades de los paralelogramos son comunes &
los rombos, resultando ademés de la ignaldad de los lados, que:
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3] En todo rombo las diagonales son perpendiculores £n-

A tre sf.
4 \ - Tirando las dladona‘[es A By C D [fig, 112], resultan
/ 2 los trlangnlos A ODyBO D que son iguales [386] por
\ /“ tener O D comun, A D=B D por lados del rombo, y
A 0=0 B por partes de la diagonal (451). Siendo iguales
los tridngulos, los éngulos opunestos 4 A D y B D serdn
F’b”“ "*  iguales, luego A O D=D O B, y por tanto D O serd per-

pendicular 4 A B,

455.—Como el rectdngulo es un paralelégramo cuyos cuatro angulos
s0m rectos, naturalmente participa de todas las propiedades del parale-
l6gramo; pero ademds, demostraremos que:
B ¢ Las diogonales de un rectdngulo sow iguales.

1« Los trifngulos rectdngulos (fig. 118) A D C yD A Bson
ignales (385) por tener ¢l dngulo A D ¢=D A B formado
por A D, que es comun, y D C=A B como lados opuestos
de paralelogramo. Siendo iguales cstos tridngulos, sus hipo-
tenusas tambien lo serdn, y se tendrd que A C=D B, que
es lo que se debia demostral

Frgura 113,

456, —Biendo el cuadrado un paralelégramo (ftg. 108) cuyos lados i
dngulos som fgualos, es una fignura que tiens las propiedades del cnadri-
litero, del patalelogramo, del rombo y del reetangulo.

457.—Fn restimen en ¢l cuadrildtero la suma de los 4 fingulos vale
4 rectos, sus lados, sus fngulos y sus diagonales son designales, asf co-
mo lag partes en que se cortan estas Gltimas.

En el paralelégramo los lados opuestos son paralelos, los 4ngulos 3,
los lados opuestos son iguales; las diagonales son designales pero las
partes en que se cortan son mituamente iguales,

El rombo, ademas de las propiedades del paralelégramo, tiene la de
que todos sus lados son iguales, y la de que las diagonales se cortan en
dngulo recto.

Bl rectangulo tiene las propiedades del paralelégramo, y ademds, son
iguales sus diagonales y fngulos.

El cuadrado tiene iguales los lados, los dngulos, las ﬁlaoon-ﬂes, las
partes de éstas y los dngulos que forman.

Las reciprocas de todas las proposiciones establecidas desde el nii-
mero 453, son ciertas y pueden demostrarse signiendo el mismo méto-
do que para las directas ¢ por absurdo.
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458.—Hemos dicho que frapecio es un cuadrildtero; en el que solo
dos de sus lados son paralelos. Generalmente se llaman bages los lados
paralelos,

TEOREMA .—Lg recla B F (fig. 114) que une los medios de los lados,
70 par fclelos de un trapecto, es paralele & las bases.

Tenenios A B paralela 4C D, AE=E C y
B F=FD, y vamos 4 demostrar que E F es
Effec— AF paralela 4 A B y4a OD. Por el punto F tire-
/ \ mos HG paralela § A 0, de lo que resultars
J que siendo A G H O paralelégramo G H=0C A

Figura 114 /449)

Los triingules B F G 3 E. D H son 1cuales {384) por tener B F=F D
adyacente & los éngulos BF G=D F H por opuestos al vértice y
¥ B G=F D H por alternos internos. De la igualdad de los tridingu-
los, resulta B G=F H, 6 F G:=8:=2%; luego F G=E A, y como ade-
més de ser ignales estas rectas son paralelas, tonforme & lo demostrado
en ‘el miimero 450, lafigura A E F G gerd paralelogramo, por lo que
E F gerd paralela § A B y (411) 4 O D.

A

L
(9]

459.— La recta B F (fg. 114) tirade ¢ distancies iguales de las ba-
ses, es igual & su semisuwme.

Tenemos
A B=A G—B G=E F-B G
¢ D=C H+H D=E F+B G uﬂwsé"slmm O NUEVD 180K
e o BIBUOTEGA ieRs AR
; TALFONSD Revese
AB+0D=2 B F " 625 MORTERREY, o

Despejando &
_AB+CD
B F.__z___,-

que es lo que se debia demostrar.

460.—PROBLEMAS DE CUADRILATEROS.—L.—Construir un cugdrila-
fero, dade una® diagonal Ay le mognitud y drden de los cuatro lados
a, b, ¢ e (fig. 115):




4
- -

Témese A B=d, y haciendo centro en sus ex-
tremos y con los ridios ay b, cye, tricense
los arcos de eirculo que se corfarin en C yen
D. Reuniendo estos punfos con A y con B, se
tendré el cuadrilatero pedido. Debemos hacer
notar que es preciso conocer el 6rden en due han
de quedar colocadog los lados del cuadrilatero
respecto 4 la diagonal, para que el problema que-

Ficara 135, B 3o bien determinado.

o

IL.— Construir un cuadrildtero en el que 6 €o-
noce un lado &y los dos dngulos y lados adyacentes:
Ay B, by c (fig. 116).

Sobre A B=a constriyanse los éngnlos Ay B
respectivamente ignales 4 loslados. Témese A C=b

° y B D=c, yreuniendo los extremos C y D se ten-
| dré el cuadrilitero pedido.

A !____..3__]‘.5
Figura 116.

10T — Construir un paraleligramo, dados dos lados 8, b y el dngulo
C que forman [fig. 117].

Témese C D=a, constriiyase en el extremo C un éngulo igual al da-
do; témese B C=Dh, y tirando por los puntos By D paralelas & los la-
dos D C y B C, se tendré el paralelogramo pedido.

[ o
-
! bl
A\
S e
o

Pigurs 117 Figura 118

A 8
R
o z_z c
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b—
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IV.— Construir un rombo, dados un lados y un dngulo A [fig. 118].

Sobre A B—a, constrayase el 4ngulo A: tomese A (=A By porlos
puntos B y C tirense lag rectas B D y C D paralelas 4 los lados opnes-
tos. A B D C seré el rombo pedido.
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V.— Construir un rombo, conocidas sus dos diegonales a y b (fig. 119)

Témese A B=a; levintese por su medio una
8 perpendicular llevando la mitad de b hacia arriba
hasta O, y la otra mitad hicia abajo hasta D, y
renniendo estos puntos con A y con B, se tendra

¢l rombo pedido.

Figura 113.

VL —Construir un rectdngulo dados dos lados a y b (fig. 120).

[}

Toémese A B=a, prolénguese esta linea y levén-
tese por B la perpendicular B C=b, y tirando por
C y por A las paralelas CD y A D 4 log lados
opuestos, se tendri el rectingulo pedido.

c

b

Figura 120,

VII.—Construir un rectangulo, dado wn lado y una diagonal.

Sean « el lado conoeido y ¢ 1a diagonal (fig.

121). Témese A B=a, en el punto B constra-
vase un fingnlo recto, y haciendo centro en A

g Yy con un radio igual 4 d, triicese un arco de cir-
culo, y por el punto C, donde corta 4 la perpen-

Pignra 121, A ofra paralela & B C, con lo que quedar4 for-
mado el rectingnlo A B € D.

VIIL. —Construir un cuadrado conociendo uno de sus lados a (figura
122).

0

Tomese A B=a, levintense las perpendiculares A C
y B D tambien ignales 4 a, y reuniendo C y D se tendra
8 el cuadrado pedido.

b
Figura 122,
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conacidas las dos bases by b* uno de

IX .—Construir un trapecio, . g
¢ lado forma con una delas bases b [fi-

los lados a 3 el éngulo A que est

onra 1231 : ;
= : omese A B=D; constriiyaseen A un fngnlo

» =Ty —1° £

8 igual al lado; témese A C=a: tirese C D=0b }Ja!

ralela &4 A B, y renniendo B y D se tendri e
grapecio pedido.

Figurs 123

POLIGONOS.

(o 7 St PRt
461, —DeriNIcIoNEs.—>Se llama poligono {odo figura plana cerradd

por mds de cuatro lineas rectas.

Si el peligono tiere cinco lados,
exdgonio; si tiene siete, hepiagono; : :
enedgono; de dicz, decagono; de doce, dodectqonos §
decdgono. ity o

L ;* poligonos pueden ser corvezos 9 céncavos. Son converos aquellos

03 e ¥ S s A “ 2
que tienen todos sus inenlos salientes (fig. 124), y 50ncavos losquet

& 3 & = - o . os
nen uno 6 varios Angulos entrantes (fig. 125).

zo le llama penfagono; 81 tiene seis,
si os de ocho, octdyono; de nudve,
de guince; pente-

Figura 124.

o o - Tha odfe T e 2] SUL8 f_? '.f"?;‘,-
Policonos regulares son los que fionen 1guaies sis lados 7 Sus &g
ROl R
o8, é irregulares las que l0s tienen (eStguares.
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Se llama diagonal la recta como A C [fig. 124] que va de un vériice
4 otro; perimetro es la linea quebrada formada por la reunion da todss
los lados que cierran la figura.

En los poligonos regnlares [fig. 126] se llama radio oblicuo la recia
que va del punto O Uamado ceniro, & uno de los véréices. ‘El punto O
se denomina centro por estar & igual distancia de todeslos 4ngulos. Se
llama apofema ¢ radio recto la inea que va del centro & la mitad de wi
lado.

En lo que sigue, solo consideraremos los poligonoes converos; éstos se
distinguen de los ¢dnecavos en que no fienen dngulos entrantes; en que
los vértices de los angulos estin colocados en distintas regiones de cual-
quiera de las diagonales que se fire, esto es, unos como B (fig. 124),
estardn arriba, y otros abajo de la diagonal A € como F, E, ete.; yen
que si se prolonga cualquiera de los lados, B E por ejemple, todos los
vértices quedan en Iz misma region, la superior en el caso que trafa-
mos. En los poligonos concavoes (fig. 125) hay siempre alguna diago-
nal, como B D, respecto de la que todos los 4ngulos quedan en la mis-
ma region; y hay tambien algun lade, como C D, respecto del que pro-
longandolo vienen & quedar unos vértices de un lado y obros del con-
trario,

462.—En los poligonos regunlares se Hama dngulo del centro (fign-
ra 126) ¢l formado por dos radios oblicnos O A y O B que son conti-
Cuos.

Lo suma de todos los dngulos del centro vale cuatro vectos [391] y
como mds adelante veremos que todos los tridngulos A O B, B 0 C,
C O D, ete., son izuales, resulta que cada uno de los fiugulos del een-
tro vale cuatro rectos divididos por el niimero de lados.

463.— La suma de fodos los dngulos interiores de wn poligono, vale
tantas veces dos dngulos rectos, como lados tiene ménos dos.

[Fig. 12¥]. Si desde uno cnalquiera de sus vér-
tices, ¢ por ejemplo, se tiran diagonales, como no
pueden tirarse 4 los dos' vértices B y D contigues,
pues se confundirian con los lados C By C D, re-
snlta que el poligono quedard dividido en tanios

Figdra 127, trigngulos como lados tiene ménos dos.

Por otra parte, la suma de los ingulos interiores del poligono, es
ignal 4 la de los angulos de los tridngnlos en que se ha dividido el po-

rono; ¥ como los dngulos de cada tridngulo valen dos rectos, y hay
los como lados tiene el poligono ménos dos; resulia gue

TR P B
A1 T08 tridn el

=
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108 éngulos interiores del poligono valen tantas veces dos rectos como
lados tiene ménosidos.
Si se designa por S la suma de los 4ngulos interiores de un poligono
y por # el niimero de sus lados, conforme al feorema que acabamos de
demostrar, se tiene:
S =2r[z—2]
0 S=2rn—4F

» representa un angulo recto 6 90° en estas formulas.

464.— % se prolongan en la misma direceion todos los lados de umn po-
ligono convexo 4, B, 0, D....(fig. 128) la suma de los dngulos exte-
riores, cualquicra que sew el nimero de lados, es igual d cuatro rectos.

K La snma de los dos &ngulos formados en el vér-

‘ tice A, de los que uno es exterior y ofro interior

~. del poligono, valen juntos dos: rectos [389], esto

es, B A G + B A F=2 rectos; ignalmente los

&ngulos exterior ¢ interior del vértice B, esto es,

¢ B H + C B A=2 rectos; otro tanto gucede con

Hloqates los 4ngulos formadosen C, en D,en EyenF.

Asi, pues, la sum3a total de los fingulos exteriores & interiores de un

poligono, vale tantas veces dos rectos como vértices 6 lados hay. Si

representamos por ¢ la suma de los éngulos exteriores, y por i la de
1os interiores, tendremos:

¢ + i = 7. 21TLCLOB
despejando 4 ¢ = n. 2 xectos —1

pero la suma de los &ngulos interiores ¢ = 2 rectos [#n—2]; (463) lue-
zo sustituyendo &= 7. 9 rectos — 2 rectos [#—2]
¢ = m. 2 rectos — n. 2 rectos + 4 rectos.

de donde ¢ — 4 rectos,
que es lo que ge debia demostrar.

465.—Por medio de la formula del nfimero 463, se puede caleularlo
que vale el dngulo de un poligono regular; pues bastard reemplazar poxr
» el nfimero de lados del poligono, y por 7 90°, Lia formnula es:

S=2r[n—2]

Para ¢l tridngulo, siendoz = 3 S = 180°

de donde un ingulo =l%9;=60°
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Para el cuadrado S = 180° % 2 = 360°
: un angul —360° _ gqe
ingulo ==—= 90
Para el pentigono S = 180° X 3 = 540°

O
un 4ngulo :i‘f—o—z 108°
3]

y como en geilel~:1i A =zred— 3 reetos— 7%, desde que n > 4,
el término === ¢s menor que un recfo, resulta que los ingulos de un
poligono regular de méis de cuatro lados, forzosamente son obtusos.
466.—Para que dos poligonos sean iguales, es preciso que tengan
iguales sus lados y los fingulos adyacentes & cada lado dispuestos en el
mismo 6rden. Cunando se deseomponen en trifingulos, bien sea por me-
d'io de diagonales 6 por rectas tiradas desde un punto interior, dos po-
ligonos serdn ignales cuando estén compuestos del mismo numero de
triéngulos ignales, y dispuestos 6 reunidos de un modo semejante; pues
enténces podré probarse que si sesobrepusieran los des poligonos, coin-

cidirian en todos sus puntes, por serignales los tridngulos de que estin
formados.

45?.—PBDE§LEHAS DE POLIGONOS.—L.—Determinar la suma de todos
los dngulos de un poligono de ¥ lados, y de ofro de 11.

La férmula correspondiente es 8 — 2.7 (n—2)

Sustituyendo para el heptagono 8 = 2.90% X 5 = 900°

Id. para el poligono de 11 lades S = 2.90° X 9 = 1620°

IL— Determinar o que vale un dngulo del poligono regular de 6 4 del
de 8 lados.

Determinaremos primero lo que vale la suma de todos los Gugulos, y

dividiéndola por el nfimero dé lados  obtendremos el valor de un solo
4
angulo.

Ilaméndolo A, tendremos:
®

a=S_2r(n=2)

'L 7

3 . ‘\" O
Para el exfigono sustituyendo ;\:M:l?@“

Para el 4 :
’ara ei octagono




II1.—Determinar el valor de un dugulo externo de un poligono regu-
lar de 5 lados.

La suma de todos los 4ngulos externos vale 4 rectos (464), 6 360° y
como estos fingulos son iguales, uno valdrd *2=72°

IV.—Construir un poligono igual & otro dado, A B C' D E F (figu-
ra 129). .
g A este fin, desde uno cnalquiera de los
/ a3 ¢ vértices, A, por ejemplo, s¢ tiran diago-
AT jp- Dales & todos los demds, con lo que queda-
: rd dividido en tridngulos, Témese A’ B'=
A B, y como se conocen los tres lados del
tridngulo A B O, seconstruiri el tridngulo igual A’ B’ (. Sobre A’ C’
se construird un triingulo A’ ¢’ D’ igual 4 A C D, cuyos tres lados se
conocen, y asi sucesivamente se construirin los demés tridngulos hasta.
completar el poligono A’ B’ ¢’ D’ E’ I, que serd igunal ai dado por es-
tar formado de trifingulos iguales dispuestos en el mismo 6rden.

(=4

V.—Construir un poligono reqular de seis lados, conocida la longi-
tud de uno de los lados: a (fig. 130).
E Comenzaremos per determinar el valor de uno
de los dngnlos por la formula
\ < o (s 9 Qe
:\D A:'ﬁ:z? (.izh._~) :Lb“ ‘X 4:1}3[!‘-‘

\/ 7% 7% 6

Xy
A\ a

,,°../' En segnida tomaremos A B=a; en sus dos ex-
‘B

tremos construiremos fngulos de 120° por medio
Figura 130, del trasportador; tomaremos A Cy B D ignales
4 a; en C y D constrniremos dngulos de 120°; tomaremos C FyD E
iguales 4 a; y tirando F E tendremos el exfigono regnlar pedido. EF
debe como comprobacion resultar ignal 4 a.

ai

CIRCUNFERENCIA DEL CIRCULO.

Lineas rectas consideradas en el cfrculo.

468.—Hemos dicho que se Hama circunferencia de circulo una cur-
va cerrada cuyos puntos todos estdn en un plano & iqual distancia del
centro; y que cireulo es la porcion de superficie comprendida dentro de
(@ circunferencia.

En el nimero 369 igualmente hemos dado las definiciones de radie,
didmetro, arco, cuerda, sector, segmento, sagitay cuadrante; por lo que
ahora solo repetiremus que sa llama secanlouna recta A B, que cortan-
do la circunferencia en dos puntoes [fig. 131], tiene parie dentroy par-
te fuera del circulo; 'y que se entiznde por tangente wuna recia que solo
toca ¢ la circunferencia, en un punto M como D H.

o A
/ \

469.—Dos circulos descriios con el 1nismo ra-
dio son iguales; porque sl se sobrepusieran ha-
l ) ciendo coincidir los centros, por ser iguales los

/ radios, todos los puntos de una de las circunfe-

*‘A‘@'Zva rencias coincidirian con los de la ofra.

- i Asi, pues, para probar que dos circulos coin-
ciden al sobreponerlos, bastarda demostrar que coinciden los centros ¥
un punto de cada una de las circnnferencias.

Para que dos arcos coincidan en todos sus puntos, bastarf ignalmen-
te que puedan coincidir los centros de los cireunlos 4 que pertenecen, ¥
sns puntos extremos. '

De la definicion de circunferencia resnlta que fodos los radios de un
mismo eirculo son iguales, y como todo difimetro es igual & dos radios,
es claro que fodos los didmetros de wn mismo cireulo 6 de elrculos igua-
les, son iguales.

Ya demostramos en el ntmero 373, que el didmelro es la mayor de
todas las cuerdas, y que divide la circunferencia en dos partes iguedes.

De esto resulta que foda cuerda que no es didmetro subtende dos ar-
cos desiguales; pero cuando no se expresa lo contrario, se enfiende que
ge trata del arco menor de los dos que subtende la cuerda.
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470.— Una recte. A B [fig. 182 no puede cortar la circunferencia
del etreulo en mds de dos puntos.

Si la recta A B pudiera cortar 6 tocar 4 la cir-
cunferencia en ttes 6 més puntos, tirando des-
de el centro rectas como O D, O E, todas eatas
rectas serian radios, y por tanto iguales; pero es-
to no es posible, porque como hemgs demostrado
it en el namero 402, desde un punto O no se pue-

den tirar 4 una linea B A, més que dos rectas

iguales, que son las oblicuas que se separan igualmente del pié de la
perpendicular.

471.—Fn el nimero 380 demostramos que en un mismo circulo 6 en
circulos iguales & arcos ignales, corresponden cuerdasiguales y recipro-
camente, y ahora demostraremos el siguiente

‘TEOREMA,—En un mismo ctrceulo, 6 en cirewlos iguales al arco ma-
yor corresponde la cuwerde mayor ¥ reciprocamente, con fol gue los ar-
COS Sean menores que wndg Semicircunferencid.

A c Sea figura 133 el arco A B > C D y vamos 4 demos-

trar que lacuerda A B > C D. Tirando radios 4 los

puntos A, B, Cy D, resultan dos tridngulos A OB y

0 O0CD,en losque el 4ngulo A O B > C O D por ser

B .el arco A B, medida del primero, mayor que C D; pero

Figura 133. los lados que forman el 4ngulo A O B son iguales & log

que forman el dngulo C O D, luego conforme al teorema del ntimero

432, tendremos el lado A B > € D, que es lo que se debia demostrar.

Si los circulos fueran ignales, bastaria comenzar por sobreponerlos, y
en seguida se daria la anterior demostracion. ; '

472, —Dos cuerdas igucles de un mismo circulo estdn equidistantes -

del ceniro.

Como la distancia de un punto 4 una recta se mide
por la perpendicular bajada del punto 4 la recta, sien-
do A B=C D [fig. 134], tendremos que demostrar que
O E, perpendicular & A B, serd igual 4 O F, perpendi-

L cular 4 C D. Tirando O By O C© resultan dos tridn-
Figors 184 gulos O BEy O CF, que serin iguales [442—3°] por

3

ser rectingulos y tener iguales las hipotenusas por radios y él‘ cateto
B E=C F, por ser mitades de cuerdas ignales A B=C D (427).

- Siendo los tridngulos iguales, se infiere que el lado O E sers igual &

493.—De dos cuerdas desiguales la mayor estd mds cerca del centro.

Figura 135. Sea A C > A B, y vamos & probar que

O D, perpendicular 4 A €, es menor que O F, perpen-

dicular & A B. Tenemos que por ser la cuerda A B <

A C el arco A B serf menor que A C y la cuerda A B

quedard dentro del arco A B C. AdemésO D < O E,

Figura 195, porque la perpendiculur es menor que cualquiera obli-

cua; y como O B < O F seinfiere que O D < O F. Reciprocamente

la cuerda ménos distante del centro serd la mayor, supuesto que no
puede ser-ignal ni menor que la que dista més,

474.—De todas las cuerdas tiradas desde un punto interior A, del
cireulo, la mayor es la B C (fig. 136) que pasa por el centro, y lo me-
qnor la D B, perpendicular ol didmetro.

B C es mayor que cualquiera otra cuerda, porque

el didmetro es la mayor de todas las cuerdas. Ahora,

¢ para demostrar que D E es menor que otra cualquiera

como F' G, bajemos O H, perpendicular 4 F G y ten-

dremos que siendo O H perpendicular y O A obli-

s mf' . cua con respecto & F G O H < A O; luego por
estar més cerca del centro F & que D E (473) serd: F G > D E.

475, —Toda recte C D (fig. 137), perpendiculur & la mitad de uno
cuerda A B, pasard por el centro del circulo y por elmedio del areo que
da cuerda subtende ;

Siendo por el supuesto C D perpendicular 4 la mi-
tad de A B, debe pasar por todos los puntos equidis-
tantes de A y de B (403—1°) y como el centroesuno

g de ellos, resulta que forzosamente pasaré por el cen-
tro. El punto C, donde la misma perpendicular cor-
ta la circunferencia porigual razon estari equidis-

ik tante de A y de B; Inego la cuerda A C=C B y sien-
do iguales lag cuerdas lo serdn los arcos gue cada una de ellas subtende.

10
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476.—Supnesto que dos puntos fijan la posicion de una recta, y que
le mitad delz cuerda, el contro y et medio del arco estdn en lo mismea
recia, reswulta que siempre que une recta pase por dos- de estos punios,
Jorzosamente pasard por el tercero.

477.—Como desde nn punto no se puede bajar més que nna sola
perpendienlar 4 una recta (396), de lo que precede resulta que fodo
perpendicular bajada del centro 6 del medio de wn areo sobre la cuerda,
eaerd en la mitad de dicka euerda.

478.— Bl radio tirado al punto de contacto A (fig. 138} de lx circun-
_."{'J't,ff. ta con la tangente es perpendicular @ esta; i rec ;pr'-_u-m.revn/{.' la

tangente serd perpendicular al radio tirado al punte de contacio.
.

Siendo B C tangente al cireulo, no lo tocari mis
que €n un solo punto Aj; luego =i dezde el centro ti-
ramos varias rectas 4 la linea B C, cualquiera ofra,
como O D, que no sea el radio O A, deberft tener
parte dentro y parte fuera de la circunferencia, por
lo que A O < O D; y como (398) la perpendicular

Elare 105 es la menor distancia de un punto 4 una recta, se
infiere que el radio O A serd perpendicular 4 la tangente.

La reciproca de esta proposicion esta fundada en el teorema del ni-
mero 394.

479.—5i desde un punto A exterior ¢ un ctreulo se tiran dos tan-
.

gentes, las porciones deestas A By A € (fg. 139) comprendidas éntre

el punto comun A y los de contacto serdn iguales.

Tirando la-recta O A ylosradios O Cy OB,
resnltarin dos tridngulos A OBy A O C, que
gerdn iguales (442—3°) por ser rectingulos, uno
en B y otro en C (478); por tener la hipotenu-
ga A O comun, y un cateto O C=0 B por ra-
dies; luego el tercer lado tambien serf igual,
esto es; A B=A €, que es loque se debia de-
mOoSLrar.

Figurs 139,

480.—Los arcos A By C D (fig. 140) de un mismo circulo compren-
didos entre paralelas son iquales.

P

2

Si desde el centro O tivamos una recta O B perpen-
‘}4‘% dicular 4 la cuerda B'D, 1o ser& tambien & A C [409]
| \ por ser ambas paralelas. Ademés esta perpendicular

] | bajada desde el eentro pasard por la mitad de la cuerda

\_/ ¥ por el medio del arco que cada una subtende [477 ¥
Figura'140. L‘:’GJ’ lnego

BE—=—FED

AE=EC

restando la segnnda ecuacion de la primers, se ticne

AB=0D

que es lo que se debia demostrar.

Los arcos A B y B C [fig. 141] comprendidos entre una cuer-
da y wna tangente que le es paralela, son iguales.

P By Si desde el centrp tiramos .el thdio O B, este serd

5 5 perpendicular 4 la tangente [478] y 4 1a euerda, por
‘ ) ser estas paralelas. Ademfs, por ser perpendicular
“ el radio f la enerda [476] tendremos A B=B C.

Figura 14

/

482 ~—PROBLEMAS DE LINBAS EN EL CiRCOULO.—I.—Dadps dos ercos
de un mismo circulo 6 de circulos iguales, determinar la vélacion nu-
mérica de sus longifudes.

No pudiendo hacerse con el compés la sobreposicion de los arcos,
como lo hemos hecho [363] con las rectas, la supliremos con la de las
cuerdas que siendo ignales corresponden 4 arcos iguales [fig 142]. Lle-
varemos la cuerda del arco menor C D, dos vecessobre A B; de A 4 E;
y el arco A E estari compuesto de dos partes iguales 4 C D y una res-
ta, por lo que

B 2
E AB=2CD+ EB
Se tomar4 la cuerda de la resta E B para llevarlade
A (4 F sobre C D. Efectunado esto una vez, queda por
i resta el arco F D, de donde

< CD=EB+FD




o
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Finalmente, como la cuerda de la segundaresta F D se puede llevar
«<uatre veces sobre la anterior B B, se tendra:

EB=4¢FD

Sustituyendo este valor en el pentiltimo, y-luego ese cu el anterior,
efc., se tiene sucesivamente:

EB=4FD,CD=5FD, A B=14F D.

La comun medida de losarcos A By C'D es F D que, segun se ha
visto, estd contenida 14 veces eh el primero y 5 en el segundo.

Cuando se encuentra una resta que estd contenida un nimero cabal
de veces en la anterior, la operacién queda concluida y los arcos serén
conmensurables; pero si despnes de llevar una resta sobre otra wna 6
mis veces, se llega 4 obtener una, que por ser muy pequefia, 6 no in-
fiuye en el resultado prictico de la caestion propuesta, 6 no puede apre-
ciarse por los sentidos, sedesprecia, y la relacion hallada solo es aproxi.
mada; Cunando no hay niimeros que expresen con exactitud la relacion
de la longitud de los arcos, se dice que son (nconmensuradles.

[1.—Sobre una recta dada A B [fig. 143] como didmetro, trazar un

(-(,"I'H?fl.

Ef/____\g i 1'.{:1('1@!]_(‘10 centro en los extremos de ]'tl recta, y con un

. . ridio A E mayor que sa mitad se describen arcos que se
corten arriba y abajo de ellaen los puntos E y F': 1a rec-
ta-que pasa por estos puntos determina en O la mitad
de A B-[404]. Haciendo centroen O y con el rédio O B,
se trazari el efrenlo pedido.

Figars 143

11I.—Dado el punto D [fig. 144] interior de un circulo, determinar

7 ~ = 5 D 'f ¥ PR Rt
la menor cuerda que por ¢l pueda tirarse.

Tirando por D el didmetro. C F, y levantando en D
una perpendicular al didmetro, setendrf la cuerda pe-
dida [474].

Ui

IV.—Dividir unarco de circulo A B (fig. 145) en dos paries wyuales.

'Y Tirese la cuerda A B, y levantando por su medio una

Ing perpendicnlar, ésta determinarid en M la mitad del arco
Q dado (475).

A 3R Del mismo moio se dividird A M en otras dos partes

i iguales, y asi se concibe como puede dividirse un arco

I,

e s no solo en 2, sino tambien 4, 8, ete., partes ignales.
V.—Dado el arco A B, deferminar olro iqual desde el punto D (fi-
gura 146).

Tomando la cuerda A B, sellevarade D 4 E, y el
arco D E serd el pedido.

Puede resolverse el problema tambien tirando la
linea A D y por B una paralela que determinari el
punto E del arco D E=A B (480).

Figura 145,

ANGULOS EN EL CIRCULO.

483.—Ya hemos visto (378) que por ser proporcionales las magnitu-~
des de los éngulos cuyos vértices estin en el centro de un circulo, 4
las de los arcos que sus lados abrazan, se toman estos arcos como me-
dida de los fingulos; pero para esto es necesario que el vértice esté en
el centro del circulo. Vamos & ocuparnos ahora de determinar la rela-
cion que eXiste entre la medida de un éngulo cunyo vértice esti en
cualguier punto de un circulo con la del 4ngulo del centro; repitiendo
que la unidad de medida adoptada tanto para los arcos como para los




