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Asi, pues, para poder sustituir en ella los yalores numérieos, comen-
zarémos por. determinar los arcos A y a de 60°,
C—21R=2r4l = 257611
iés.
3600 : 60° i 257611 : A = 42935
¢=— 27 r=2m30 — 138496
360° = 60° == 188496 : a = 31416
Snstituyendo en la férmula (1),

piés cnad.

41—30) =408°925

Area del trapecio = i "*)' 41316 (
i~

XV.—Determinar la drea de un segmento de circulo cuyoradio es de
10 7metros y cuyo arco es de 30°.

Ta firea del segmento circular es igual 4 la mitad del producto del
radio por la diferencia entre el arco del segmento y la mitad de la cuer-
da del arco doble [572].

Asi, pues, tendremos que determinar el azco rectificado de 30° en el
¢irculo cuyo radio es de 10 metros, y la cuerda del arco de 60°.

TLa circunferencia del circuloes 2 m ¥ = 2 7 10 = 62°832.

360° : 36° :: 62°832 : arco de 30° = 5236

En cuanto 4 la cuerda del arco de 60° hay formulas y tablas que
dan el valor de la cuerda en funcion del nimero de grados del arco:
pero, en nuestro caso, por ser el areo de 60° [497] la cuerda serd igual
al radio del cireulo = 10 metros. Por tanto, la area del segmento

0 [6236—5] 5%

A~

COMPARACION DE LAS AREAS.

o74.—Las dreas de d raleld
— los paralelégramos cualesquicra, son Proporeio-
il és a los ;froducf-os respectivos de sus bases por sus alfuras
omo la areavde un paralelégramo es igual al producto de su_ba
por su altura, si representamos por P '

las dres i
mos, por B y b sus bases y por A ya Ey - e

as alturas, se tiene:
BI="B:x A
P=Db Xa )
=i s f"" IC
Dividiendo una por otra estas ecuaciones, resulta-

P_BxA o
. P b X a
b P apasBOR A =h g

que es lo que se debia demostrar.

; 875.—Las dreas d'a dos tridngulos cualesquicra son proporcionales ¢

oscprodzeclos respectivos de sus.bases por sus alturds e
Om = :J % £ Kt . F - L

= 0(; 1:. EII{? clle un tridngulo esigual 4 1a mitad del producto de sn

base por su altura, si llamamos T y ¢ las 4reas de los tridngulss B y b

sus bases, yAya gus alburas, se tiene: 3 ;

T:BXA

2

t=2_~)_<._.._a

L3
P

Dividiendo una por otra estas ecuaciones, ¥ suprimiendo el denomi-
nador comun 2, resulta:

T _BXxA
t bXa
6 e T SR hid g
que es lo que expresa el teorema.
De aqui se infiere: 1° que las dreas de los tridngulos que tienen bases
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iguales serdn proporcionales & sus alturas; y 2°, que las dreas de 1os
tridngulos que tienen alfurds iguales son proporcionales d sus bases;

pues para demostrarlo basta suprimir el factor igual en la gegunda ra-
.

zon de la anterior proporeion.

576.— Las dreas de dos iridngulos A B C y. D E F (fig. 249) que
tienen un dngulo tqual, son proporcionales @ Inz productos Tespectivos
de los lados que forman el dngulo 1qual. -

Si el 4ngulo B=E sobreponiendo los
triangulos, el lado E D tomaria la po-
sicion BD' yellado EFlade BF', ¥
renniendo D'y F’ se tendria el tridn-
gulo B.D* ¥’ igual 4 E D F, por tener
un fingulo ignal formado por dos lados
respectivamente iguales. Ahora bien: tirando la recta A F’ resultariel
tridngulo A F° B, en ¢l que tomando B F’,como base, tendré la misma
altora a que A B €; ysise toma B A como base tendra la misma altu-
ra a’ que B D’ F°. Supuesto que estos triangulos tienen la misma altu-

2°) y tendrémos;

ra serdn proporcionales 4 sus bases (879—= )

Figura 219.

ABCZARFR -BC B

¥y AFB:BDEF i AB:BD

multiplicando ordenadamente estas proporeiones y suprimiendo el fuc-
tor A B’ B eomun 4 los dos términosde la primera razon, resulba:
ABC :BIDPF #BCxAB:BFXB D’

y sustitnyendo sus iguales

ABC:EDTF 2 BO X AB: EF xXED

que es lo que se queria demostrar.
5Y7.— Las dreas de los tridngulos semejanles son proporeiond

euadrados desus lados homologos.
Sean los trifngulos A B C y A’ B’ € (fig. 250)
por ser semejantes tendran sus dngulos iguales y
sus lados homélogos proporcionales. Por ser el an-

gulo A=A’ se tiene (576)

ABC:APBC ACXAB:ACXAPW
e 2 por lados homélogos A C & B0 AB: AP

Figura £50.
multiplicando estas proporciones ordenadamente y suprimiendo los

les @ los

factores igunales, resulta:

AB0 . AL B S A B - AP B ]
Como los tridngulos son semejantes, se tiene:
AB: AVB i AQ A0 B BC
elevando al cuadrado
ABF T ATB? AP A BB O

cm‘np:?rand_o esta série de razomes con la proporcion [1] resulta:
ABC:APBC zAB :AB*AC:AC2:: BO:: B C”
que es lo que se debia demostrar.

51 S.-:[.ns dreas de dos tridngulos semejantes son proporcionales d
los cuadrados de sus bases 6 de sus alturas.

En el hecho de ser los trid § semej :
e echo du- ser los f,];id‘ﬂglﬂ.()n semejantes, conforme al teorems
del niimero anterior, sus fireas serin proporcionales al cumadrado de
los fados que se tomen por bage.

8 S oty

ﬁ/"s Para demostrar quelo son al enadrado de sus
A alturas, en los trifingulos semejantes A B €
< 4 T :
.1‘b c (fig. 251) tomemos A € y ac por bases,
tiremos las alturas B D ybd, y resultardn los
tridngulos B C D'y b e d, que seréin semejantes
: per ser rectiangnlos, y tener el fngulo BC D =
. L Ry s : hle 3 7
e d por ser suplementos respectivamente del 4ngulo BCA =bea
como fingulos de los tridngulos semejantes. :

Compars 8 s homblogos i4

~omparando los lados homologos de los tridngnlos B @D ybed

¥
i
i
1
i
I
i
i
3

Flgurs 251.

se tiene BC:be::BD:bd
elevando al cuadrado B €*: he*:: BD?: b d®

! Por ofra parte, las éreas de los trifingnlos, por ser semejantes, esta-
rin en la relacion de 2y

ABGC fabe i BEC:
luego ABC :abe :: B D?

que es lo que se debia demostrar.

= T 7 =, 12 5
379.—Las dreas de dos poligonoes semejunies son proporcionales d los
cuadrados de sus lados 6 de sus lineas homdilogas.

.

=

-

A

~

I

B e T oA T O e e Y ) ;

N 2 et 8

o T

T ————

=




L

A
s

CAPILELEA

XS

BIOLY

148

Sean ABED Cyabedc (fig. 252) dos
poligonos semejantes; si desde los vértices B
y b se tiran diagonales, quedarén divididos
en tridngulos que seifin respectivamente se-
mejantes (520) y se tendra:

ABC:abe =z AC ::ac....[1]
BCD :bcd : CD*:ed
BDE :bde = DE :d¢

Siendo semejantes los poligonos, sus lados y lineas homdologas seram

proporeionales, ¥ tendrémos:

d

AU:ac::CD:cd::DE:de

elevando al cnadrado esta serie de razones
AC:a¢t s CD*:cd? : DE® - d e

por ser iguales las segnndas razones de las tres primeras PTOpOrciones,
se tiene:

ABQC:abe:BCD:bed +»BDE:bde

Fundéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 1a de los con-
secunentés, como un antecedente es 4 su consecuente, tendrémos:

ABEDOC :abedc: ABC :abe....[2]

Suprimiendo la razen eomun cnire las proporciones [1] y [2], re-

sulta:
ABEDC :abedc s AC® :ac?

Tsta proporcion demuestra la primera parte del teorema, y como e
vez de 1a razon A C2 : ac® por la semejanza de los tridngulos, puede
ponerse la de otras lineas homoélogas elevadas al cuadrado, quedard de-
mostrado el teorema en todas sus partes.

580.— Las dreas de los circulos son proporcionales 4 (os cuadrados
de sus radios 0 de sus didmeiros.

Hemos visto que la érea de un circnlo (368) estd expresada por la
formula:

S =mR?
1a de otro cireulo seria TR
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Formando una proporcion con estas ecuaciones, se tiene:
S:suoaR:z2re

suprimiendo el factor domun 7 de la segunda razon, resulta:
St R Bt 1)

Si en esta proporcion sustituimos por R y r sus valores en funcion
del didmetro que expresarémos, por D y d, se tiene:
2 2
Sipnl. @

£ 4
multiplicando por 4 la segunda razon, resulta:
= BRI D s el i

quedando demostrado el teorema por medio de las proporciones (1) y (2)

581.— Las dreas de dos sectores semejantes son proporcionales & los
cuadrados de sus radios, 6 al cuadrado de sus areos,

Se dice que dossectdresson semejantes, cuando los arcos que losfor-
man tienen el mismo namero de grados.

Si representamos por S y & las 4reas de los seetores, por A y a los ar-
cos, y por R y r los radios, tendrémos (370):

de donde

Como los arcos de igmal niimero de grados son proporcionales & los
radios, se tiene:

Aza-oR or v i2d

Irnu]%p]icando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,
esulta:

Stz ap

que es lo que expresa la primera parte del teorema. Para demostrar Ia
segunda establecerémos Ia proporcion
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multiplicando ordenadamente los términos de esta proporcion por los
de 1a (1) y suprimiendo los factores comunes, tesulta:

S AR

que es lo que se debia demostrar.

582.—Es de mucho interés fijar la atencion en la correspondencia
{ntima que existe siempre entre las relaciones geoméiricas de una figu-
ra y las relaciones numéricas de sus lineas 6 de sus éireas, que no vie-
nen 4 ser sino la traduccion de las mismas propiedades en otro lengna-
je. Asi, pues, valiéndonos de esta correspondencia, hemos demostrado
en muchos casos por medio del dlgebra, teoremas de geometria, y otras
veces por medio de la geometria podrin establecerse 6 demostrarse for-
mulas algebriicas.

Por via de ejemplo, demestrarémos geométricamente una férmnla
establecida en #lgebra, y un teorema deducido de las propiedades de
lag lineas proporéionales.

583.— Dadas las Tineas a y b (fig. 253), determinar la relacion que
existe entre estas rectas y el cuadrado de su suma.

2 3 Témese A B=3a, en segnida coléquese. B C=b, y

—2 474  constuirémos Inego el®enadrado A C D E sobre el la-
doA 0 =a -+ b; tomando A F = a, y tirando por
los puntos B y F lasrectas B H y F Y paralelas, 4 los
Y ladoes del cuadrado, se tendra:

f b

F

!
I
!
{
{
1
|

¢ sup. ACDE = sup. (A G+C G+EG+GD)
A

B
Figura 253,

El rectangulo C G, gomo ficilmente pnede demostrarse, esigual &
E G; asi es que, sustituyendo:

ACDE=AG+2CG+GD

y reemplazando estos valores geométricos por sus expresiones algebrii-
cas, resulta:
(atrbP=a+2ab+tb

cuya f6rmula hemos demostrado en aritmética al tratar de las partidas
del cuadralo de un nfimero compuesto de decenas y unidades, y en al-
gebra al ocuparnos de la multiplicacion de los polinomios.
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584.— 7l cuadrado C H (fig. 254) formado sobre la hipotenusade un
tridngulo rectdngulo, es equivalente ¢ la suma de los cuadrados A Dy
4 G formados sobre los catetos.

Desde el vértice A del Angalorecto, bijese la per-
pendicular A O, prolénguese hasta K y tirense las
rectas B D y A M.

El tridngulo B C D es ignal 4 A M € por tener
el dngnlo B C D = A C M formado por lados res-
pectivamente ignales, BC=CM yCD=AC
: por lados de cuadrades. El angulo B C D ez igunal

Figare 254 a A € M porque cada uno de ellos estd formado de
un dngulo recto,”mas;la parte comun A C B. Asi, pues, se tiene:
tridngulo BD C=AMO.... (1)

El trifingulo B D C tiene la misma base D € que el cnadrado A D,
¢ igual altura, por estar comprendidos entre las paralelasC D y B E,
luego

cuad. A D

b}

o~

sup. trifngulo B D 0= ses i)

El trifngulo A M C tiene la misma base € M due el rectingulo
0'C M K, ¢ igual altura, por estar comprendidos entre las paralelas
CMyA K, luego -

sup. triangulo A MsC = s O R
9

5 aan(3)
Siendo los primeros miembros de las ecuaciones (2) y (3) ignales en-
tre si (1) resulta que

cuadi: A D _ reet. C K

2 2
0 cuad. A D = rect. C ]_{: o (4)
de una manera andloga puede demostrarse que
cuad- A G =Teet. BEK.... (5)
snmando las ecnaciones (4) y (5), tenemos por dltimo:

cuad. A D -+ cunad. A G = cuad. C }1\

que es lo que expresa el teorema, y lo mismo que habiamos demostra-
3 L = | % ¥ 5
do en el nam. 531, de otro modo.

e R B N T s e
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585.—O0BsERVACION. —HEsta propiedad nos sirve para formar un cuna
drado equivalente & la suma 6 & la diferencia de dos cuadrados conoci-
dos; pues si se construye un tridngulo rectangnlo A B C (fig, 254) en
el que les catefos A B y A C sean loslados de los cnadrados conocidos,
el cuadrado formado sobre la hipotenusa serd equivalente 4 Ja suma de
los cuadrados A G y A D; y el cuadrado constraido sobre uno de los
catetos serf equivalente 4 la diferencia entre el cuadrado de la hipote-
nusa y el del otro eatefo. ~

586.—Si observamos en la figura 254 que el euadrado B C M H y los
rectingulos B K y C K tienen la misma base B H = O K, sus dreas
seran proporcionales 4 sus alturas B C, B O y O C; esto es,

BM:BEK:CK::BC:B0:0C

sustitnyendo por B K su equivalente A G, y por € K el suyo A D, se
tiene que

BM:AG:AD:BC:BO:0C

esto es, que la relacion entre el cuadrado formado sobre la hipolenusa y
los cuadrados construidos sobre los catetos, es la misma que la que hay
enire la hipotenusa y los segmentos B O y O € adyacentes.

587.—La drea de un poligono, construido sobre le hipofenusa de un
trigngulo recténgulo es equivalente & ldfsuma de las dreas de los poli-
gonos Semejantes al primero, construidos sobre los cafefos del mismo
tridngulo.

Si en la figura 255 llamamos A la frea del poligo-
no construido sobre la hipotenusa, a la del construi-
do sobre el cateto ¢, y a’la del construido sobre el
cateto ¢’, tendrémos que por ser los poligonos seme-
jantes, sus dreas serin proporcionales 4 los cumadra-

* dos de sus lados homoélogos (579). Esto es:

Figura 255. P it R et U ¢

e

Fundindonos en que la suma de los antecedentes es & la de los con-
gecuentes, como un antecedente es 4 su consecuente, se tiene:

a+a:ct+c?Ah

pero como (584) = clihies

endo ignales los consecuentes, lo serin los antecedentes,

153
lnego A=a+29
que es lo que se debia demostrar.
: '5:8.—[,(1 area de un circulo. consiruido sobre la Ripotenusa de un
rigngulo recf_cmgn lo como didmetro, es equivalente ¢ la sume de los cir-
culos construidos sobre los catelos como didinetros.
Slet?do e‘l circnlo un poligono regular de una infinidad de
lados'mﬁmtamente pequefios, este teorema es un coralario del
/ar p| anterior; pero 1o demostrarémos fandéndonos en la expresion
de Ia drea ¢ ir i i4 '0 (568
. f) ]‘a }lu_al circulo en.fnncmn del d’mmeno (868). Sca (fig.
—’ﬂ ,pm 56) D la hipotenusa, didmetro del circulo ‘constraido sobre
gura 236, s ] & 14
5 ella y'S su frea, d uno de los catetos, diametro del circulo
cuya firea representarémos por s; y &’ el otro cateto didmetro del cir-
culo cuyh firea es 8. En tal virtud, ;

7w PP
S=Tiuuuj

T d°
4
7 4%

+

saumando las dos iiltimas ecuaciones,'y sacando Z como factor comun
. 4 z

resulta:

-

s _ 7 5
§+ 8 = [@ +d™.. .. 1]

pero como [584] d* + 4% = D2
sustituyendo en dos se tendra:
T D?
+
y conforme 4 la ecuacion (1), obtendremos s + s'—S
que es lo que se queria demostrar,
989. —PROBLEMAS DE COMPARACION DE AREAS.
—L—Dada lo drea A de un poligono P (fg. 257)
B ¥ uno de sus lados 1, determinar la drea de un se-

x | gundo poligono p semejante al primero, -y en el cual
g se conocs el lado homélogo 1.

1 £ . 7
e Cf_)mo las dreas de las figuras semejantes son pro-
poreionales 4 los cuadrados de sus lados homélo-

8 + 8=

P

gos, ge tiene:
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de donde

I1.—Dados dos poligones semejantes (fg. 257), consiruir ofro seme-

jante d ellos y equivalente 4 su suma.

Para resolver este problema, lo esencial es deter mi-
nar la magnitud del lado Jdel poligono buscado, ho-
mologe 4 uno de los lados de los poligonos propuestos.

Constrayase el dngulo recto A (fig. 208) y Hévense
gobre sus lados longitudes respectivamente ignales 4
los lados hemolegos 1 y I’ de los poligonos uonnmulo

Feaaas tirese 1a hipotenusa B C, y si sobre ella se construye

un poligono semejante & uno de los lados, qtruhm resuelto el proble-

ma (abs).

11.— Dados dos ¢cérculos A y B (fig. 259) construir otro equ ivalente
¢ su diferencia. . ®

Tirese el didmetro D E, desde snextremo
D liévese 1a cuerda D F ignal al didmetro d
c del ¢irenlo menor B, y firando la cuerda
v T B éstaserd el difimetro del circulo pedido.
DEyosTRACION. —Por ser rectingulo el

trigngulo D B E, se tendri:

Figura 258,

EF=DE—DF

Si representamos por R el rddio del cirenlo’A, por r el del circulo B,
y por 1’ el del circulo buseado, euyo didmetro vamos & demostrar que
debe ser F E; sustituyendo en la anterior ecuacion, se tiene:

4£r2—4 R —
dividiende todos los tarminos por 4, y multipli¢indolos por w, nos di:
rt=r B —

que-es 1o que’ debiamos demostrar.
IV .~ Conslruir wn poligono semejente & ofro P (fig. 260), y cuya

"

drea esté con la del primero én la relacion de m d 1.
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Sea a b uno de los lados del poligono da-
do, y vamos 4 determinar el lado homdlo-
go del poligono cuya 4rea ha de estar con
la de éste en la razon de m : n.

Sobre una recta indefinida llévense dos
rectas, ]{I 1)) y D B, cuyas magnitudes es-
4 tén en la relacion de m : n. Sobre C E
mo d}am@trO tricese una semicircunfereneia; lev."xnécafz}:mDCIaL)g?j
pendicular D A, y tirando las cnerdas A C ¥ A E, llévese sobre la 1)1‘1-
mera de A § B el lado a b, por B tricese B F paralela &4 C E, y la iec-
ta A F serd el lado homoélogo 4 a b del poligono buseado.

It)J:lIO:Tl._K_IO\ .—Por ser semejantes los trifngulos A C Ey A B I‘
iene:

Figara 250,

AC:ARER AB:AF
; A C? = A 1:2 A Bg » .A i fi
como A C=m. CEy A E’=n. C E (530—3°)

sustituyencd 3 : i
stituyendo estos valores en la proporcion anterior y simplificando

tendrémos: moinis A BY o A RS
6 sustifuyendo m:nizab®:AF

¥ como las § ) 141 oss i
7 10 las dreas de los poligonos son propercionales 4 los cuadrados de
ados, se infiere que la frea dél poligono construido sobre la Tecta

€S ﬂ a dres S >
..A. I ] o L.vl l ] gon P m q }_ £
S 1§ 5 -
i ea d )0 g (4] como (2 T. ue es ]0 @-dldo en e
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