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TERCERA PARTE.

VOLUMENES.

Planos y rectas.

990.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estudio de las propiedades
de las fignras que pueden estar contenidas en un plano, considerando -
las relaciones que existen entre las partes que las forman, con el fin de
deducir de los elementos conocidos los desconocidos, Esta parte de la
geometria elemental so denomina por esta razon geometria plana. Va-
mos ahora & tratar de las figuras considerindolas en el espacio y de los
crerpos con sus tres dimensiones, cnyo estudio constitnye lo que co-
munmente se ama gevmetria en ¢l espacio.

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las Iineas rectas con los
planos; en seguida de las que dan lugar los planos entre si, y por filti-
mo, de los cuerpos formados de planos 1 originados por el circalo, va-
Inando sns 4reas y sus voliimenes.

691.—Hemoz dicho (370) que plano 6 superficie plana es aquella que
st se le aplica en una direccion cualquiera una linea recta, de modo
que esté totalmente contenida en dicha superficie, ésta focard todos los
puntos de la recta.

2 gr Tado plano debe considerarse como una superfi-

‘ cie indefinida en longitud y latitud, 4 menos gue
no se fijen los puntos que lo limitan. Puede com-
cebirse el plano engendrado por el movimiente de

P una recia o A (fig. 261) que al girar al rededor de}
panto o puntos toca la recta A B. Igualmente ‘puede eon-
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siderarse un plano engendrado por el movimiento de una recta AC
que resbala sobre otra A B, y que en sus diversas posiciones permane-
ce paralela 4 su primera situacion A°C.

T.a interseccion de dos planos es una linea recta (370).

Dos planos que tienen tres puntos comunes que no estin en linea
recta coinciden en toda su extension (370)

Un plano queda determinado en general por la posicion de tres pun-
tos que no estédn en linea récta; por dos rectas que se cortan en un pun-
to, 6 por dos paralelas. Tambien puede fijarse la posicion de un plano
que pasa por un punto, agregando la condicion de que'sea perpendicu-
lar 4 una recta 6 paralelo & otro plano.

592.— Siempre que wna recta P A sea perpendicular ¢ la vez d ofras
dos. A By A C(fig-262) colocadas en dos planos diferentes P 4 B y
P A C que pasan por P A, esta recta serd squalmente perpendicular &
cualquiera otva, A E que pase por.el punto comun A de interseccion iy
que esté contenida en el plano C A B deferminado por las rectas 4 By
A C.

Por la hipGtesis del teorema son rectos los dngulos PABy P A C,
y para demostrar que P A es perpendicular 4 A E, tendrémos que pro-
bar que el trifingnlo P A E es rectingulo en A, esto es, que cl cuadra-
do de P E es igual 4 la suma de los cuadrados de los catetos P Ay

Tomemos A B=A C, tiremos las rectas BC, BPy
P O, con lo que resultarén los trifingulos AB O y PBC
que serdn isésceles, el primero por construceion y el se-
gundo porque siendo iguales los triingulos rectingulos
PAByPA C(385) setiene BB=PC. Tomando el
punto D en el medio de B €, base de los trifingulos is6s-
By e celes, y tirando las rectas A D y P D, éstas serén per-
pendiculares & B C en el punto D (428).
Considerando el trifingnlo rectingnlo P E D, se tiene:
P E=P D!'+E D....[1]
Ahora determinarémos log valores.de P D? y B D* considerando su-
cesivamente los tridngulos rectingalos PDC, PACy A D C.
PD*=P C—_OD—PA*+A ¢ CD!:=PA*+AD'+CD'—-CD?
PD*=P A*+A D....()

6 reduciendo:
BEDI=A E—A D ...(3)

en el trifingulo A D E:
sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) v (3) en la (1) finalmen-

fe resulta:
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que es lo que teniamos que demostrar.

Siendo P A perpendicular & todas las rectas que, como A E pasan
por A, se infiere que: cuando una recta P A%es perpendiculor i T;fz vez
& dos rectas 4 B y'A C, lo serd al plano que pase por esms y reci pro:
camerte, siempre que una recta sea perpeh&icular & un pla,uo 'lo seré
tambien 4 toda recta que esté situada en él y pase por el pié ,A d~e la
perpendicular P A. : :

R R P e . 7
: ?dﬂ;;. Si de:r.w un punto P (g, 263} se bajo una perpendicular P O
;; g.‘rum D B y varias oblicuas P4, PF, PC: 1° lo perpendicular
88 la menor; 2° lus oblicuas P-A. P I ous ; -
et s 7 _?m\ oblicuas ‘I A, P I, que se separan wgualmente
del pi¢ de la pevpendicular, son tyualess y 3° la P O que s¢ separa mds
€5 (i mayor. : e
0 : L 3
u‘TT En cualquiera de los tridngulos rectingulos P'O A, P O F
0 C, el cateto P . es 1a perpendicular : Ei
I 22 el cateto P O, que es la perpendicular al plano, es menor que
cualquiera de las oblicuas P A, P F y P €, que son las hipotenusas de
los tridngnlos. i
Por es‘ta razon, la distancia de un punto 4 un plano se mide por la
perpendicular bajada al plano. :
2° Siendo A == = (O B, las obli ¢
i"{;lh; I.O_l ( O __(1_ 0 — G{l B, las oblicuas A P, ¥ P y B P seréin
gunales por ser hipofenusas de los triingolos ignales (385 :
zu 5 de los tridngnlos igunales (385) ! 2
FOPyBOP. AR08
hs o et & &4 ( 1 el e . Py 35
3 510 (‘- > O A podemos trasportar el trriangnlo P O A sobre sn
;%ruul P O B, que estd en el mismo plano que la oblicna P €, v como
gt 14 pla e, i
PC>PB(401)yPB =P A seinfiere que PG > P A
R0
594.—De lo que antecede resulta: 1° gue si se ha
< < 3 t “x © L Sl
ce gurar un angulo recto P O A ol rededor de uno
o G0 @ - ] VT : =
de sus lados P 0, el olro O A describird un plano
2 » A5es o - e 3
A O B perpendicular al primer lado; y 2° fodas las
perpendiculares O 4, O F, O B duna rvecta O P
levaniadas en uno desus punfos O, estdn en wn mis-
o plano D E perpendicular é dicka recta.

; 595.—Por un punto O tomado en una redta O P (fig. 263) ¢ por otro
Suera de ella A, siempre se le puede tirar un plano ;;;J'pc’iuh‘cuiar <
70 10 se puede irar mas que uno solo. ) . iy

Si hacemos pasar un plano por la recta P O observarémos que del
panto O y desde el A siempre se puede tirar ana %rpondicu]‘u'l'i oP
y al girar al rededor de ésta engendrari gl 11‘.&1]0l AOFB ;111; le e;
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perpendicular, y como no se puede tirar desde un punto mas que una
sola perpendicular & O P, resulta que no habrd tampoco mas de un
plano perpendicular que pase por el punto dado.

596.—Desde un punto O tomado en un plano (fig. 263) 6 por oiro fue-
ra de él P, no ge puede tirar més que una perpendicular al plano.
Suponiendo engendrado el plano.D B por el movimiento de O A al
rededor de O P, se comprende que en el punto O no se puede levantar
4 la recta O A mis perpendicular que O P, asi como que desde el pun-
to P no se le puede bajar tampoco ningnna ofra perpendicnlar.
59%7.—La proyeccion de on punto P sobre un plano (fiz. 264) es el
pié B de la perpendicnlar P B bajada de ese punto sebre dicho plano.
La proyeccion de una recta D'P es la série de to-
dos log piés de las perpendiculares bajadas de los
puntos de la reeta sobre el plano. Como todas las
perpendicnlares son paralelas entre i, quedarin en
un mismo plano P A B, cuya interseccion con el
M N serd una recta A B. En consecuencia, siendo
Hewa la proyeccion de una recta otra linea reeta, bastara
determinar la proyeccion de dos de sus puntos para tener la de toda
Ia recta.
598.—El angulo de una récta con wn plano, cuando no €3 perpendi-
cular & éste, es el que forma con su proyeccion. Este dngulo es el menor
de todos los que forma la recte con los lineas que pasan porsu pié A.
En eiecto, si por el pié A [fig. 264] tiramos otra recta cualquiera,
tomamos A C=A B y rennimos los puntos P y C, resultarin dos fridn-
gulos PBAyP CA, enlosquelos dngulos PAByP AC estan
formados por lados iguales; pero siendo la perpendicular P B menor
que la oblicua P C, el 4ngulo opmesto 4 la primera recta, P A B serd
menor que cualquiera otro P A © [432].

599.— Dos planos M, N, perpendiculares ¢ una misma vecta P A no
pueden encontrarse, y por lo mismo serdn paralelos [fig. 265].

Si los planos pudieran encontrarse, desde el pun-
to B de su interseccion comun podrian tirarse las
rectas B Py B A, que por estar contenidas en pla-
nos perpendiculares & la misma recta, serfin ambas
perpendiculares 4 P A, lo cual es un absurdo [396].

Figura«265. : s
600.— Cuando dos rectas son paralelas, el plano perpendiculor ¢ una

de ellas o serd tambien ¢ de otra [Bg. 266].
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.Si el plano M N es perpendienlar & P A, demostrarénios que tam-
bien lo es 4 su paralela Q B: Tiremos larecta A' B ¥ su perpendicular
C D, La linea Q B por ser paralela 4 P A,  estard en el mismo plano
P A B Q que ella, y el 4ngnlo Q B A serf tecto. Tomemos B C=BD
y tiremos las rectas A C, A D, PCy P D.

- Iéoi trliagg:rulos reetingulos PA Gy P A D son iguales (385, Iuego

Siendo is6sceles el trifngnlo P € D, 1a recta P B tirada 4 Ia mitad
de su base serf perpendicular 4 G D, . En consecuencia, siende C D
perpendicular 8 A By 4 B P, lo serf igualmente 4 B Q contenida en
el mismo plano (592). Por dltimo, si Q B es perpendicular 4 la vez &
B A’y 4 C D, lo serd al plano M'N de estas rectas.

601.—Dos rectas P A y Q B (fig. 268) nerpendiculares é un mismo
plano M N, son paralelos entre si.
Si Q Bnofuera paralela'é P A por el punto B; se
le podria tirar una paralela diferente de Q'B; la‘cual
(600) seria perpendicular al plano M N, resultando
que desde el mismo punto B podrian levantarse dos
L plcz-lpeudiculares al mismo plano, lo'que no es admi-
sible.

GO?«.—D?S rectas A a, B b, paraléles ¢ wno tereera C ¢, 800 parale-
las entre si (fig. 267).

A p B
Si tiramos un plano’M'N perpendicalar &4 C ¢,

éste lo serd & lasrectas A ay B b (600), y siendo
estas perpendicnlares al mismo plano serin parale-
las entre si (601).

Flgura 267,

603.— Zn el espacio dos rectas A B y C° IP (fig. 268) pueden ser per-
pendiculares & una misme recta z y sin ser paralelas enire si.
Ar— 6"" Si'suponemos que el recténgulo A D gireal rede-
il 4 dor de'una recta 'y, paralela & sus bases en cual-
oA 4y quiera posicion A’ D’ el'lado D’ € seré perpendi-
2 & cular § z y sin ser paralelo § A Bj porque se'en-
T cuentra en un plano diferente,

Debemos hacer notar que prolongadas indefinidamente estas rectas
no se encuentran. Ignalmente observarémos, que en el espacio; § un;.
reéta 2 y se le pueden levantar una infinidad de perpendiculares desde
el mismo punto z.

21
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604.— Las antersecciones A B y D (fig. 269) de dos planos parale-
los M .y N econ 0tro plano, B .G, son dos rectus paralelas:

Por upa parte las rectas A By € D ¢stén en el mis-

M
m mo plano A D, y por otra estando colocadas sobre les
planos paralelos M y N no podrin encontrarse prolon-

gadas, lnego son paralelas.

605.— Las partes 4 C'y B D (fig. 269) de paralelas comprendidas
entre dos planos paralelos son iguales.

Por el supuesto los lados A C y B D son paralelos,, y por el teo}'ema
anterior lo son tambien A B y € D, luego la fignra A B C D seri pa-
ralelégramo, por lo cual A C=B D (449). \ ;

De%::o resulta que dos planos paralelos tienen fodos sus puntos equi-
distantes; pues bastaria imaginarse que el plano A.D ftu::ra perpendi-
cular para que las rectas A C y B D midiesen las distancias de los dos

planos.

606.—La recta A B (fig. 270), perpendicular ¢ unplano M, lo es
tambien G cualquiera ofro plano N que le es paralelo. ‘
1 e Si por A B se hace pasar un lem cnalqm‘em: 1‘101*
E} ; ser A B perpendicular & M, el m_1gu]o A ‘B O esrec-
to; por ser N paralelo 4 M, la interseccion A D'es
i [—2z7 paralela 4 B C, y por tanto el :'mgulQ BAD t:’tl’lﬂ?lf:ﬂ
—t gerd recto. Como otro tanto sueederia con cmﬂqmc:r&
b otra reeta que pase por Ay esté en el pl:'ma N, se in-
fiere que A B es perpendicular al plano N.

607.—Tuda recta. A B (fg. 271) paralele ¢ otra _C‘ D, o es ?'gicﬁ-
menite 4 cualquier plano M que pase por la sequnda sin jiz.f.sar por-4 B.

Estando las cos rectas A B y O Den el mismo plano N por SeEpate-
lelas, la recta A B no podria encontrar _el plano M sino (.m S ml-ers?e‘i
cion comun, esto es; sobre la prolongacmn’ de U D; peru)comc]) 11011&
supuesto no cs .esto posible, tampeco podri encontrar A'B alplano M,
y por tanto serd paralela & él

608.— S unarecta A B (g 2¥1) es paralela & un plano M, cual-

quier plane gue puse por la vecta A B encontrard ol primero sequn wne

paralela & ella. -
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Porque A B prolongada no podria cortar 4 ¢ D sin
encontrar al plano M, lo que seria contra el supuesto.
De esto se deduce, nue cualquiera recta paralela 4

A B tirada por unpunto del plano M, esti toda com-
Figura 711, M prendida en este plano.

609.— Las partes de paralelas A € y B D (fig. 271) comprendidas
entre una recta A By un plano M que le es paralelo son iquales.

Supuesto que la figara A D es paralelogramo, y en todo paralelgra-
mo los lados opuestos son ignales.

Como en el caso de ser A O ¥y B D perpendicnlares al plano M, el
teerema es ignalmente cierto, se infiere que, una recta parelela ¢ un
plano tiene todos sus puntos equidistantes de éste,

610.—Dadas doswectas A B y O D (fig. 212) en el espacio que no se
cortan ni son paralelas, poruna de ellas A B soly se puede hacer pasar
un plano paralelo ¢ lo otra G.D,

A s Si por nn punto cualquiera A 6 B de 1a recta
\  ABgetirauna paralela AE 6 BF4 © D, y se
X hace pasar por A B y A E un plano, éste serd pa-
£ ralelo &4 C'D (607). Ademéis, como todas las para-
e lelas &§ A E y por 1o mismo & C D estdn en un mis-

#eo plano, no hay masde uno solo que satisfaga 4 Ia cuestion.

611.—La menor distancia de dos rectas en el espaciv, A By CD(fi-
gura RV3) que no se cortan, es la perpendicular comun é ambas o o'

- 3 Por el punto A tiremos A D” paralela 4 ¢ D, ¥y
\  hagamos pasar el plano M por A By A D’ que serd
M paralelo 4 Ia recta @ D. Por el punto C tiremos C B’
r g paralela & A B, y hagamos pasar el plano N por CD
NE }; y C B’ que serd paralelo 4 la recta A'B. TLa menor
Flgtrs 273, distaneia de las rectas A B y € D serf la de los pla-
nos paralelos M y N que las contienen. Por la recta A B hagamos pa-
sar el plano B E perpendicalar 4 M y & N.

La interseccion de este-plano con N encuentra la recta CD enel
punto O, y levantando en este punto una perpendicalar 4 C D, que que-:
daré en el plano B B, se tendra por filtimo la recta O O’ que es la me-
nor distancia de las rectas; siendo perpendicular & ambas y & los pla-
nos que las contienen.

El éngulo de dosrectas AB y C D en el espacio que no se cortan, es
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el BA D’ que forma una deellas A B con otra recta A I’ tirada por
uno-de sus puntos-A y paralela 4 la otra'C D.

612.—Dos rectas A By C D (fig. 214).queno estdn en el mismo-pla-
ne, quedardn cortadas en partes directamente proporcionales por tres
planvs paralelos M, Ny P.
Reuniendo' los puntos Ay D y tirando las rectas
BD, EF, F Gy A C por los puntosde interseccion
de las rectas A B, A D y C D con los plenos M, N.y
P, to tendrd B F paralela 4 B D (604) y ¥ G parale-
la & A C, por lo que:(510)
AB+EB 2AF:ED
' AR :FD::CG: GD
e i luego AE:EB:CG:GD

613.—ProBLEMAS.—L.—Bajar una perpendicular ¢ wn plano M,
(fig. 275) desde un punto P tomado fuera deél.

Sefidlense tres puntos del plano A, B y O equidistantes de P, por
ellos héigase pasar un circulo, cuyo centro O serd el pié de la perpen-
dicular (593).

11.—Desde un punto O de un plane, levantarle une perpendicular.
(fig. 275).

Tomando O como céutro, tricese un cirenlo, y en tres puntos de su
circunferencia levAutense tres oblicuas iguales A P, BPy C P, y de-
terminando ¢l pnnto P en que coinciden sus extremos, éste serd el ofro
dé la perpendicular buzcada.

Haciendo coincidir con el punto O los vértices de los
angulos rectos de dos escuadras A O Py C O P, prede
determinarse= ignalmente la perpendicnlar O P por la
linea de union de las escuadras (593).

Pigurs Zis.

111 — Levantar un plasio M(fig. 295)perpendicular & wia recta O B
1° por un punto O dela recta, y 2° por wi punto € fuera de ella.

1° En el punto O levéntese larecta O O perpendicular & OP. En
seguida, en un plano diferente de P 0O O, levéntese otra perpendicular
A O 4 P O, y haciendo pasarun plano por C O y A O, se tendra el
plano pedido.

2° Bijese del punto € la perpendicular C O & P Q; determinado el
punto O, levintese por ¢l otra perpendicular & P O, pero en un plano
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1 RO 1 M AcIene g
f\‘t(jw 11 P'O C. Haciendo pasar un’ plane por las dos perpendicala-
res C.O y O A, se tendri resnelto el problema: Lo

BN Tl To Tl iia Smps :
< ira :?r.;.dc un punto P (g 276 una perpendiculor ¢ une
recto A B contenida ew ww plano B,

fol ; Des:le_ P bajarémos P € perpendicular al plano B.

De su pid C tirarémos O D' perpendicular 4 A B, ¥y
reaniendo los puntos Py D, la recta P D gers la per.-
pendicular pedida,

Para demostrar que elidngulo P D A es recto, ti-
: ‘ remos las reetas € A y A P, yresultando los trifingn-
los rectingulos PC Ay C D A, se tendra: g

Figurs 776, *

PEA=—P (24 O A2
perocomo PC*'=PD* _—CD*yCAZ=CD*+ AD®
sustitnyendo resulta PA = P D? + A D?

luegotel dngalo P D A es recto.

1 = - . ”
'Como el plano P C D es perpendicular 4 A B, este problema da tam-
bien cl}procedumenbo para tirar desdeun punto P un plano pergendi-
cular 4 una recta 4 B.

\V.—Por un punto A (6g. 277) tirar un plano paralelo & otro M.

: En el plano dado M, se trazarin dos rectas B C v
B D_, que se corten en el punto B. Por el punto A
ge. tirardn A C7 paralela 8 BC, y A D’ paralela &

M - 5
\ E<€ E B D; haciendo pasar un plano N por A ¢ y A D’, este
L4 serd el plano pedido.

Figura 377,

VL —Por un punto A (8g. 227) tirar wna recta paraleln é un pla-
no M.

Poram: pnnto cualquiera: B del plano M, trficese la recta B D, tirese
A B, por el punto D llévese D D’ paralela & ignal 4§ A B, y renﬁien&o
los puntos A y D’ se tendrd la recta A D’ paralela al p!;m‘t} M. Como
por el punto Bpueden trazarse una infinidad de rectas, y por A ti;'m-—
se otras tantas paralelas, el problema admite un nfimero indefinido de
résolueiones.

y I[.h—Po?: un. punto 4 (lig. 218) tirar un plano paralelo & dos rec-
tas cualesquiera B Oy D E, que no estén situadas.en el mismo ;;ch-.vzr:-.
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. Por A tirense bey de respectivamente paralelas &
= B ¢ y D E, y haciendo pasarun planoporb AcydAe,
B 9\ quedari resuelta la coestion.
£

Figura 278.

ANGULOS DIEDROS.

614.—Se Hama dngulo diedro la figura formada por dos planos M y
N inclinados entre st, que concurren en una recta A B (fig. 279). Los
planos M y N se denominan caras 6 lados, y la recta A B arisia del
diedro. La magnitud de un &ngulo diedro depende de la mayor 6 me-
norfinclinacion de los planos que lo forman, y no de la extension de
&stos; por lo que al medir un diedro lo que se estima finicamente es la
inclinacion relativa de sus caras.

N Se tendra una idea exacta del 4ngulo diedro y de su mag-

A nitud, imaginindose que sus caras estin primero aplicadas
una sobre ofra, que en seguida se separan, pero girando al

rededor de la arista A B, como las dos partes de un libro

8 p  que se abre. Elingulo diedro, nulo al principio, toma un

Fisura 519 valor que va anmenfando con la separacion de las caras.
Asi, pues, el éngulo diedro esti engendrado por la rotacion de un pla-
no al rededor de una recta. En este movimiento cada uno de los pun-
tos del plano describe una circunferencia de circulo cuyo plano es per-
pendicular 4 la arista y cuyo centro esti en un punto de esta recta.

Cuando no hay mas que un solo diedro, se le designa por las letras
A B de su arista; pero cnando hay varios'que concurren en la misma
arista, para evitar confusion, se designa el diedro por cuatro letras;
teniendo cuidado de poner siempre las dos de su arista A B en medio
de las otras dos N y M que corresponden 4 los planos que o forman, y
ast se dice el diedro N A B M.
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Cuando un plano P A (fig. 280) caesobre otro
M N, forma con éste dos angulos diedros M-A B P
y P B A N, que son edyacentes.. Cuando &stos son
i%u:\les, el plano P A es perpendicular & M N, y re-
ciprocamente. Si el dngulo qne forman los dos pla-
uos es menor que P B A N, se dice que el diedro es
-agude, y en caso contrario, que es obfuso. En fin, para los ingalosdie-
dx_-c»s se adopfan las mismas denominaciones de angulos com;?emem‘a-
re0s, suplementarios, ete., que para los dngulos rectilineos.

A
a
F

igura 280,

Gls.f-Loa- rifz.‘(/rr?.a,s- rectilineos B A Cy b a c (fig. 281) que resultan
de la interseccion de un dngulo diedro A a, con dos planoz paralelos
cualesquicra, son iguales.

Tomemos AC=acyB A = b a, y tiremos
lasrectas Bb, Oc, BCybe: A Ces imra!el::. &
ac (604) € igunal, Tnego la figura A ¢ es parale-
l6gramo y en consecuencia serd C ¢ igual y pa-
ralela & A a. Como A B_es ignal y paralela 4
ab,la figura A b es ignalmente nn paralelogra-
4 mo, de lo que resulta que B b ¢s ignal y parale-
1a & A a; luego B b serd igual y paralela 4 C ¢, v B ¢ serd an upm‘ald()-
gramo en el que B ¢=bc. Los dos t.ri:ingulos: ABCy abe serdn
iguales (386) por tener sus tres lados respectivamente iéuzﬁcs y de la
igualdad de los trifingnlos resulta que el dngulo B A C=b a (; que es
o que se queria demostrar. : ;

Figora #31.

T oL o 2 ;

616, —1Pc aqui seinfiere: 1° 57 dos dngulos en el espacio BACybae
(fig. 281) lienen sus lados paralelos y sus aberturas estin vuelias en el
masmo sentido, serdn iquales; 2° Tgualinente 1o son st estéan vuelfas en
sentido contrario como ba ¢y C D E;y 3° dos dngulosbacy ED F

. E 3 : 2

que trenen sus lados paralelos vy sus aberturas no estdn vueltas en el
mismo sentido ni en sentido contrario, son suplementarios.

En el pirrafo anterior hemos demostradlo la primera parte, esto es,
que BA C=bac

Go. (1 1

~*"Como el dngulo BA O —C D E (420), =e infiere qua bac —
CDE.
.o i & 3

3° Siendo el fingulo E'D F suplemento de C DE, seinfiere que
E D'Fybaecson suplementarios.

619.—ZLos j:?r_mr)s dedos angulos B A Cy b ac [fig. 282] cuyos la-
«lo8 son respectivamente paralelos, serén paralelos.

ot

N, PR e PO —
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Desde ¢l punto A bajemos A O perpendicular al
plano del dngulo bae, y por el punto de intersec-
cion Q tiremos O D y O E respectivamente paraielas
daecydab, porloque O E serd paralelad A B,y
O D 4 A C. Ahora bien, siendo A O perpendicular
al plano en que estén las rectas O D y O B, los dn-
gulos A 0. D .y A O E son rectos, y por razon de las
paralelas [409] fambien lo serdn los dngules. O A By O A C, luego
O A es perpendicular i la vez & los planes delos dingnlosbacy BAC,
y por lo mismo estos serfn paralelos [606].

Figura 262,

618.—Los tridngulos A B C g a b e formados en el espacio por tres
rectas respectivamente tguales y pavalelas, son iquales y quedan enpla-
708 paralelos.

Serdn igunales por serlo respectivamente los tres lados de los tridngu-
los [386], y estardn en planos paralelos por ser los lados paralelos [617].

619.— Un. dngulo diedro B A D C [fig. 283] tiene por miedide el dn-
qgulo rectilineo B A O gue resulte levantando perpendiculares @ sw aris-
ta A D del mizsmo punto A en cada uno de los dos planos que lo forman.

En primer lngar observarémos que¢n cualguier punto de la arista
A D en que se levanten perpendiculares, determinardn nn dnguloigual
4 B A C por estar formados por rectas respectivamente paralelas [616 |.

2 _ Para demostrar que los dngulos diedros
son proporcionalés 4 los rectilineos forma-
dos por perpendiculares en el mismo punto
4 su arista; y que por tanto pueden tomar-
ge los tiltimos como medida de los prime-
ros, demostrarémos préviamente que st dos
dngulos diedros- BA D C y bade son

S iguales lo serdn los dngulos reclilineos
B A C y b a.c forinados por las respectivas perpendiculares & sus aris-
tas levantades en cada wn, de sus caras del mismo punio.

Siendo por el supueto iguales los dngnlos diedros B A D G ybade,
si hiciéramos coincidir la cara B D con b.d: sobreponiendo: la arista
A 1) sobre a d, teniendo cuidado de gue A cayese sobre a, el plano D C
coincidiria con d ¢. La perpendicular A B coincidiria con a b (395); ¥
la A € con a c; luego el angulo B A C—=Dbac.

Ahora bien: si & continuacion del angulo diedro b a d ¢ ponemos su
igual ¢ a d.g, haciéndolos coincidir por la cara d e, resnliard un éngu-
lo diedro b a.d g duplo.del b a d c, y el dngulo rectilineo bac=c ag,
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por lo que al éngulo diedro daplo b a d g corresponde un dngalo rec-
tilineo ba g duplo de b a c.

: De'la misma manera probariamoes que 4 nu diedro triple eorrespon-
de un dngulo rectilineo' triple, y en general 4 un ingulo diedro % veces
mayor que-otro, corresponderd un fngulo rectilineo formado por las

TaT H lares & o ot 3 1 1
perpendiculares & su arista fambien z veces mayor: Asi es que, siendo
eajtos dngulos rectilineos proporcionales & la magnitud de los ingnlos
diedros, pueden servirles de medida.

De i'IlD(]..D que, en ultimo anflisis, los arcos de circulo nos serviran
para medir los dngulos diedros:

1 T} § v 7 -

620.—De esto resulta; que cuando uno 6 varios planos caen sobre
otro, 6 lo cortan, tienen lugar los mismos teoremas que con las rectas
que miden los dngulos diedros. Asi es, que los fiingulos diedros adya-
centes son suplementarios; todos los formados al rededor de una arista
comun valen cuatro rectos; los 4ngulosopuestos al vértice son ignalss,
ete., ete.

: Igualmente cuando dos planos paralelos estin cortados por otro se
tiene que los Angulos diedros alternos internos son iguales, leos interio-
res del mismo lado del plano secante son suplementarios, asi eomo
todas las propiedades que hemos demostrado en los casos de rectas pa-
ralelas, g

151 % SPSte & : 4 :

621,—Dos planos son perpendiculares cnando‘el 4ngulo diedro que
forman tiene por medida un recto. :

St un plano es perpendicnlar & otro, este tambien es perpendicular
al primero.

A S e o g ¥ z

: 622.—87 una recta A B (fig. 284), ¢s perpendicular ¢un plano M N,

lo serdagualmente cualquior plano P.C que pasa por-ella.

Sien el plano M N levantamos B O perpendicular 4 C D intersec-
cion comun de los flos phmr{s, tendrémos que el 4ngalo A B O forma-
I(m por las perpendicnlares & € D serd 1a medida del angulo diedro de
los doa:planos; pero por ser A B perpendicular 4 M N, elfinguloA B O
es recto; laego el plano P O sers perpendicular i M N.

99 5 > G y
623.—Por una recta C D (Bg. 284) contenidn en un plano, no se
pugde levantar mas dewn plano perpendicular é éste,
En razon de que parh que el plano P C sea perpen-
foraE =
dicnlar & M N,.acabamos do ver que es preeiso pase
por B A. perpendicular & M N, y de que sesabe que
por un punto B no se puedelevantar 4 M N més de und
sola perpendicular [596];
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624:—Si dos planos P y M (fig. 28%) son perpendiculares, y en uno
de ellos se baju une recte A B perpendicular” d lo interseceton eomun
D €., esta recta serd perpendicular al ofro plano 3L

Por ser los planos perpendiculares el dngulo A B O esrecto.

Por ser A B perpendicular's C D, el dngulo A B C tambien es b
to, lnego A B seri perpendicular 4 todas las rectas que pasan 1)0['791
punto B contenidas en &l plano M N (592) y por tanto serd perpendi-
cular 4 este plano. ‘

625.—Si dos planos P y I (fig. 284) son pm]wuluru?_nres, y en un
punto B de sw interseccion comun se levania una J'er_r(r{. B A perpendi-
cular & uno de los planos M, esta vecta quedard contenida porentero en
el ofro-plano P.

Porque si A B no estuviese contenida en e! p_l:mo  Eon ]evan’t-ando“}en
este plano en el punto B nna perpendicular 4 C D, se tendrian (624)
dos perpendiculares al planu M N en el mismo punto, lo que no esad-
misible (596).

626.—S% dos planos My N (fig.
cero P Q, sw interseceion comun A

te plano P Q.
A N

5) son: perpendiculares & wn ter-
serd tombien perpendicular @ es-

28
B

Porque si por el punto B levantamos una perpen-
dieular al plano P Q, téndrd que estar contenida tan-
toen el plano M como en el N.
e
Figura 255.
627.—Si desdeun punto 4 [fig. 286] Zomada en el interior -.’[ejz un (.Enr-
qulo diedro M NV se bajon & sus caras las pm'prnzr[:'c-.u{qre.&: 4B y4dC,
o dngulo A que resulte serd suplemento del dngulo diedro.
’ Por ser A B perpendicular al plano M 0, f.‘! plano
A B D O que pasa por esta'recta serl perpendmu!ar al
plano M O [622] y por tanto el dngulo A B D sera rec-
to. Por ser A € perpendicular al plano M P, el plano
A B D O que pasa por élla serd perpendicular al plano
M P, v el éngulo A'C'D serfi recto. Siendo el phmc:
i shaa A B D O perpendicnlar & Ia vez & Tos planosM O'y ME
1o serd & su interseccion comun MN T626], ¥ como BDy (|J D ::uo]:.t
perpendiculares & Ia arista del dngalo diedro; el dngalo B D C serd la
medida del diedro O M N P. _ :
Ahora bien: considerando el cuadrilitero A B D C se tiene [445:]
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A4+ B+D 4+ €= 4rectos
por otra parte B + € = 2 rectos
restando la 2% ecnacion A D — 2 vactos

que es lo que s debia demostrar, supuesto que' B D' € es Ia medida del
angulo diedro.

TRIEDROS Y POLIEDROS.

'« 628.—8¢ llama dngulo sélido ¢ Gngulo poliedro, la figura que resulta
cuando tres 6 mds planos concurren en el mismo punto S [fig. 287].
Cuando los planos que concurren en el mismo punto B son tres, la figu-
v se llama dngulo triedro. Se da el nombre de poliedro mo solo al dn-
gulo formado por muchos planos, sino tambien al sélido Gimitado® por
muches caras planas.

Ei punto S es el véréice del poliedro; Tas interseccio-
nes conseentivas S A, S B.... de sus planos son las
arisias; cada porcion de plano indefinido A S B com-
prendida entre dos aristas es nna care; cada

: A S B formado por dos aristas conseeutivas es un #n-
nguf == yulo plano, y cada dngulo diedro B 8 A E formado por
dos caras consecutivas, es un dngulo diedro del poliedro.

Un éngulo poliedro se designa por la letra S de su vértice, y cuan-
do hay varios poliedres que tienen el mismo vértice por las letras
S A B C D E de sus aristas, comenzando por la de su vértice.

Si el espacio del poliedro est4 limitado por un plano A B O D E, se
forma un cuerpo que se llama sélido, que en el caso de nuestra figura
es una pirgmide de base pentagonal.

Nos ocuparémos dnicamente de los poliedros convexos, que son aque-
llos cuyos dngulos diedros son todos salientes, estoes, que cortados por
an plano A B C. ... dan por seccion un poligono. convexo [4611].

629.—#n todo dnyulo triedro S [fig. 288) uno cunlyuiera de sus én-
gulos plarios B S G formado por dos de sus aristas, es menor que la
suma de los otros dos.

fingulo




