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recta B2 B’ tendri que estar sobre el mismo plano” que el angulo
B> (7 A% que es lo que se debia demostrar.

655.—De esto resulta ques para que dos planos sear gt
que lo sean tres de sus punitos respectivamonte, yJ paraque t-lifn)a:' poh{jmw\
6 poliedros sean simétricos, es suficiento que lo seqn Sus respectivos ver-

) spmélricos basta

mg:iﬁ.—]‘ns tridngulos; ast como los dngulos sff.-né.ire'i":r.s-, \fm uj‘zewm :
E£n efccto, en la fignra 302 se tiene: A B=A’1B, ’B _(): 30% &y
A G=A” ¢, Juego los trifngulos A BCy A’ B ©” gerén 1g_(ualesl. i
Ademas de la igualdad de los tridngules 1'esnit:}‘quf: Ec:. zfngu os si-
métricos son iguales: A C B=AC' B, C A B=C AP, ele. A
657.— Dos poliedros simétricos tienen lodas sus partes Tespectiva-
snie tguales.
mﬂ:&; :{:;fts correspondientes serin iguales, porque pugﬁt‘lcn desf:_om}‘ao-
nerse en tridingulossimétricos y por lo misn_m icuales. Sise conmde:jan
tres aristas de un poliedro ysus COITGSPOHGI{‘HLC\-’? del otro, por 1'111:1‘1341':_
te por ser simétricas seriin iguales. y por otra lo§ ;111g11105!51maitrlg0n= q:m
forman tambien lo serdn. Siendo iguales los dngulos planos, lo seran
los diedros de los triedros en que pueden descomponerse los pohc::} TOS.
Esto es, serin respectivamente iguales sus aristas, Sus caras, sus dnga-
Jos ‘dicdros v los triedros de que estdn formados;

SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

658.—RSe Uama prisma & un cuerpo 6 poliedro A ¢ (fig- :303) szel-rma-
nado por superficies planas, siendo las bases A Dyad ;)a{zgoreos ::gz_:_cr..-
les y pavalelos; y las cardas luteralos A b, Be.... pamielug?'amfa,jwﬂ-
mado cada uno de ellos por los lados A B y @b ... de lus bases res-
pectivamente iguales.
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El prisma puede considerarse engendrado por el movi-
¢ miento de nna recta A a que constantemente permanece
; paralela & si misma yuno de sus extremos'A recorre el

Fe’ poligono A B ¢ D E.
Lasrectas A a, Bb.... so Haman aristas laterales, y

las A B, BC....ab,bex... aristas de las bases.
ﬁgmm ' Alfure del prismaes la distancia de sus bases. Un pris-
1a es recio U oblicwo, segun que sus aristas son perpendicnlares 6 obli-
cuas con relacion 4 sus bases. Se diee auees (rigngular cuadrangular,
pentagonel. ... cuando su base es un trifogalo, wn cuadrildtere, un
pentigono....

Se llama prisma regular el que ademas de ser recto, tiene por base
un poligono regnlar.

Todas las caras laterales do un prisma. son paralelégramos, puesto
que segun la definicion ‘de prisma a b=A B y paralelas (450).

Las bases A D y a d, y las secciones como @’ ¢ paralelas & éstas, son
iguales, supuesto que por una parte son ignales los lados de los poligo-
nos de estas secciones y por otra lo son sus fingulos por estar formados
por lados paralelos (616).

Un prisma queda completamente determinado cuando se conoge Ia
posicion y magnitud de su base y de una arista.

659.—La drea lateral de un prisma oblicuo es iqual al producto de
une de sus aristas A a porel pertmetro de la seccion 8 ¥ ¢ & (figurs
304) perpendicular d ésta.

El 4rea lateral del prisma es ignal 4 la suma de las

e areas de las caras laterales qne lo forman; pero como

estag caras son paralelogramos, la superficie de cada

una es igual al producto de su base por su altura. Las

bases de los paralelégramos son las aristas del prisma,

que todas son iguales & A a, ysus alturas son los lados

de la seccion a’ b’ ¢’ d’ que por ser perpendicular f una

de ellas lo serd & todas las demas. Asi es que haciendo la suma de las
areas de los paralelégramos, resulta que la drea lateral del prisma es
igual al producto de una de sns aristas por el perimetro de la seccion

_ que le es perpendicular.

660.— La drea lateral de un prisma recto es iqual ol producto de su
arista por el perimetro de su base.

Porque en el caso de ser recto el prisma, la seccion perpendicnlar 4
su arista es Ia de su base. De otro modo, si en Ia figura 304 Ia porcion
de prisma a’ ¢ la colociramos en la parte inferior haciendo coincidir las
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bases ignales a ¢ con A O, ¢l prisma cblieno se convierte en recto con-
servando la misma area lateral, enyo valor es el producto de su arista
por el perimetro de su nueva base a’bh’ ¢’ d°.

661.—La drea total de wun prisme cualguiera esigual & lalateral,
ms I de sus bases. La fotal de uno veqular es iqual ol producto del
perimetro de su base por lg suma de s arista con ol radio recto de la
base. :

La primera parte no necesita demostracion.

Si llamamos A la &rea total del prisma regular Ad
{fig. 3051, p el perimetro A B € D E de la base, y r
el radio recto on de este perimetro, tendrémos:

Ly

-]
B

"'”\;’-'lw*-

D

A< ¢ 0
B ™~

Figurs 305.

o A=Aaxp+2.pXxir=pAatr

que cs lo que se debia demostrar.

66R.—Lu drea de un trozo de prisme A d (Bg. 306) es igual ¢ la su-
ma de las dreas de sus caras.

Se llama frozo de prisma la parfe de un prisma com-
prendido entre una de las bases A D y la seccion hecha
jg Por un plano a d que no es paralelo i la base.

Figura 306,

663.—Se: llama paralelipipedo wn prisma A e (fig. 307), que tiene
por base un paralelégramo. ‘

En este cuerpo las earas opuestas son para}elégm-
mos jguales y paralelos. En efecto, en todo prisma las
bases A C y aec son ignales, pero por ser paralelipipedo
el s6lido serfn paralelégramos. - Las caras lztteraalgs son
paralelogramos, y para persuadirse de que son igua-
les iy paralelas por ej. las caras A'h y D ¢, basta _0!)-
servar que los lados del dngulo A' B b son: respectiva-

Fiiznra 307

mente iguales, y paralelos'd los del D C ¢ (446). Lo mismo se verifica
(=1 -

con las caras B ¢ y A d por razon del paralelismo é igualdad de las
rectas de los dngules b B.C y a A D. e
= 2 o PR o a% 5 e 7la 0%
Yeciprocamente, fado cuerpo compuesio de seis carvas paralelas de aos
en dos, es paraleliptpedo.

: ; . Sy i
Por ser a ¢ paralela & A C, serd larecta a b paraleia @ A B. Por se
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Beparalelad A d, serd B b paralelad A a;luego 1a cara A b serd pa-
ralelogramo; pudiendo demostrarse ignalmente que lo son todas lag de-
mas. 7

Un paralelipipedo est completamente Geterminado cuando se co-
noce une de sus triedros A y la posicion y magnitnd de las tres aristas
que lo forman. Cualquiera de sus caras puede fomarss por base.

664.—Lp seccion A B cd que determing el planv que pasa por dos
aristas 4 B y d ¢ opuestas de wn paralelipipedo, es un paralelégramo.

Siendo a b respectivamente igual y paralela 4§ ABy4dde AB ¥
d ¢ seréin ignales y paralelas (602), y por lo mismo la fizara A e seré
paralelégramo (450).

665.— Las diogonales A ¢, B d, a ¢ ¥ 0 D (fig. 307) de un paraleli-
pipedo, se cortan en partes miituaments wyuales y en el mismo punto o.

Por serla seccion A B ¢ d un paralelogramo, las diagonales AcyBd
se corfaran en partes miitnamente iguales en el punto o (451). Sicon-
sideramos ahora Ia seccion D A b ¢ hecha por las aristas opuestas D A
¥ b c, resulta que la diagonal A ¢ de este nuevo paralelégramo, debe
ser cortada por Ia D b en dos partes ignales, y por lo mismo tendra
que pasar por el mismo pnnto o, y como otro tanto puede demostrarse
respecto 4 la diagonal a €, resulta que las cuatro diagonales se cortan
€n partes mutuamente iguales en el punto o, 2

866.—Cuando la base 4 ' (fig. 308) de un paralelipipedo es un rec-
tdngule, y ademds las aristas laterales son perpendiculares a las bases,
se dice que ol paralelipipedo es rectangular.

En este caso todas las caras son rectingulos, v cada
una de las aristas es perpendicnlar & las que pasan por
Sus extremos, asi como 4 10s planos sobre que cae.

Un paralelipipedo recio A ¢ queda dividido en dos
prismas iriangulares iguales 4 B D a y C B D cpor
ui plano d b B D gue pasa por las diagonales d b y
D B de sus bases.

En efecto si hiciéramos coincidir las aristas ignales A a y C ¢, sien-
do las tres caras que forman el triedro € respectivamente ignales 4 las
caras que. forman el triedro A (632—3°) estos triedros coincidirian,
Por ]a misma razon el triedro ¢ coincidiria con el a, ysiendo comun
& Jos dos prismas triangulares la carad b B D, seinfiere que serin
ignales los prismas triangulares A B D a yCBDe
A 667.—El cuadrado de la diagonal D & (fig, 308) de un paralelipipe-
do rectangular, es igual & o swma de los cuadrados de 18 res aristas
que forman wno de sus triedros. -

e
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Por ser rectingnlo en B el trifingulo b D B se tiene:
DR =Bb Lt DEBE. . (1)
siendo el tridngulo D A B rectingulo en A, se fiene:
DBRE=_DA*+ BA%L... (2)

sustituyendo en la ecnacion (1) y reemplazando por D A sn igual B C
resulta: '

DHE=BBPLrBC+BA... (3

que es lo que se debia demaostrar.

Como las aristas de los friedros son respectivamente ignales, resulta
que en el paralelipipedo rectangular las diagonales son ignales, ademds
de verificarse en €l las propiedades de los prismas y de los paralelipipe-
dos en general.

668.— Sk Hama cubo un paralelipipedo rectangular cuyas seis caras

(Bg. 309) son cuadrados.
En el cubo las caras son todas iguales entre si, asi

d
/. como sus docs aristas. Las earas y las aristas son res-

2 pectivamente perpendiculares. La gran simetria del
| cubo ha hecho que se le tome para unidad de voltimen
\/c en los cuerpos.

4 B Siendo las aristas del cubo A B =B b = B C igua-
R P les enfre si, introduciendo estos valores en la ecuacion
(3) del parrafo anterior resulta:
Db =3 A B
osto es, en ¢l cubo ol cuadrado de sw diagonal es igual al triple del cua-
drads de une de sus aristas.

669.—Se Hama superficie de Tevolucion la que p uede concebirse engen-
drada por una linea, recta & ourva, A € B-D (fig. 310) gue gira al re-
dedor de una recte-A4 B gue le sirve de eje.

El caricter distintivo de esta clase de superficies, es; que
sea cual fnere la linea generatriz A € D B, cualquier pla-
ne perpendicular aleje produce porsu interseccion una
circunferencia de circulo. En-efecto, una recta cualquiera
D o perpendienlar al eje, describird un plano perpendicu-
Jar al eje, y como la distancia o 1) permanece fijagel pun-
to D trazard uma circanferencia de circulo.
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6009 llrsrins s B o e i st Aetaiiia 2
;i i iSe Z.{mfa cilindrowmn prisma cuyas bases poralelas A By a b
(Bg. 811) son circulss. :

Aunque las bases pueden ser ofras curvas, en la geometria elemen-
tal no se eonsidera sino el cilindro de base circular.

Figura 31t Figora 312,

La linea C ¢ que une los centros de las bases, se llama ¢je del eilin-
dro. Cuando el eje no es perpendicular 4 las bases del cilindro, sa 1la-
la oblicuo, y cuando el eje es perpendicular & las bases (fig. 312) el ci-
lindro es recto. La alture de un cilindro es la distauci;n ge sus bases.

: Lo Il-liSFIIO que un prisma, el cilindro puede coneebirse originade por
el movimiento de una recta A a paralelamente al eje, y de la que uno
de sus extremos recorre una circanferencia de cireulo. De esto resulta
que cualguiera seccion paralela 4 las bases produce un circulo igual &
éstas. :

ljll cilindro recto (fig. 312) puede concebirse engendrado por la ro-
tacion de un rectingulo A ¢ al rededor de uno de sus lados C ¢ que
viene 4 ser el eje del cilindro. :

671.—Como el cilindro es un prfsma de base ecireular, y el cirenlo
puede considerarse como un poligono regular de una infinidad de la-
dos, resulta que iz drea lateral del cilindro oblicuo es igual al produc-
to de su generatriz A a (fg. 311) por la longitud de la rmr' fr'.f-’-»-’f'“(-?ﬂ
lee seccion, que le es perpendicular. (659) : S

672.—Por la misma consideracion la drea laferal del cilindro recto
es igual al producto de su alfura por la circunferencia del iy
su base. : oA

Si Hamamos s'la drea lateral del cilindro, el rddio de sn base, h sn
altura y 7 la razon de la cirennferencia al didmetro igual 4 3141593
la expresion del 4rea lateral del cilindro recto serd: ;

S=2xrh

— e

693.— La drea total de wn cilindro o3 iqual ¢ lo lateralmas lo de sus
dos bases.
; La frea total del cilindro recto tendrd en consgeuencia: por expre-
sion; &
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S=2xrh+2x1?
S=27zr(t +71)

874.—Si en el prisma A d [figura
313] concebimos que Ia cara B ¢ gira
al rededor de la arista B b hasta colo-
carse en la prolongacion del plano de
~& la cara A b se formari el rectingulo
A %’ De la misma manera, si nosima-

re B A NE A ginamos que la eara E a gira al rede-
dor de E e hasta ponerse en el plano de e D, er segnida que las dos ca-
ras se colocaran en el plano de ¢ D, y las tres caras girando sobre C ¢
se pusiesen en el plano de C b, y girando por ultime todo el sistema al
rededor de B b se colocara en la prolongacion del plano de 1a primera
cara A b, resultaria la superficie lateral del prisma tendida en plano é
igual al rectdngulo A a’. Laspartes que componen este rectingnlo son
respectivamente iguales & las que forman la drea lateral del prisma.
La frea de este rectingulo es equivalente 4 Ia lateral del prisma, pues
una y otra tienen por valor el producto de la arista A a por A A’ que
es ¢l perimetro de la base.

La figura A a a2’ A’ se llama el desarrollo de la superficie lateral del

('}

}______,_,.__ L

\
i

E/

prisma A d.
Tgnalmente el desarrollo de un cilindrorecto es un rectingulo cuyas
bases son las circanferencias del cilindro, y sualtura la de este cuerpo.
Ta superficie lateral de un cilindro oblicuo A b [fig. 314] tambien
puede desarrollarse en plano. Para esto tirarémos la recta &’ 2’ igual a

Pigura J14.

la curva que daria la seccion hecha perpendicularmente 4 la generatriz
A a, que es a’ ¢’ b’ o’ a’; sobre csta recta se llevarin las parfes A
¢’ b’.... respectivamente iguales § lag partes’ de la curva rectificadas
a’ ¢, ¢’b’....;porlos puntos de divisiona’, ¢’. . .. se levantarin perpen-
diculares y sobre ellasese llevardinlas partes a’ a=2a" a de la generainiz,
A =a'A cle=¢cc,c’C=uc, C.... yee tendri la area A K" ter-
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mi = dos 1
.nada por ‘d.ob curvas paralelas, que serd el desarrollo de 1a su perficie
lateral del cilindro oblicno,

e ‘< :
675.— La drea. total de una pirdmide S 4 D |fig. 315] es igual & o

suma 8 dreas rid :
me de las dreas de los tridngulos que forman sus caras y la del poli-

gono A BOD.... de su base.

- 5

. 67 E.T].Z{sf drea lateral de una pirdmide reqular S A D
(fig. 315) tiene por valor ln mitad del producto del per-
metro de su base por el apotema S n.

S ‘o S

Se Iia?mra apotema, le altura S n dewno de los tridngulos de las caras
de la pirdmide. Cuando ésta ez regular, sa base esun policono resular

o - : =

stu altura S o es una perpendicalar que cee en el centro de la%ase
Ue esto resulta que las caras de una piramide regnlar son tri;’mgulos.
iguales, pues por una parte sus bases A B, B C.... son lades de polf
gono regnlar or otra los lados S S i e
g gular, y p a 105 lados S A, S B.... son oblicuas que se se-

paran zgualment:s del pié de Ia perpendicular. Las alturas de estos tridn-
gnlos son todas iguales 4 S n.

Asi, pues, la irea lateral de la pirdmide ser ignal 4

+18Sn(AB+-B(C + een)

y 8i llamamos s esta &rea, el apotema Sn—A ‘imet
de la base, se tendr4: ; e A OD

area lateral dela pirdamide — s = 3 pA.

Para obtener‘]a frea total de 1a pirimide, 4 la Iateral debemos agre-
garle !a del poligono de la base que tiene por valor % p. r, Tlamando r
el radio recto o p. Asi, pues, :

area total de la pirdmide =S=1 PA+ipr
33 23 2 :S=} p (*,\"i'r)

: __677.—89 lama #rozo de pirdmide la partede una pirdmide compren-
dida entre la base A D y la seccion hecha POF ult plano a d (fig. 316)
que le es paralelo. &
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framide. TeCt
La drew lateral de wn trozo de piramide a,cjiﬂ
tiene por valor el producto de o alture kv de u:l.
i : b mppianefros de
de sus caras por e semrswma de 1oz periimetros ¢
sus bases.
Figura 316. t : =
: son trapecl
Las caras del trozo son traj : o5, oy 2 e S
ignales 4 h, y como la frea de cada trapecio (562) ealigga!tadl B
= ot~ 3 3 ; 2594 5 R 5 =
dé su altura por la semisuma de las bases A B+a b,de e
tendrh por medida el producto de la altura de l;um- : : :
- imel b a b c de sus bases,
semisnma de los perimefros A B C....+abec

i as ;s las son
iguales, cuyas alturas tot

snde & 4 B (Be. 317) cuya base es un
678.—Se Nlama cono wna pirdmide 8 4 B (Gg. 317) cuy

f?’)-(-ﬂ'?{]- i Tiera. en la weo-
Aunque la bage puede ser una curva cerrada Cilfl}qlu;l';l, g
; : ot : 1der ase circular.
metria elemental s6lo se considera ¢l cono de% base ci i, RO
T.a recta S o que une el vértice con el centro de la base, se iz 1jé
4 2o SN

j icular 4 Ia ba 0bli-
del eono, que es réecto cuando el eje es pcrpe?(lllml‘ajr;lltﬁcbl;l}a:; gajada
cuo en el caso contrario. Alfura del cono es la perg

rérti re la hase. gl
e eElldc-eno puede concebirse originado porl el m?;im;ilti
de una recta S A sujeta & pasar f:onst-:mtenl:fm:micmia
punfo 5 y recorrer con el otro ?.‘:Frem‘o Ia (?nfn% q.b ,que
A B, la cual traza (utm(}capaleor]ligzuzn‘zcll"i‘l*o, (;)mo &
-ara vez se considera. Cuando e e 05 CPIEY §
;:riril..g\tfm 317, puede considerarse ealgendm_d_o p}on 1:?1 1-0\1(;:
lo rectingnlo So A girando al ret
Por esta razon (669) cual-
n el cono, produce

lucion de un fridngn ‘
dor de uno de sus catetos So.

5 I se e
q seccion € D hecha p!.u'alul:nncnt.e 4 la base e

Figira 317,

quier:

un circulo. |

; sl Lo it o1 T~

649.— La drea lateral del conovecto tiene por 2 alor lo mited delg

(9. — LA AT 1 L L e =
e irewnferencia de la base.

o eneratriz A por la circuwnferencie 62 b

e a piramide cnya base es un poligo

1 n =TI

ST 3 cono €s un 7 ‘
isto resulta de que e: SLE i
no regunlar de una infinidad de lados (676). Sillamamo

del conoe; y I el I'lldio A (0] de s baSL”-, ten\ll't"moa.
3 J
'&Ef‘a ]ateril] del cono =8=T T 4“..

y s la ¢ irculo de la base,
£ S lebemos agregar 13 l:iel cire
Para obtener la 4rea total deb greg

por lo que
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irea total del cono =S=rr A+Tr’=rr (A+1)

& La drea lateral deun cono recto puede desarro-
47 Uarse en plano, y es wn sector de circulo S A B A’

(ig. 318) cuyo rddio es la. generatriz S A de la fi-

gure 817, y el arco A B A es igual & lo circunfe-

B rencie de la base.
Figura 318,

En efecto, basta concebir cortada la superficie lateral del cono segun
una de sus generatrices S A, para comprender que al extender esta su-
perficie se formaria un sector, supuesto que poruna parte todas las ge-
neratrices vienen & concurrir al punto S, y por ofra todoslos puntos de
la circunferencia de la base conservan una distancia ignal 4 S A al vér-
tice S. Ademds, la drea del sector (570) ¥ la lateral del cono tienen por
valor la misma expresion, pnes ambos son iguales 4 $ S AXA B A’

Para determinar el nimero de grados del ingulo A S A’, observaré-
mos que lIa longitud del arco A B A’ que le sirve de medida, es Ia de la
circunferencia del circulo O (fig. 317) base del cono. Por consiguiente
conservando las anotaciones de A para el lado S A del cono; y r para
el radio A O de la base; y representando por z el nfimero de grados del
4ngulo A S A’, tendrémos:
longitnd del arco A B A>=2 7 »

Por ofra parte, conocida esta longitud, se determinaré el nftmero de
grados del arco A B A’ por la proporeion:
circf, A S : arco A B A’ :: 360° : x

2w A 2y 2 360° 1 x°="" i"ﬂ

680.— Lu dreu lateral del trozo de cono iecto A D ba
(fig. 319) fiene por valor ol producto de su generatriz Aa
por la semvsuma de las circunferencias de sus bases A B

‘g )B yab.
, -
Figura 318,

Aun cuando estoes una consecuencia de lo que dejamos probado en
el namero 677, lo demostrarémos directamente.

Llamemos R el radio de la base inferior cuya circunferenciaes 2 R,
r ¢l radio de la base superior cuya circunferencia es 2 7 r, y 1lellado
A a del tronco. T.a frea lateral que buscamos es ignal 4 la del cono
S A D ménosla del cono S'ab. Representindola por T tendrémos [679]

-

L T

e

ot
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—zR. SA—rr Sa...[1]
SA=1+8ay S A—Sa=l

‘ 3 2 (B—1}.---[2
snstituyendo T=7z R (14+Sa)—wrSa=z R'1+:r Sa(R d'r,. d[e]]
Vamos 4 determinar el valor de S a en funcion L‘l?:lﬂa 113 ios ¥ &
1 a i Qg =
para sustituirlo en esta ecuacion. Comparando los trigngulos semej

tes S A O 58 a o, so fiene:

R-r=8A:5a

1
Rr:rBA—Sa:Ba= L

R—r

Dividiendo

sustitnyendo en la ecuacion [2]

T—zR1+ LI [Ro1]

R—T

reduciendo y sacando 1 como factor comun, s¢ tiene por altimo:
T=1[z R+mr]..-.[3]

que es lo que se debia demostrar. -
Considerando el trapecio a 0 O A [459], en el quel es el medio de

1 m=% [R+1]
T 2w lm=% [2® R+2 7r]
27 Ilm=nR+irr

A a, se tiene:
multiplicando por 2

sustitnyendo en la ecuacion [3] resulta:

T=Ix271lm

Esto es, la drea laferal del trozo de cono recto f[c?'tg por t"(do?‘ el pro-
ducto de su lado por la circunferencia del circulo tirado @ distancias

iquales de sus bases.

T a9 ke 2t

681.—Se llama esfera un cuerpo A O B N [fig. 320] ?umz’{cffo 1)0::

una superficie curva. cuyos puntos todos estan & wgual distancia de 1wno
interior C llamado centro,
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La esfera puede considerarse engendrada por
Ia revolucion de un semicirculo A D B al rede-
dor de sn'difimetro A B. Cuando se corta Ia
esfera por en plano que pasa por su centro C,
se produce un circulo A O BN que se llama
ctrculo mdzimo. Todos los eireulos mdzimos de
una esfera son iguales, porque todos ticnen por
ridio el de Ia esfera. De esto resulta que Ia es-
fera puede considerarse engendrada por la re-

Ficura 290, volueion de cualquiera de sus circulos miximos.

Un plano, sea cual fuere su direceion, corta la esfera sequn un cireulo.
Si este plano fuera por ejemplo F N, levantando el di4metro A B per-
pendicular, podria snponerse la esfera engendrada por el semieirculo
A F O B girando al rededor de este eje A B, y por consiguniente (669)
la seccion hecha por un plano perpendicnlar al eje, tieno que ser un
circulo,

Zodo circulo, cuyo centro no coincide con el de lu esfera, trazado en
su superficie, se llamacirculo menor. F Ny D (# son cireulos menores.

Se llama zone la parte de la superficie de la esfera B D G N com-
prendida entre dos circunferencias, cuyos planos son paralelos.

Se Ulama casquets esférico, 6 zona de una base, la parie de la super-

M

ficie de la esfere B N A limitada por una circunferencia ¥ N.

682.—Se lama plano tangente G la esfora el que, como M (fig. 320),
n0 tiene mas que un punto B de contacto con élla.

Como toda recta diversa de C B tirada del centrode la esfera al pla-
no, tiene que ser mayor que su ridio, resulta que el ridio € B es la
menor distancia del centro al plane, y por consiguiente le es perpendi-
cular. Reciprocamente, todo plano M perpendicular al extremo de un
radio C B :serd tangente 4 la esfera, porque debiendo ser cualquiera
oblicua mayor que la perpendicular C B, el plano M no podrd temer
mas que el punto B de contacto con la esfera.

Si se hace girar un'circulo y su tangente B E al rededor del didme-
tro A B perpendicular 4 la fangente, se engendrari la esfera ¥y un pla-
no tangente al punto B, porque este plano M es perpendicular al ra-
dio C B.

683.—C'uando un poligone requiar 4 B C.... (fig. 321) gire al re-
dedor del didmetro A O del circulo inscrito, engendra una superficie
que tiens por medida el producto de la circunferencia del cireuls ins-
erito por lo proyeccion de la parie del perimetro que se congidera sobre
el eje A O de revolucion.
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Para demostrar este principio en toda su genera-
lidad, consideraremos tres casos: 1° la guperficie de
un cilindro engendrada por una porcion € D del po-
ligono® paralela al eje A O; 27 1a superficie de un
trozo de cono engendrada por el Jado BC,y3% 1a

{ . 5]
b l*ﬁlﬂ; superficie de nn cono engendrada por el lado A B.

Figura 321,
1° La superficie del cilindro originado por 1a rotacion de C D tiene
' = o
por valor (672): ciref. D NXC D y sustituyendo sus iguales: circunie

réncia & 0 XM N, que es lo que expresa el principio que vamos denios-
trando.

§ g 3 b 5
2° La superficie de trozo de cono engendrado por la rotacion de BC
al rededor del eje tiene por medida (680):

OB xeici.GP.... (1)

Comparando los triingnlos C B Hy G O P que son semejantes por
tener sus lados perpendiculares, se Tiene:
BB =GO GP
GO:GP :: cirefJG O : ciref. G P
lnego CB:LM ::circt. GO : circE. GP

formando el producto de extremos y medios
C B x ciref, G P=circf. G O X LM

y como el primer miembro de esta ecuacion es la érea lateral del tro_za
de cono, se ve que esta segun lo expresado en f}l_segundo t}ueml()]ro t.u?-
ne por valor ignalmente lo que indica el prineipio que venimos demos-

trando: ‘ sl
3° La superficie del cono engendrado por la rotacion de A B al rede-

dor del eje tiene por valor (679):
leivef. BL X AB.... ()
Comparando los tridngulos A B Ly A O F que son semejantes per

ser rectangulos y tener el dngulo A B L=A 0 F cuyos lados son per-
pendiculares, se tiene:
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AL:AR -BL:FO
BL : FO :: ciref. BL : ciref. F O
luezo: AL AR :eirel. Bli:cirel. FO

formando el producto de los medios y de los extremas

: eivef. BLix AF="cirecl. FO X AL
sustituyendo  eiref. BL X 4 A B =ciref. GO X A L

Expresando el primer miembro la frea del cono, s¢'ve que tiene por
valor igualmente lo que indica el secundo miembro de la ecuacion, que
es la expresion algebriica del teorema que venimos demostrando.

En consecuencia, cnalquiera que sea la posicion del lado del poligo-
no generador de la superficie, el valor de ésta se determina por la regla
que hemos demostrado. :

684,—Cuando el poligono regular tiene un niimero infinito de lados
la superficie que engendra es la de la esfera, y por medio del principio
del pérrafo anterior, podremos determinar la irea de este enerpo yla
de sus diversas partes. ®

Si llamamos R el radio de la esfera, y Ia alturas p dela zona F D
G N (fig. 320) la representamos por h, tendremos:

area de la zona esférica =3 =27z R h

En el casquete esférico si representamos por a su altura s A, tendre-
mos:

4rea del casquete esférico =s =2z R. ¢

Como la irea de la esfera es la suma de las freas de las diversas zo-
nas y casquetes que la forman, y.la suma de las proyecciones de todas
las partes del semicirculo generador sobre ¢l eje es el didmetro, resulta
que

ladreadelaesfera =S =27 R. =41 R*

luego 1a superficie de la esfera es cuddrupla de la de uno de sus circu-
los méximos.

D e
Si por R ponemos su valor o llamando D al didmetro, tendréemos

por expresion del 4rea de Ia esfera:

S =7r2
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Se llama Zuso d la porcion de la superficie do la esfera A O BH A
(fig. 320) comprendida entrs dos semicirculos maxrimes que lerminan
en ¢l mismo didmetro A B. Sidesde el centro € de la esfera se tiran
los radios C O y C H perpendiculares al difimetro comun A B, el dn-
gulo O C H, que mide el 4ngulo diedro de los dos semicirculos que li-
mitan el huso, se¢ llama dngulo del huso.

Si el arco O H, medida del angulo del huso, se divide en dos partes
iguales y por el punto de division se tira un semicirculo que pase por
A B, resultard nn huso que serf Ia mitad del primero por ser sobrepo-
nibles las porciones de la esfera de que estin formados. Siel arco O H
se divide en tres, cnatro 6 mis partes iguales, el huso quedard dividi-
do igualmente en tres, cuatro 6 més partes iguales enfre si. En conse-
cuencia, las superficies de los husos son proporcionales ¢ sus dngulos, 6
& los arcos que los miden.

Si comparamos la Superficie del huso con la de la esfera, tendremos:
sup. huso A Q B H : sup. esfera :: arco O H : ciref. circ. miximo
luego, la superficie de un huso es igual & la dela esfera multiplicada
por la rélacion que existe entre el nvimero de grados del dngulo del kitso

685.—S1 alcirenlo A B C D [fig. 322]
circunseribimos un cuadrado EF G H y un
tridingulo equildtero I J K y suponemos
que este sistema gira al rededor del eje
I A O, resultari una esfera inserifa &4 un ci-
lindro y 4 un cono, y vamos & determinar
la relacion que existe entre la superficie de
la esfera y las del cilindro y cono circuns-

critos 4 ella.
Figura 332,

Llamando R el radio B O de la esfera, hemos visto ya que:

1° el 4rea de la esfera = S = 4 ™ R%.

Respecto al cilindro [672] fenemos:

99 4rea lateraldel cilindro = 8’=2TR X 2R =47 R

35 4rea total del cilindro = 87 = 47 R* + 2w R* = 6 = R [6713]

Para determinar la irea del cono vamos & comenzar por establecer
el valor del ridio de su base J C, que por razon del tridngulo equilite-
ro es 1a mitad de su lado I J, en funcion del ridio de la esfera. Sien-
do equiltero el tridngulo que engendra el cono, ¢l ingnlo IJ K vale
60° [465], y como los tridngunlos O L J y O C J son-iguales, el dngulo
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0 J C vale 30°, yel J OC, que essu complemento valdri 60°. Ti-
rando la cuerda C M, ésta serdi izual al radio [497], y nos resnlta el
tridngulo equilitero O M C en el que el fngalo O ¢ M = 60°. Si del
ingulo recto O C J se resta el O € M, queda el ingnlo M C J = 30°.
De consiguiente el tridngulo M € J serd isésceles, por tener iguales los
dngulos MJ Cy M CJ, yportanto MJ = M C = R. Por @ltimo
se tendrd, J O = 2 R.
Considerando el trifingulo rectéangulo J O C, so tiene:

JC=J0—0
y sustitayendo JC =4 R — R =3 R
por otra parte 2JC=J1
Ahora bien: la drea total del cono [679] es

G2 JC[QJC-%JC]:-‘%#J(”

¥ sustitnyendo St =104 13

En resamen: el frea de la esfera = 4
la lateral del cilindro = 4 &
la total del eilindro
y la total del cono

De lo que gesulta: 1° que la firca de la esferra esignal 4 la lateral de-
cilindro ecireunscrito; #° que es los dos tercios de la total del mismo ci-
lindro; 3° que es los cuatro noyenos de la total del cono circunscrito; y
4° que la érea del cilindro es media proporcienal entre la de la esfera y
1a del cono, supuesto que .

brR =4I rRrx o 0

686.—Las dreas de dos poliedros semejuntes son proporcionales ¢ los
cuadrados de sus lineas homdlogas.

Llamemos s, &, 8”7 .... las 4ress de las caras de un poliedro, y
S, 8, 8”.... las de su semejante: 1, P, 1. ... las lineas del primer po-
liedro, y L, I, I”.... las lineas homélogas en el sezundo. Se tiene

[579]:
L e g 821 T el

Por ser las caras semejantes, tendremos:

| L B
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. Pz

elevando al enadrado I* : 12 = B2 e
luego EuS T

v ¢omo la suma de loz antecedentes es 4 1a de los consecuentes, como
un antecedente es & un consecnente [318—8°] resulta:

LA S L BT LS R e Rl B
¢ue es lo que se queria demestrar.

Las dreas de dos cilindros engendrados por rectangulos semejantes,
son proporcionales & los cuadrados @z sus alturas y & los de sus radi0s.

Si representamos por &y S las fireas laterales de los cilindros, por
r v B los radios de sus bases, y por h y H sus respectivos alturas. Co-
mo los rectingulos generadores tienen por lados los radios y las altu-
rag, y por el sﬁpuesto gon semejantes, tendremos:

e H s i
porotraparte s : S 27rh: 27 RH.... [1]

“multiplicando ordenanamente, y suprimiendo los factores comunes, re-

sulta;
: S
y &i la proporcion [1] se multiplica por la signiente:

e Raieh oo H
resulta: IRz hta B2
que s lo que se debia demostrar.

Las Greas laterales de los conos engendrados por tridngulos semejan-
tes, son proporcionales ¢ los cuadrados de sus generabrices y 4 los de sus
radios.

Representando por & y S las dreas laterales de los conos, poray A

sus respectivas generatrices, y por r y R los radios de sus bases: siendo
los tridngulos generadores semejantes, cuyas hipotenusas y catetos ho-

mologos son a, A y r, R, se tiene:

por ofra parte [679] E TRA

maltiplicando ordenadamente estas proporciones y snprimiendo los fac-
tores comunes, resolia:

e 1,:‘ . R';

elevando al cuadrado Tos términoes de la 1* proporcion:

se tiene igualmente

Las dreas de las esferas son proporetoneles ¢ los cuadrados de sus ra-
dios y & los de sus digmelros.

Siendo 1a é4rea de Ia esfera = £ 7 R? = 7 D?, |684] si representa-
mos por s y  las &reas de las esferas, por » y R sus radios, y pordy D
sus respecfivos diimetros, se tiene:

SN ndw o d B and or 1P
y suprimiendo los factores comunes resulta:
gorodiatir) seRiE g2 i)

687.—ProBLEMAS, —L —Determinar la superficic lateral de un pris-
ma recto de base pentagonal, cuyo lado s de 8 centimelros y su arista
tiene fres metros y medio.

Para que la superficie esté valnada en una unidad dada, comenzaré-
mos por expresar las dimensiones del prisma en la misma nnidad li-
neal, en metros 6 en centimetros. Adoptando la primera, tendrémos

que el perimetro de la base seri = 0°08 X 5 = 040,

m
La arista del prisma = 3%0, y por altimo, la Araa lateral gerd

§ = 040 X 350 = 1°40

un metro cuadrado y 40 centésimos de metro cuadrado.

Si hubiésemos adoptado por unidad lineal el centimetro, la superfi-
cie la habriamos obtenido en centimetros cuadrados, & ignal 1400 cen-
timetros cnadrados.
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IL.—Se guiere determinar eflado de un cubo cuya diagonal mide

m
35,1961, :
Si llamamos 1 el lado del cubo y dsu diagonal, hemos visto [668] que .

d?=3F

despejando 4 1 y sustitnyendo por d su valor, se tiene:

519617 e B
l:\lf—s——:B metros proximamente.

TIL,— Determinar la drea total de un cilindro recto, cuya altura es de
I m =
18 el radio de su base 0°b.

La formula eorrespondiente [673] es:

g=2nr[h+r]
sustitnyendo los valores del problema

m i

§ = 2 X 3141593 X 06 X 18 = 6783

IV.—Delerminar la superficie lateral de una pirdmide ezagonal rec-
ta y reqular, en la que el lado de la base es de 3 pulgadas y sw apolens
tiene 11 pulgadas.

Ei perimetro de la base seri 3 X 6 = 18 pulgadas, y la Grea lateral
[676] es: :

s=23p. A =318 X 11 = 99 pulg. cuadradas.

V.—Determinar la superficie laleral de un trozo de pirdmide regular
cutadrangular, enla que los lados de las bases son 2% pics y 2 piés, y
la altura de uno de los trapecios que le sirve de cara 1 piéy 9 pulgadas.

El perimetro de la base inferior serd 2% X 4 = 10 piés.

El perimetro de la base snperior 2 X 4 = 8 piés. .

La 4rea lateral del trozoserd — & [10 + 8] 1°75 — 15°75 piés cha-
drados. :

VI.—Determinar la superficic total de un cono recto cuyd generatriz

u a m %
2s de 1125, y el rddio de su base 4°T2.
La formula correspondiente [679] es:

S:TTI'{;{\-?-I')

m od.
sustituyendo S = 8141593 X 472 X 16°97 = 236,808
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VIL.—Cualcular la superficie de unn zona glacial de la tierra, que es
un casquete esférico cuye alture aprozimada es de 5266 kilémetros v
el rddio de la esfera 6 367 kilometros.

La férmula correspondiente (684) es

g—=2mTRa

kildms. kiléms,
sustituyendo: 2,X 3141593 X 6367 X 5266
21 066 657 kilometros cuadrados,

VIIL—Delerminar o superficie de unade las zonas templadas de l
tierra, siendo su altura 3 305 kilometros, y el radio de la esfera 6 367
ktlometros,

La férmula respectiva (684) es:

s=2aRh

sustituyendo = 2 X 31141593 X 6367 x 3305
préximamente = 132 216 674 kilometros cuadrados 6 miriaras.
IX.—Dado el radio de unea esfera, que es de 6 367 kildmetros, deter-
minar sw superficie.
Para resolver este problema haremos uso de la férmula:

S =4 mR2 (684)
sustitnyendo 4 % 3141593 X 6 367
proximamente 509 424 070 kilémetros cnadrados.

X.—8Se quiere determinar ¢l didmetro de una esfera cuya superficie

es de 282 74337 metros cuadrados.
Si de la férmula (684)

g—= b

. s 50 28274337
despejamos & D y sustituimos: D_Jm=300 metros.




