Voliimen de los cuerpos.

688.— Voldmen es la extension en sus tres dimensiones, longitud,
latitud y grueso.

El voltimen de un cuerpo es la extension
comprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Asi come la medida de una linea se obtie-
ne refiriendo su longitud & la de ofra linea to-
mada por unidad y determinando el nfimero
de veces que estd contenidaen ella, para valuar
un voltimen es necesario averiguar cuéintas ve-

+7 ces contiene 4 la nnidad de volimen. Al expli-

2 oar el sistema de pesos y medidas (182 y 185)

iR dijimos que la anidad de voliimen es el cube,
que tiene la unidad lineal por lado. Asi, por ejemplo, si el cubo a (fi-
gura 323) representa la unidad de volémen, y quisiéramos determinar
el voliimen del cuerpo A, tendriamos que averiguar cufintas veces el
primer cubo cabe en ¢l segundo, En la figura de que nos servimos,
pueden colocarse en Iabase del cubo A 16 cubos iguales & a, y cabiendo
4 hiladas, nna encima de otra, de 16 cubos, diriamos que el voldmen
del cuerpo A es de 64 medios centimetros efibicos; porque es el medio
centimetro eiibico el volfiimen que en este caso hemos tomado por uni-
dad. La medida 6 valuacion de voliimenes raras veces puede hacerse
si no es valiéndose de métodos indirectas.

Cuerpos equivalentes en volimen son los que tienen volimenes igua-
Zes. Asi, por ejemplo, un paralelipipede, en el que quepan 64 cubos
iguales 4 a, serd equivalente & A, sin ser ignal niaun gsemejante 4 este
cuerpo.

689.— Dos paralelipipedos de la misma base ¢ igual altura, son equi-

valentes en volimen.

Siendo las bases iguales, siempre se podrin
hacer coincidir como en Ia fiznra. 324, en A C,
y por ser iguales las alturas, las otras bases EG
y J M quedarin en el mismo plano H L,

Esto supuesto, pneden ocurrir dog casos:

1° Cuando quedan en un mismo plano las
caras A F y A L de los dos prismas, los tridn-
gnlos EAJ y FBL son iguales por tener

s
o
7
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J:guales los dngulosen A y en B, formados por lades respectivamente
iguales como lades opuestos de paralelégramos. Ahora bien: los pris-
masE AJHyTF BLG, que tienen los expresados trifngulos E A J
Y F B L por bases, son sobreponibles por tener todos sus elementos
iguales, y si del sélido tofal B D H L se qnitan sucesivamente los pris-
mas triangnlares iguales EA J Hy F B L G, nos quedarén los para-
lelipipedos B D N Ly B D H F, que serfin equivalentes.

2% Cuando no quedan en el mismo plano las
catas A F y A L (fig. 325); si prolongamos los
lados de las bases superiores EF, G H, J N y

e LM, por sus respectivas intersecciones se for-
/] mari el paralelégramo O P igunal 4 ellas, y por
~ Jr consiguiente igual 4 la base comun A C. Si

unimos los vértices de O P con los de la base

A (@, se formard un nuevo paralelipipedo A P

que ge hallard en las circunstancias del 1 caso

ﬁgmsm con los paralelipipedos A Gy A'M, y seri equi-
. valente 4 cada nno de ellos, Inego estos parale-
lipipedos A G- y A M =erdn tambien equivalentes enfre si.

690.— Un paralelipipedo cunlguiera puede trasformarse en otro rec-
tangular recto que sew equrvalente & él.

En los vértices de labase A B C D (fig. 326) del
paralelipipedo dado, levantemos perpendiculares 4 Ia
base, iguales 4 la altura del mismo paralelipipedo, ¥
se tendrd otro paralelipipedo A C H E F recto ¥
equivalente al propuesto, que, para evitar confasion,
no hemos representado en la fizura. En segunida le-
vantemos en A y B perpendiculares & A B, y sobreel
rectingnlo A J construiremos el ps lrah,llplpcdo BM

u{unalented, B E, por tener ambos la misma base A G y A L por al-
tura; Inego el paralelipipedo recto y rectangular B M serd equivalente
al propuesto, que no se ha representado en Ia fizura.

691.—Dos paralelipipedos rectangulares de la misme base son pro-
porcionales & sus alturas.
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Puede suceder que las alfuras de los dos : R Q wCD : CB
paralelipipedos sean conmensurables 6 in- Comparando Q con P, que tienen la misma base, se tendra-
conmensurables, y en uno 6 en otro caso Qi e
haciendo pasar planos por los puntoet de di-
vis‘ion, resultarian paralelipipedos lgualffs multiplicando las AT P
(fig- 32%), y repitiendo el raciocinio que hi- :
cimos en el nimero 557 con las figuras 234 : P:p=0DxXCQ:C0B %G s
v 235, facilmente demostrariamos la ver- '

Ela{l del teorema. qn? es fo que se d,et_'fa Gemostmr.'
692.—Los voldmenes de dos paralelipipedos A P : 694.—Si en la dltima proporcion p nos representa un cubo que ge
y A p (fig. 328) rectangMares de la misma alivra, C:"_"d?: 30:;10] UDIC_Iadd di vohum:mi por 1o que sus lados serdm ignales 4 la
son proporcionales (& las superficies de sus bases umdad de longitnd, la expresada proporcion se eambia en
B Py Bp.

Sieyndo jl'ectangularcs log paralelipipedos, puede
hacerse coincidir uno de sus triedros B y el plano
de sus bases. Prolonguemos la cara F' p hasta Q, H,
y nos resultard un nuevo paralelipipedo A Q. Lila-

e e marémos P al paralelipipedo A P, pal A p, ¥ Q.al
A Q. Comparando P con Q, que tienen la misma hase A D, se tie-

-]

P:1:0D%x0Q:1x1
lnego P:CDXUQ

T
|
) R0

" mles

L]

NG
c

Esto es, cuando se toma por unidad de voldimen el cubo que tiene por
lado la unidad lineal, el voliimen de un parelelipipedo rectangular rec-
Lo tiene por valor el producto de su base por sualtura;: pero debe tener-

s¢ presente que las cantidades que forman la ltima ecuacion son nfi-

ne [691]: 5 meros abstractos que representan relaciones con la unidad respectiva.
: P representa el niimero de veces que el paralelipipedo que se considera

PoQn BOBE contiene al cubo que se ha tomado por unidad, y expresarfi metros ofi-

bicos, varas ciibicas, polgadas eiibicas, segun que sus dimensiones se
hayan estimado respectivamente en metros, en varas 6 en punlgadas.
Q- p=EBDoBG La base C D expresar4 las veces que Ia unidad superficial est4 conte-
P nida en ella; y por filtimo, la- altura C Q expresari las veces que la
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta: unidad lineal est4 contenida en dicha altura. Ademés el nfimero P

: s ek
« Comparando Q con p, que tienen la misma base B F, se tiéne:

[y

que representa el volimen, tiene que estar indicado en la unidad co-
PRip B O X B B E X BG 1'resp0ndiex.1h’3 & la lineal que ha sex_"ridu para estimar las dimensiones
del paralelipipedo. Por ejemplo, si éstas se han tomado en mefrog, el
que s lo que se queria demostrar. v_o]flmen resnlt:l’r;'l valuadp en mel,rqs Cﬁ!)i:_:es; si-se han tomado en de-
cimetros, el volimen resultari en litros; si e han tomado en piés, el
693.— Los voldmenes de dos paralelipipedos Tec- "Ui}_‘?’?“ "951‘1““1'3 en I”“:‘S cabicos, ele. _ g
o8 crialesquiera A Py B p (fig. 329), son J fcllulo (-‘.] cubo un pam}‘elllp:pedo Tecto cuyos ]B,‘.lda agn iguales, su
tangulares cualesq : voltimen tiene por valor la 3* potencia de uno de sus lados. De aqui la
denominacion de cnbo 4 Ia 3* potencia.
Toinedo B Como el volftmen de un paralelipipedo oblicuo es equivalente al de
Si prolongamos lag ecaras del paralelipipedo B p, uno recto rectangalar de la misma altara y de base equivalente [689],
nos resultarf uno nuevo B Q. Llamando P {:1 Wi- resulta: que ol volimen de un j”?(!)'(?ff’?:'j)f:h‘E:J_'e’-? cualquiera tiene por va-
|, Talelipipedo A P, p al Bp, y Qa5 Q’. tend 1‘]{m{.):,' lor el produsto de'su base por su altura.
? comparando P con Q, que tienen la misma altara:

entre st como los productos de sus bases por sus
alturas.

._B

Figura 329,
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695.— Un prisma oblicuo A D (fig. 330), es equi-
valente & otro recto O p cuya generatriz P p=.b’1_)
y sw base O P es la proyeccion dela-A B del pri-
mero. ‘

Prolonguemos las aristas C A, B 1).... . tiremos
el plano M N perpendicular 4 estas aristas; tome-
mos P p.= B D y hagamos pasar.el plano o p pa-
ralelo & M N. De este modo resulta el prisma rec-
to O p cuya generatriz es igual dlade A ?, y su

> iara 590, base O P es la proyeccion de la base A B. Vamosd
demostrar que los prismas A D y O p son equivalentes.

Si consideramos los prismas trancadesa D y O B, veremos q.lu\;sa()lu
iguales, pues por una parte sus bases O P‘ yoplo son com(‘> b}a.su. 10
un mismo prisma O p, y por ofra sus aristas respeclivas ?am )1111 o
son, estores, P B =p D, O A =o€, ete. En efecm‘, polpc{én:rug-
cion P p=B D agregando f estas rectas la ;t{l,l'tc P B 1'05111!:;1.‘ ,_}.) ;
y-lo-mismo con las:demds aristas. Ahora bien, si de les Pl']?illab: trun-
cados O By o D'se quita la parte comun o B, resulta: ‘pr]:’mu recto
0 p = al oblicuo A Dj que es loque teniamos que demostrar.

oy

696.—Lios prismis simbtricos A Diy @ d (fiz. 330) u(m gq?m‘??{?d?'_

Para que el prisma a d soa simétrico §°A D, se uecg:lta que ti r‘,.l.
tag'D d, Ce.-.. sean porpendiculares al plano M N, y ademds que
DP=dP,0C=0¢, PB=PbOA=0a.... ;

Tomemos P p=P p’=D B'y hagamos pasar por p ,y P planos pvﬂ..a-_
lelog & M N. Nos resultarin los prismas O p'y O P iguales, por 501.
rectog, por tener la misma base é iguales sus generatnces. Agum b;er;-
O p es equivalente 4 A D (895), y O 1}’ loesdad, luego ADyads
ran equivalentes; que eslo que se tenia que demostrar.

69%. — Un paralelipipeds eualquiera A c (fig. 321)
estd formado dedos prismas triangulares A B Dbda
y € B D d b c, equivalentes entre st.

Si por las diagonalesdby D B c%e las bases se hace

pasar un plano, resultarin dos prismas Frzapgulares
"ADBayCDBe, cuyas partes constitutivas son

iguales, pero que, por no ‘estar dispuestas en el migmo

Figara 351, orden, no.-seran sobrepqmbles. Pa.?a demostrar qu

los volamenes de estos prismas son eguivalentes, txremo’s dos planos
a ¢’y A € perpendiculares 4 las avistas, y prolongando éstas nosre-
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sultarén el paralelipipedo recto A ¢! ylos prismas triangulares rectos
ABOayC B Oc. Estos prismas son ignales por serlo las partes
de que se componen, yiestar en ambos distribuidas en el mismo 6rden
(666). Ademds, el prisma recto A B’ O a es equivalente al oblicuo
A B D b d a, porque tienen la misma generatriz A a y sn base A B0
€s la proyeccion de la ‘A B D (695). Por igual razon, el prisma recto
C’ B’ O ¢ es equivalente al C BD b a ¢; lnego siendo ignales los pris-
mas rectos, serfin equivalentes enfre si los prismas ABDbda y
CBDbdc, y por lo mismo equivalentes 4 la mitad del paralelipipe-
do Ac.
698.—E7 volilmen de un prisma cualquiera tiene por valor el prodie-
20 de la superficie de su base por su adlfura.
+° Si el prisma es un paralelipipedo recto, hemos visto [694] queesa
es 1a medida de su volfumen.
¢ Si es un paralelipipedo oblicno, su voliimer es equivalente sl de
uno recto de la misma altaray de base equivalente en superficie [689].
3° En el casode que el prisma tenga por base un, tridngulo como
A B D b d a (fig. 331), segun acabamosde verlo, éste serd la mitad del
paralelipipedo cuya base fuera un paralelégramo A B O D doble del
triingulo. Ahora bien, como el volfimen del paralelipipedo tiene por
expresion el producto de la superficie del paralelégramo de su base por
su altura, el volamen del prisma triangular serd ignal 4 la-mitad de
esta expsesion; 6 lo que es lo mismo, al producto de la superficie del
fridngulo que le sirve de base por la altura del prisma.
d 4° Si labase del prisma es un poligono, podemos
: descomponerlo en prismas triangulares, haciendo
pasar planos por una de sus aristas laterales A A’
(fig. 332) y todas las opuestas. Siendo el voliimen
del prisma poligonal A ¢’ la suma de los prismas
triangnlares en que ha quedado descompuesto, si
representamos por V el voldmen total, y por v, v,
v”* los volimenes respectivos de los prismas trian-
gulares, tendrémos:

Figurs 332.

'V:"-{-V’-}-‘\-‘”

Por otra parte, el voliimen de cada prisma triangular tiene por valor
el producto de sn base por su altura. Asi es que si observamos que lag
alturas de todos log prismas parciales son iguales 4 la del prisma total,
en razon de ser paralelas las bases A C y A Q’, representando por a es-
ta altura comun y sustitnyendo en la ecuacion anterior, resulta:
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V=ABOxa+-ACDxa+ADExa

y sacando 4 a como factor comun y reemplazandp lasuma de los tridn-
gulos por el poligono que forman, se tiene:

V=ABCDExa

que es lo que debiamos demostrar.

699.—Si llamamos P el volimen de un prisma cuya base es B y A
su altura; y representamos por p el volumen de otro prisma cuya base
sea b y a su altura, tendrémos:

P:p:BxXA:bXa

luego los voliimenes de dos prismas cualesquiera son proporeionales 4
los productos respectivos de sus bases por sus aliuras. .

Si las bases son iguales, esto es, si B=Db los voliimenes de los prismas
serdin proporcionales 4 sus alturas; ysi por el contrario, lar alturas son
iguales, sus volimenes serdn proporcionales & sus bases.

N00.— E1 volitmen de un cilindro, recto 4% oblicuo, tiene por valor el
producto de lo drea de su base por su altura.

Supuesto que un cilindro no és mas que un prisma cuya base es un
poligono regular de una infinidad de lados. Si representamos por v el
volGmen del cilindro, por r el radio de su base, y por h su altura, ten-
drémos como expresion del
voltimen del cilindro y=x r* h.

%01.— B voldimen de un tetraedro D A B €' (fig. 333) es la lercera
parte del de un prisma A B C F'D E de la misme base y alture que él,

E

Y
.\/
[+

Figura &53.

Sobre la base A B C de nuestro tetragdro, levantemos aristas iguales
y paralelas & D B, con lo que se formard el prisma A B CEDFdela
misma base y altura que el tetraedro. Si quitamos éste nos guedara la
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pirimide cuadrangular D' A G B B, que para mayor-claridad hemos re-
presentado en la figura 2% En esta pirimide el i]lano D C E la divide
en dos tetraedros, representados por separado en las fignras 2* y 4%, de
los que el C D E F es equivalente tantoal D A B Ccomoal D A CE.
En efecto, € D E F es equivalente 4D A B C por tener sus bases
EDFyA B Ciguales (658) y la misma altura, que es la distancia de
las bases del prisma. El mismo tetracdro D C E F es equivalente al
D A C E porque sus bases E ¢ F y A C E son tridngulos ignales y tie-
nen la misma altura, que es Ia distanciade D & lacara A C F E. Lue-
go siendo equivalentes en‘re sf los tres tetraedros en que hemos dividi-
do el prisma, el volimen de nno de ellos D A B C serala tercera parte
del del prisma,

702.—Haciendo pasar planos por las aristas de una

ny Pirimide S A B C.... (fig. 334) puede descomponerse

en tetraedros, que tienen la misma altura que la pira-

mide. El volimen de la pirimide es la suma de los vo-

limenes de los tetraedres, asi como su base eg la snma

de los tridingalos que sirven respectivamente de bases

4 los tetraedros, y como el volimen de cada tetraedro

tiene por valor la tercera parte del producto de su base

por su altura, se infiere que el voliimen de una pirdmide cualguiera tie-
ne por medida la tercera parte del producto.de su base por su altura.

Figura 334,

r,

703.—Como el cono es una pirimide de base cireular, el voliimen del
c0n0 recto 1 oblicuo tiene por valor la tercera parie del producto de su
base por su altura.

St representamos por v el voliimen del cono, por r el radio de su ba-
ge y por h su altura, tendrémos con expresion del voldmen del cono:

=3 71 h

704.—FEl volimen de un poliedro enalquiera se obtiene descompo-
niéndolo en pirimides y valuando en seguida el voliimen de éstas: su
suma dard el volamen del poliedro. :

705.— Las pirdmides de igual ellurae y de bases equivalentes, tienen
el mismo volitmen.

Supuesto que el volimen de las pirdmides tendrd por valor la terce-
ra parte del producto de factores iguales.

V06.—Ef voldmen de un trozo de prisma lriangular A B CFD E

{fig. 335} liene por valor la tercera parte del producto de sw base A B (7
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por la suma de las distancias do los tres vértices D, By F d la misma
base.

Si en el prisma truncado A B F hacemos las mismas secciones que en
el ntimero 701, primero con el plano D A € nos resulturd por una par-
te el tetraedro D A B C, que hemos representado en la figura 1* deaba-
jo, y Ia pirdmide cuadrangular D A O F E. Esta pirdmide cuadrangu -
lar, cortada por el plano D C E, se descompone en los fefraedros
DCAEyDOFT E. Asi es que el volamen del trozo serd la suma de
los volamenes de los trestetraedros DABC, DCA EyD CF E. El
primer tetraedro de la figura 1* tiene por base Ia del trozo A B O,y
por altura la distancia del vértice opuesto D 4 esta misma base, ¥ su
volfimen ser4 el tercio del producto de estas dos cantidades, lo cualestd
conforme con ¢l enunciado del teorema que venimos demostrando. El
segundo teiraedro D C A T es equivalente al B C A E representadoen
1a figura 2* de abajo, que resultaria haciendo pasar un plano por los
vértices B E O del trozo de prisma, porque tiene la misma base C A E
& igual altura por ser la arista B D paralela & 1a cara A H. El tercer
tetraedro D C F E cs equivalente al B C F A, representadoen la fign-
ra 3* de abajo, que resultaria al cortar el trozo por un plano que pasa-
ra por los vértices F, A y B, porque tiencn bases equivalentes y 1a mis-
ma altura. Los tridngulos C F E y C F A que sirven de bases & estos
tetraedros son equivalentes, porque tienen la misma base C ¥, y por al-
tura la distancia de las dos aristas paralelasC F y A E. Lasalturasde
los tetraedros D C F E y B C F A son ignales, porque la arista D B es
paralela 4 la cara A F del trozo. En dltimo andlisis, el volamen del

L3
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trozo A F es equivalente 4'la suma delos volimenes de los tetracdros
delasfiguras 1%, 2% y 3* de abajo, que tienen porbase la del trozo A B C
¥ por alturas respectivamente las distancias de los vértices opnestos D,
E y F 4 esta base; luego el voliimen del prisma tiuneado tendréa por
valor lo que expresa el teorema.

e

— 1N Y07.—El volimen de un prisma truncado A D’ (G-

gura 336) de base evalguiera, tiene por valor la suma
de los volimenes de los frozes de los prismas triangu-
lares ABC A, ACDA’, y ADE A en que se pue-
de descomponer hasiendo paser planos por una arisia
A A°y las opuestas C G, D D
Bl voliimen de un frozo de pirdmide de bases paralelas, es iqual
i la tercera parte del producto de la alfura del trozo por la suma de lo
base inferior, mds la superior, wmigs una média proporcional entre
ambas.

Lizmemos S la base inferior del trozo (fiz. 337),
S’ su base superior y a sn altura. Completando la pi-
ramide de que forma parte del trozo, lamarémos: V
el volimen de la pirimide total O S, y H su altura:
v el volamen de la pirimide superior O §° y H’ sn
altura. El volimen del trozo que representarémos
: por T, serd igual 4 V—v. Esbo supuesto, tendrémos
T V=2SH v=35 I, V=S H 8 H’

Como H = a + H’ sustituyendo en el altimo valor

N R

Voyv=T=18Ga+ M)W

5

ejecutando la multiplicacion « T = & ( Sa+ H (S —8) ) et Ad)

Vamos 4 determinar el valor de I” en funcion de a, S y S’ para sus-
titnirlo en esta eenacion. Conforme 4 lo demostrado en el ntimero 644,
se tiene: :

Ss g B2 B2
extrayendo raiz y sustituyendo

oS AN




