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formando é ignalando el produneto de extremos ¥ medios,
Wy S=ay/§ + B

despejando 4 = 21 B =%
VE—/F--- (R)

sustituyendo este valoreen la ecnacion (1)

sacando a como factor comun y considerando que

S=4/8, 8'=4/57 7 que S—8'=(4,
tendremos:

3 o, VB WE + vSIWE = «/If’)')

y finalmente . (3)

que es lo que teniamos que demostrar.

709.—Como el trozo de cono, 1o es de una piramide cuyas bases pa-
ralelas son circulos, llamando t su volmen y sustituyendo por Sy S’
sus valores, se tiene:

t=3ta(xz R} 71t L AV 7 R P)
5 t=47za(R*+1* + Rr)

expresion que servird para valuar el voldmen de un trozo de cono.
110.— Un tridngulo A B O (fig. 338) que gira al rededor de una rec-
la cualquiera C I situada en su plano y que pasa por uno de sus vérti-
ces C, engendra un voliimen que tiene por valor la tercera parte del pro-
ducto de la perpendicular C D bajada de este vérlice sobre la base A B.
multiplicada por la superficie engendrada por esta base A B.

e Liamarémos p 4 Ia perpendicular C D bajada

sobre lahase A B, R 41a A O, y para simplifi-
car dirémos vol. B A U para expresar el volimen
engendrado porla rotacion del tridngnlo B A C
al rededor de C I, y sup. A B paraindicar la su-
perficie engendrada por la rotasion de la recta
A B. Esto supuesto, considerarémos tres casos:

Figura 338,

1° Cuando el tridngnlo ¢ A B gira al rededor de uno de sus lados
€ B (fig. 338). Se tiene:

vo. CAB—=—conoC O A + cono B O A
mI.CA]S:;J.;TrR”(GU+OB)=§7R, LGB

R X € B, que esel daplo de 1a superficie del tridnguls O A B, es ignal
a A B X p, y sustituyendo se tiene:

wLOCAB=17R AB % p

pero como m R. A B expresa la superficie cnica engendrada, por la ro
tacion de A B (679), finalmente resulta:

VoL CAB =1sup. AB x p
que es lo que expresa el teocema, Cualquiera que ‘sea el valor del 4n-
gulo en A, serin aplicables los raciocinios de esta demostracion.
e : e 5 ) :
2 p:ztx_rlclo el tridngulo C A B (fig. 339) gira al rededor de una li-
nea exterior C L. En este caso tendrémos.
voL. CAB=vol. CAI—vol.CBI
sustituyendo los valores de vol, € A Iv de vol. C B I
conforme § lo demostrado en el primer caso, se tiene:
vol. CAB=3p. sup. AT — +p.sup. BI

rigraas. 0 vol. C A B=}p. (sup. A I—sop. BI)=1p.sup. AB
que es lo que se tenia que demostrar.
3° Cuando la base A B (fig. 340) es paralela al eje de rotacion. En
cste caso ge tiene:

p Yol U A B=cilindro A BI E-+cono C A E—cono CBI

sustituyendo los valores respectivos tendrer

A

N'| YL CAB=zp’EI + 3 P CE_1;

\ | =Z P (EI+3CE—1 C )=} = p* (31
Sp =} 2P BEI—ED)=} 7 p'2 E I

Figcrasi 0 vol. @ A B=2 7 pEIxip=3 sup. A

que es lo que se tenia que demostrar.
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711,—Fste teorema nos serviri de fandamento para determinat el
voliimen de la esfera, del secfor y del segmento esférico. :

A En efecto, si nos imaginamos un poh_gonc: re-
gular A BD H.... (fig. 341) circunserito a un
circulo, v que éste gire al rededor de un didmetro
A C, el volimen engendrado por la rohaci’en del
poligono serd igual 4 la suma de los volimenes
producidos por los trifingulos ABGOC BDC,
D C E.... y tendra por expresion § p (sup. A B
+ sup. BD + sup. D E....) Estoes, el vola-
men engendrado por el poligono tiene por valorla
superficie engendrada por

Figura 341.
tercera parte del producto del ridio por la enge :
los lados del poligonos. Cuandolos ladosde éstesean mﬁmt.u.m%me pe-
quefios el volidmen se convertird en el de la e.ﬁf'm'af cuyo valor serd la ier-
cera parte del producto de su superficie por el rddio. ok

Y como la superficie de la esfera es cufidrupla de la de uno de sus

cirenlos méximos (684); el volamen de la esfera tendri per expresion:

4R XAR=FnR
1xD?

2 - 3 S s Soii e : - D
sustituyendo por R sn valor-en funcion del difimetro, que es 3.
I esfera C.D E A (fig.
349) limitada por la superficie conica D G B que tiens por vérlice ¢
contro de la esfera y por el casquete esférico A D E. El sector es E co
puede concebirseé engendrado por la rotacion del sector circular A C D
al rededor del radio A €.

Flvoliimen del sector esférico, conforme al teo-
rema demostrado (710), lendrd por valor la fer-
cera parte del producto del radio de la esfera

, e n"; 3 o
por la superficie del casquete esfértoo DEA.

Llamando @ la altura A O del casquete esfé-
rico, v recordando (684) que la ireade éste esta
expresada por 2 ™ R. &, el volumen del sector
esférico tendrd por expresion:

219, Se Hame sector esférico la porcion de

9

s BE— @

713.—Se llama segmento esférico Ja porcion de la esfera DE A (fig.

342), engendrada por la rotacion’del segmento gircular D O E A al re-
dedor de la flecha O A.

£1 vollimen del segmento esférico es igual al del sector C D E A mé-
nos el del cono C D E, y tendri por valor:

v=%(7R'a—1l7D 0O:x0 Gk i(1)
D O'=B Ox0 A (538)=(2 R—a) a=2 R a—a",
0 C=R—¢
D O*X00C=RRa—¢) (R—a)=2 R? c—3 R @*1'0’

sustituyendo en [1]
v=3rRa—3r2Rae—3Ra +a’]

ejecutando la multiplicacion, reduciendo y sacando como factor comun
a4 ma®, se tiene finalmente:

voldimen del segmento esférico—=vy—4+ 7 a° [3 R—a]

: ]I]id\'Ea] amen ﬂ.;e un segmento de dos bases paralelas F' G E D, es igual
4 la diferencia de los volimenes de los sog tos que 88 apoy: e
los circulos que respectivamente le SI1'\‘eun¢.llic;)l::;js.[iml oy

2ara Elctermim:r el volimen engendrado por la revolucion del seg-
mento cirenlar A i B D [fig. 342 bis] girando al rededor del di;’uneti;
E F, supondremos que para fijar la magnitud
del segmento se conozea la cuerda A B, Y que
para determinar la posicion del mizmo gegmen-
to con relacion al eje de revolucion se dala pro-
yeccion O IT de su cuerda A B. Esto supuesto
€l volimen engendrado por la revolucion del
segmento A 1B D es igual al engendrado por
el sector A C B D ménos el engendrado por el
triingulo A C B girando ambas figuras al rede-
dor de K T. Asi pnes:

E
e

ii /T\\QA !

X |
\_‘_ [

NN

Figura 342 bls.

vol. seg. A i B D=vol. sector A C B D—vol. triingnlo A C B.. oag il ]
conforme’s lo demostrado [710]

vol. sector A C B D=sup. zona A D Bx:—2r RxH O x% [684]
vol. secbor ACB D=2 R*xH O e s S B
Ahora conforme 4 lo demostrado [683 y 710]
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vol. tridng. A C B2 7 CixH Ox§—3 7 Ci*xH O
como en el fridngnlo rectdngnlo A i €

AB?

x

Cr—A C—A D>—F—

tendremos:

vol. tridng. A C B=3 7z H O (Rﬁ—_ﬁlgz_) gt S

sustituyendo los valores de las ecnaciones [2] v [3] en la [1] resulta:

vol. seg. AiBD—S37R HO—27HO (R —

ejecutando Ias operaciones y reduciendo:
vol, seg. Ai BD=1mH OxA B

que es la expresion del veliimen engendrado por la rotacion de un seg-
mento circular en funcion de su coerda y de la proyeceion de esta sobre
el eje de rofacion.

Se lame cuita & la porcion del vohimen de la esfera A B M A H (f-
gura 34%) comprondida entre dos semictroulos mdrimos que terminai
en el mismo digmetro A By la superficie de wn huso A H B M.

Como si dividimos en dos, tres 6 mis partesigualesel ingnlo HCM
del huso que fija  la magnitud de la cufia, resultari ésta dividida en
dos, tres 6 igual ntmero de partes, por ser sobreponibles las cufias de
la misma esfera que corresponden 4 husos ignales, resulta que los vo-
Iamenes de las cufiag son proporcionales & los dngulos de sus husos, y
siendo la esfera el conjunto de un nimero dado de cufias ignales, re-
sulta:
vol. cufia A B M A I : vol. esfera :: comoarco H M : circf. eirc. mix.
lnego ¢l volimen de wna cufie s tgual al de la esfera multiplicado por
I relacion que existe entve el nimero de grados del dngulo H C M del
hauso de la cufie y 360°,

: 714.—S1 al cireulo A B C D (fig. 343)

l circunscribimos un cunadrade E F G H y

: un tridngalo equilitero IJ K, v nos ima-

l ginamos que gira este sistema al rededor del

! eja I A C, resultarin un cilindro 'y un cono
circunscritos & la esfera, y tendrémeos:

1° El volitmen de la esfera que o réjresen-

C taremos por v,

Figura 343

|

2
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v=%mR*
2° El del cilindro que lo llamarémos v,
V=r R*%x2 R=2 v R®
3¢ El volumen del cono circunserito que representarémos por
Yi+iw CPPxCI

Ahora bien, hemos visto (685) que J 0*=3 R y que J I=27J C,
lnego J '=4 J (=12 R? ; '

Para determinar el valor de € I, considerarémos el tridngulo rectan-
gulo I C J, en el que ‘
Ie=vTT—J0=v2 "3 B=3 R
sustituyendo en el valor de v”los de G J* y de C I, se tiene:
V=3T3 R'X3 R=3 R
En restimen, el volimen de la esfera

= del cilindro
5 del cono 3R

: :
Comparando estas cantidades, se v que son entre si como 4 : 6 : 9,

ge lo que se deduce: 1° que ¢l voltmen de la esfera es los dos tercios
1edelldel mlmc‘h-}u cireunserito: 2° que es ignal 4 los cuatro novenos de

el del cono; y 8° que el voltimen del cilindro es medio proporeional en-

tre el de la esfera y el del cono, supuesto que 6=4/1 5 g,

 115.—Los voliimenes de dos pirdmides cuale

los productos de sus bases por sus alfuras.

3 Si representamos por P el volamen de una piramide cnya base sea

A su altur: rémos (702): P= A: v :

m}' zd ] : 114, 't‘o’nd_x.ulloa (102): P=} B. A; y Hamando p el vol
en de la otra pirimide, b eu base v a su altnra.

Luego

Squierc son entre st comio

fi-
ge tiene: p=1 b, a.

P:p:i1B A:1bh a

o

multiplicando por 3 la 2* razon

e E e i
que es lo que sc queria demostrar,
716.— Los voluwmenes de dos pirdmides semejantes son proporeionales
& los cubos de sus alburas 6 al de sus lineas homdlogas.
Conforme al teorema del niimero anterior, se tiene:
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Piopan B

por ser las pirdmides semejantes (644)
Bz heis AR

multiplicando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,
resulta:

3 S sl T

y como por ser las pirimides semejantes, todas sus lineas homélogas
son proporcionales entre si; llamando L y 1 las lineas que se escojan,
se tiene:

b CoR et E |
) L G\ S R
luego P oo AT aas e 1

T17.—Los vohimenes delos poliédros semejantes sov enire si cono los
cubos de sus lineas homdlogas.

Llamemos V y v los yolmenes de los poliedros; P, P2, P”...... las
pirimides en que se puede descomponer el primer poliedro V, y p; ;_)’,
p”.... las pirdmides semejantes de que se compone el segundo polie-
dro v; L, I?, I”.... las lineag de uno, y 1, I’, I”’...... las homoélogas
del otro. Se fiene (716):

Pooipits; fe.p Baspie i Pete:
por ser semejantes los poliedros, lo serdn sus caras y tendrémos;

| ) EOOE R A0E Caa
elevando al cubo L P P s
lnego Tt o s O E R e i

y como la suma de los anfecedentes es & la de los consecuentes, como
un antecedente es & su consecuente (318—8°) resnlta:

PP PR DD D hees il D

O B CE R s IR

que es lo que debiamos demostrar.

718.— Los wolitmenes de los cilindros rectos engendrados por rectdn-
gulos semejantes son proporcionales & los cubos de sus radios 6 d los de
sus alturas.

Representarémos por V el volamen de un cilindro, por R el radio de
su base, y por H su altura; por v el volimen del otro cilindro, por r el
radio de su base, y por h su altara. Tendrémos (700):

-

V:v:nR HE Ll e B |

eomo los rectingulos generadores son semejantes, y los lados de esios
rectiingulos son los radios y las alturas de los respectivos cilindros, se
tiena: ;

Hi=h »="RSir

multiplicando ordenadamente y suprimiendo los factores comunes, re-
gulta:

V. veaBion
Igualmente, si la proporcion [1] se multiplica por la

i R e
resulta:

que es lo que se debia demostrar.

V19.—Los volidmenes de los conos rectos engendrados gor tridngulos
rectdngulos semejantes, son proporcionales d los cubos de sus lineas ho-
mologas.

Llamemos V y v los volamenes de los conds, H y h sus respectivas
alturas, B y r sus radios, y A, a sus generatrices. Por set semejantes
sus tridngulos generadores, se tiene:

Reir e H o hivAza 03]
Porotraparte (703) V :v s 47 R*H : 3w h... 2]
Elevando al cuadrado la primera proporcion de Ia série de razones [1]
RAerss s H2 - 18

multiplicando los términos de esta proporcion por los de la [2] y su-
primiendo los factores comunes, resulta:
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Al
si elevamos al eubo los términos de las razones iguales [1] se tiene:

RPoeirs B oah® A% = 4°
lnego Vi o Biss s e n e g s o gt

que es lo que se queria demostrar. -

720.— Los volitmenes de las esferas son proporcionales & los cubos de
sus radios 6 & los de sus didmetros.

Hemos visto (711) que el volamen de la-esfera tiene por expresion
4w R’ 6§ m D? asi es que si representamos por V y v los volumenes
de las esferas, por R y r sus respeetivos radios, y por D y d sus didme-
tros, tendrémos:

e .s - P33 . = R R | ]
V:vugrR - gae o faD:ind
y suprimiendo los factores eomunes

Vst v R

que cs lo que sé gueria demostrar.

"R21.— Los voliimenes de los poliedros simétricos son iguales.

Si imaginfndonos dos poliedros P y P’ simétricos con relacion & un
plano, tomamos un punto O en el interior de uno de ellos, y su simé-
trico o’ en el otro, y desde estos puntos tiramos rectas & todos los vér-
tices, nos resultarin divididos los dos poliedros en el mismo nimero de
piramides respectivamente simétricas. Estas pirimides tienen sus ba-
ses y gus alturas ignales [657], luego serin equivalentes en voldmen
considerdndolas de dos en dos, y en consecuencia la snma de todas las
que forman el poliedro P serd igual & la suma de las pirdmides que
constituyen el poliedro .

722.—ProBLEMAS. —L —Determinar el volimen dé wn paraleliptpe-
do rectangular, en el que los tres lados de uno de sus triedros miden:

T]t‘:fnﬂ, 42 centimetros y 50 centimetros.

Comenzarémos por expresar las dimensiones lineales referidas & la
misma unidad. Elegirémos el metro para que el volimen resnlte en
metros cabicos. Llamando V el volimen que bnscamos, tendrémos
{694):

“m ehib.

V = 150 X 042 x 050 — 0315

Si hubiéramos querido determinar el volamen en litros, las dimen-
siones lineales las habriamos reducido & decimetros, y nos habria re-
d
sultado: V =15 X 42 X 5= 315 litros.
IL. —Determinar el voldimen de un cilindro cu ya base tiene 10 centi-

melros de rddio, y 60 centimelros de alfura. i
La formula correspondiente es [700]: '

Y= 1rh

eent. chb.

sustituyendo = 3141593 X 40% X 60 = 301 592928

litroa

3019592 928

= m
L —Calcular el volimen de un cono euye altura és de 25 1 el ra-

dio de su base de 0°30.
La férmula que expresa el yolimen de un cono es | 703]:

v=4z71rh

sustituyendo § 3141 593 X 030° % 2%

m. &b,

de donde v = 0235 619 475 — 235619 475

, = m N
IV.—Calcular el voliimen de wn trozo de cono, cuya altura es de 12

sy

o m m
y los radios de sus bases son 07 y 0°9.
La f6rmula respectiva es [709]:

v=Fma{R +1*+ Ry

sustituyendo v = § 3141593 X 12 (0°9* + 0°7* + 09 X 09)
m. efib.
v = 24256300796

m
V.—Calcular el voliimen de una esfera euyo didmetro es de 12°5.

29




La férmula que expresa el voliunen de Ja esfera es [711]:

1tz D?
sustituyendo v = 139141593 X 12°5°

m. ofiby.

y resulta v — 1026587

Hiros.
V1.— Determinar el radio de una esfera cuzyo volimen es de 21)}°661.
De la formula que expresa el volimen de la esfera [711]:

3 S~ :-
despejarémos 4 r=. $2 %
47w

S = 9144GR1

sustituyendo r = Ji)‘iﬁﬁf 661

4 X 37141593
ejecutando la operacion resulta:

r — § que serfin decimetrog, por estar esti-

mado el voliimen en liftros.

VIL.— Determinar el voliimen de un seetor esférico cuya aliura es de
45, y el radio dela esfera 12 melros.
La formula que cxpresa el valor del volimen del sector esfCrico s

(712):

v=%nRa
sustitnyendo ¥ — 23141693 X 1% X 4

m. efb.
o v — 1357168

VIIL.— Determinar el volimen ' de wn seqmento esférico cuye altnra
es la mitad del radio de la esfera, que tiene 16 decimetros.
Tl volimen del segmento esférico esté expresado porla férmula (713)

v =1z a* (3 R—a)
sustituyendo v — 4 3141593 X 8 (3 X 16—38)

Titros.

= 2680826
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IX.—Se quiere determinar el voldmen de un cubo cuya diagonal és
de 8 decimetros.

Representando por d 1a diagonal del cubo, y por a una de sus aris-
tas, tendrémos:

d* = 3 a? (668)
y el volaumen del cubo v = a® (694)

despejando en la primera ecunacion 4 a, y sustituyendo su valor en la
segunda, resulta:

d?

V2T

v

sustituyendo el valor numérico de la diagonal del eubo en nuestro pro-
blema, se tiene:

3 itrog

985344

Vo= ==

Vo227

X.—Determinar grdficamente el radio de una esfera C (fig. 344).

Tomemos dos puntos cualesquiera sobre la esfe-

ra, A y B, haciendo centro en ellos, y con nn com-

pis de puntas curvas deferminemos sucesivamente

con tres radios diferentes tres puntos D, Ey F

equidistantes de A y B, porlo cual el plano que pa-

: sa por D, E y F serd perpendicular al medio de la

Pt recta A B, y todossus puntos estaran equidistantes

de A y de B; luego pasaré por el eentro de la esfera, siendo un cirenlo

miximo de ésta la seceion D E F G. Hsto supuesto, si sobre un plano

llevamos las distancias D B, E F y D F constrairémos el tridngulo

D E F, ysi circunscribimos al fridngulo un cireulo, determinando el
radio de este circulo obfendrémos el de la esfera.

F'IN.




