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OPINIONES jmbltca&as sobre las Matemáticas del 
Ingeniero Manuel Mar ía Contreras. 

Los que suscribimos certificamos: 
I o Que el profesor D. Manuel María Contreras escribió su tratado de 

matemáticas por encargo del director de la Escuela Nacional Prepara-
toria, con el objeto de satisfacer debidamente el programa del actual 
plan de estudios. 

2o Que el original de sn aritmética fué examinado por los CC. pro-
fesores Gabino Barreda, Francisco Diaz Covarrubias, Rafael A. de la 
Peñaé Ignacio O-rtiz de Zarate; que el de su álgebra, lo fué por los pro-
fesores Manuel Fernandez Leal y Luis del Castillo, y que los de su geo-
metría y trigonometría lo fueron por los profesores Manuel Ramírez y 
Francisco Eeheagaray, quienes unánimemente los consideraron buenos 
y adecuados á la enseñanza. 

3o Que la junta general de catedráticos de dicha Escuela, lia ratifica-
do esa calificación y los ha aceptado como obras de texto. 

4o Que las modificaciones que la experiencia ha indicado y hemos 
propuesto al autor, las ha adoptado, y que seguirá haciendo algunas 
otras en las posteriores ediciones, con el fin de ir sucesivamente facili-
tando y mejorando la enseñanza de los alumnos, y 

5o Que con el uso de los mencionados tratados de aritmética, álgebra, 
geometría y trigonometría, hemos obtenido durante varios años, muy 
buenos resultados en la instrucción de nuestros discípulos, tanto en las 
clases del gobierno como en las particulares. 

México, Octubre 16 de 1878.—M. Fernandez.— 3L Ramírez.—M. 
Calderón.—A. Barroso.—F. Eclieagaray.—J. Vallar ¡no.—Rafael Bar-
la.—M. Villamil-—Rafael Angel de la Peña.—Emilio G. Baz.—Luis 
del Castillo y Pacheco.—Ignacio Ortiz de Zarate. 

Del anterior documento resulta, pues, que las obras de matemáticas 
del Sr. Contreras, no solo fueron examinadas y declaradas buenas por 



personas competentes, sino que con el nso de ellas durante algunos años 
se han obtenido buenos resultados en la enseñanza. 

Suplicamos á nuestros colegas, se sirvan reproducir el anterior certi-
ficado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, coopera 
con empeño á la instrucción de la juventud. 

(Diario Oficial, Octubre 26 de 1S78). 

Seflores redactores de La Libertad. 
Agradecerémos mucho á vdes. se sirvan publicar en su acreditado 

diario el certificado siguiente: 
Los que suscriben, antiguos profesores de la Escuela Nacional de 

Agricultura y Veterinaria, certifican: que durante los años de 1875 y 
1876, han dado la clase de primer curso ie matemáticas siguiendo co-
mo obra de texto la del Sr. Ingeniero Manuel María.Contreras, con 
notorio aprovechamiento de los alumnos, como consta por las califica-
ciones que obran en los libros respectivos de exámen. Como constan-
cia extendemos el presente en México á 21 de Octubre de 1S78.—Ma-
nuel Cordero.—José C. Segura.— Vicente ü. Alearáz. 

Señores redactores de La Libertad. 
Suplicamos encarecidamente á vdes. se sirvan insertar en su ilustra-

do diario el certificado adjunto: 
Como directores de establecimientos de instrucción primaria y prepa-

ratoria en esta capital, certificamos: que en nuestros respectivos cole-
gios y durante varios afios se han adoptado como obras de texto para la 
enseflanza de matemáticas los tratados de aritmética, álgebra, geome-
tría y trigonometría escritos por el ingeniero Mannel María Contreras, 
y que con ellos se han obtenido buenos resultados en la instrucción y 
aprovechamiento de los discípulos. 

México, Octubre 18 de 187S.— Adrián Fournier, director del Liceo 
Franco-Mexicano.—Ricardo Rodé, socio director del Eode's English 
B'iarding Sfchool.-^Emilio Kaithain.—A. Bracho.—Emilio G. Baz, 
director del instituto Anglo-Franco-Mexicano.—M. Soriano.—José 
Saturnino Tarza, director del colegio Hispano-Mexicano. 

(La Libertad, Octubre 22 y SI de 1878). 

TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 

I N T R O D U C C I O N . 

723.—Al ocuparnos en geometría de los triángulos, hemos visto que, 
por regla general, cuando se conocen tres délos elementos de un trián-
gulo, pueden determinarse gráficamente los demás, y con ese motivo 
explicamos en qué casos la cuestión admite una ó varias resoluciones 
y cuándo es indeterminada. El objeto definitivo de la trigonometría 
rectilínea, es resolver analítica y numéricamente los mismos problemas 
y ademas determinar la superficie de un triángulo cuando se tienen loa 
datos suficientes. _ . 

El procedimiento usado en trigonometría, tiene una gran superiori-
dad sobre el que explicamos en geometría, por el empleo del análisis 
para el estudio y fundamento de las cuestiones, y porque resolviendo 
éstas aritméticamente, se puede alcanzar un grado de aproximación 
mucho mayor que al hacerlo gráficamente. 

Para resolver de un modo general el problema de que se ocupa la 
trigonometría, en el que comunmente hay tres incógnitas, se necesita 
conocer las relaciones que existen entre los lados, los ángulos y la su-
p e r f i n o A - nr. ti ¡ á n g u l o j j n r » establecer tres ecuaciones con cantidades 
diferentes *¡i las o no entrón las ñicfignitas, y ademas se presten á una 
mbvion ¡íiirmética fácil. I)e aquí nuce naturalmente, la necesidad de 
estudiar á í Mido las diversas relaciones que existen cr.tre los elementos 



personas competentes, sino qne con el nso de ellas durante algunos años 
se han obtenido buenos resultados en la enseñanza. 

Suplicamos á nuestros colegas, se sirvan reproducir el anterior certi-
ficado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, coopera 
con empeño á la instrucción de la juventud. 

(Diario Oficial, Octubre 26 de 1S78). 

Seflores redactores de La Libertad. 
Agradecerémos mucho á vdes. se sirvan publicar en su acreditado 

diario el certificado siguiente: 
Los que suscriben, antiguos profesores de la Escuela Nacional de 

Agricultura y Veterinaria, certifican: que durante los años de 1875 y 
1876, han dado la clase de primer curso ie matemáticas siguiendo co-
mo obra de texto la del Sr. Ingeniero Manuel María.Contreras, con 
notorio aprovechamiento de los alumnos, como consta por las califica-
ciones que obran en los libros respectivos de exámen. Como constan-
cia extendemos el presente en México á 21 de Octubre de 1S78.—Ma-
nuel Cordero.—José C. Segura.— Vicente ü. Alearáz. 

Señores redactores de La Libertad. 
Suplicamos encarecidamente á vdes. se sirvan insertar en su ilustra-

do diario el certificado adjunto: 
Como directores de establecimientos de instrucción primaria y prepa-

ratoria en esta capital, certificamos: que en nuestros respectivos cole-
gios y durante varios años se han adoptado como obras de texto para la 
enseflanza de matemáticas los tratados de aritmética, álgebra, geome-
tría y trigonometría escritos por el ingeniero Manuel María Contreras, 
y que con ellos se han obtenido buenos resultados en la instrucción y 
aprovechamiento de los discípulos. 

México, Octubre 18 de 187S.— Adrián Fournier, director del Liceo 
Franco-Mexicano.—Ricardo Rodé, socio director del Rode's English 
B'iarding Sfchool.-^Emilio Kaithain.—A. Bracho.—Emilio G. Baz, 
director del instituto Anglo-Franco-Mexicano.—M. Soriano.—José 
Saturnino Tarza, director del colegio Hispano-Mexicano. 

(La Libertad, Octubre 22 y SI de 1878). 

TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 

I N T R O D U C C I O N . 

723.—Al ocuparnos en geometría de los triángulos, hemos visto que, 
por regla general, cuando se conocen tres délos elementos de un trián-
gulo, pueden determinarse gráficamente los demás, y con ese motivo 
explicamos en qué casos la cuestión admite una ó varias resoluciones 
y cuándo es indeterminada. El objeto definitivo de la trigonometría 
rectilíuea, es resolver analítica y numéricamente los mismos problemas 
y ademas determinar la superficie de un triángulo cuando se tienen loa 
datos suficientes. _ . 

El procedimiento usado en trigonometría, tiene nna gran superiori-
dad sobre el que explicamos en geometría, por el empleo del análisis 
para el estudio y fundamento de las cuestiones, y porque resolviendo 
éstas aritméticamente, se puede alcanzar un grado de aproximación 
mucho mayor que al hacerlo gráficamente. 

Para resolver de un modo general el problema de que se ocupa la 
trigonometría, en el que comunmente hay tres incógnitas, se necesita 
conocer las relaciones que existen entre los lados, los ángulos y la su-
perfino A- nr. ti ¡ángulo pnrn establecer tres ecuaciones con cantidades 
diferentes *¡1 las que entrón las mrfiemitas, y ademas se presten á una 
mbv-mn ¡íiirmética fác¡!. I)e aquí nuce naturalmente, la necesidad de 
estudiar á í Mido las diversas relaciones qne existen cr.tre los elementos 
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neas rectas que con ellos tienen relaciones constantes, y J e u a . e s s 

«aman lineas tr.gonométncas. De este modo, á la comparación de los 

S d I S S S T ^ d e J S n e a 3 r e c t a 3 - comprender que este 
metodo es pos,ble, basta reflexionar en que la magnitud de una cuer-
da fija completamente el valor de un arco en un círculo dado. Ademas 
ue ia cuerda, hay otras líneas trigonométricas llamadas seno, tangente, 
etc., que pronto daremos á conocer; pero todas ellas, lo mismo que la 
cuerda, tienen una relación fija con el arco, de modo que éste ó el án-
g ^ pneden determinarse por una línea trigonométrica y recíproca-
mente. El metodo que hemos explicado para determinar la relación 
dei diametro á la circunferencia, inscribiendo á ésta sucesivamente po-

. ligónos regulares de 4, 8, 16, etc. lados, y determinando el valor nu-
merico de éstos, da una idea de la posibilidad de construir una tabla 
en la que se tenga la correspondencia entre los ángulos y las magnitu-
des de las cuerdas, y cuya tabla podría servir para pasar de lo* ángulos 
a sus cnerdas y recíprocamente. Si por otra parte se conocen las rela-
ciones que ligan los lados y los ángulos de un triángulo, fácilmente se 
conc.be que pueden llegarse á determinar en él, los lados por las cner-
das de sus ángulos y recíprocamente. Lo que decimos de la cuerda, es 
aplicable a las demás líneas trigonométricas que vienen á ser magnitu-
des auxiliares, para resolver el problema general de determinar unos 
por otros los elementos de un triángulo. Como acabamos de indicarlo, 
con el intermedio de las líneas trigonométricas, el problema se divide 
en dos partes distintas; una, que es là construcción de las tablas que 
expresan la correspondencia entre los valores de los arcos y sus líneas 
trigonométricas, puede hacerse prèviamente una vez para siempre á fin 
de obtener el ángulo por la línea trigonométrica; y la otra, que lleva 
por mira determinar los elementos de un triángulo dado por medio de 
as relaciones que los ligan con las líneas trigonométricas de sus ángu-

los, hay necesidad de ejecutarla aritméticamente en cada caso práctico 
pero con suma facilidad despues de construida la tabla de las líneas tri-
gonométricas. Este procedimiento es análogo al de los logaritmos, en 
el que una vez para todas, se ha calculado una tabla representando los 
números en ella contenidos, por las diversas potencias de un número 
constante, y despues un problema numérico se resuelve ejecutando 
operaciones correlativas, pero mucho más sencillas con los logaritmos 

previamente calculados, y lo3 cuales solo han servido de intermedio en-
tre los datos y el resultado final del problema. El uso de las tablas rie 
la3 líneas trigonométricas tiene, ademas, la ventaja de conducir desde 
luego á un valor numérico: objeto definitivo de las investigaciones tri-
gonométricas-

Como en algunos casos, una línea trigonométrica es poco á propósi-
to para representar un ángulo con la suficiente exactitud, hay necesi-
dad de servirse de varias líneas trigonométricas; y como muchas veces 
hay ventaja en reemplazar las relaciones de unas líneas por las que 
existen entre otras, conviene en el estudio de la trigonometría, au-
mentar las líneas trigonométricas y dar un gran desarrollo á las inves-
tigaciones de las relaciones que existen entre las diversas lineas trigo-
nométricas y sus más simples funciones, tanto por ser esto de notoria 
utilidad para poder resolver fácilmente las cuestiones en que entran 
magnitudes angulares y determinar los elementos desconocidos de un 
triáugulo, como porque sirve de base á multitud de especulaciones teó-
ricas y prácticas en las otras partes de las matemáticas. 

Resulta, pues, que la trigonometría tiene que estudiar las relaciones 
geométricas que existen entre los lados y los ángulos de un triángulo, 
conocer las diferentes lineas rectas que pueden reemplazar á los ángu-
los y servir para fijar su magnitud, establecer el número necesario de 
líneas trigonométricas, conocer las relaciones que existen entre uuas y 
otras, y construir tablas que fácilmente den los valores de los ángulos 
conociendo los de sus líneas trigonométricas y viceversa; teniendo la 
trigonometría por objeto definitivo la resolución de los problemas en 
que entran magnitudes angulares y. la determinación de los elementos 
de un triángulo. 

La resolución de un triángnlo y el conocimiento de las fórmulas 
trigonométricas, es de la mayor importancia en matemáticas, tanto por 
su inmediata aplicación á los triángulos, cuanto porque pudiendo des-
componerse un polígono cualquiera en triángulos, resultaqne las cues-
tiones de poligonometría se reducen á problemas de trigonometría. 

Creemos que lo expuesto es bastante para hacer comprender la si-
guiente definición: 

7*24.—La trigonometría tiene por objeto resolver les problemas rela-
tivos á las magnitudes angulares, y determinar los elementos descono-
cidos de un triángulo. 

En un triángulo consideramos sus lados, sus ángulos y su snper-
•fieit». 



Resolver un triángulo es calcular los valores numéricos de sus ele-
mentos desconocidos, cuándo para esto tenemos los Jatos suficientes. 

El problema de que casi siempre se ocupa la trigonometría, es: co-
nocidos tres de los elementos de un triángulo, determinar los demás. 

725.—Teniendo que figurar en nuestros cálculos los ángulos cuyos 
valores son proporcionales á los arcos, y debiendo reemplazarse para fa-
cilitar las investigaciones, los arcos por otras magnitudes auxiliares, 
llamadas-líneas trigonométricas, que tienen relaciones fijas con los ar-
cos y los ángulos, ántes de ocupamos especialmente do las líneas tri-
gonométricas daremos, en general, una idea de las funciones circu-
lares. 

Se llama f unción-, toda expresión analítica que contiene dos cantida-
des variables, en la que el valor de una ele ellas depende del que se asig-
ne á la otra. Por ejemplo: la superficie del círculo es una función del 
radio; porque como hemos visto, estando representada la superficie del 
círculo por la expresión analítica 

s —TI r8 

á cada valor que tenga ó le demos al radio r, corresponderá otro de-
terminado para la superficie s y recíprocamente. Son pues r y s canti-
dades variables, pero cuyos valores cambian correlativamente según 
una ley cifrada en la fórmula S=TT r8 

7 2 6 . — L I N E A S NEGATIVAS Y POSITIVAS.—Hemos d e j a d o i n d i c a d o 
(26S) que los signos + y — tienen la notable propiedad de indicar ana-
líticamente la oposicion de sentido de que son susceptibles ciertas can-

ey. tidades. Si sobre una línea recta ó curva P C (Fig. 345) con-
5 sideramos como positivas las medidas tomadas arriba de A en 
^ la dirección indicada por la flecha, las medidas en sentido con-

trario se considerarán como negativas. Las magnitudes AB, y 
i - ' BC de 3 y de 7 milímetros, irán precedidas del signo + , y las 
p l AD, DE y EF respectivamente iguales á 5, 2 y 4 milímetros, 

(Kg.3jvj estarán marcadas con el signo —. Si suponemos un móvil que 
partiendo del punto A subió 6 mm., en seguida bajó Í0, luego 

subió 8, y por último bajó 7 mm., su distancia al punto de partida es-
tará expresada por la ecuación: 

x = + 6 — 1 0 + 8—7 
ó x = — 3 

lo que quiere decir que el móvil qnedaba 3 mm. abajo de A por estar 

el resultado precedido del signo —. Igualmente, si convenimos en con-
siderar como positivas las distancias medidas á la derecha de un plano-
ó de una recta, serán negativas las medidas en dirección opuesta. Es. 
de notar que el sentido en que se estimen los signos de las cantidades-
es enteramente arbitrario, pudiendo haberse considerado en el caso de 
nuestra figura como positivas las distancias tomadas abajo de A, en di-
rección contraria de la indicada por la flecha; pero entónces serían ne-
gativas las medidas hechas hacia arriba. 

En el círculo de la figura 346, si tomamos el 
punto A como origen de las medidas hechas 
sobre la circunferencia y consideramos como 
positivos los arcos medidos en el sentido en, 
que se mueven las manos de un reloj de A há-
cia B, D, F, G- indicado por la flecha, 6erá ne-
cesario reputar como negativos y preceder del 
6¡guo — á los arcos, como AG-, AGF tomados 
en dirección opuesta. En la misma figura, si. 
convenimos en considerar como positiva la tan-

gente A T tomada arriba de A, estimaremos como negativa la tangente-
A T5 que se mide para abajo de A. 

arie, un 

Líneas trigonométricas. 

727. Se llaman líneas trigonométricas á las rectas que tienen 
dependencia constante con el arco, de tal manera, que conociendo una 
cualquiera de ellas, se puede determinar él arco á que corresponde y 
recíprocamente. 

Por ejemplo: dado el arco A B, (fig. 347) la recta 
B D bajada desde uno de sus extremos B perpendi-
cular al radio C A que pasa por el otro extremo A, 
es una línea trigonométrica que se llama seno del ar-
co A B ó del ángulo B C A . Como al arco A B no. 
puede corresponder mas que un solo seno B D, en el 
circuló cuyo radio es A C, resulta que hay una rela-

ción fija entre la magnitud del arco y la de su seno. Si conocido el se-
no B D, quisiéramos gráficamente determinar la magnitud de su arco, 
en el punto C levantaríamos una perpendicular E C igual al seno da-
do B P , y tirando por su extremo E una paralela á A C su intersección. 

2 
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•con la circunferencia determinaría el otro estremo del arco A B quo 
tiene por seno á B D. 

728.—DIVERSAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS.— 
Considerando el arco A B (fig. 318) acabamos de 
ver qne la recta B D es su seno. Tangente es la 
perpendicular AT levantada por uno de los extre-
mos del arco, al radio que termina en este punto 

. A hasta que encuentra al radio C B prolongado 
que pasa par el otro extremo. Si por el punto B se 
tira la tangente B S, la parte S O comprendida 
entre el extremo S de la tangente y el centro del 

•círculo se llama secante.* La recta A D, comprendida entre el extre-
mo A del arco y el pié D del seno, se llama seno verso del arco A B. 
En resumen, las líneas trigonométricas directas del arco A B con la3 
abreviaturas con que comunmente se les indica, son las siguientes: 

B D=sen. A B 
A T=tang. A B 
S C=sec. A B 
A D=sen. ver. A B 

El complemento del arco A B es B E y conforme á las definiciones 
anteriores B D'=?D C será el seno del arco B E , E T ' será su tangente, 
S' C su secante, y E D' su seno verso; pero al seno del complemento 
de un arco se le llama coseno, á la tangente del complemento cotangen-
te, á*la secante del complerpento cosecante, y al seno verso del comple-
mento coseno verso; por lo cual las líneas trigonométricas indirectas 
del arco A B con la« abreviaturas usadas, serán las siguientes: 

D C =eos. A B 
E T°=eot. A B 
S' C =cesec. A B 
E JF=cos. ver. A B. 

729.—FÓRMULAS FUNDAMENTALES.—"Vamos á determinar las rela-
ciones que existen entre las diversas líneas trigonométricas de un mis-
mo ángulo y el radio del círculo, que generalmente se toma igual á la 
•unidad con el fin de simplificar las fórmulas. 

Considerando el triángulo rectángulo B D C, (fig. 348) y en virtud 

* Varios autores toman como secante la recta C T que es igual á 8 C por ser 
iguales los triángulos rectángulos S B C y T A C ; no haciéndolo nosotros para 
evitar los inconvenientes que tal sistema presenta para fijar el signo de la secante 

de que el cuadrado de la hipotenusa es igual á la suma de los cuadra-
dos de los catetos, se tiene: 

B C ' = B Ds + D C1 

sustituyendo los valores de esas rectas, represen-
I tando por ?• el radio del círculo, y llamando a el 

arco A B, resulta: 

r5=sen2a + cos'a 

Considerando el triángulo rectángulo S B C, se 
tiene: 

S C ' = B C ' + B S 1 

sustituyendo los valores de estas rectas y atendiendo áque por la igual-
dad de los triángulos S B C y T A C (384) B S = A T=tang.a, resulta: 

sec ía=r* + tang,a 
Considerando el triángulo rectángulo S' B C, se tiene: 

S' C*=C B* + B S'3 

Atendiendo á que por la igualdad de los triángulos S' B C y T ' E C 
(384) B S ' = E T ' = c o t a, y sustituyendo los valores de las otras rectas 
resulta: 

cosec'a=r*+cotsa. 

Siendo B D paralela á T A, el triángulo B D C será semejante á 
T A C (514) y á su igual S B C . Comparando los lados homólogos de 
los dos primeros triángulos, se tiene: 

sustituyendo 

luego 

A T : A C : : B D : D C 
tang.a : r :: sen. a : eos .a 

tang.a= r.sen.a 
eos. a 

Comparando los lado3 homólogos de los triángulos S B C y B D C, 
ee tiene: 

S C : B C : : B C : D C 
sustituyendo sec.a : r :: r : eos.a 

de donde sec.a=-
cos.a 

Comparando los lados homólogos de los triángulos B D C y S' B C, " 



que son semejantes por ser rectángulos y tener el ángulo S ' - B C D 
como complementos ambos del mismo ángulo B C S', se tiene: 

S' S' C : é C :: B C : B D 

/ 
/ 

sustitnyendo cosec.a : r :: r : sen. a 

, luego cosec.a- sen.a 

o 
(Fig. 34S> 

Comparando los lados homólogos de los triángu-
los semejantes B D C y T ' E C, ee tiene: 

T ' E : E C : : D C : B D 

sustituyendo cot.a : r :: cos.a : sen.a 

luego cot.a=- r.cos.a 
sen. a 

Por último, comparando los lados homólogos de los triángulos seme-
jantes T ' E C y T A C, se tiene: 

sustituyendo 

luego 

T ' E : E C :: A C : A T 
cot.a : r :: r : tang.a 

rs 
cot .a=-tang.a 

Como se habrá observ'ado, para sacar las cinco últimas formulas, se 
ha comparado el triángulo de que forma parte la línea trigonométrica 
cuyo valor se busca, con el triángulo B D C en que entran el seno y eo-
ceno, excepto en el último-caso que el triángulo de que forma parte la 
cotangente se comparó con aquel en que entra la tangente. Ademas, 
1h primera razón la hemos formado siempre con la linea trigonométri-
ca cuyo valor buscamos y el radio. La segunda razón, naturalmente 
quedará determinada por los lados homólogos. 

Para determinar el seno verso, basta observar, que 

A D = A C — D C 

instituyendo sen. ver.a=r—cos.a 

Para determinar el coseno verso, observaremos, que 

E D ' = E C — C . D ' 

Y GOÚIO O R > ' = B D sustituyendo, resulta: 
C03.xcr.a—r—sen.a 

Para mejor fijar en la memoria de los alumnos las anterioíé^^n.u-
las, que son de muy frecuente uso, las pondremos á c o n t i n ^ ^ i : ^ J ^ \! 

r*=senIa + cosía 

sec2a=i8 + taug3a \s ->*-s 

cosee^i^r8 I- cot8a 
,sen.a MONTERREY, N. L, 

tang.a= 
cos.a 

Ia 
sec.a= eos. a 

r' cosec.a= sen.a 

r. cos.a cot .a= 
sen.a 

r5 
cot .a= tang.a 

r2 
de esta se deduce: t a n g . a = — - — cot.a 

sen.ver.a=r—cos.a 

eos. ver. a = r—sen. a 

Hemos dicho que generalmente y con el fin de simplificar las fórmu-
las, se hace el radio del círculo al cual se refieren las líneas trigonomé-
tricas igual á la unidad. Si en las fórmulas anteriores introducimos Ja 
condicion de 

r = l 

se trasformarán en las siguientes, que son las que más á menudo se usan: 

1=sen*a+cos*a (1) 

sec*a=1 + tang*a (2) 
cosec ,a= l + cot8a (3) 

tang.a = S P P ' a . (*) cos.a 



sen.ver,a=l—eos. a (10) i 
cos.ver.a=l—sen.a (11) 

7 3 0 . — N O C I O N E S SOBRE LA. H O M O G E N E I D A D . — E n álgebra ( 2 4 1 ) ex-
plicamos lo qne se envende por grado de un término, y por expresio-
nes homogéneas: ahora haremos notar, que al tratar algebráicamente 
una cuestión de geometría, cada literal, por regla general, representa 
una línea: de modo que a no puede introducirse eu los cálculos, si no 
es refiriendo la magnitud de la línea que representa á la de otra que 
implícitamente se ha tonudo por unidad, como el metro, la pulgada, 
etc., ó á la de otra línea l conocida. Eu el primer caso, a representa 

un número concreto de metros, pulgadas, etc.; y en el segundo,— 

será un número abstracto, al cual se podrá sustituir la relación de otras 
21 C 

magnitudes c, y d á condicion de que se tenga la ecuación 

2STo entrando en los cálculos sino expresiones homogéneas, como to-
das las operaciones y combinaciones que por las reglas del cálculo se 
ejecuten con ellas, como reducción á un común denominador, adición, 

•sustracción, multiplicación, división, elevación á la misma potencia y 
extracción de raíz del mismo grado, conducen á un resultado homogé-
neo: resulta que cuando no se ha tomado como unidad Una de las lí-
neas que entran en la cuestión, y. cada una de ellas se representa por 
una literal, todas las expresiones del cálculo, sea en su origen al esta-
blecer las ecuaciones fundamentales, sea en las intermedias ó en las de-
finitivas, tendrán que ser homogéneas. 

Para plantear un problema valiéndonos de las relaciones geométri-

s e c . a = — 1 — (5) 
eos. a 

eosec .a=—- (6) 
sen.a 

cot .a= c o s - a (7) 
sen.a 

- c o t . a = — i — 
tang.a 

tang.a — 
cot.a 

cas que forman parte del enunciado, no podemos hacerlo sino de dos 
maneras: estableciendo proporciones, ó ecuaciones. En el prhner caso, 
siendo homogéneos los términos de las respectivas razones, lo seráu los 
miembros de las ecuaciones que de ellas resulten, sea dividiendo cada 
antecedente por su consecuente, ó formando é igualando los productos 
de extremos y medios. Si se forma una ecuación, habrá que expresar 
la igualdad de extensiones lineales por medio de términos de una di-
mensión, ó la equivalencia de valores superficiales de dos dimensiones 
como x*, ab, ó de volumen indicados por términos de tres dimensio-
nes como r3, abe. 

Estando las ecuaciones fundamentales de un problema formadas de 
términos homogéneos, como todas las operaciones que con ellos se ha-
gan, tienen que ser iguales para que no se altere la ecuación, se infiere 
que cuando se ha representado por una letra cada una de las líneas que 
entran en un problema, las expresiones todas del cálculo serán homo-
géneas. 

Al contrario, cuando por simplificar los cálculos y las fórmulas fina-
les, alguna de las líneas que forman parte de la cuestión, se ha tomado 
por unidad, el resultado podrá dejar de ser homogéneo, en razón de 
que siendo las diversas potencias de 1 iguales á f , el grado de cada uno 
de los términos en que entra esta línea puede resultar disminuido una 
ó varias unidades. 

Por ejemplo: en las fórmulas todas que hemos sacado representando 
el radio por r, y las demás líneas de la figura por sus respectivas ano-
taciones, sea fundándonos en que el cuadrado de la hipotenusa es igual 
á la suma de los cuadrados de los catetos, quo es una expresión de equi-
valencia de superficies, ó en la comparación de triángulos semejantes,, 
hemos obtenido resultados homogéneos, tales como 
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r !=senJa + cos'a 

sec*a=r2+tan g*a 

r.sen .a tang.a = 

cot .a= 

eos .a 

r1 

t a n g . a 

pero cuando hemos tomado el radio del círculo igual á la unidad-, estas* 
mismas fórmulas se han trasformado en 



l=son B a+cos f a 

s e c í a = l + tang2a 

sen. a tang, a 
co8.a 

c o t . a = -tang.a 

cnyas espresiones no son ya homogéneas. 

Sin embargo, como en este último caso se sabe cuál es la línea del 
problema que se ha tomado igual á la unidad, basta multiplicar los 
términos por una potencia adecuada deesa línea, que en nuestro ejem-
plo ha sido r, para tener desde lnego las fórmulas que se habrían obte-
nido sin hacer esa simplificación. 

Así, pues, en lo de adelante para facilitar los cálculos supondremos 
el radío igual á 1, y cuando sea necesario restituiremos el valor de r 
suprimido, multiplicando poruña potencia adecuada io r los términos 
que lo necesiten, para hacer todos los de nuestras fórmulas de igual 
grado. 

Repetiremos que el grado de un término de la forma entera se esti-
ma por el número de sus^actores literales; que el de una fracción se 
determina restando las dimensiones del denominador de las del nume-
rador; y que en un radical hay que dividir por el índice del radical el 
grado de la expresión que está dentro del signo. Sin embargo, debe-
mos advertir que algunas veces al estimar las dimensiones de un ter-
mino, no se llevan en cuenta algunos factores aun cuando sean litera-
les. Esto se hace cuando algunaliteral está representando un coeficien-
te numérico. Por ejemplo, si x = n . a representa un arco múltiplo de a, 
como n está en lugar del coeficiente 1, 2, 3 . . . . la expresión x = n . a se-
rá homogénea, aunque aparentemente el 2o miembro tenga dos dimen-
siones. Esta observación es igualmente aplicable al caso en que una 
línea trigonométrica venga á hacer el oficio de coeficiente. Por ejem-
plo- sen.30°=£, y si en una expresión representamos 30° por m, sen.m 
mo deberá considerarse como factor, porque está en lugar del confiden-
te i ; pero por regla general, las líneas trigonométricas representan li-
neas, y las expresiones en que entran deben ser homogéneas por indi-
car resultados de operaciones idénticas hechas con términos del mismo 
¿grado. 

731.— PROBLEMAS.—I.—Determinar todas las lineas Irigomméiricas 
e» función del seno. 

De la fórmula (1) n° 729 resalta e o s . a = V i —sen*a 

(4) 

( ? ) 

<6) 

<1«) 

U3) 

i ang .a= sen.« 8en.a 
eos. a V i — s e ira 

c o t . a = eos. a Vi—sen*a 
sen. a 

sec.a= - = -

seu.a 

cosec.a: 

cos. a V1—sen*a 

1 
sen.» 

sen .ver ,a= l—Vi—seu 'a 

cos.ver.a=l—sen, a 

TI.—Determinar todas las lineas trigonométricas vn función del ««-
«sewo. 

De la fórmela ( l ) n° 729 resulta; s e n . a = V 1—cosra 

_ sen.a _ V1—eos 'a 
<4) 

(5> 

(V 

(10) 

(11) 

tang.a: 

cot. a= 

cos. a cos. a 

cos.a cop.a 
sen. a 

sec .a= 
cos.a 

cosec .a=-
sen,a V i—cos 'a 

6en.ver,a=l—cos. a 

eos. ver. a = 1 — V i — c o s ' a 
-s 



III.—Determinar todas las líneas trigonométricas enfundan de la 
tangente. 

Hemos visto qne 

c o t . a = — 1 — - (S) tang.a 
secJa= 1+tang*a 

luego s e c . a - y y + t a ñ ^ a -

eosec*a=l + co fa (3) 

luego cosec.a= "j 1 + _ i 
tangsa tang.a 

cosec.a=—-— 
sen. a 

1 tang.a 
luego s e n . a = — = - = ° cosec.a -y/l+tang'a 

sen.a=—-— eos. a 

1 1 
luego c o s . a = - - = - , - , ° _ sec.a •v/ 1+tang a 

1 
sen.ver.a=l—cos.a=l— -=r-— 

•V 1 + tangía 
, tang.a 

eos. ver. a=1—sen. a = 1 — --
V l + tang*u 

IV.—Determinar él valor de la tangente en función de cada una de 
las otras líneas trigonométricas. 

En función del seno: 
sen.a _ sen. a (a\ tang.a= = — W eos. a Vi—sen2a 

, sen.a V 1—cos'a ib) 
Dei coseno: tang.a= = — — — eos. a C03.a , 

f t , - t í : - í ? . . - ' 3 • 

De la cotangente: tang.a——i— Cvtr» 

De la secante: como, sec2a=l +tangía 
se tiene: tang.a= y sec'a—1 

De la cosecante: 

Del seno, verso: 
se tiene: 

sustituyendo en (b) 

resulta 

Del coseno verso: 
se tiene: 

sustituyendo en (a) 

resulta: 

tang.a= 1 — 
cot.a Vcosec8a—1 

como, sen.ver.a=1—cos.a 

cos.a=l—sen. ver. a 

tang.a= ^ l -cos>a 
eos. a 

tang.a _ y 1 —(1—sen, ver, a )* 
1—sen. ver. a 

como, cos.ver.a=l—sen. a 
sen. a = 1—eos. ver. a 

tang.a= sen. a 

tang.a= 

V1—sen2a 

1—eos. ver. a 
V1—(1—eos. ver. a)1 

V.—Determinar el valor del seno en función de cada una délas otras• 
líneas trigonométricas. 

Al resolver los cuatro problemas anteriores, hemos hallado ya el va-
lor del seno en función del coseno y de la tangente, cuyos valores son: 

sen. a = y i__COs3a 

sen.a= t a "g - a ' 
V l + taug^ 

Para tenerlo en función de la cotangente, sabemos que: (fórmulas. 
6 y 3) 

sen.a— 

sen.a— 

cosec.a 

1 

y cosec*a=l+cot ,a 

luego 
V l+COt'a 

Para determinarlo en función de la secante 



eos. a Vi—sen'a 

elevando al cuadrado y quitando los denominadores: 

sec*a—sec2a. sen2a=1 

despojando á sen'a y extrayendo raíz, resulta: 

V sec'ii—l sen.-a=— 8ec.a 

Para la cosecante tenemos: 

cosec.a=-

guego sen.a=-

seu.a 

1 
o cosec. a 

Para el seno verso tenemos: 
6en. ver. a=1—eos. a= l—vT—sen 'a 

•de donde V 1—sen*a=l—sen.ver.a 

elevando al cuadrado 1—setra=(l—sen.ver.a)* 

sen»a=l—(1—sen.ver.a)* 
sen .a= V i — (1 —sen .ver .a)* 

Para el coseno verso tenemos: 
eos. ver. a=1—sen. a 

d e ]a que sen.a=l—eos. ver.a 

VI.—Construir gráficamente un arco dada la longitud del radio, y 
la de su coseno. 

Sea r (fig. 349) la longitud del radio, a la de su 
P / ^ coseno. Haciendo centro en'O y con un radio A C = r 

/ \ trazará un arco de magnitud indefinida. Sobre 
/ [ € l radio y desde el contro háeia A se llevará una 

j j parte C D igual al coseno a. En el punto D levan-
w ^ * tarémos una perpendicular y su intersección con el 

h arco determinará la magnitud del A F buscada 
1 ® Al resolver este problema hemos prescindido de 

<B¿ ' ítt> los signos que pueden tener el arco y el coseno, 

porque todavía no hemos explicado los signos de las líneas trigono-
métricas. 

VII.—Dada la magnitud r del radio (fig- 350) y la s de la secante, 
determinar gráficamente el ángulo á que corresponde. 

Tómese A C = r : trácese un arco de círculo in-
definido: prolongúese el radio C A y tomando 
C S=s , desde el punto S tírese la tangente S B, 
cuyo punto de contacto determinará el ángulo 
B C A buscado. 

La determinación del punto B se hace con más 
exactitud gráficamente valiéndose del seno ó del 

' 250) ' coseno, porque estas líneas cortan el arco próxi-
mamente en una dirección perpendicular, mien-

tras que el punto de contacto, por finas que sean las líneas, se confun-
de en mayor extensión con la circunferencia. 

VIII.—Determinar el valor de todas las lineas trigonométricas del 
arco de 30°. 

Si el arco A B (fig. 3.01) es de 30°, B D será el seno de este arco. 
Prolongando B D hasta B' por ser el radio C A perpendicular á la 
cnerda B B' la dividirá en dos partes iguales así como al arco B A B' 
(475), por consiguiente el arco B A B ' será de 60°, su cuerda BB ' igual 
al radio (497), y el seno B D de 30° igual á la mitad del radio. Se vé, 
pues, que el seno de un arco cualquiera es igual á la mitad de la cuerda 
del arco duplo, y en el caso de ser el arco de 30° siendo el radio 1 ten-
drémos 

sen. 30°=è 
eos. 3 0 ° = V 1 — s e n W = V T H | = 4 V 3 ~ , 

tan g. 30° j ± = > 
co3.30 ¿ V 3 v 3 

cot.30° = L — i 
tang. 30° ^ 3 • 

sec. 30o— * | V~3 
eos. 3« è v H Î V 3 

Se ve, pues, que la secante de 30° es doble de la tangeute del mismo-
arco 



cosee.30°=-
sen. 30' a 

sen. ver. 30°=1—eos. 30 °=1—i y ^ 

eos. ver. 30°=1 —sen. 30°=1—¿ = 3 

En resumen, las líneas trigonométricas de 30° serán: 

1 2 sen.30°=i, c o s . ^ y ^ tang.=——3 c o i : = s e c -

co6ec.=2, sen.ver. = l — e o s . ver. 

Tomando como base qne cos .60°=¿ y siguiendo el mismo procedi-
miento se determinarían con facilidad los valores de todas las líneas 
trigonométricas del arco de 60°; pero supuesto que las líneas directas 
de un arco son iguales á las indirectas de su complemento, tendrémos 
que las líneas trigonométricas de 60° serán: 

sen.60° eos .= i , t a n g ^ y ^ c o t . = - i = , sec .=2 

cosee .60°=- ÍL , sen. ver y eos. ver .=1—4-/~3 
V 3 , 

IX.—Determinar las líneas trigonométricas del 
'arco de 45° (6g. 351).—Siendo el arco E A de 45° 
medida del ángulo E C A, el triángulo rectángulo 
T A C, de que hace parte la tangente, será isósceles, 
supuesto que los ángulos T y T C A, valdrán cada 
uno 45°. En consecuencia, T A = A O luego: 

taog .45°=l 
sec. 4 5 ° = V 1 + tang'450 = a /T+1 = V ~ 2 

sec .a=-cos.a 
ó cos.a=-see-a 

luego e o s . 4 5 ° = - ^ = è V~2 
V 2 

sen.45°= V T = ^ , 4 5 = V l ^ i = V l = V 2 

cot .45°= ' - \ - 0 = l tang.45 

cosec. 4 5 ° = — o — 
sen. 4o V | 

sen.ver.450 =1—eos. 45° = 1 — 
V 2 

COS. ver. 45o =1—sen. 45° = 1 

En resumen, para el arco de 45° las líneas trigonométricas serán: 

sen.45°=cos."= - — taug.45°=eot .=l , see. 45°=cosec. = 
v f 

3en .ver .45°=cos .ver .= l—~ 

X.—Construir un ángulo de.SO, de y GO grados. 
Para construir el ángulo de 30° n«s bastará tomar una recta igual á 

la mitad del radio, la cual nos representará el seno del arco buscado, y 
el problema se convierte en este otro: conocido el radio y el seno, deter-
minar el arco, cuya resolución liemos indicado (717). 

Si el ángulo que trata de construirse es de 45°, tomaremos la tan-
gente ó la cotangente de la misma magnitud que el radio. 

Por último, si el ángulo que trata de construirse es de 60°, tomare-
mos su coseno igual á la mitad del radio, y procederémos como en el 
problema VL 

Valores correlativos entre los arcos y sus líneas trigonométricas. 
* • . ¡ ¿Ktti 

732. —Vamos á examinar los diversos valores que pueden tomar las 
líneas trigonométricas cuando se hace variar el arco á que pertenecen 
desde 0 o hasta + w y desde 0 o hasta— 00, considerando sus signos, 
sus magnitudes y los valores que les son correlativos en arcos menores 
que 90°. • < ; , 

Para facilitar la inteligencia de este importante punto, que servirá 
de fundamento no solo á las especulaciones de la trigonometría sino 
también á otros ramos de las matemáticas, consideraremos, sucesiva-



mente, cada nnade las líneas trigonométricas observando-sus varíacio-
nes al pasar el arco por sus diversas magnitudes. 

7 3 3 . — V A L O R E S C O R R E C T I V O S DEL S E N O . — S i en la fig. 352, toma-
mos el punto A como origen de los arcos, considerando como positivos 
los medidos en el sentido A B C ! indicado por la flecha, (que e3 en 
el que 3e mueven las manitas de un reloj), y negativos los arcos medi-
dos en dirección opuesta, al moverse el lado B O girando al rededor de) 
puuto O, según se verifique en un sentido ó en otro, engendrará el 
punto B todos los arcos positivos comprendidos entre 0" y. el <*> ó loa 
negativos entre 0 o y — ce. 

Ya hemos visto que el seno del ángulo A O B se determina bajando 
desde el extremo Br la perpendicular B J al otro lado, así es que con-
sideramos como positivos los senos medidos en el sentido de B á J, de 
arriba para abajo, y reputaremos eomo negativos, los que se midan en 
sentido contrario. El radio del círculo lo seguiremos considerando igual 
á la unidad. 

Si el punto B coincidiera con A , el arco sería nulo y el valor de la 
perpendicular B J , 6 del seno también lo sería. Luego el seno de 0o es 
cero. Al ir aumentando el ángulo en el primer cuadrante entre A y C, 
el seno B J continuará siendo positivo é irá creciendo hasta llegar á 
ser igual á 1 cuando el arco A C es de 90°. 

r Al pasar al 2o cuadrante el lado móvil del 
ángulo, y tomar una posicion cualquiera como 
0 D, el seno D K deereee; pero como el senti-
do de la perpendicular es el misino que entre 

F 0 y 90°, el seno sigue siendo positivo. Al lle-
gar á eoincidir el lado móvil con O P, el án-
gulo y el areo tendrán el valor de 180° y el se-
no será nulo. Así, pues, en el 2o cuadrante, 
el seno decrece de -f 1 á 0 siendo siempre po-
sitivo, é igual á 0- cuando el arco vale 180'. 

Al pasar el lado móvil de? ángulo al tereer cuadrante, como el senti-
do en qne se baja la perpendicular G L es contrario á aquel en que se 
ha bajado en los dos primeros euadrautes, resulta que el seno: es nega-
tivo y va creciendo desde 0 basta — 1, teniendo este último valor, 
cuando el ángulo e3 de 270°. 

Si el lado móvil pasa de H, el seno I M en el cuarto cuadrante es ne-
gativo y va decreciendo desdo — 1 hasta 0 cuando el arco llega al valor 
de 360°. , 

Si el ángulo contiuúa creciendo en el mismo sentido, el seno vuelve 

á tomar los valores y signos que tuvo en los ángulos quejón el exceso 
sobre 360°. Otro tanto sucederá si el ángulo se compone de cualquier 
múltiplo de 360° más un areo menor que la circunferencia. Resulta, 
pues, que'si á un ángulo se le agrega 360°, 2X360°, 3 x 3 6 0 ° , . . . el se-
no no cambia de signo ni de valor, y como se llama amplitud del pe-
ríodo de tina línea trigonométrica, el arco que puede añadirse una o 
varias veces al arco á que corresponde lalínea trigonométrica sin que 
ésta cambie de valor ni de signo, 360° grados será la amplitud del pe-
ríodo del seno. 

734.—Consideremos ahora I03 erco3 negativos, para lo cual tendre-
mos que suponer que, el punto móvil del ángulo, gira en la dirección 
A I II G Vemos que en el primer cuadrante negativo — A II, el 
seno es negativo lo mismo que en el segundo — II F, creciendo y de-
creciendo lo mismo que en los dos primeros cuadrantes positivos. En 
el tercero y cuarto cuadrantes negativos, F C y C A, el seno es positi-
vo, esto es, tiene signo contrario^ al que tenia cuando ol arco era positi-
vo, y crece y decrece lo mismo que cuando considerábamos el tercero y 
cuarto cuadrantes positivos. En resumen, cuando el arco es negativo, 
el seno es el mismo que corresponde al aico positivo, pero tiene signo 
contrario, lo cual se cifra en la siguiente ecuación: • 

sen. (—a)=—sen. a 

735.—Véamos qué relación existe entre los senos de los arcos suple-
mentarios. El seno del ángulo A O D es D K. El suplemento de A O I> 
es D O F. El arco D F = A B, por ser arcos del mismo círculo com-
prendidos entre paralelas, y como el seno de A B, qne es B J = R K, 
por lados opnestos del paralelógramo D J, se infiere que el seno de un 
ángulo es igual y del mismo signo que el de su suplemento. 

De la iuspeceion de la figura, resulta igualmente- que el seno del ar-
co A C F G = 180J + F G es el mismo que el del arco F G, pero toma-
do con sigho contrario. Si seguimos agregando al arco 1S0°, el seno 
va teniendo el mismo valor absoluto, pero alternativamente cambia de 
signo. En consecuencia, llamando á un arco cualquiera a, se tiene que: 

sen. a=sen. (180° —a) 
y sen.a=—sen. (180° + a ) 

736.—Haremos notar, que cuando el radio del círculo se ha tomado 
igual á la unidad, todos los valores que pnede adquirir el seno, están 
comprendidos entre 4- 1 y — 1 cuyos límitesno puede sobrepasar. Pa-
ra alcanzar éstos límites, basta que el ángulo cambie 180°, pasando de 



90° á 270° ó de —90° á 4-90°. Por último, si se prescinde del signo, 
el seno toma todos los valores de que es susceptible en una variación 
del arco de 0 á 90°. 

Para determinar el seno de un arco ± A mayor que una cirénnferen-
cia, se dividirá por 360°, que es el período del seno, y la.resta de la di-
visión ( ± A—n. 360°)nos servirá para fijar el signo y la magnitud del 
seno. Si el fin del arco de la resta queda en el primero ó en el segundo 
cuadrante el seno sern positivo, y si queda en el tercero 6 en el cuarto, 
será negativo. En cuanto á la magnitud del arco cuyo seno es igual al 
de ± A, bastará observar que si la resta de la división no llega á 903, 
desde luego se tendrá el arco cuyo seno es igual al dado. Si la resta 
queda en el segundo ó en el tercer cuadrante, se tomará la diferencia 
á 180°, supuesto q u 3 s e n . ( l S0°±a) = =Fsen.a, y si queda en el cuarto se 
buscará la diferencia á 360° una vez que sen.(360o—a)=— sen.a. Por 
ejemplo: sen..3175°=—sen.65°; porque siendo 3175=8x360 + 295, el 
seno de 3175° será el 295°; quedando este arco en el cuarto cuadrante el 
seno será negativo, y el mismo que corresponde al arco 65°=360°—295°. 

737 ._De las consideraciones que anteceden, resulta que á un arco 
dado corresponde nn solo seno: pero que por el contrario á un seno 
pueden corresponder una infinidad de arcos. Vamos á explicar algo _ 
mas esto y á determinar los valores de los arcos que tienen el mismo 
seno. 

Si en la fig. 353 el radjo del círculo es la um-, 
dad, y estando en A el origen, se conoce el seno 
s = 0 - B de los arcos que buscamos, llevaremos la 
magnitud de este seno conocido de 0 á B y ti-
rando por B la recta D E paralela al diámetro 
A C, tendremos desdo luego que »1 seno B 0 co-
rresponde al arco A D y al A D E que es su su-
plemento. Ademas, corresponderá igualmente a 
todos los arcos que resulten de agregar á A D y 

á A D E 360° ó cualquier múltiplo de 360c. líe suerte que si repre-
sentamos por £ el arco A D y por x y x' los arcos variables á que puede 
corresponder el mismo seno B O, tendremos: 

B 0 = s e n x=sen x' 
siendo x = a + n.360° x ' = 1 3 0 * - a + n.360*=180»(2n + l ) - a 

(Fig-863) 

en estas ecuaciones « representa un número entero cualquiera, cuyo 
valor también puede ser cero. 

Si el seno es negativo, como B'O, los arcos también lo serán y cam-
biando el signo de- a en los valores de x y x' los arcos á qne pertenece 
el mismo seno negativo, estarán representados por las ecuaciones: 

x=n.360°—a x'=180°(2 n + l ) + a . 

En general, sea cual fuere la maguitud del arco a, si se le agrega á 
este arco nx360° ó un número par de sem¡-circunferencias, todos estos 
arcos tendrán el mismo seno; pero si se le agrega solo (2 n +1 ) 180° ó 
un número impar de semi-circunferencias, como una de sus extremi-
dades se trasportará del extremo de un diámetro á su opuesto, el seno 
será de la misma magnitud pero de signo contrario. 

7 3 8 . — V A L O R E S CORRELATIVOS DEL COSENO.—Ya hemos dicho que 
el coseno del arco A B (fig. 354), es el seno B E de su complemento 
B O, ó lo que es igual á B E, la parte J O del radio comprendida entre 
el pié J del seno y el centro O. Consideraremos, pues, cómo positivos, 
los cosenos medidos en la dirección de J á O; dejando subsistentes las 
demás convenciones que establecimos al tratar del seno, como son el 
sentido de los arcos positivos, que el radio es la unidad, etc. 

Cuando el arco es nulo, esto es, cuando el punto B coincide con A, 
el coseno será el radio A0. A medida qne el arco crece, el coseno dis- • 
minuye hasta llegar áser nulo cuando el arco A C es do 90°. Así, pues, 
en el primer cuadrante el coseno es positivo, va decreciendo al aumen-
tar el arcó; para 0o el c o s = l , y para 90° el cos=0. 

Cuando el valor del arco pasa de 90°, como A C D, su coseno es K O , 
y como la medida de esta recta se hace en dirección opuesta á la de 
J O, el Coseno será negativo, é irá creciendo á medida que el arco au-
menta hasta llegar á ser igual —1 cuando t) coincide con F. Esto es, 
en el segundo cuadrante el coseno es negativo, sn valor crece al aumen-
tar el ángulo, siendo 0 para 90° y —1 para 1S0°. 

Si el valor del arco es mayor qne 180° como 
A C F G su coseno L O será negativo, decre-
cerá al ir aumentando el arco hasta ser nulo 
para el arco A C F H . Esto es, en el torcer 
cuadrante el coseno es negativo; decrece al au-
mentar el arco, siendo —1' para 180° y 0 para 
el arco de 270°. 

Cuando el arco pasa de 270°, como A C F III , 
su coseno será M O y como se mide en la mis-
ma dirección que el J O del primer cuadrante, 

será positivo; crecerá al aumentar el arco hasta ser igual con el radio 
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A O cuando el arco sea de una circunferencia completa. Por tanto en j 
el cuarto cuadrante, el coseno es positivo; Crece al aumentar el ángulo; 
siendo 0 para el arco de 270° y + 1 para el de 360°. 

Si el arco sigue creciendo en el mismo sentido: el coseno volverá á 
pasar por los valores que tuvo para los ángulos que son el exceso sobre j 
360° y con los mismos signos. Otro tanto sucederá si el arco pasa de ¡ 
2, 3, etc., circunferencias. Este arco de 3(30° es la amplitud del periodo 
del coseno. . I 

Se habrá notado que tanto el seno como el coseno cambian de signo 
cuando su valor pasa por cero, y veremos que lo mismo sucede con las 
de mas líneas trigonométricas, y con todas las cantidades. 

739.—Si suponemos ahora que el arco sea negativa cuando se mida, 
en el sentido A I II G . . . . se observará que eu el 1er- cuadrante nega-
tivo el coseno M O es positivo, como lo era en el cuadrante A 0, y de-
crece de + 1 á o: que en el 2o cuadrante negativo H F el coseno L O es 
negativo y crece de o á —1, como lo era en el 2o cuadrante positivo; 
verificándose lo mismo en los siguientes cuadrantes. Esto es, el coseno 
de un arco negativo es igual y del mismo signo que el que corresponde 
al arco considerado como positivo, lo cual se cifra eu la siguiente ecua-
ción : 

eos. ( — a )=cos .a 

740.—Veamos qué relación existe entre el coseno de un ángulo y el 
de su suplemento. En la misma (fig. 354) se tiene que el arco D F sú-
pleme., lo del A C O es igual á A B, y O K = 0 J por ser iguales los 
triángulos O B J y O D K ; pero como el sentido en que se mide K O 
es contrario al en que se mide J O, resulta que el coseno de A.C D es 
igual al coseno de su suplevtento tomado con signo contrario. Esto es, 

cos.a=—eos. (180 — a) 

Si á un arco cualquiera A B se le agregan 180° resultará un arco A 
C F B', cuyo coseno O K será igual al de A B, pero de signo contra-
rio. Esto es, 

cos.a=—eos. (180c + a) 

741.—Los valores que puede adquirir el ewenO, cualquiera que sea 
la magnitud del arco positivo ó negativo, esiáu comprendidos entre 
+ 1 y —1 lo mismo que los del seno; pero á medida que el seno crece, 
el coseno deorece y vice-versa. Para alcanzar sus límites el coseno bas-
ta que el arco varíe de 0° á 180° ó de 180° á 360°, y si se prescinde del 
signo basta que el arco cambie de 0 á 903. 

Para determinar el coseno de un arco ± A , mayor que una circunfe-
rencia, so dividirá por 360°, que es el período del coseno, y la resta 
± A — n . 360° servirá para obtener el signo y la magnitud del coseno. 
Para determinar el signo se observará en qué cuadrante queda el fin del 
arco de la resta, siendo positivo el coseno en el Io y en el 4o, y negativ > 
en el 2o y en el cuadrante. En caso de que la resta no llegue á 90° 
este arco tendrá un coseno igual al del dado ± A . Si el fin del arco de 
la resta queda en el 2o ó 3er- cuadrante se tomará la diferencia á 180'̂ ; 
y si queda en el 4o se restará de 360° para tener üu arco menor que 90°, 
cuyo coseno es igual al de ± A, supuesto que eos. (180°±a)=—cos.a 
y que eos. (36V—a)=cos.a. Por ej. eos. 2028°==—eos. 48°; por-jue 
2028^=5 X 360 + 228°, y como la resta 228° queda en el 3er- cuadrante, 
el coseno 6erá negativo é igual al del arco de 4S°=22g—180°. 

742.—Dada la magnitud c = 0 J (fig. 355) 
del coseno positivo, véamos cuáles son los dife-
rentes arcos á que puede corresponder el mismo 

c coseno. Si llevamos la magnitud de O j sobre 
el radio O A, y por el punto J levantamos la 
perpendicular B B\ tendremos que él coseno 
dado corresponderá á los arco3 A B, y A C E B' 
así como á todos los que resulten de agregarles 
360° y los múltiplos de 360°. Si representamos 

por a el arco A B = A B', por x y x' los arcos variables á que puede co-
rresponder el mismo coseno, y por n un número entero que puede te-
ner toda clase de valores incluso el de cero, tendremos 

(Fig. S&» 

siendo 

O J=cos .x=eos .x ' 
x = a + n.360° x'=-(3G0°—a) + n.3G0°=3J30°(n +1)—a 

Si el coseno dado O K es negativo, lo llevaremos de O á K y levan-
tando por K la perpendicular D D' dicho coseno pertenecerá á los af-
cos A C D y A C E D', así como á todos los que resulton de agregarles 
360° y los múltiplos de 360°. Llamando a el arco D E, los diferentes 
arcos á que pertenece el coseno—c=K O estarán representados por 

x=lS0°—a + n 360° x'==lS0&+a + n 360° 
6 x=180°(2 n + 1)—a x '= l80° (2 n + 1 ) + a 

Para no complicar nuestras explicaciones, prescindimos de los arcos 
negativos á que pnede pertenecer el mismo coseno. 



Determinado uno de los ángulos á que pertenece-un coseno, perte-
necerá igualmente á todos los que resulten de agregarle sucesivamente 
360°; y si se le agrega 180° ó un número impar desemi-eircunferencias, 
se obtendrán los arcos á que corresponde el coseno con signo cambiado. 

743.—YAI.ORES CORRELATIVOS DE LA TANGENTE Y COTANGENTE.— 
Dado el arco A B (fig. 356) su tangente será la recta A T, y su cotan-
gente la línea C 1!. Reputaremos como positivas las tangentes medidas 
arriba de A en la dirección de A á T, y como negativas las medidas 
abajo de A hácia T'. Respecto de las cotangentes consideraremos co-
mo positivas las medidas de C hácia R, y como negativas las medidas 
de C para R'. 

Esto supuesto, si el punto B coincidiera con A, el ángulo seria nu-
lo y la tang. A T también lo seria. Al crecer el ángulo la tangente 
será positiva é irá aumentando hasta llegar á ser infinita cuando el 
arco sea A C, por ser entóncés paralelas las rectas A T y O G. En 
cuanto á la cotangente C R es infinita cuando el arco es nulo, su valor 
disminuye al crecer el arco y es nula cuando éste adqiüero la magni-
tud A C. En consecuencia, en el 1er- cuadrante la tang. y la cotan-
gente son positivas: cuando el arco aumenta la tang. crece y la cot. 
decrece: para el arco de 0o la tang.=o y la c o t . = » , y para 90°-la 
tang. = co y la cot .=o . 

Al pasar el arco al 2o cuadrante y tener un valor como A G D, ten-
dremos que tomar la tang. para abajo de A, á fin de que pueda en-
contrar el lado 1> O prolongado en T' , por lo que la tangente será 
negativa, lo mismo que la cotangente, que es G R\ Al ir creciendo el 
arco A C D la tangente va disminuyendo y la cotangente irá aumen-
tando, de modo que cuando el arco sea A C E la tangente será nula 
y la cotangente oo. Esto es, en el 2o cuadrante la tangente y la co-
tangente son negativas, al crecer el ángulo la tangente disminuye y 
la cotangente aumenta, siendo para el arco de 180° la taug.=o y la 
co t .=so . 

Cuando el arco pasa de 180° como 
A C E F ; la tangente será A T y su 
cotangente C R, ambas positivas. Al 
aumentar el arco la tangente crecerá 
y la cotangente disminuirá, hasta lle-
gar á ser infinita la tangente y nu-
la la cotangente cuando el arco sea 
A C E G. Esto es, en el 3er- cuadran-
te la tangente y la cotangente son po-

sitivas, al aumentar el arco la tangente.crece y la cotangente disminuye, 
y cuando es de 270° la tang.==o y la c o t .=o . 

Cuando pasa el arco de 270° como A C E G II, la tangente es A T 
y su cotangente C R', ambas líneas negativas. Al aumentar el arco la 
tangente disminuye y la cotangente crece, llegando á ser nnla la prime-
ra é infinita la segunda cuando el arco es de una circunferencia. Así, 
pues, en el 4o cuudraute son negativas la tangente y la cotangente, la 
primera disminuye y la segunda crece al aumentar el áugnlo, y para 
360° la taug.=o y la co t .=—so . 

Debemos hacer notar, que al pasar por el infinito los valores do la 
tangente y la cotangente siempre cambian do signo y veremos que lo 
mismo sucede con las demás líneas. 

744.—Si el arco es negativo cuando se mide en el sentido A H G.F. . . 
en el lpr- cuadrante A G la tangente A T ' y la cotangente C R' serán 
negativas; al crecer el arco la tangento aumentará mientras que el va-
lor de la cotangon te disminuye, y al ser el arco = — 9 0 ° la tang.= 
y la cotangeute=o. En el 2o cuadrante negativo la tangente A T y la 
cotangente C R son positivas, la primera línea decrece y la segunda au-
menta, siendo nula la tangente para el arco =—180° y la cotangente 
= + o o . En el 3o y 4o cuadrantes negativbs ¡Je observará que los signos 
de las líneas que estudiamos serán contrarios á los que tuvierou en los 
mismos cuadrantes positivos, teniendo variaciones y valores idénticos. 
Así, pues, eu general: 

tang. (—a)=—tang.a 
cot. (—a)=—cot . a 

745.—Examinemos la relación que existe entre la tangente y la co-
tangente de un ánguloy la de su suplemento. En la (fig. 356) si se toma 
D E = A B se tiene que la tangente'A T' del arco A C D es igual á la 
A T del arco A B, pero de signo contrario, supuesto que son iguales 
los triángulos O A T y O A Respecto de las cotangentes, C R' que 
es la cotangente de A C D, es igual á G R, cotangente de su suple-
mento A B, pero de signo contrario; luego 

<1. * « A* . ' * 5 9 k-- • f • • 
tang.a=—tang. (180°—a) 
cot.a==—cot. (180o—a) 

Si al arco A B se le agregan 180° resultará el A O E F cuya tangen-
te A T y su cotangente C R, son las mismas que corresponden á 
E F = A B exceso sobre 180° y con el mismo signo. En general: ^ ^ o 



tang.a=t*ng. (18G°+a) 
cot.a—cot. (i80° + a ) 

De esto resulta, qne el arco de 180° « te amplitud del período de U 
tangente y déla cotangente. 

7 4 6 , - L o s valores de la tangente y cotangente varían entren » y - ® 
y para adquirir estos valores basta un cambio en el arco de 0 á ISO . 
5 l i se tiene un «m> ± A de un gran número de gntdo. d.vKLendo o 
por 180«, amplitud del período, se tendrá una resta±a<.180 cuya tan-
gente y cotangente tendrán el mismo valor y signo que las de ± A . 

" 747.—Dada la magnitud A T (fig. 356) de la tangente, ó la C E da 
la cotang,nte, determinar todos los arcos que tienen las mismas l.neas 

^ f n t plmto A levantamos la perpendicular A T, reuniendo el pun-
to T c<>n el centro, tendremos que la tangente A Tcorresponde a l U r f 

A B, v á todos los que resulten de agregarle una o vanas veces 180 . 
En cuanto á la cotangente levantando en C una p e r p e n d i c u a r . g o a a 
C R v reuniendo R con O, tendremos que esta cotanpute c o r r e ^ n d e -
rá a f arco A B y 4 todos los que resulten de agregarle una o vanas ve-
ces ISO*, que es la amplitud del período. Llamando« el arco A B * 
los arcos variables que tienen la misma tundente ó cotangente, y « uu 
número entero cualquiera, cuyo valor puede ser cero, tendremos; 

A T—tang.x 
C R=co t .x 

siendo 1 S 0 ° 
En el caso de que la tangente y cotangente fuesen negativas como 

A T y C R', los diferentes arcos á que estas líneas podnan correspon-
der, representando por a el arco A H, serias: 

x=360 c—a-í-n. 180° = 180° < 2 + n ) - a 

No creemos necesario ocuparnos del casoen que el arcosea negativo, 
cuyos valores es fácil determinan 

7 4 S _ V A L O U E S CORRELATIVOS o s LA S E C A S T E . - D a d o el arco A B 
(fig 357) su secante será S O que consideraremos como positiva al es-
tar'«medida en la dirección de 8 á O, y serán negativas las secantes me-
didas sobre la misma recta S S' en sentido contrario de S a O 

Si el pauto B del arco A B coincidiera con A, éste sena nulo y con-

fundiéndose S con A, la secante S O seria igual al radio; al crecer e 1 
arco, la secante también crecería siendo positiva, y al llegar el punto 
B á C, la secante seria infinita por ser S O paralela á la tangente en C 
Se ve, pues, que en el 1er- cuadrante, la secante es positiva; que su va-
lor aumenta al crecer el arco; que para 0°sec. = l , y para 90°sec= + ce. 

Al pasar el extremo móvil del arco al 2° cuadran te y llegar, porejem-, 
pío á D, la secante S'O será negativa é irá decreciendo al aumentar el 
arco hasta llegar á ser igual al radio E O cuando el arco es de 180°. Así, 
pues, en el 2° cuadrante, la secante es negativa, decrece al aumentar el 
arco y para 180°, sec. = —1, 

En el 3er- cuadrante, la secante 
S'O es negativa, crece al aumentar 
el arco A C E F y cuando llega á 
270°, la secante será igual á = — oc 
por ser paralela S'O á la tangente 
que pasara por G. 

En el 4° cuadrante, la socante 
vuelve á ser S O positiva; al crecer 

<Fig.as7> el arco A C E 6 I I disminuye, y 
para el arco de 360° será igual á +1 . 

749.—Si el arco es negativo cuando se mide en el sentido A H G F . . . 
la secante S O en el 1er- cuadrante negativo A G es positiva, crece con 
el arco y cuando es de —90° la sec. = + oo. En el 2° cuadrante negati-
vo G E, la secante S'O es negativa, decrece al aumentar el arco y pa-
ra—180°, sec.=—1. En el 3er- cuadrante negativo E C, la«eoante S'O 
es negativa, crece con el arco A G E D y para —270°, sec. =—oo . En 
el 4° cuadrante negativo la secante S O es positiva, decrece al anmen-
tar el arco A G E C B, y para —360°, sec. = + 1 . Se ve, pues, que la 
secante de un arco negativo, tiene signo igual á la que corresponde al 
arco considerado como positivo, y sufre variaciones idénticas á éste,, 
por lo que 

sec (-^a) = + sec a. 

Como si á un a'rco positivo ó negativo se le agrega una ó varias cir-
cunferencias completas, la secante vuelve á tener el mismo valor é igual 
signo, el arco de 360° será la amplitud del período de la secante. 

750.—Examinemos la relación que existe entro una secante y la de 
su suplemento. La secante del arco A C D es S'O, y si tomamos A B 
= D E suplemento de A C D, tendrémos que por ser los triángulos-
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• S' D O y S B O iguales, S'O será igual á S O, pero de signo contra-
rio, luego: 

sec a = —sec (180° —a) 

Si á un arco A B se le agregan 180°, resultará el A C E F y como la 
secante S O fie A B es igual en magnitud á la S'O de A C E F, pero 
de signo contrario, resulta que 

sec a =—sec (180° +a) 

751.—Los valores de la secante, como se habrá observado, varían en-
tre + 1 y + os, y entre — 1 y —co sin poder ser en ningún caso me-
nores que el radio. Para obtener los valores extremos, basta una varia-
ción en el arco de 0o á 180°, y si se prescinde del signo, será suficiente 
la de 0 á 90°.. 

752.—Dada la magnitud S O de una secante positiva, vamos á de-
terminar todos los arcos á que puede pertenecer. Si en la fig. 357 lle-
vamos de O á S la magnitud de la secante dada, y por S tiramos las 
tangentes S B y S H, dicha secante pertenecerá á los arcos A B, 
A C E G II y á todos los que resulten de agregarles una ó varias veces 
360°. Si representamos por a el arco A B = A H, por x y x ' los varia-
bles que pueden tener la misma secante, y por n un número entero' 
cualquiera, que puede ser cero, tendremos: 

S 0 = s e c x=sec x' 
.siendo x=a+n.360° . x '=(360°—a)+n.360°=3£0(n 1-1)—a 

Si la secante dada es negativa, la llevaremos do O á S' y tirando las 
tangentes S' D y S' F, pertenecerá á los arcos A D, A O E F y á los 
•que resulten de agregarles una ó varias veces 360°. Si'representamos 
por a el arco D E<90° , los arcos á que pertenece la secante negativa 
tendrán por expresiones: 

x=180°—a + n.360° x'=180°-+ a+n.360° 
ó x=180°(2 n + 1)—a - x '=180°(2n + l ) + a 

Conocido uno de los arcos á que pertenece una secante, se determi-
narán todos los demás agregándole á éste, un número par de semi-cir-
cunferencias, que es un múltiplo de 360°; pero si se le agrega un nú-
mero impar de semi-circunferencias, se obtendrán los arcos á que per-
tenece la misma secante pero con signo contrario. 
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753 .—VALORES CORRELATIVOS DE LA COSECANTE.—Dado el arco 
A B (fig. 358) su cosecante será la recta Z O que consideraremos positi-
va al estar medida de Z á O, y estimaremos como negativas las cose-
cantes medidas sobro Z Z' de Z5 háeia O. 

Si suponemos que partiendo de A, se mueve un punto en el sentido 
de ¡os arcos positivos, éste engendrará todos los arcos positivos imagi-
nables, cuyas cosecantes tratamos de determinar. 

Si B coincide con A el arco será nulo, y como la tangente levantada 
en A es paralela á Z O, la cosecante será infinita; a'l crecer el arco A B, 
la cosecante Z O será positiva é irá decreciendo hasta llegar á ser el 
radio 0 . 0 cuando el arco sea de 90°. Así, pues, en el primer cuadrante 
¡a cosecante es positiva; decrece al aumentar el arco, cuando éste es 
0o , cosec=co, y para 90°, cosec= +1. 

Al pasar el punto móvil de C, la cosecante del arco A C D, por ejem-
plo, es Z O positiva, crece al aumentar el arco, y al ser éste de 180° 
la coscc= + co por ser la tangente levantada en E paralela á Z O. 

En el tercer cuadrante, la cosecante Z' O del 
arco A C E F es negativa, decrece al aumentar 
el arco, y para 270°, cosec=—1. 

En el cuarto cuadrante, la cosecante Z' O 
del arco A C E G H es negativa, crece al au-
mentar él arco, y cuando éste llega á ser de 
360° su cosec=— co. 

754.—Si el punto móvil recorre la circunfe-
rencia en el sentido A H G F . . . . engendrará 
los arcos negativos, y en el primer cuadrante 
A G !a cosecante Z' O será negativa, decrecerá 
al aumentar el arco y para —90° será igual á 
—1. En el segundo cuadrante negativo G E la 
cosec. Z' O es negativa, crece como el arco y 

para —180° es igual á — co. En el tercer cuadrante negativo E C, la 
cosecante Z O es positiva, decrece al aumentar el arco A G E D y para 
—270° es igual á +1 . En el cuarto cuadrante también es positiva, pe-
ro crece al aumentar el arco A G E C B, y para —360° es igual á . 
Resulta que la cosecante de un arco negativo', tiene signo contrario al 
.que tendría si el arco fuese positivo y experimenta variaciones idénti-
cas, por lo que 

cosec(—á)=—cosec. a 
Como si á un arco se le agrega 360° una ó varías veoes, la cosecante 

vuelve á tener el mismo valor con igual signo, este arco de 300° es la 
amplitud del período de la cosecante. 



755. —Examinaremos la relación qno hay entre la c o l a n t e | un 
arco y fe * - suplemento. La cosecante del arco A G D e ^ O. S i t e 
mamos A B = D E, suplemento de A C D, la cosecante de A B es la 
" i ^ a recta Z O q ^ h! de A C D. Luego, fe de un arco es 
igual y del mismo signo que la de su suplemeiüo 

Si al arco A B le agregamos 180" resultara el A C E T cuya coseca. 
te Z' O será igual á la Z O de A B pero de signo contrario. Luego, 

cosec.a=—cosec(180 + a) 

-56 - C o m o se habrá notado, los valores de la cosecante varían en-
t , y e i l t r e _ i y — - x sin que en ningún caso sean meno-
i : ^ 1 n e cosecante obtenga todos l e y e r e s e 

que es susceptible, baste «na va.ac.on en el arco de % a 2 .0 , 
se atiende á los signos, basta que la variación sea de 0 a 90 . 

7 5 7 - V a m o s , por último, á determinar todos los arcos 
J t e n e c ^ a misma cosecante positiva O Z. Lleva» o de O a Z en la 
T 358 H magnitud de la cosecante dada y tirando las tangentes Z B 
5 y D » tendrán los arcos A B, y A 0 D á que corresponde dicha co-

o ^ e P o ademas pertenecerá á todos los que resulten de- agreda i 
P i o r na ó varias veces 360°. Si representamos por a el arco A B = D L, 

' f r v X áreos variables que tienen la misma cosecante y por » un 

número entero cualquiera, se tiene: 

Z 0=eosec x=cosec x' 
x = a + n . 3 6 0 ° x ' = ( l S 0 ° - í 0 - f n . 3 6 0 o 

6 ' S ' = 1 8 0 ° ( 2 n + 1 > — a 

S i l , cosecante es negativa, la llevaremos de O á T , tiraremos las 
taueentes Z H v Z' F v la misma cosecante pertenecerá a los arcos 
A T F G II A C E F y á todos los que resulten de agregarles una o 
t n a f v e c f s ' 3 ^ L i j a n d o . el arco A H = F E = B A, tendrán por 
expresion los arcos que tienen por cosecante a ¿ O : 

x=(3G0—a) +n.360=360(n + 1)—a 
x '= (180° + a) + n. 360°=180' (2 n + 1 ) + a 

Si se conoce uno de los arcos á que pertenece una cosecante se de-
terminarán todos los demás agregándole un mult.plo cu^qu era de 
360° que es nn número par de semi-círcunferencias; pero si se le agre 

ga un' número impar de semi-cireunferencias, se obtendrán lo3 arcos 
que tienen cosecantes de la misma magnitud pero con signo contrario. 

No nos ocuparemos del seno y coseno verso por ser líneas trigonomé-
tricas de poco uso, haciendo notar solamente que no se consideran co-
mo negativas, y que sus límites son 0 y 1. 

753.—ARCOS COMPLEMENTA RÍOS.—Del examen minucioso que he-
mos hecho de todos los valores que puedan tener las líneas trigonomé-
tricas, al pasar un arco desde —oo hasta +co resulta, que cuando se 
prescinde de los signos, una línea trigonométrica adquiere todas las 
magnitudes de que es suscéptible cuando el arco cambia de 0o á 90°; 
pero si ademas de la línea trigonométrica directa, se considera la indi-
recta que le es correlativa, esto es, la «jue corresponde á su complemen-
to, bastará la variaciou de 0 o á 45" para tener todos los valores de cada 
línea trigonométrica. En efecto, por las definiciones de las lineas tri-
gonométricas indirectas, hemos visto que el coseno de un arco es el se-
no de su complemento; que la cotangente do un arco es la tangente de 
su complemento, etc., y recíprocamente. Así, pues, 

sen.a=co8.<90°—a) 
tang.a=cot.(90°—a) 
see. a = c o s e c . (00°—a) 
sen. ver.a=cos. ver. (90°—a) 

y como por otra parte hemos visto que cuando se busca la línea trigo-
nométrica de un arco ± A de un gran número do grados, hay siempre 
un arco ± a < 9 0 ° que tiene la misma linea trigonométrica, resulta que 
la determinación de ésta queda reducida á la de arcos menores que"45° 
cuando se tienen reglas para fijar los signos de las expresadas líneas 
trigonométricas. 

Cuando se consideran arcos de nn gran número de grados, los com-
plementos se estiman con respecto á la línea que en nuestras figuras 
heñios señalado de 90° á 270°. y se llama complemento de un arco lo que 
con respecto á un número impar cualquiera de cuadrantes le falta ó le 
sobra. 

Los suplementos se estiniau con respecto á la línea 0°, 180°, y se lla-
ma suplemento de un arco lo que con respecto á un número par de cua-
drantes le falta ó le sobra. 

7 5 9 . — L E Y E S DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS DEDUCIDAS DE SUS 
FÓRMULAS.—En todo lo que antecede hemos determinado los valores y 
signos de las líneas trigonométricas, observando en la correspondiente 

003.3=5611.(90''—a) 
cot.a=tang.(90°—a) . 
e< >sec. a=see. (90°—a) 
eos. ver. a=sen. ver. (90o— a) 



figura cuál es la magnitud y la dirección de la línea que se considera 
p;u-a un arco dado; pero conociendo los valores del seno y coseno para 
un arco, puede deducirse el de las demás líneas trigonométricas analí-
ticamente, fundándose en las fórmulas generales que hemos demostra-
do en el número 729. 

Pe las consideraciones geométricas que hemos explicado en los nú-
meros 733 y 73S, resulta que los valores y variaciones del seno y coseno 
son las que constan en la siguiente tabla: 

Arco 
de 0 ° 

En el I e r - eaa-
draute. 

Ario 
de 9ü" 

En el 2 o « l a -
drante. 

Arco 
ife 180" 

En el 3 e r - eoa-
draate. 

Arco 
de 270 

En t ! 4 « l a -
drante. 

Seno 
Coseno 

0 
+ 1 

+crece 
+decrece 

- ¡ - 1 
0 

+ decrece 
—crece 

0 
— 1 

—crece 
—decrece 

— 1 
0 

—decrece 
+ crece 

Por otra parte, las fórmulas de las otras líneas trigonométricas, son: 

t a n g . a = - - ^ , c o t . a = — í — , s e c . a = - J — , c o s e c . a = - i -
6 eos. a tang.a cos.a sen.a 

En consecuencia, el signo de la tangente dependerá del que tengan 
el seno y coseno. En los cuadiantes Io y 3C en que ambas líneas tieneu 
el mismo signo la tangente es positiva, y negativa en el 2° y 4o en que 
los signos del seno y coseno son diferentes. Las variaciones de la tan-
gente dependen de las que tengan los términos del quebrado 

v como cuando el seno aumenta el coseno disminuye, y vice-versa. re-
sulta que ambas variaciones cooperan al mismo fin, así os que la tan-
gente seguirá variaciones análogas á las que tiene el seno, que es el 
numerador de su valor, ó inversas á las del coseno; esto es, crecerá en 
el }° y 3er- cuadrante, disminuyendo en el 2" y 4o. Cuando el numera-
dor (el seno) sea 0, también lo será el valor de la tangente, y cuando 
el denominador (el coseno) sea 0, la tangente será infinita. E¿to es, 
será nula cuando el arco sea 0o ó 1S0°, é infinita cuando sea de 90° ó 
de 270°. 

Respecto de la cotangente, siendo su expresión — — en la que el 

numerador es constante y positivo, su signo dependerá y será igual al 

de la tangente, siendo positiva en el I o y 3er- cuadrante, v negativa en 
el 2o y 4o. Como al crecer la tangente, que es el denominador de la 
expresión de la cotangente, disminuirá ésta, resulta que las variaciones 
de la cotangente son inversas de las de la tangente, esto es, decrece en 
el I o y 3er- cuadrante, y crece en el 2o y 4o. Cuando la tangente es nula 
en 0o y 180° la cotangente será infinita, y cuando la tangente es oc en 
90° y 270° la cotangente será 0. 

•t 
En cuanto á la secante, cuya expresión es —-—, su signo será el del cos.a 

coseno siendo positiva en el I o y 4o cuadrante, y negativa en el 2o y 3o. 
Las variaciones de la secaute serán opuestas á las del coseno, esto es, 
crecerá en el I o y 3er cuadrante, y decrecerá en el 2o y 4o . En los ar-
cos de 0o y 180° en los que el coseno es igual á +1 y á —1 la secante 
será +1 y —1, y en los arcos de 90° y 270° en los que el coseno es 0 la 
secante es infinita. 

• 

Por último, la cosecante cuya expresión es — - — , tendrá el mismo 
sen.a 

signo que el seno, siendo positiva en el I o y 2o cuadrantes, y negativa 
en en el 3o y 4o. Sus variaciones serán inversas de las del seno, que es 
el denominador de su valor, por lo que decrece en el I o y 3er-cuadran-
tes, y crece en el 2o y 4o. Para losfarcos de 0o y 180° en los que el seno 
es nulo, la cosecaute es infinita, y para 90° y 270° en los que el seno es-

+1 y —1 la cosecante es igual á + 1 y á —1. 
De la fórmula scira-f cos s a=l 

inferimos que cuando el seno aumenta, el coseno disminuye, supuesto 
que la suma de sus cuadrados es constante, y que el mayor valor de 
cualquiera de estas líneas es el radio, en razón de que un sumando no 
puede ser mayor que la suma. 

De la fórmula sen.ver.a=l—cos.a 

inferimos qne el seno verso nunca es negativo, supuesto que el cosen 
no puede ser mayor que 1. 

7 6 0 . — R E P R E S E N T A C I Ó N DE LOS V A L O R E S C O R R E L A T I V O S . — C o n el o b -
jeto de facilitar á los alumnos que retengan en la memoria los valores 



correlativos délas líneas trigonométricas, indicaremos en la fig. 359 
los signos qne tienen en cada cuadrante, y sus valores al principio y 
fin de cada uno de ellos. 

761.—LEYES DE LOS VALORES CORRELATIVOS.—Vamos á procurar 
cifrar en un corto número de reglas las leyes que hemos observado y 
que se verifican en los valores de las líneas trigonométricas al pasar un 
arco positivo por sns diversas magnitudes. Consideraremos de cada lí-
nea'trigonométrica los signos; en qué cuadrante crece y en cuáles de-
crece; sus valores límites; la amplitud del período; la relación de las lí-
neas de los arcos suplementarios y complementarios; y por último, ha-
remos notar las analogías que hay entre las variaciones de diversas lí-
neas. 

SIGNOS.—Tienen el mismo signo la tangente y la cotangente, el se-
no y la cosecante, el coseno y la secante. Todas las líneas trigonomé-
tricas son positivas en el 1er- cuadrante, y lo son igualmente en el 2° el 
seno y la cosecante, en el 3o la tangente y la cotangente, y en el 4o el 
coseno y la secante; siendo negativas en los otros dos cuadrantes. 

VARIACIONES.—Las variaciones en magnitud de todas las lineas-son 
alternativas al pasar d f o n cuadrante al siguiente. Esto es, si crece en 
el Io, decrecerá el 2°, crecerá el 3° y decrecerá en el 4o. Todas las hneas 

directas, seno, tangente y secante crecen en el I o y 3er- cuadrante; y las 
indirectas, coseno, cotangente y cosecante, decrecen en el Io y 3er- cua-
drante; experimentando unas y otras variaciones en sentido inverso en 
los otroa cuadrantes. 

VALORES LÍMITES.—El seno y coseno varían de 0 á + 1 y á — 1 . La 
tangente y la cotangente de + cc á — ce. La secante y la cosecante del 
oo á ± 1 . 

AMPLITUD DEL PERÍODO.—Para la tangente y 
1S0°, y de 360° para todas las demás. 

la cotangente es de 

ARCOS SUPLEMENTARIOS.—El seno y la cosecante de un arco son 
iguales y del mismo signo qne el seno y la cosecante de su suplemento. 
Las otras líneas son iguales pero tienen signo contrario. 

ARCOS COMPLEMENTARIOS.—Prescindiendo del signo, cualquiera lí-
nea trigonométrica directa es igual á la indirecta de su complemento. 

ANALOGÍAS.—Tienen el mismo signo el seno y la cosecante, la tan-
gente y la cotangente, el coseno y la secante. En un cuadrante deter-
minado todas las líneas directas crecen ó todas deerecep, mientras qne 
en el mismo cuadrante todas las indirectas experimentan variaciones 
contrarias. Los valores límites de las lír.cas directas son iguales á los 
de sus indirectas. 

76?.—Terminaremos esta parte poniendo nna tabla dé los valores 
correlativos de los arcos y de las líneas trigonométricas, que los estu-
diantes podrán consultar en caso de duda, y dando la siguieute 

DEFINICIÓN.— Se entiende por valores correlativos, la dependencia 
qne existe entre el valor de un arco y la magnitud y signo de sus res-
pectivas líneas trigonométricas. 

El estudio de los valores correlativos tiene por objeto observar las 
variaciones que en el valor de l.is líneas trigonométricas produce el cam-
bio de magnitud ó de signo del arco, y determinar el arco menor que 
un cnadrante, cuya linca trigonométrica es igual á la del arco dado. 

P S 5 S = ? 
^ Í S » * * * * * * ' 
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TABLA 

DE LOS VALORES CORRELATIVOS DE LAS L Í N E A S TRIGONOMÉTRICAS. 

ARCOS " SENO COS TANG COT SEC COSEC 

0 o 0 1 0 co 1 co 

a + sen a + eos a + tang a + eot a + sec a + cosec a 

— a —sen a + cos a —tang a —cot a + sec a —cosce a 

90"—a + eos a + sen a + cot a + tang a + cosec a -t-sec a 

90° 1 0 CO 0 CO 1 

90° + a + eos a —sen a —cot a —tang a —cosec a + sec a 

180°—a + sen a —eos a —tang a —cot a —sec a + cosec a 

180° 0 — 1 0 co —1 en 

180" + a —sen a —oos a + tang a + cot a —sec a - -cosec a 

2 7 0 ° - a — eos a —sen a + cot a + tang a —cosec a —sec a 

270° —1 0 co 0 co - 1 

270° + a — eos a + sen a —cot a —tang a +cosec a —sec a 

360 o —a —sen a + cos a —tang a —cot a + sec a —cosec a 

360° 0 1 0 | cc 1 cc 

360° + a + sen a + cos a + tang a + cot a + sec a +cosec a 

n. 3 6 0 o — a —sen a + cos a —tang a —cot a + see a —cosec a 

n. 3 6 0 ° + a + sen a + cos a + tang a + cot a + sec a + cosec ; 

1)130»—a + sen a —eos a —tang a —cot a —sec a + cosec i 

!,2k4-l)!80°+a —sen a —eos a + tang a + c o t a —sec a —cosec a 

y = sen x y = eos x y = tang x etc. 

| en las que tanto y, como el arco z son cantidades variables se les Huma 
| funciones circulares directas. De ellas resultan las siguientes: 

x = are. (sen y) x = are. (eos y) x = are. (tang y) etc. 

es decir, x=arco cuyo seno es y, x = a r c o cuyo co-eno es y, etc., que 
se les llama funciones circulares inversas. Por loque liemos explicado 
antes, se ve que las función»« inversas son completamente indetermi-
nadas existiendo una infinidad de arcos que corresponden á la misma 
línea trigonométrica. Cuando se usan estas funciones inversas, para el 
seno, la cosecante, la éar.g'-nfcey la cotangente implícitamente se supo-
ne que los arcos están comprendidos entre —9ü° y +90°; y cuando se 
usan para el coseno y la secante, se snpone que el arco está comprendi-
do entre 0o y 180". Con esta restricción las expresiones 

x = are. (sen y) x — are. (eos y) etc. 

resultan determinadas y pueden emplearse como funciones circulares. 

764.—PROBLEMAS.—I. Determinar las lineas trigonométricas del ar-
co de. 120°. 

El seno de 120° será igual al de su suplemento, que en nuestro caso 
es de 60° y del mismo signo. Como el seno de 60°=^ 

sen. 120"=4 ^ 3 

El coseno de 120° será negativo é igual al seno de 30°, que es el ex-
ceso sobre 90c. Esto es: 

eos. 120"=—£ 

*»* í — A 

cot. 120° = 
tang L20 y' j j 
_ 1 

eos 120" 
sec. 120°= l =1-=- — 4 = — 2 

cosce. 120 '= - = 1 - í - 4 a / 5 = 1 L 
sen. 120" 



u 
II-—Determinar las líneas trigonométricas del arco de 225°. 

Estando el arco comprendido entre ISO" y 270°, sabemos que en el' 
3er-cuadrante, son positivas la tangente y la cotangente, y negativas 
todas las demás. Si del arco de 225° restarnos 180° quedan 45° cuyas lí-: 
neas trigonométricas tendrán el mismo valor que las del arco do 225° 
Por tanto: . 

sen. 225"=—sen.45 p =—- 1 — 
V 2 

COS. 225°= L 
V 2 

tang. 225°=cot. 2 2 5 ° = + 1 

sec. 225° = cosec. 225° ==— 

III.—Determinar las lineas trigonométricas, del arco de 25S0°. 

Si dividimos 2580" por 360° nos queda de resta 60°, luego las líneas 
trigonométricas de 2580" serán las de 60° y por estar este arco en el re-
cuadrante, todas las líneas trigonométricas serán positivas. Esto es, 

sen. 25S0° = h V 3 
eos. , , = 4 
tang. „ = y ^ 

1 

cot. „ == -— 
V 3 

sec. „ = 2 

COSCO. ,, = —— 
V 3 

IV. — Determinar las líneas trigonométricas del arco negativo. 
—2400°. 

Dividiendo 2460° por 300° se tiene la resta 300*; luego las líneas tri-
gonométricas de 24<iü° tendrán la misma magnitud que las del an o de. 
300°. Para determinar su signo, notaremos que en c-1 4" cuadrante ne-
gativo, el seno y él coseno 6<>n positivos, así como todas las domas li-
ncas trigonométricas. Como la diferencia de 300° á 360 es 60" las li-

neas que buscamos son las que corresponden á 60° por su valor absolu-
to, afectándolas del signo correspondiente á'—300". Así, pms, 

sen. • —2460" = + * V 3 
COS. + i 

tang. >> = + V a 

cot. JJ 

sec. » 2 

cosec. 2 

V.—¿A qué arcos corresponden los mismos senos y las mismas cose-
cantes? 

A los arcos suplementarios y á todos los que resultan de agregar á 
uno y á otro una y varias veces 360°. 

VI.—¿A qué arcos corresponden las mismas tangentes y cotan-
gentes? 

A los que resultan de agregar al arco que tiene la tangente ó la co-
tangente dada, una ó varias vt'Ces 180°. 

VII .—¿A qué arcos corresponden los mismos cosenos y las mismas , 
secantes? 

A todos los que resulten do agregar uua 6 varias veces 360" al arco 
qne tiene el coseno 6 la secante dada. 

VIII.—¿Cuáles son los valores délos arcos, cuyas líneas trigonomé-
tricas son: 1° seno = — 2 o tang. ——1, y 3° sec .= + 2 ? 

1° Siendo el seno — | negativo, corresponderá á un arco negativo ó 
á uno que esté en el 4° ó 3er- cuadrante. Como ^ = s e n . 30, tomando 
el arco negativo podrá corresponder á los arcos —30, y —150 que es 
su suplemento y á todos los que resulten de agregarles una ó varias ve-
ces —360°. Tomando los arcos positivos, —A es el seno de 180° +- 30° 
=210 y de 360° —30° =330°, y ademas de todos los qne resulten de 
agregarles una ó varias veces 360". 

2° La tang. ——1 corresponderá,á nn arco negativo del 1° y 3er- cua-
drante, ó á uno positivo comprendido en el 2° y 4° cuadrante. Como 
1-= tan. 45°. Los arcos negativos á que puede corresponder, serán: 
—x = —45 — n. 180° y los positivos x = (1S0"— 45 ) + n.l80° =135° 
+ n. 180°. 



3o Como la secante es positiva en el I o y 4o cuadrante y 2 =sec . 60° 
la secante igual á 2 corresponderá álos arcos de 60° y 360o—60 =300° 
y á todos los que resulten de agregarles n. veces 360°. 

IX .—¿A qué arcos corresponden: I o cotangente = — 7 2° 
eos. = i 

I o Considerando los arcos positivos, teniendo presente que la, cotan-
gente es negativa en el 2o y 4o, cuadrantes, que cot. 30° = V 3 7 f t u e 

el período de la cotangente es el arco de 180°, resulta que los arcos a 
que pertenece c o t . = — ^ 3 serán: x = —30° +n . 180°. Los arcos ncga-
tivos que tienen la misma cotangente, serán — x = —30—n. 180°.. ^ ^ 

2o Los arcos á que pertenece eos. = 4 serán ± 45° y ± 315 — 
360o—45 y todos los que resulten de agregarles ± n. 360°. 

Fórmalas generales de las líneas trigonométricas. 

7 6 5 . — FORMULAS RELATIVAS A L SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS 

A R<*OS. — Conocidos los senos y cosenos de dos arcos ayb, se traía de de-
terminar la expresión del seno y coseno de la suma y diferencia de estos 
ureos• 

Sea AB=a( f ig . 360) y B O = b ; tendremos A C = a + b 

BD=sen.a. D 0=eos .a , C E^=sen.b, E 0 = e o s . b 

C 11=sen. (a + b), H O = c o s . ( a + b ) 
Por el punto E, pié del seno del arco C B, tire-

mos E F perpendicular á A O y E G paralela á este 
radio, y nos resultarán los triángulos E F O y E G C semejantes a 
B 1) O, el primero por ser E F paralela á B D y el segundo por ser los 
lados de 1 0 0 perpendiculares á los de B D O. De la inspección de 
la figura resulta: 

C H=sen. ( a + b ) = E F + € G (A) 
H 0 = c o s . ( a + b ) = 0 F - E G (B) 

Vamos á determinar los valores de las cuatro rectas, E F, C G, O F 
v E G, en función de los senos y cosenos de a y de b, á cuyo fin com-
pararemos los triángulos E F O y B G C con su semejante B D O. 

Así, pues, 

r . T ' p e n . a cns h 
E F : E O : : B D : B O ó E F : cos.b :: sen.a : r, luego B * — - — 

, i r , _ s e n . b co?.a 
C G : C E : : D O : B O C G : sen.b :: cos.a : r C 

eos a ro ' .b 
O F : E O :: D O : B O O F : cos.b :: cos.a : r O F -

E G : C E :: B D •. B O E G : sen.b :: sen.a : r E G = 
sen.a sen.b 

Sustituyendo los valores de estas cuatro líneas en las ecuaciones 
(A) y (B), resulta: 

sen. (a+b)= sen.a cos.b + sen.b eos.a 

eos. (a + b) = 
eos .a eos.b—sen.a sen.b 

y haciendo r = l , como 
fórmulas: 

anteriormente, á fin do simplificar nuestras 

eeu.(a-»-b)=sen.a cos.b + sen.b cos.a . . . ( 1 2 ) 
eos.(a +b )=cos .a eos.b—sen.a sen.b (13) 

Como las fórmulas que anteceden se han sacado geométricamente de 
una figura en la que se ha supuesto a + b < 9 0 ° y en la ^ 
positivos, vamos á demostrar analíticamente que son aplicables a odos 
L casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos. Para llegar 
á esta conclusión general demostraremos: 1° que las 
las subsisten para todos los valores de a y de b comprendido» ent c 0 y 
90°; 2° que subsisten igualmente cuando á cualquiera de losarco»sele 
agrega 90°; 3° que son aplicables para todos los valores positivos de los 
arcos; y 4° que lo son igualmente para los valores negativos. 

1 o.-Las fórmulas (12) y (^subsisten para todos los valores de a y 
de b comprendidos entre 0o y 90°. 

Habiéndose establecido estas fórmulas para el caso en que a + b < 9 0 ° , 
vamo3 á suponer que se tenga: 

a + b > 9 0 ° 

Sean a' y V los complementos respectivos de a y de b, tendremos: 



a=90°—a ' 
b = 9 0 ° — b ' 

Sumando estas ecuaciones: a + b= lS9°—(a ' + b'). Así, pues, ( a + b) 
es suplemento de (a' + b')_ 

•Despejando a' + b '=180°—(a + b) 

y como (a + b ) > 9 0 ° se infiere a '+ b '<90° , por lo cual las fórmulas (12) 
y (13) serán aplicables para los arcos a' y b'. Esto es, 

sen.(a' + b ' )=sen.a' cos.b '+sen.b ' cos.a' 

y como el seno de un arco (a' + b') es igual y del mismo signo que el 
de su suplemento (a + b), y el seno de un arco es igual al coseno de su 
complemento y recíprocamente, sustituyendo en la última expresión, 
resulta: 

seD.(a + b)=cos .a seu.b+cos.b sen. a 
ordenando sen.(a+b)=sen.a cos.b + seu.b cos.a 

luego la fórmula (12) subsiste cuando (a + b) > 9 0 ° lo mismo que cuan-
do era menor que 90°. 

Sieudo aplicable la fórmula (13) demostrada geométricamente para 
los arcos a' y b' tendremos: 

cos.(a' + b ' )=cos .a ' cos.b'—sen.a' sen.b' 

Como el coseno de un arco ( a ' + b ' ) es igual al coseno de su suple-
mento (a + b) tomado con signo contrario, y el seno dé un arco es 
igual al coseno de su complemento y recíprocamente, sustituyendo, 
resulta: 

—cos.(a + b)=sen.a sen.b—cos.a cos.b 
cambiando signos cos.(a + b)=cos .a cos.b—sen.a een.b 

luego la fórmula (,13) subsiste para el caso en que (a + b ) > 9 0 ° . 

2o—Las fórmulas (12) y (13) subsisten igualmente 'cuando á cual-
quiera de los arcos a <5 b se le agrega 90°. 

Por la hipótesis, las fórmulas (12) y (13) siendo aplicables á les ar-
óos a y b, se üeiro: 

sen.(a + b)=sen.a eos.b +sen.b cos.a 
cos.(a + b )=ccs .a cos.b—sen.a sen.b 

Si á uno de estos arcos, a por ejemplo, le agregamos 90°, tendremos: 

a ' = a +*90° 

de donde a=a '—90° 

Sustituyendo en las fórmulas anteriores, se tiene: 

sen.(a' + b—90°)=sen.(a'-«-90o) eos.b + sen.b eos.(a'—90°) (A) cos.(a' f b—90°)=cos.(a '—90°) cos.b—sen.(a'—90°) sen b . . . . ( B ; 

Fundándonos en qne sen.(—a)=—sen.a y en que cos.(—a)=cos.a, 
y en que sen (90°—a)=cos.a y en quecos.(90°—a)==3en.a, tendremos: 

sen. (a' + b—90°)=—sen. (90o—(a' + b) )=—eos. (a' + b) 
sen ,(a'—90°)=—sen. (90o—a')=—C03. a' 
eos. (a '—90°)=cos. (90°—a')=sen. a' 
COS. (a' + b—90°)=cos. (90o—(a' + b) )=sen. (a + b) 

y sustituyendo se trasformará 

la expresión (A) en —cos.(a' + b )=—cos .a ' cos.b + sen.b sen.a' 
cambiando signos: cos.(a' + b)=cos .a ' cos.b—sen.a' sen.b 
y la (B) en sen.(a' + b)=sen.a' eos. b +cos.a ' sen.b 

luego las fórmulas (12) y (13) subsisten igualmente cuando á uno de 
los arcos a se le agrega 90°, y se trasforma eu a\ 

3°—Las fórmulas (12) y (13) son aplicables para todos los valores 
positivos de los arcos a y b. 

Supongamos, en efecto, que los arcos positivos a y b contengan res-
pectivamente el primero m cuadrautes y el segundo n cuadrantes, de 
modo que 

a=m.90° + a' 
b = n . 9 0 ° + b' 

Como a' y b' son ambo3 menores que 90°, para ellos serán aplicables 
la3 fórmulas (12) y (13), y se tendrá: 

8en. (a '+b ' )=sen.a ' cos.b' + sen.b' co3.a' 
cos.(a' + b ' )=cos .a ' cos.b'—sen.a' sen.b' 

J 



Ahora bien: como según el principio 3o, estas fórmulas subsisten si 
sucesivamente se agrega á a' ó b' una, dos, t r e s . . . . etc., veces, 9 0 , re-
sulta que subsistirán para el caso en que a 'se convierta en a ' + m „0 ==a 
y b' se cambie en b' + n 9 0 ° = b , en consecuencia las fórmulas (12) y ( id ) 
son aplicables á dos arcos positivos, cualquiera que sea su magnitud. 

V-Las fórmulas (12) y (13) son también aplicables para cuando 
a y b son negativos. 

Supongamos que cualquiera de estos arcos, ó ambos sean negati-
vos, y designemos por m y n números bastante grandes para que 
m.360° a = a ' y n .360°—b=b ' dén los arcos a' j b ' positivos. Para es-
tos arcos serán aplicables las fórmulas, (12) y (13) y se tendrá: 

sen. (a '+b ' )=sen.a ' cos.b' + sen.b' cos.a' (12) 

sustituyendo por a' y b' sus valores: 
a '=m.360°—a y b '=n .360°—b 

sen. [ (m + n)360°—(a + b)]=sen.(m.360° a)cos.(n.360°—b) 

+ sen. (n. 360°—b)cos.(m.360°—a) 

Recordando que sen.m.3C0°—a=— sen.a 

y q n e eos. m. 360o—a = + eos. a 

tendremos: 

— s e n . ( a + b ) = — sen.a cos.b—sen.b cos.a 

y cambiando signos resulta: 

sen. (a+b)=sen.a cos.b + sen.b cos.a 

que es la fórmula (12) aplicada á los arcos negativos a y b . 

Ahora cos.(»' + b ' )=co8.a ' cos.b—sen.a' s en .b ' . . . . (13) 

sustituyendo: eos. [ (m + n)360°—(a + b) ] = c o s . (m.360o—a)cos. (n. 360o—b) 
—sen.(m.360°—a)6en.(n.360°—b) 

5 eos. (a + b) =eos. a eos. b—sen .a sen. b 

que es la fórmula (13) aplicada á los arcos negativos. 
En consecuencia, la generalidad de las fórmulas (12) y (13) queda 

completamente establecida. 

De paso haremos notar, que como se habrá observado al tratar del 
2o principio, la fórmula (13) puede deducirse de la (12) y recíproca-
mente reemplazando a por 90o + a, ó b por 9 0 ° + b. 

7 6 6 . — S E N O T COSENO DE LA. DIFERENCIA DE DOS A R C O S . — S i e n l a s 
fórmulas (12) y (13) reemplazamos + b por —b, y recordamos que 
sen.(—a)=—sen.a y que cos.(—a)=cos.a, tendremos: 

sen.(a—b)=sen.a cos.b—sen.b cos.a (14) 
co8.(a—b)=cos.a cos.b + sen.a sen.b (15) 

7 6 7 . — S E N O Y COSENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA D E VARIOS ARCOS. 
—Si en la fórmula (12) reemplazamos el arco b por b + c, tendremos: 

sen. (a + b + c) =sen.a eos . (b+c) + sen. (b + e)eos.a 

poniendo por cos.(b-l-c) y sen.(b + c) sus valores conforme á las fór-
mulas (12) y (13) se tiene: 

sen. (a+b + c)=sen.a(cos.b cos.c—sen.b sen.c) f (sen.b cos.c+sen.c 
cos.b) eos. a 

sen.(a + b + c )=sen.a cos.b. cos.c + sen.b cos.a cos.c + sen.c cos.a cos.b 
—sen.a sen.b sen.c (16) 

Si en esta fórmula reemplazáramos el arco c por c + d, fácilmente ob-
tendríamos la expresión del sen.(a + b + c + d), y se concibe el procedi-
miento que habria que emplear para obtener el seno de la suma de un 
número cualquiera de arcos. 

Ahora, si en la fórmula (13) reemplazamos b por b+c, tendremos: 

c o 8 . ( a + b + c ) + eos.a eos.(b+c)—sen.a sen . (b+e) 

poniendo por eos. [b + c ] y por sen.[b + c ] sus valores, se tiene: 

e o s . [ a + b + c ] = c o s . a [cos.b cos.c—sen.b sen.c]—sen.a [sen.b cos.c 
+sen.c cos.b] 

c o s . [ a+b+c ]—cos .a cos.b cos.c—cosft sen.b sen.c—cos.b sen.a sen.c 
—cos.c sen.a sen.b [17] 

Si en las fórmulas [16] y [17] cambiamos signos á I03 arcos ¿ y e , 
resulta: 



s e n > [ a _ b — c ] = s e n . a cos.b eoe. c—sen. b cos.a cos.c 
—sen.c cos.a cos.b—sen.a sen.b sen.c [18] 

eos.[a b—c]=cos .a cos.b cos.c—cos.a sen.b sen.c 
+ cos.b sen.as^n.c+cos.c sen.a sen.b [19] 

De este modo pneden obtenerse las expresiones del seno y coseno de 
la diferencia entre un arco a y un número cualquiera b, c, d 

7 6 8 . — T A N G E N T E Y COTANGENTE DE LA SUMA Y LA D I F E R E N C I A . — 

Hemos visto [729] que 

t a n g . a = i ? ^ , lnego 
cos.a 

r . , - , sen. [ a + b ] 

poniendo por sen . [a+b ] y por c o s . [ a + b ] sus valores [12] y [13] 
/ 

sen.a cos.b +sen.b cos.a tang. [a + b]= cos.a cos.b—sen.a sen.b 

dividiendo todos los términos por cos.a cos.b, se tiene: 
sen.a cos.b ^ sen.b cos. a -
cos.a co8.b ' eos.a eos.b 

tang.[a + b ] = CQg a C 0 8 X " s e n . a sen.b 
cos.a cos.b cos.a cos.b 

reduciendo, y teniendo presente que J ^ = t a n g . a , resulta: 

I . tang.a+tang.b . . . ( 2 0 ) tang. [ a + b ] 1 ) 

Si en esta expresión cambiamos + b por - b , y recordamos que 
tang.[—b]=—tang.b, ee tiene: # 

t a n g . [ a - b ] = J ^ Z ^ Í L . . . . [ 2 l ] 
J i + taDg.a tang.b 

Si en la fórmula [20^reemplazamos el arco b por b+c, tendremos: 

tang, [ a + b + c ] = tang.a+ t a ^ . [ b + c ^ 
1—taug.a tang. [ b + c ] 

poniendo por tang. [b + c ] su valor 

tang, a + tang.b + tang.c 
1—tang.b tang.c 

1—tang.b tang.c 

incorporando el entero al quebrado, tanto en el numerador como en el 
denominador , 

tang.»—tang.a tang.b tang.c + tang.b+tang.c 
r , 1—tang.b tang.c 

tang . [a+b + c j — 1 _ t a n g b tang.c—tang.a tang.b—tang.a tang.c 
1—tang.b tang.c 

multiplicando el numerador y el denominador por (1—tang.b tang.c) 
y ordenando los términos resulta: 

tang. ( g + b + c ) - tang.a + tang.b + tang.c tang.a tang.b tang.c ^ 
' ' ' 1—tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang.b tang.c 

Si cambiamos los signos á los arcos b y c, sus tangentes serán nega-
tivas y tendremos: 

tang. ( n - b - c ) ~ tang.a—tang.b-tang.c - tang.a tang.b tang.c ^ 
1 -J-tang.a tang.b + tang.a tang.c—tang.b tang.c 

Se comprende que empleando el mismo procedimiento obtendríamos 
las expresiones de tang.(a + b + c + d + . . . ) y tang. (a—b—c—d— ) 

Como c o t . a = — t e n d r e m o s : 
sen.a 

t , v\ COS. ( a + b ) cos.a cos.b—sen.a sen.b cot.(a + b ) = i- -L = 
sen. (a + b) sen.9 C03.U+sen.b cos.a 

dividiendo todos los términos por sen.a sen.b 

cos.a cos.b sen.a sen.b 
sen.a sen.b sen.a sen.b 

cot. (a + b)— g e n a c o s_b sen.b cos.a 
een.asen.b ' ecn.asen.b 



reduciendo, y en virtud de que _™?^-=eot .a , resulta: 
' J eeu.a 

, , cot.a cot.b—1 . . . (24) cot. ( a + b > = — — - — v cot.b + cot.a 

Si se reemplaza+b por—b, y se tiene presente que c o t . ( — c o t . a , 
se tiene: 

/ i \ —cot.aeot.b—1 
cot. (a—b)= --¡— ¡—-— v ' —cot.b + cot.a 

cambiando signos al numerador y al denominador, resulta: 

i. ,„ w — c o t a c o t b + 1 cot. (a—b)= —v" r— ' cot.b—cot.a 

Empleando el mismo procedimiento que con la tangente, se pueden 
fácilmente determinar las expresiones de cot.(a + b + c), cot.(a—b—c), 
cot. ( a ± b ± c ± d ) 

7 6 9 . — F Ó R M U L A S DE LOS ARCOS MÚLTIPLOS.—Si en la expresión 

sen. (a+b)=sen .a cos.b + sen.b cos.a 

hacemos b=a, resultará: 

sen. 2 a = 2 sen.a (26) 

Si en 1% expresión: 

eos. ( a+b )=cos .a cos.b—sen.a sen.b 

hacemos b=a, resultará: 

eos. 2 a=cos*a—sen'a (27) 

Para obtener sen.3 a haremos en la expresión (12) de sen. (a + b), 
b=2a, y tendremos: 

sen. 3 a=sen.a eos. 2 a + sen. 2 a eos.a 

sustituyendo por sen .2 a y por eos.2 a sus valores (26) y (27): 

Ben. 3 a=sen.a (cos-a—sen*a) + 2 sen.a.eos.a.eos.a 
=sen.a cos'a—sensa + 2 sen.a cos'a=3 sen.a cos'a—sen'a 
= 3 sen.a (1—sen®a)—sonsa 

sen. 3 a=S sen.a—4 ( 2 S ) 
Para obtener cos.3 a, en la expresión (13) de eos. (a + b) haremos 

b—2 a, y tendremos: 
cos.3 a=cos.a cos.2 a—sen.a sen.2 a 

Sustituyendo por sen.2 a y por eos.2 a sus valores, se tiene: 

cos.3 a=eos.a ( c o s ' a - s e n ^ - s e n . a 2 sen.a cos.a 
=cos3a—cos.a sen2a—2 sen2a cos.a 
=cossa—3 cos.a sen2a=cossa—3 cos.a (1—cos'a) 

cos.3 a = 4 cossa—3 cos.a 
Ampliando este procedimiento pueden obtenerse las fórmulas de los 

senos y cosenos de los arcos 4 a, 5 a, etc. 
Si en la expresión (20) 

hacemos b~a, se tiene 

, j uCL tang.a+tang.b tang. + 

tang. 2 (30) 
° 1—tang'a 

Si en la misma expresión (20) hacemos b=2 a, tendremos: 
„ , 2 tang.a 

tang, a + tang. 2 a tang.a + - ^ f a m g , a 

tang. 3 a = = " 2 tang.a 
1—tang.atang.2a 1—tang.a 1 _ t a u g ' a 

reduciendo los enteros á la forma de los quebrados que los acompañan, 
y suprimiendo despnes el denominador I - tangía , que es común a los 
dos términos del quebrado, resulta: 

« ^ • » - » G G Y . • ( 3 U 

Si en la fórmula (24) 
, , , . cot.a cot.b—1 

c o t - ( a + b ) = - ^ b T ¿ o t X " 

hacemos b=a , so tiene: 

c o t . 2 a = : £ ^ = L (32) 
2 cot.a 



Dividiendo todos los términos de esta expresión por cot.a, se le pue-
de dar otra forma en que suele usarse: 

cot. 2 a=¿- (cot.a—tang.a) 

Si en la expresión (31) sustituimos por las tangentes sus valores en 
función de la cotangente, 

tang.a=—~— 
cot.a 

3 _ 1 3 cot'a 1 
1 cot.a co fa cot3a cot3a 

cot. 3 a — 3 cot3a _ 3 cot.a 
1 cot2a cotsa cot3a 

ó 1 3 cofa—1 
cot. 3 a-~cot3a—3 cot.a 

l l i e S° cot. 3 a = c o t 8 a - 3 cot.a ( 3 3 ) 
3 COt*a—1 

770.—FORMULAS DE LOS ARCOS DE LA MITAD.—rara determinar el 
seno de nn arco en función del seno y coseuo de la mitad, si en la ex-
presión (2ti) 

sen. 2 a = 2 sen.a cos.a 

reemplazamos el arco a por £ a, tendréinos: 

seu.a=2 sen. 4 a eos. £ a (3'4) 

Para determinar el coseno en función del seno y coseno de la mitad 
de uu arco, si en la fórmula (27) 

eos. 2 a=cos,rt—seu'a 

reemplazamos el arco a por \ a, tendrémos: 
cos.a=cosa¿- a—sen'^a (35) 

Por otra parte (729) l=sen l ¿ a+cosUa 

Con el objeto de eliminar cos^a, que tiene el mismo signo en estas 
ecuaciones, restarémos de la última ecuación la (35) y se tiene: 

1—eos .a=2 sen*¿ a 

tendremos: 

» 

de la que resulta: 

sen. £ a = J l z E 3 S ( 3 G ) 

Para eliminar sen'4 a, qne tiene signos diferentes en las mismas ecua-
ciones, las sumarémos, y se tiene: 

1 +cos .a=2 cos^ a 

de la que resulta: eos. i (37) 

Estando expresados el seno y coseno de la mitad por nñ radical de 
2o grado, implícitamente precedido del signo ± , cada una de estas lí-
neas tiene dos valores iguales y de signo contrario, habiéndonos resul-
tado ambas en función del coseno de a. La razón de esto es, que todo 
coseno corresponde á dos arcos [738] que podemos representar por el 
arco n.360° + a y n.360° — a, en cuyas expresiones n es un número 
entero cualquiera qne puede ser nulo. De consiguiente, si se busca 
sen i a ó eos i a en función de cos.a, el cálculo debe dar al mismo 
tiempo los senos así como los cosenos de las mitades de todos los arcos 
comprendidos en las expresiones n.360° + a y n.360° — a, es decir, 
que se deben tener todos los valores comprendidos en 

sen. 3 6 ° ° * a ) ó en eos. 

En la práctica, cuando so couoce el valor numérico del arco a ó por 
lo menos el cuadrante en que termina, valiéndonos de ios valores co-
rrelativos del seno y coseno, siempre es fácil determinar el signo que 
debe tomarse. Por ejemplo, si a<90°, que es el caso mas común, |-<45, 
y como el seno y coseno de un arco menor qne 90° son positivos, toma-
rémos para sen. i a y eos. i a el signo + del radical. Esto es, nuestras 

fórmulas, sen ¿ a = y eos { a = l' + cos.a son las ade-

cnadas para el caso en que el arco a sea menor que 90" • 
Considerando el triángulo rectángulo formado por el radio, el seno 

y el coseno, si el ángulo del centro es menor que 45°, el ángulo forma-
do por el radio y el seno será mayor que 45°, y como al ángulo mayor 
está opuesto el mayor lado, resulta que para arcos menores que 45° el 
coseno es mayor que el seno. 



En las fórmalas obtenidas, el seno y coseno de la mitad están en 
función de eos.a. Si se quieren determinar en función del seno proce-
deremos como sigue. Se sabe que 

l = s e n H a + eosa4 a 
sen.a=2 sen i a eos ^ a 

Si se suman estas dos ecuaciones, se tiene: 
1 + sen.a=senJi a sen ¿ a eos a + eos*ia=(sen i a + cos. ¿ a)\ . [AJ 

Si se restan las mismas ecuaciones, se tiene: ^ 
i—sen.a=sen2£ a—2 sen | a eos i a + cos9¿ a=(sen 4 a—eos.i a) . . LBJ 

Extrayendo raiz á las ecuaciones [ A ] y [BJ resulta: 

V 1 +sen.a=sen 4 a + cos.^a 
V 1—sen.a==sen. 1 a —eos. £ a 

Conociendo la suma y la diferencia de sen. J a y eos \ a, la mayor 
de estas cantidades será igual á la mitad de la suma más la mitad de 
la diferencia, y la menor á la mitad de la suma menos la mitad de la 
diferencia (226 V) Así, pue*: 

Cuando sen | a>cos.£ a . . 
sen.£ a = | V i + sen.a + ¿ V 1— sen-a 
eos.i a = i -\/Í + sen.a Vi—sen.a 

( sen. i a = 4 V l + s e n . a —$Vl—sen.a 
Cuando sen i a<cos . ¿ a . . j G 0 ¿ ¿ a = = ¿ V l + seu.a' + i V l - s e u . a 

Estas expresiones pueden reasumirse en las dos siguientes: 

sen. i a = ± 4 V i + sen.a ± ¿ Vi—sen.a (38) 
eos. | a = ± i V l + s e n . a zp 4 Vi—sen .a (39) 

Cuyos signos se determinarán conociendo el valor del arco a y sabien-
do si el seno de £ a es mayor ó menor que eos. i a, según acabamos de 
explicarlo. 

7 7 1 . T A N G E N T E DE LA MITAD.—Fundándonos en la expresión [ 4 ] 

(729) t a n g . a = s J ^ , tenemos: 
v eos, a 

, sen i a tang. i a = f— eos i a 

Reemplazando por sen. i a y por eos. | a sus valores [36] y [37] y 
reduciendo resulta: 

tang. £ a = 1 J ~ c o s ' a (4 0> 
^ 1+cos .a 

á esta expresión se le suele dar otras formas. Multiplicando los dos 
términos deutro del radical por (1 + cos.a), se tiene: 

tan? H = 1'' V 1 —coa*a _ V _ 
N (T+cos.a)a 1 + cos.a 1 + cos.a 

i son.a (ai-y 
f i ^ á 

Si los términos del quebrado de la expresión (40) se multiplican por 
(1—eos.a), resulta: 

1—eos. a (42) tang. i a = V**' sen. a 

Si se quiere determinar el valor de tang. \ a en fnneion de tang.a, 
procederémo3 como sigue: 

L a expresión (30) d i : tang. > ^ ^ 

Reemplazando el arco a por k resulta: " ^ O f J S Q 
2 tang. i a í«25 b r j í Y £ S " tan?. a = f „ „ 1 — t a n g í a ^r-*£JllCt 

se trata, pues, de despejar á tang. i a de esta ecuación. Quitando el 
denominador, se tiene: . 

tang.a—tang.a tangH a = 2 tang. i a 
trasladando y dividiendo todos los términos por tang.a, resulta: 

l=tang* \ a + — 2 — t a n g . £ a 
tang.a 

Despejando á tang. i a en esta ecuación mixta de segundo grado 
resulta: 

tang. \ J 1 + 1 tang.a s«Jtang2a 

tang.a= 



« s 

ti»? 

incorporando el entero al quebrado dentro del radical y sacaudo fuera 
de éste el denominador, se tiene definitivamente: 

tang. 2 a = — - — í — ± — - — V l + taug'a (43) ° taug.a tang. a 

De esta expresión, resultan dos valores para tang.¿ a según sea el 
signo quo se tome del radical, lo cual procede do que como hemosjisto 
(745) toda tangente corresponde igualmente al arco a y a 180° + a 
siendo como es 180° la amplitud del período de la tangente; pero cuan-
do se conoce el valor del arco a ó por lo menos el cuadrante en que ter-
mina, desde luego puede determinarse el signo que debe adoptarse pa-
ra tang. i a. Por ejemplo, si a < 90°, tang. i a, lo mismo que tang. a 
serán positivas y la fórmula correspondiente debe ser en este caso: 

tang. £ a = — + - — - — V 1 + tang2* ° tang. a tang. a v ° 

7 7 2 . — C O T A N G E N T E DE LA MITAD.—Siendo el valor de bv U» 
• i eos í a 

se tiene cot. ¿ a = — sen $ a 

reemplazando por eos. i a y sen ¿ a sus valores (37) y (36) y reducien-
do, resulta: 

cot. i a = | 1 + Cl ,s- » ( 4 4 ) 
" N I — cos. a 

ái se multiplican los dos términos del quebrado por [ 1 4- cos. a ] , re-
,.. • -salta: 

c o t . j a = 1 + C ° s - a ( « ) sen. a 

y si se multiplican por [ l—eos.a] , se tendrá: 

cot. 4 a = S P " - " (46) 1—cos. a 

Si se quiere el valor de cot. J a é n función de cot. a, procederémos 
como sigue: 

(vit'n 1 
Fórmula (32) cot. 2 a = - Z -

V ' 2 cot.a 

cot. a cot-.' j a—1 
2 cot. ¿ a 

quitando el denominador: 2 cot.a cot. i a=cot J h a—1 
trasladando: l = c o t * £ a—2 c o t a cot. £ a 
despejando á cot. i a de esta ecuación mixta de segundo grado, re-
sulta: 

cot. £ a=cot .a ± Vco t 4 a + l" 

Despnes de haber tratado de las fórmulas relativas á la suma y dife-
rencia délos arcos, de las de los arcos múltiplos y de los arcos de la mi-
tad, vamos á establecer otras expresiones qu« fácilmente se deducen de 
estas fórmulas. 

7 7 3 . — E X P R E S I O N E S DEL CUADRADO DE ALGUNAS L I N E A S . — Hemoa 
visto que 

cos.2 a=cos*a—sen2a fórmula (18) 

reemplazando por cos'a su valor: l—sen'a, se tiene: 

cos.2 a = l — 2 scn3a 

, , , 1—eos. 2 a (4Q\ despejando á sen 'a= l^s? 

si se sustituye el valor de een8a=-l—cos»a en la misma fórmula (18), 
se tiene: 

cos. 2 a=cos s a—l+cos>V=2 cossa—1 

, , . 1 + cos. 2 a (4q\ 
despejando á cos*a= 

Dividiendo la (48) por la (49) y en virtud de que ^ - = = t a n g . a , re-

sulta: 

t a n g » a ^ ; - C ° ^ a W 
1 -f-cos. 2 a 



Dividiendo la (49) por la (48), y en razón de que eot.a= 
cos. a 
sen. a 

tiene: 

eot*a= 1+cos . 2 a 

Hemos visto (729) qne 

1—cos. 2 a 

i 
sen sa=l—cos'a 
sen2b—1—cos'b 

se 

. ( 5 1 ) 

restando estas ecuaciones, miembro á miembro, resulta: 

seu'a—seu5b=cos2b—cos'a . ( 5 2 ) 

7 7 4 . — R E L A C I O N E S DEL SENO Y COSENO DE LA SUMA AL SENO Y CO-
SENO DE LA D I F E R E N C I A . — E n el número 7 6 5 hemos demostrado las 
siguientes expresiones: 

fórmula (12) sen.(a + b)=sen.a cos.b+sen.b cos.a 
(14) sen.(a—b)=sen.a cos.b—sen.b cos.a 
(13) cos.(a + b )=cos .a cos.b—sen.a sen.b 
(15) eos.(a—b)=cos.a cos.b + sen.a sen.b 

Dividiendo la ecuación'(12) por la (14), se tiene: 

sen. ( a + b ) sen.a cos.b+sen.b cos.a 
sen. (a—b) sen.a eos.b—sen.b cos.a 

dividiendo los términos del quebrado del 2° miembro por cos.a cos.b, 
resulta: 

scn.(a-{-b) ^tang.a + tang.b 
sen. (a—b) tang.a—tang.b 

Si se dividen miembro á miembro la ecuación (13) por la (15), se 
tiene: 

cos.(a + b) cos.a cos.b—sen.a sen.b 
cos.(a—b) cos.a cos.b + seu.a sen.b 

dividiéndolos términos del quebrado del 2o miembro por cos.a sen.b, 
resulta: 

eos . (a+b) ^cot .b—tang.a 
cos. (a—b) cot. b + tang. a 

775 .—PRODUCTOS DE LOS SENOS Y C O S E N O S . — C o n s i d e r a n d o las f ó r -

mulas (12) y (14) : tenemos: 

sen. [ a + b ] = s e n . a cos.b + sen.b cos.a 
s e o . — b ] =sen.a cos.b—sen.b eos.a 

Combinando estas fórmulas por adición y sustracción, se tiene. 

sen. [a + b ] + s e n . [ a — b ] = 2 sen.a cos.b 
sen. [a + b]—sen. [a—b] = 2 sen.b cos.a 

De las que resulta: 

sen.a eos .b=¿ sen. [a + b] + £ sen. [a—b] (55) 
sen.b cos.a=£ sen. [a+b]— £ sen.[a—b] (;-6) 

Las fórmulas (13) y (15): 

eos.[a + b ]=cos .a eos.b—sen.a sen.b 
c o s . [a—b]=cos.a cos.b + sen.a sen.b 

combinándolas por adición y sustracción, dan: 

c o s . [ a + b ] + cos. [a—b] = 2 cos.a cos.b 
cos.[a—b] —cos.[a + bj = 2 sen.a sen.b 

De las que resulta: 
cos.a e o s . b = ! cos.[a + b ] + i cos.[a—b] (57) 
sen.a sen.b=¿ cos. [ a — b ] - £ c o s . [ a + b ] . . . . . . (58) 

7 7 6 . — S U M A Y DIFERENCIA DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS.—En 
el párrafo anterior hemos visto que combinando por adición y sustrac-
ción las fórmulas relativas al seno y coseno de la suma de dos arcos 
con las dé su diferencia, se tiene: 

sen. [a + b ] +sen. [ a — b ] = 2 sen.a cos.b 
sen.[a + b 1 —sen.[a—b] = 2 éen.b cos.a 
cos. [a + b] + c o s . [ a — b ] = 2 cos. a cos.b 
cos. [a—bj—cos. [a + b ] = 2 sen.a sen.b 

Ahora bien, si hacemos a + b = p , y a — b = q . resnltará: (266 V . ) 
a = 4 [p + q] CP—al 

y sustituyendo estos valores en las cuatro ecuaciones anteriores, re-
sulta: 



een.p +sen .q=2 sen. i [p + q]cos. [p—q] ( 5 9 ) 
sen.p—sen.q=2 sen. £ [p--q]cos. i Tp + q] (6 0> 
cos.q + cos .p=2 COS. i [p + q]cos. i [p—q] (61) 
eos.q—cos.p=2 sen. ¡ [p + q]sen. ^ [ p — q ] . . . (62) 

Debemos hacer notar, qne siendo el arco p > q se tiene cos.pCcos.q, 
porque en el Ier- cuadrante al aumentar el arco disminuye el coseno. 
Estas cuatro últimas fórmulas suelen ser de uso frecuente, especialmen-
te para hacer adecuadas al empleo de los logaritmos algunas expresio-
nes trigonométricas, supuesto que una función de suma y diferencia se 
trqsforma en otra de producto. 

. sen. a , sen. b sen .a cos .b +sen.b eos, a 
tang.a + tang .b= _ T ^ g j o á l * . • 

luego (12) tang.a + t a n g . b = ^ ^ '. (63) fa v ' ° cos.a cos.b 

v sen.a sen.b _ sen.a eos.b—sen.b cos.a 
tang.a tang.b = S Ü T S S n í 

luego (14) t a n g . a - t a n g . b = ^ l l ^ - (64) ° v / ° cos.a cos.b 

cos.a .cos.b sen.b eos, a 4-sen, a cos.b co ta + cot b = — - s e ñ 7 a 8 e ñ 7 b 

luego (12) c o ta f c o t b = ü ^ 4 . » 6 K ' sen.a sen.b 

cos.a cos.b sen.b cos.a—sen.a cos.b 
co ta - c o t . b = - — ¡ ^ - ¡ ^ b -

' luego (14) c o t a - c o t b ^ í ^ ( 6 6 ) 6 v ' sen.a sen,b 

7 7 7 . — R E L A C I O N E S ENTRE LA SUMA Y DIFERENCIA DE LAS LINEAS 
TRIGONOMÉTRICAS.—Las siguientes expresiones se obtienen dividiendo 
sucesivamente las ecuaciones: 

• r e A A, sen.p + sen.q tang.^ [p- f q] (67) 
59 por 60 y simplificando da: tañgT|^[p—qj" 1 j 

59 por 61 sen.p + s e n . q = t a I l g 4 ( p + q ) ( 6 8 ) 
cos.q + cos.p 

59 por 62 ' sen.p + s e n . q ^ ^ ( p _ q ) ( 6 ? ) 
cos.q—cos.p 

60 por 61 s e n . p - s e n . g = t a p g 4 ( p _ q ) ( 7 0 ) 
cos.q + cos.p 

60 por 62 g e n . p - s e n - q = é o f i i ( p + q ) ( n ) 
cos.q—cos.p 

61 por 62 c o s . q 4 - c o 8 . p = = c o t | ( p + q ) c o t ^ ( p _ ^ ) ( . g ) 
cos.q—cos.p 

63 por 64 tang.a+tang.b^sen.fa + h) ^ 
taug.a—tang.b sen. (a—b) 

65 por 66 c o t a + c o t b sen (b-fa) { U ) 
cot.a—cot.b gen.(b—a) 

778.—Las fórmulas fundamentales y las que hemos demostrado en 
I03 párrafos anteriores, las rennirémos en la siguiente tabla con el do-
ble objeto de que los alumnos las graven en su memoria, y para qne, 
consultándola, puedan fácilmente resolver cualquiera duda. En todas 
se ha supuesto el radio igual á 1. 

Tabla de las principales fórmulas de Trigonometría rectilínea. 

1=56^3 + 005*3 (1) 
sec*a=l + tang'a (2) 
cosec ía=l+cot*a - (3) 

sen.a (A\ tang. a = 
cos.a 

sec .a=—î— (5) 
cos.a 

cosee.a=—-— (6) 
sen.a 

c o t a = ^ - a - (?) seu.a 



1 
CQT.IL- — tang, a 

1 tang, a «=-—-—-
° cot. a 

sen. ver.a=l—cos.a 
cos. ver.a—1—sen.a 
sen. (a + b)=sen.a cos.b + seo.b cos.a 
co3. (a 4- b)=cos . a cos.b —sen.a sen.b 
ggjj .—b)==sen.a cos.b—sen.b cos.a 
cos.(a—b)=cos.a cos.b +sen.a sen.b 
sen (a + b + c)=sen.a cos.b cos.c + sen.b cos.a cos.c +sen.c cos.a cos,b—sen.a sen.b sen.c 

cos (a + b + e)=cos.a cos.b cos .c -cos .a sen.b sen.c 
cos.b sen.a sen.c—cos.c sen.a sen.b 

_ ( a _ b - e ) = s e n . a cos.b cos . c - sen .b cos.a c o s . c -
sen.c cos.a cos.b sen.a sen.b Eeu.c 

^ ( a _ b - c ) = c o s . a cos.b cos .c -cos .a son.b sen.c + 
+ cos.b sen.a sen.c + cos.c sen.a sen.b 

tang. tang, b 
tang. ( * + b ) 

__ tan g .3—tang, b 
tang, (a—b) t a n g . t , " 

tang. ( a + b + c) = j ^ ^ T ^ p ^ t e i g - a tang.c-tang, b tang, c 

tang- (a b c ) = r ^ u g r a t ^ n ^ b T t ^ i ^ n g . c - tang-b tang.c 

cot. a eot.b—1 
c o M a + b ) - - ^ ^ ^ 

eot.a co t .b+1 
c o t ( a - b ) _ - ^ r ^ z ^ T 

sen.2 a = 2 sen.a cos.a 
cos. 2 

sen.3 a = 3 sen .a -4 

67 

cos.3 a = 4 cos3a—3 cos.a (29) 

tang.2 a = 2 ( 3 0 ) 
1—tang'a v ' 

• W 

" " ^ T ^ T (32) 

cot.3 a _e° t 3 a 3 cot, a 
3 cot'a—1 W 

sen.a=2 sen. | a cos. \ a (34) 
eos.a=cos2| a—sen*£ a (35) 

sen.£ '—cos, a ^ 

cos.4 a — I + cos.a ^ 

sen.| a = ± | V l + s e n . a ± 4 Vl—sen.a (38) 

cos.I a=±i V l + s e n . a ^ | Vl—sen.a (39) 

tang.i a = J I - c o s . a (40) 
cos.a 

( « > 

• <«> 

cot.I a = J L + c o s . a 
cos.a 

cot.£ a = 1 + c o s - g (46) 
sen.a 

c o t . £ a = B e n , a (46) 
1—cos.a 

Eiffel 
m 

Eiffel 
H i 

m 



( 4 7 ) 
cot .| a=cot .a ± V e o t ' a + l 

, ! _ « . » a W> sen*a = 5 

, 1 + C 0 8 . 2 a < » > cos'a 

1—eos. 2 a ^ 
t a n ^ a = Í T ^ J ^ 

. . . . (5*) 
l g 1 +cos.2 a v ' 

« ^ S Í T . . . M 

sen'a—sensb=cosab 
( 5 3 ) 

S t e ^ - b ) tang.a Cang.b 

cos.(a + b) ^ c o t b - t a n g ^ (54> 
cot.b +tang.a 

, . . . . ( 5 5 ) 
sen.a cos .b=¿ sen. (a + b) + i sen. ( 5 6 ) 

s e n . b c o s . a = é s e n . ( a + b ) - i s e n . ^ 
eos.a C0S.b=é eos. ( a - * ) + 4 «os. ^ ( 5 S ) 

sen.a sen.b=é eos. ( a - b ) - é eos. a + b ) - ; \ 
sen.P + s e n . q = 2 s e n . é ( P + q ) e o s . ^ - q 
sen.p—sen.q=2 sen. * ( p - q ) eos 4 (p + q) _ _ ^ 
cos.q + c o s . p = 2 c o s . i ( p + q ) e o s . 2 ( p - q ) -

cos.q—cos.p=2 sen. i ( p + q ) « M ( p - q ) 

, __ sen.(a+b) ' (63) 
tang. a + tang. b — 

sen .(a—b) * (64) tang .a - tang .b — ¿ ^ ^ T 

. . sen.(b+a) ••• ( 6 5 ) cot. a+co t . b ^ ^ s é ñ T b 

I V gen.(b—a) (6 6> c o t . a - c o t . b = ¡ i 5 X ¡ i ^ S -

g e n j j H j i e i ^ t . . ^ 
sen.p—sen.q tang.¿ (p—q) 

sen-p + s e n - q ^ g ^ ( p + q ) 

cos.q + cos.p 

een.p + S e n . q = c o t ¿ ( } 

cos.q—co8.p 

6 e n - p - S e n - q = t a n g . ¿ ( p - q ) 
COS.q +COS.p 

B e n . p - S e n . q = c o t é ( p + q ) 

cos.q—cos.p 

cos.q + c o s . p = c o t | ( p + q ) C Q t , 
cos.q—cos.p 
tang.a+ tang.b = sen . (a+b) 
tang.a—tang.b sen. (a—b) 

cot. a + cot. b = sen. (b-}-a) 
eot.a—cot.b sen.(b—a) 

Demostración geométrica de algunas fórmulas generales. 

779. —Como habrá podido notarse, valiéndonos de las relaciones geo-
métricas en una figura adecuada, hemos establecido las fórmulas lla-
madas fundamentales y las del seno y coseno de la suma de dos arcos, 
y en seguida por puros procedimientos algebraicos, hemos deducido to-
das las demás; resultando que, siéndolas primeras ciertas para cual-
quiera clase de arcos, las últimas, conforme al carácter de los métodos 
analíticos, tienen la mayor generalidad, interpretando, como lo hemos 
hecho, el significado de los símbolos algebráicos en los valores correla-
tivos de los arcos y sus líneas trigonométricas. Los métodos de la geo-
metría especial, envuelveu casi siempre, en oposicion de los procedi-
mientos analíticos, cierto espíritu de individualidad, lo cnal hace que 
los teoremas demostrados por una figura, no se les puede considerar 
como ciertos, sino para los casos representados en ella; sin embargo, 
como los procedimientos geométricos hacen mas perceptibles las ver-
dades, vamos á demostrar geométricamente, algunas de las fórmulas 
deducidas por el cálculo, lo cual servirá para hacer comprender á los 
alumnos, la dependencia forzosa que siempre existe entre unos y otros 
métodos. 

( 6 9 ) 

( 7 0 ) 

( 7 1 ) 

( 7 2 ) 

( 7 3 ) 

( 7 4 ) 



7 8 0 . D A D O S EL SENO T COSENO D E U N ARCO D E T E R M I N A R E L SENO 

Y COSENO DEL A R C O DUPLO. 
Sea en la fig. 361 O A = 1, A B - B O * » , 

A C = = ; ? a j A ü = aen.a, O D==cos.a, G E — 
sen.2 a y E 0 = e o s . 2 a. 

Siendo D F paralela al lado C E del triangulq 
O A E, y siendo A D = D O, se tendrá E C -
2 D F, y A F = F E. (510) Por tanto, 

sen.2 a = C E = 2 D F 0 ) 
eos. 2 a = E 0 = 0 F—A F («) 

La cuestión qneda reducida á determinar las rectas D F, O F y A F 
en función del seno y coseno de A B. Para esto, consideraremos.el 
triángulo rectángulo A D O que ha quedado dividido entnangulos 
parciales semejantes á él por la perpendicular D F á la hipotenusa, 
(530) y se tiene: 

Fig. (S81) 

D F=sen.a cos. a 
O F=cos2a 
A F=sensa 

D F : A D : : D O : A O despejando y sustituyendo 
O F : O D : : O D : A O „ 
A F : A D :: A D : A O ,» ' - -

Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2) resulta: 
sen. 2 a = 2 sen.a cos.a 
eos. 2 a=cos'a—sen2a 

que son las expresiones (26) y (27) demostradas antes analíticamente. 

7 8 1 . E N C O N T R A R E L SENO Y COSENO DE LA M I T A D DE U N ARCO E N 

PUNCION DEL COSENO. 
En la fig. 36"?, haremos O A = l , A 15—a, 

^ por lo que D 0=cos .a es la línea en función 
de la que debemos expresar el seno y coseno 
de | 

Desde B tiramos las cnerdas B A y B E y los 
radios O O 7 o H perpendiculares á sus mitades; tendremos que 

B A = 2 A F = 2 sen. i a 
B E = 2 B G = 2 F 0 = 2 eos. \ a 
A D = A O — D O = 1 — cos.a 
D E = 0 E + D O = 1 + cos.a 

Por otra parte 

Se sabe (539) que una cuerda es media proporcional entre todo el 
d iámetro y su proyección, por lo que 

A B^=A E x A D sustituyendo 4 sen*! a = 2 (1—cos.a) 

B E*=A E X D E 

ó sen. ¿ a = J ' — c o 8 - ; t 

4 eos3! a = 2 (L + cos.a) 

eos. á à a = J ' l +cOs.a 

que son las expresiones (36) y (37). 

7 8 2 . — D A D A S LAS T A N G E N T E S DE DOS ARCOS a Y b D E T E R M I N A R L A 
T A N G E N T E DE S p SUMA. 

En la figura 363 tenemos O A = 1, A B = a 
B O = b, B D = tang.a, B E = tang.b, v A F ¿ = 
tang. (a + b). 

Tirando E G paralela á A F, tendremos, com-
parando los triángalos semejantes F A O y. E G O 

F A : A 0 :: E G : G O 
F G 

o luego F A=tang. (a-V b) •(1) 

Tendremos pues que determinar E G y G O en función de B D y 
B E. Los triángulos D B O y D G E son semejantes por ser rectángu-
los y tener común el ángulo en D. Comparando sus lados homólogos 
se tiene: 

E G : D E :: B O : D 0 luego E G-
tang. a + tang-b 

D G 

Para determinar el valor de G O, considerarémos el triángulo E D O 
y conforme al teorema del núm. 534, tendrémos: 

D E a = E 0* + D O*—2 D O x G O 

Despejando á G O se tiene: 

60= _E 0*4-D O*—D E* E O* 4- D O1—(D B4-B E)* 
2 D O 2 D O 

G Ori E 0* + D O*—D B*—2 D B x B E—B E* 
2 D O 



y observando que E 0 < - B E S = B O M ; que D O ' - B D < - B 0 ^ = 1 ; 
que B D=tang .a y que B E=tang.b , se tiene: 

„ r, 2—2 tang.a tang.b 
0 G = S I T O 

suprimiendo el factor 2, 0G= 
1—tang.a tang. b 

= DO (3) 

sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) y (3) en la (1), resulta 
finalmente: 

tang& + tang.b 
tang. ( a + b ) - - j — t a n g . b * 

que ea la expresión (20) deducida analíticamente. 

7 8 3 . - Demostraremos geométricamente las fórmulas siguientes: 

sen.p + sen.q=2 sen. J (p + q) eos. k ( o - q ) 
sen.p—sen.q=2- sen. $ (p—q) eos. i (p + q) 

En la fig. 364 tomemos A B = p y A C = q , cu-
yos senos serán respectivamente B E y C I . 
Tiremos la cuerda C B y el radio O D perpen-
dicular á su mitad. Por el punto P tiremos I M 
perpendicular y P N paralela al radio A O que 
como siempre lo supondremos igual á la unidad. 
Tracemos, por último, C Q paralela á O A. l>e 
la inspección de la figura resulta: 

arco B C = p - q B D = | ( p-q ) 
A D = | (p + q) 

A D = A B — B D = p - ¿ ( p - q ) 

B E=sen ,p , O F=sen .q D G=sen . \ (p + q), B P=sen . | ( p - q ) 
O G=cos . i (p+q), O P = c o s . 4 ( p-q ) 

B N B Q __Ben.p—semq 

P M==B E — B N = s e n . p 
g e n . p—sen. q_se j i . P + sen.q 

2 2 

Esto supuesto, vamos á determinar los valores de P M y B eon*-

parando con el triángulo D G O sucesivamente los triángulos P M O 
y B N P que son semejantes á él. 

PM : PO :: DG : DO luego s e T , -q=sen.^(p » -q ) cos . i (p -q ) 

BN : BP :: OG : DO luego B N — ' " ' ^ —se n. 4 (p—q)cos. | (p+q ) 2 

pasando el 2 al 2o miembro en las últimas ecuaciones resulta: _ 

sen.p + sen.q=2 sen. | (p+q) eos. ¿ (p—q) 
sen.p—sen.q=2 sen. ! (p—q) eos. i (p + q) 

que 63 lo que se tenia que demostrar. 

784.—Demostrar geométricamente que la suma de los setios de dos 
arcos es á su diferencia, como la tangente de la mitad de la suma de los 
mismos arcos es á la tangente de la semi-diferencia. 
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En la fig. 365 sea A - B = p , A C = q . Si toma-
mos A B ' = A B y trazamos el seno C P y la 
cuerda B B', tendremos: 

(Fig. 365) 

B M = B ' M=rsen.p, C P = N M=sen.q f N B '=scn .p+sen .q 
B N^sen.p—sen.q, el arco 0 B ' = p + q y B C = p — q . 

Tiremos por el punto C la recta C D paralela á A O y haciendo cen-
tro en D tracemos un arco de círculo con el radio D E = A 0 = 1 . El 
ángulo C D B ' tiene por medida el arco E Q, y por estar su vértice 
sobre la circunferencia tiene igualmente por medida i O A B', luego 
E Q = é ( p + q) ^ ' 

Por igual razón E R = | (p—q). Si en el punto E levantamos la tan-
gente F E G, tendremos: 

E G=tang. i (p + q), y E F = t a n g . § (p—q) 
Por ser paralelas las rectas B B' y F G quedarán cortadas en partes 

proporcionales por las líneas D B, D N y D B' que parten, del punto 
D (526) y tendremos: 

1 0 



K B ' : B N : : E G : E F 

y sustituyendo: 

sen.p + sen.q : sen. p—sen. q :: tang. f (p + q) : tang. í (p—q) 

que es lo que se queria demostrar, y cuyo principio está expresado en 
la fórmula (67). 

785. PROBLEMAS.—1.—Conociendo tang. % determinar todas la* da-
mas líneas trigonométricas. 

Hemos visto, fórmula (30) que 

, . 2 tang. a tang. 2 a = _ 6 1—tang'a 

Reemplazando a por h a, se tiene: 

2 tang. i a tang. & - -° 1—tang"! a 

una vez conocida la tangente dea , se podrán determinar todas las 
demás líneas trigonométricas, como lo hemos hecho en el numero 
731-111. 

II .—Por medio de la fórmula: 

1 tang. b a = — - ± V 1 +tang3a b 2 tang.a tang.a v 

determinar la tangente de 30°, y la de 45°. 
Para que 4 a sea de 30o- deberá ser a=60», y como tangente de 60° 

es igual á V 3 sustituyendo en la fórmula y tomando el signo + por 
tratarse de un arco menor que 90°, se tiene: 

i i , 1 , 2 __ 1 
tang.' 3 0 ° = — = v T + 3 = — • - 7 = + " 

V T ' # V " ' U V 3 " V 3 V 3 

que como hemos visto es el valor de la tangente de 30°. 
Para que 4 a sea de 45° necesitaremos hacer a^90 o cuya tangente 

es ^ ; pero como en este supnesto el t é r m i n o - ! ^ se convierte en ce-

ro, y por la forma que hemos dado al valor de la tang.¿ a entra como 

factor común de todos los términos — 1 — , resulta que no podemos 
tang.a 

hacer la 6uposicion de que tang.a=ío, sino después de haber tranfor-
mado la expresión v 

tang. | a——• 1 . — ± — 1 — 1 + W » 
tang.a tang.a 

para lo cual introduciremos dentro del radical á tang.a elevándola al 
cuadrado; y ejecutando la división, tendremos: 

tang. i a = — ± J _ J + 1 tang.a *Ntang*| 

haciendo ahora a=90° y tang.a^=--o, resulta tomando el signo + por 
tratarse de un arco menor que 90°: 

tang. 45° = + 1 

que en efecto os el valor de la tangente de 45°. 

III.—Comprobar la fórmula tang- 3 a = — J r ' " ' t ~ ' ' Vara 

cuando él arco «=30° , 45°, 60° y 90°. 

Cuando a=30° , tang.a— Sustituyendo en la fórmala so tiene: 
V 3 

tang. 90°— — = = c o 
1 - j B - l 1 — 1 

ó 

Cuando a=45°, tang.a=l. Sustituyendo en la fórmula, se tiene: 

tang. 1 3 5 ° ^ 

Cuando a=60°, tang-a^Vs!" Sustituyendo en la fórmula, se tiene: 

tang. i ^ v r - V P - y g - y a ^ Q 
1—3X3 i " 9 



Cuando a=90° , tang.a=oo, y para evitar el inconveniente que ten-
dría sustituir este valoren la fórmula 

, « 3 tang. a—tang.'a tang. o a _ _ _ 

lo que liaría infinitos todos sus términos, la tranformaremos prèviamen-
te; dividiendo el numerador y denominador por tangS lo cual da 

tang.Sa tang a 
3 

y sustituyendo se tiene: 

tang. 270° 

taug3a tang, a 

3 
co 
1 _ 3 — 0 
co n 

- S 

X Y.—Demostrar que el producto de las tangentes de los tres ángulos 
de un triángulo es igual á la suma de las mismas tangentes, y compro-
lar este teorema cuando el triángulo es equiángulo. 

Si representamos por A, B y C tos ángulos de un triángulo, se sa-
be que 

A + B + C=180° luego A = 1 8 0 ° — ( B + C ) 

y como la tangente de un ángulo es igual á la de su suplemento toma-
da con signo contrario, tendremos: 

tang. ( B + C)=—tang. A 

tang.B + tang.C 

y como (fórmula 20) tang. (B + C ^ - ^ ^ ^ ^ 

tang.B + tang.C 
resulta que 

-taug.U tang. 

-tang. A 
1—tat ig .B tang.C 

quitando el denominador: 

tang.B + tang.C=—tang.A + tang.A tang.B tar.g.C 

trasladando: 

tang.A+tang.B + tang.C=rtang.A tang.B tang.C • « 

que es lo que se quería demostrar. 
En el caso de ser triángulo equiángulo, cada uno de sus ángulos val-

drá 60° y sn tangente será igual á V Í T Sustituyendo este valor en la 
última ecuación se tiene: 

V T + v ' j r + V S ~ — V 3 ~ x V 3 ~ X V T 

cuya identidad de resultados comprueba la verdad del teorema. 

Cálculo de las tablas trigonométricas. 

786.—E11 las fórmulas que anteceden han quedado cifradas las prin-
cipales relaciones que existen entre las diversas líneas trigonométricas 
y algunas funciones sencillas de éstas, como las del arco duplo, las del 
arco de la mitad, etc., que pueden considerarse como otras tantas li-
neas trigonométricas nuevas; pero por numerosas y variadas que sean 
estas relaciones, no pueden aplicarse inmediatamente á nuestro objeto 
definitivo, que es determinar el valor numérico de los elementos des-
conocidos de un triángulo, sino sirviéndonos, como magnitudes auxi-
liares entre los lados y los ángulos de un triángulo, de los valores nu-
méricos de las líneas trigonométricas. Estas, como se habrá notado y 
se comprenderá mejor mas adelante, llenan las condiciones esenciales 
de toda magnitud auxiliar; pues por medio de ellas simplificaremos 
nuestros cálculos, y existiendo una relación constante entre la magni-
tud de nn arco y la de sus líneas trigonométricas, siempre se puede de-
ducir del valor del arco el de la línea trigonométrica, y recíprocamente; 
pero para que con su empleo podamos obtener la sencillez y facilidad 
que buscamos en nuestros cálculos, es indispensable calcular previa-
mente y construir tablas en las que consten los valores de las lincas 
trigonométricas ó sus logaritmos al lado de los arcos á que cada una 

pertenece. , 
En este capítulo vamos á dar una idea de la manera con que se han 



formado estas tablas, cayo trabajo, á semejanza del de los logaritmos, 
se hace una vez para siempre, y contribuye poderosamente á expedí tar 
las operaciones necesarias para resolver los triángulos. 

Las magnitudes auxiliares tienen por objeto facilitar las investiga-
ciones, y son de dos clases: unas que se conservan hasta el último resul-
tado, y otras que no constando como datos en el problema, desaparecen 
en el valor do la incógnita. Por ejemplo: al tratar de los volúmenes de 
los cuerpos liemos empleado como auxiliar el radio de la esfera para 
reemplazar á la relación de los volúmenes la de una expresión de esa 
línea que se conserva en la expresión final del volúmen de la esfera. Lo 
contrario pasa con los logaritmos que son auxiliares intermedios que no 
constan en los datos del problema, y que sirviendo solo para simplificar 
los cálculos, desaparecen por completo en el último resultado. Las lí-
neas trigonométricas corresponden á esta última clase de magnitudes 
auxiliares. 

Ahora bien, si por una parte se inscriben todos los arcos de nn cua-
drante de 10 en 10", y al lado de cada arco se anotan las partes del ra-
dio del círculo de que se compone su seno, su coseno, etc., se tendrá 
una idea de una tabla de las líneas trigonométricas naturales. General-
mente al lado del arco se pono el logaritmo del número de las partes del 
radio que tieue la línea trigonométrica, y entonces tendremos tabla3 
délos logaritmos de las líueas trigonométricas. 

Gomo hemos visto que por grande que sea un arco, siempre hay 
otro <90° que tiene las mismas líueas trigonométricas con igual ó di-
ferente signo, es claro que bastará calcular los valores de las que co-
rresponden á un cuadrante. Ademas hemos visto, (731—1) que conoci-
do el seno de un arco por medio de las fórmulas fundamentales (729) 
pueden determinarse todas las demás líneas trigonométricas; y por úl-
timo (758), como el seno de un arco es igual al coseno de su comple-
mento, resulta que bastará explicar el modo de obtener el valor de los 
senos, de los arcos 0o á 45° para comprender como pneden en seguida 
formarse tablas de todas las líneas de 0 o á 90° aplicables á ángulos de 
ctialqniera magnitud. 

Esto supuestg vamos á dar un« idea del procedimiento que puedo 
emplearse para construir una tabla de los senos y cosenos de todos los 
arcos de 0o á 45°, demostrando previamente algunos principios funda-
mentales. 

787.—4 medida que decrece un ángulo menor que 90°, la relación 
que hay entre el arco rectificado que le sirve de medida y su seno dismi-
nuye, aproximándose más y más á la unidad, que es su vajor límite. 

En la fig. 3SG sea el radio O A = l , la longitud del 
arco A B rectificado, la representaremos por a, 
B P=sen.a, O P=cos .a y A T=tang .a . 

Si prolongamos B P liastá B' tendremos que 

arco B A B ' > B B' 

y tomando la mitad 

a>sen.a (1) 

Por otra parte, la superficie del sector A O'B es menor que la super-
ficie del triángulo A T O , esto es: 

| A O x a < é A O x A T 

luego aCtang.a 

1 sen. a • >«\ 
ó a < (¿J eos. a 

dividiendo las desigualdades (1) y (2) por sen.a, se tiene: 

sen. a sen. a eos. a 

lo cual hace ver, que la relación del arco á su seno, está comprendida 

entre 1 y - , cantidad que es mayor que la unidad, porque eos. a 
eos. a 

es menor que el radio, excepto cuando a = o ; pero como á medida qne 
el ángulo a disminuye, el coseno crece y se aproxima á ser igual al ra-
dio, - — decrece y se acerca más y más á la unidad, de la que puede 

eos .a 
» _ 

diferir tan poco com® se quie/a, y como g e u a es menor que c o g a 

se infiere que diferirá áun menos y que puede considerarse que tiene la 
unidad por límite. 

788 .—La relación—-—tiene igualmente, cuando el arco decrece, la 
tang.a 

unidad por límite. 
Las desigualdades anteriores dan: 

aCtang.a y a>sen.a 



poniendo por el seno sn valor sacado de la expresión t a n g . a — f ^ * , se 

tiene: 
a > tang.a eos.a 

dividiendo por tang.a la primera y la última desigualdad, resulta: 

a < 1 y — > c o s . a 
tanga tang.a 

» 

enyas desigualdades-hacen ver que la relación^^ ^ , siempre mayor 

que eos. a, está comprendida entre 1 y eos. a, y tiene por consiguiente la 
unidad por límite. 

IZñ.—La diferencia entre la longitud a del arco y la de su seno, es 
siempre menor qi¡e un cuarto del cubo de a. 

De la desigualdad a<tang.a resulta: 

eos. i a 

quitando el denominador: \ a cos.| a<sen .| a 
según la fórmula (26) 2 sen.¿ a cos.¿ a=sen.a 

multiplicando esta ecuación por la desigualdad anterior y suprimiendo 
el factor común sen.| a, se tiene: 

a cos*| a<sen a a (1—seir¿ a)<sen.a 
ó a—a sen !| a<sen.a 
trasladando a—sen.a<a sen'¿ a (3) 

a 
2 

por otra parte como sen.¿ a < ® 

elevando al cuadrado sen'i ( 4 ) 

multiplicando ordenadamente las desigualdades (3) y (4) resulta: 

sen»| a (a—sen.a) < - % e n 8 ! a 

a—sen.a < — . 
4 

.(5) 

si por a tomamos el valor aproximado O'OOO 05, tendremos que 

^ = 0 C 0 0 0 000 000 000 032 

Sustituyendo y ejecutando la resta indicada en la última desigual-
dad, se tiene: 

y que 
sen. 1 0 r > O'OOO 048 481 36S 078 
sen. 10* <O'OOO 048 481 368 110 

Se ve/ pues, que el seno de 10* no comienza á diferir del arco de 10" 
sino en la 133 decimal, no llegando la diferencia ni áun al valor de una 

i i 

• il r. 

• 61 
Jlifl» 

que es lo que se debia demostrar. 
790.—Estos principios van á servir para hacernos ver el grado de 

aproximación que podemos obtener al tomar la longitud de un arco 
pequeño como magnitud de su seno. Consideraremos el arco de 10" que 
es la base de las tablas trigonométricas de Callet. La desigualdad (1) 
da 

sen.aCa (A) 

y la (5) da s e n . a > a — — (B) 

Calcularemos la longitud del arco rectificado de 10*. Cuando el ra-
dio del circulo es la unidad, la circunferencia—2 n r será 2 n y el arco 
de 180° será igual á TT=3'141 592 653 589 793 Por otra parte 

180°=180 X 60' X 60*=648000* 

Por consiguiente 648000" : 10' :: 3'141 592 6 5 3 . . . : a longitud arco 10' 

de donde «=0 '0Q0 048 481 368 110 

sustituyendo este valor en las desigualdades (A) y (B), resul ta? ' ?^ 
° fíF 

sen.lO'CO'OOO 048 481 368 110 g , , 
sen. 10 >0C000 048 481 368 1 1 0 — ^ ' ^ O f t f y ' ' ^ S l t y ^ 

fill 
mi 

I 



unidad de este orden. En consecuencia, conformándonos con la aproxi-
mación de 12 cifras decimales, vemos que 

sen .10'=0'000 048 481 368 

y si determinamos el logaritmo de este numero, encontramos que 

log. sen. 10'=5'685 5749 

que es el mismo que consta en la tabla de los logaritmos de las líneas 
trigonométricas. 

Sien la expresión cos. a = V l - s e n * a sustituimos por « el arco de 
10' tendremos: 

eos. 10*=V1—O'OOü 1)46 481 s=0'999 999 998 824 8 

y una vez conocidos los valores numéricos del seno y coseno de 10', 
pueden determinarse los de todos los demás arcos hasta 4o por medio 
de las fórmulas. 

sen.2 a = 2 sen.a eos.a 
eos.2 a=eos2a—sen2a 
sen.(a + b)=sen.a cos.b + sen.b eos.a 
cos.(a*+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b 

Conocidos los valores del seno y coseno de todos los arcos de 10 en 
10' hasta 45°, se obtendrían las tangentes y cotangentes por medio de 
las fórmulas: 

opn a , cos.a 
tang.a= y cot .a= 

b cos. a J sen.a 

Los valores de las líneas trigonométricas de 45 á 90°, se determinan 
fácilmente por ser el valor de cualquiera de ellas, igual al de la indi-
recta de su complemento. 

En la práctica, algo se simplifican los procedimientos que acabamos 
de explicar; pero no entraremos en los pormenores correspondientes, 
porque nuestro objeto es dar una idea del modo con que pueden calcu-
larse las tablas trigonométricas y no poner á los alumnos en estado de 
repetir un trabajo que está ya hecho con la aproximación que se nece-
sita en la práctica. 

Como al efectuar cálculos tan largos y penosos, por una parte es fá-
cil que se deslice una equivocación, y por otra los errores de aproxima-
ción pueden irse acumulando; conviene calcular directamente el valor 

de un gran número de líneas trigonométricas, para tener números que 
sirvan para rectificar los cálculos.hechos. A este fin, se emplean diver-
sos métodos, pero nos limitaremos á citar dos. Pueden calcularse d i -
rectamente bis cuerdas de I03 arcos correspondientes á polígonos regu-
lares de cualquier número de lados y la mitad del valor de una cuerda 
será el del seno del arco respectivo; y también pueden calcularse las 
líneas trigonométricas de un gran número de arcos por expresiones 
análogas á aquellas de que nos hemos servido para fijar el valor de las 
de 30°, 45° y 60°. Así se calculan los valores de las líneas trigonomé-
tricas de 9 en 9 ó de 3 en 3o , y se comprueban ó rectifican los ya obte-
nidos. En cuanto al grado de aproximación, diremos, que partiendo 
como se ha dicho del valor del seno de 10' con 13 cifras decimales en 
el límite de los cálculos, para el arco de 45°, el seno y el coseno difie-
ren del valor exacto menos de ¿ de una unidad decimal, del octavo ór-
den. Si se necesitase mayor aproximación, seria preciso repetir los cál-
culos, tomando por base de ellos, el arco de 5* ó el do 1*. 

Haremos notar, que no todas las líneas trigonométricas dan la mis-
ma aproximación para cualquier valor de los arcos. En efecto, para 
arcos pequefios, las variaciones del seno son mneho mas rápidas que las 
del coseno, y por tanto, en la práetiea, cuando los ángulos tienen va-
lores que se acercan á 0o , conviene» emplear fórmulas en que entren los 
senos para tener los resultados con mayor aproximación, lo cual es cau-
sa de la necesidad de trasformar las expresiones obtenidas en función 
del coseno. Lo contrario sucede cuando los ángulos tienen valores cer-
canos á 90°. 

K 
Por último, diremos que nnas veces se construyen las tablas de las 

líneas trigonométricas refiriendo su longitud al radio tomado por uni-
dad, y entonces se tienen las expresiones llamadas naturales de dichas 
líneas, y otras se construyen las tablas tomando los logaritmos de los 
valores naturales. 

En las tablas de logaritmos de Callet, para evitar el nso de caracte-
rísticas negativas, se ha tomado el complemento aritmético de ellas, 
por lo cual al introducir este sistema en los cálculos, según lo decíamos 
en la segunda observación al cálculo de los logaritmos (337), debe te-
nerse presente que se ha omitido la resta de 10 en cada logaritmo que 
contiene uu complemento aritmético, por lo cual es necesario algunas 
veces expresar esta operacion sobrentendida, otras es preciso suprimir 
las decenas de la característica, y otras, por último, es forzoso agregar-
le las decenas necesarias para que el resultado exprese el complemento 
aritmético de la característica; precediéndose con los logaritmos de las 



líneas trigonométricas lo mismo que lo hemos bocho con los de los nú-

tes. y en esta h ipótek los logaritmos de las taUas de Callet son o de 
los números de estas partes del radio qne contiene cada una de la li-
neas trigonométricas: pero por haber sacado todas ^ ^ J ^ n -
h'ciendo el radio igual á la unidad, preferimos adoptar la base decon 

tolo ogantrnos délas l í n e a s trigonométricas como Pertenecientes 
" los números que expresan su magnitud en partes del radio siendo es-
ie Í ; habiéndose ton,-ido para los logaritmos del seno y coseno los com-
plementos aritméticos de sus características. 

Disposición y uso de las tablas de las líneas trigonométricas. 

791 -DISPOSICION DE LAS TABLAS DE CALLET. Vamos Á describir 
las tablas de las l í n e a s trigonométricas de Callet 
t , s á la división sexagesimal se encuentran de»la página (2b9) a la (6o9 
1 vididas en dos partes: en la primera se encuentran los logaritmosdel 

no v tangente de los cinco primeros grados, y os del eoseno y cotan-
S M de 85 á 90" de segundo en segundo; y en la segunda parte, de la 
pecina 390 en adelanté constan los logaritmos de los senos, cosenos, 
ta Mientes y cotangentes de 0 á 90° de 10 en 10'. 

L^s tablas en una y otra parte tienen doble entrada una correspon-
diente al número de grados inscrito en la cabeza de la págma, y otra 
que pertenece á los grados anotados al pié de la pagina. 
q En Ta primera parte de las tablas se observará que se ha seflalado el 
v ¿mero de los grados arriba y á la izquierda de cada página o abajo y 
A d e r e c h a : lo! minutos lo están en una línea horizontal y los segun-
dos de 0 á 60 están en una columna vertical. Una de las 1 anas corres-
S al seno de los arcos de 0 á 5- y al coseno de 85 á 90°, y la otra á 
S n t e v cotangente de los mismos grados. Cuando se consideran 
Josirados v minutos puestos en la cabeza de las páginas, es preciso to-
m ó l o s segundos de la columna déla izquierda, cuya numeración va 
1 ,rriba Jora abajo. Cuando se toman las indicaciones del pie de la 
p l l l se tomarán los segundos marcados en la columna de la derecha. 
Por último, desde la página (350) á la (389) sobre las indicaciones de 
los minutos hay unos números (401, 398, 396, etc.), los cuales expre-

san las diferencias qne generalmente hay entre dos logaritmos inmedia-
tos de los que están en la columna arriba de cada diferencia. 

En la segunda parte de las tablas, considerando la entrada superior, 
los grados están arriba de cada págiua desde 0o hasta 44°, los miuutos 
están anotados en la primera columua vertical, y los segundos de 10 en 
10 en la siguiente. En seguida estáu.los logaritmos del seno, coseno, 
tangeute y cotangente debajo de su respectiva anotacion sinus, co-sin, 
tang. y cutang., habiéndose omitido para abreviar la indicación dzlog. 
Ademas, en las columnas de diferencias constan la3 que se obtienen 
restaudo los logaritmos entre los que se encuentran inscritas. Es de no-
tarse que las diferencias de los logaritmos de las tangentes son comunes 
á la3 cotangentes, de lo cual es fácil darse la razón. Eu efecto: 

1 
tang. (a + h ) = 

tang.a— 

cot. ( a + h ) « 

1 
cot. a 

s é . 

Dividiendo una ecuación por otra, resulta: 

tang.a (a + li) cota 
tañg.a cot. (a + h) 

y tomando los logaritmos 

log. tang. (a + h)—log.tang.a=log.cota—log.cot. (a + h) 

lnego cualquiera que sea el valor del arco a y el de la diferencia h, un 
segundo ó 10', la diferencia entre los logaritmos de las tangentes será 
la misma que entre los de las cotangentes de los arcos a y (a+-li). 

Cuando se consideran ángulos de45 á 90= están marcados los grados 
al pié de cada página, \os miuutos lo están en la primera columna de 
la derecha, y los segundos de 10 en 10" yendo la numeración de abajo 
para arriba. 

Conforme á esta disposición, consultando las graduaciones superior 
é inferior, asi como los títulos de las líneas trigonométricas, se vé que 
las tablas de Callet contienen los logari tinos del seno, coseno, tangente 
y cotangente de todos los arcos de 10 en 10" deO á 90°. 

7 9 2 . — t í s o DE LAS TABLAS TRIGONOMÉTRICAS.—Los problemas que 
hay que resolver son dos, semejantes á ios que liemos exp'ieado al tra-
tar de los logaritmos de los números: dado nn arco, determinar el lo-



garitmo de una de sus líneas trigonométricas; y dado el logaritmo ae 
una línea trigonométrica, determinar el arco; pudiendo suceder en uno 
y otro caso, que el número conocido esté ó no en las tablas de Callet, 
que son las que hemos escogido para dar nuestras explicaciones. 

793.—I.—PROBLEMA.—Conocido un arco menor que 90°, determinar 
el logaritmo del seno, coseno, tangente ó cotangente de este arco. 

lír Caso. —Si el arco dado consta de grados, minutos y solo decenas de 
segundos, se encontrará en las tablas. El valor del arco puedo no llegar 
á 45° y puede pasar de 45°. En el primer caso seboseará el número de 
grados entre los que están inscritos eu las cabezas de las páginas; los 
minutos se hallarán en la Ia columna de la izquierda, en la que los va-
lores van creciendo de arriba para abajo; y por último, sin perder el 
número de minutos, se buscarán en la columna siguiente las decQuas 
de segundos. Una vez hecho esto en la línea horizontal que pasa por el 
número de segundos del arco, y debajo de laanotacion correspondiente 
á la línea trigonométrica que so considera, se encontrará el ^garitmo 
buscado. Por ejemplo: se quiere el logaritmo del coseno de 6o—15 —30" 
En la página (427) se encuentra en la parte alta 6o, y en la primera 
columna de la izquierda 15'; luego Hilamos en la siguiente y entre lo ^ 
y 16' los 30". Ahora, recorriendo el renglón que corresponde á los 30" 
debajo de la anotación co-sin, encontramos el logaritmo 9 997 4041 que 
es el buscado. Esto es 

l o g . c o s . # 6 ° — 1 5 ' — 3 0 " = 9 - 9 9 7 4041 

Si el arco dado pasa de 45° se buscarán en el pié de las páginas los 
grados. Una vez hallados estos, los minutos se tomarán en la columna 
déla derecha, en la que la numeraciou crece de abajo para arriba, y 
las decenas de segundos en la inmediata columna. En seguida se re-
correrá la línea en que están estos segundos de derecha á izquierda, 
V se tomará el logaritmo que esté arriba de la anotacion de la linea 
trigonométrica de que se trata. Sea, por ejemplo, buscar el logaritmo 
def seno de 6 8 ° - 3 ' - 4 0 " . En la página (521) y en su pié se encuen-
tran 68°: los minutos y segundos los tomamos en las columnas de la 
derecha, cuya numeración crece al subir. Encontrado el renglón que 
corresponde á 68o—3'—40" lo recorremos para la izquierda, y en la 
columna anotada abajo con la palabra sinus, hallaremos el número 
9-967 3527, que es el logaritmo buscado. Esto es, 

log.sen. 68o—3'—40"=9-967 3527. 

2o Caso.—Cuando el arco dado, ademas de decenas de segundos, con-
tiene unidades y fracciones de segundo, no se encontrará en las tablas, 
y se procederá para determinar el logaritmo de sus líneas trigonomé-
tricas, según que se trate del seno y la tangente, ó del coseno y la co-
tangente, de la manera que vamos á explicar. 

Si se trata de un seno ó una tangente, cuyas líneas se ha visto que 
crecen al aumentar el arco, se comenzará por rebajar al arco dado el 
exceso que tenga de unidades y fracciones de segundo sobre el arco 
que se encuentra en las tablas, y se buscará el logaritmo que corres-
ponde á este arco, próximo menor que el dado, al cual habrá que agre-
garle una parte correspondiente al exceso despreciado por el pronto. 
Para determinar lo que debe agregarse al logaritmo hallado en las ta-
blas, notaremos que cuando el incremento de un arco es pequeño, en-
tre ciertos límites de aproximación los incrementos de los logaritmos 
de las líneas trigonométricas son proporcionales á los de los arcos. En 
efecto, en las tablas de Callet se notará, que con excepción de los lo-
garitmos que se encuentran al principio de ellas, esto es, de los arcos 
que se aproximan á 0 y á 90°, y de los cuales trataremos luego, la di-
ferencia de los logaritmos es constante para un gran número de arcos. 
Esto es, para un incremento de 20", 30", etc., en el arco, la diferencia 
entre los logaritmos es doblo, triple, etc., de la que hay cuando el arco 
aumenta 10". Por tanto, podemos en cualquier caso establecer una 
proporcion que diga: 10 segundos, es al exceso, en segundos y fracciones 
de segundo, del arco dado sobre el encontrado en las tablas; como la di-
ferencia entre los logaritmos correspondientes: á 10", es á la diferencia 
que buscamos; si llamamos e el exceso del arco dado sobre el encontra-
do en las tablas, por d la diferencia de las tablas correspondiente á 
10", y por x lo que se le debe agregar al logaritmo hallado en las ta-
blas correspondiente á un arco algo menor que el verdadero, podremos 
establecer la siguiente proporcion: 

10" : e :: d : x = i l 
10 

Se ve, pues, que para determinar lo que se ha de agregar al logarit-
mo encontrado en las tablas, hay que multiplicar el exceso del arco sobre 
él que constp. en las tablas por la diferencia de los logaritmos, y dividir 
el producto por 10. El resaltado expresa unidades decimales del 7o 

orden. 
El exceso e debe expresarse en segundos y fracciones decimales de 



segundo. Cuando el arco esté indicado en segundos, terceros, etc., 
habrá que comenzar por trasformar los terceros, etc., eu fracciones de 
eiinales de segundo. 

Por ejemplo: se qniere el teg. del seno de 59o—23'—34" "3 

log. sen. 59°—23'- j-30" =9"934 83 56 ¿ = 1 2 5 , ÍO i M 
Corresponde por 4" '3 54 , 12<5x4" '3=53«7a 

log.sen.59°—23'—34" '3=9-934 84 10 

Como 2o ejemplo: determinar el log. de la tang. de 39° -52 '—45" '4 

loe tañe. 39o—52'—40"=9-921 9314 d=428 
Corresponde por 5« '4 231 42<8x5" -4=231'12 

log. tang.39°—52'—45" '4=9-921 9545 

Si se trata de un coseno 6 de uncí cotangente, cuyas líneas como se 
ha visto decrecen al aumentar el arco, se buscará en las tablas el loga-
ritmo que corresponde al arco próximo mayor que el dado. En seguida 
se restará del arco de las tablas el dado, y el exceso se multiplicará por 
la diferencia correspondiente á 10", cuyo pi-oducto dividido por 10 se 
agregará al logaritmo tomado de las tablas. El fundamento de esta re-
gla es el mismo que el de la anterior. 

Por ejemplo: se busca el log. del coseno de 25o—38'—48" '5 

log.co3.25°—38'—50"=9*954 9542 t l = 1 0 1 „ £ -
corresponde por 1» '5 15 5 0 ' - 4 8 ' " 5 = l " ' 5 ; 1 0 ' l X l ' " 5 = 15'lo 

log.cos.25°-38'-48"'5=9-954 9557 

Como 2o ejemplo: determinar el log. de la cot. de 73o—4?'—33" '2 

loe cot. 73°-47'-40"=9-463 3434 d=785 
corresponde por 6" '8 534 40" -33 '2=6" '8 ;78 '5x6" '8=533 ' "S0 

log.cot.73°-47'-33" '2=9-4.63 3968 

Cuando se trata de un coseno ó de una cotangente, podría tomarse 
el logaritmo que en las tablas corresponde al arco próximo menor, pero 
entónces habria necesidad de restar de este logaritmo la diferencia 

logarítmica que se calcule debe corresponder al exceso del arco dado 
sobre el de las tablas. 

3er- Caso.—Cuando el arco dado es muy pequeño ó se aproxima mucho 
á 90°, el método anterior no da una aproximación suficiente, y vamos 
á explicar cómo es necesario proceder. 

Estando dado el arco en segundos y fraccioues de segundos, repre-
sentemos por a la parte entera, y por h la parte decimal. Cuando se 
trata de arcos pequeños, hemos visto (790) que sin error sensible pue-
de admitirse que sus senos son proporcionales á las longitudes de los 
arcos rectificados, y que los arcos son proporcionales á los números de 
segundos de que consten; en virtud de lo cual se tiene: 

sen.(a + h) _ a + h ^ tang.(a + h ) _ a + h 
. sen. a a tang.a a 

ó despejando y tomando I03 logaritmos: 

log. sen. ( a + h ) = l o g . son.a+log. (a + h)—log.a (A) 

log. tang.(a+h)=log.tang. a + log. (a + li)—log. a (B) 

El logaritmo de sen.a ó de tang.a se tomará en la primera parte de 
la tabla de las lineas trigonométricas, y los logaritmos de (a + h) y de 
a se tomarán en la tabla de los números, y por las fórmulas (A) y (B) 
se tendrán los logaritmos de seno y tang. (a + h). 

Sea, por ejemplo, determinar el logaritmo de seno 0°—2'—28" '54 
Este arco, reducido á segundos, es igual 14S'"54. Por lo cual, para 

sustituir en nuestras fórmulas, se tiene: a=14S y h=0 '54, y se tendrá 
haciendo el cálculo correspondiente: 

log. sen. 0°—2'—28"=6.á55 S365 
log. número 143'54 =2 '171 8434 

9'027 6799 

Menos log. 148 —2'170 2617 

log. sen. 0o—2'—28" '54 =6 '857 4182 

Como c o t . a = — - — se tiene que: 
tang.a 



log. cot.a=log. 1— log. tang.a=0—log. tang.a 

resñlta que si se busca el logaritmo de la cotangente de un arco muy 
pequeño será necesario determinar el logaritmo de la tangente por la 
fórmula (B), en seguida cambiarle signu, y tomar su complemento 
aritmético. 

Si se trata del logaritmo del coseno de un aroo muy pequeño, como 

de la expresión tang.a= ÜÜLÜL resulta: cos.a= 6 e " ' * •, tendremos: 
1 eos. a tang.a 

, , , ^ sen. (a + h) eos. (a + h , = - ' tang.(a f h) 

luego log. cos.(a + b )= l og . sen. (a + b)—log. tang. (a + li) 

parece que bastaría determinar los logaritmos del seno y de la tangen-
te de (a-f-h) por los procedimientos indicados para obtener el de eos. 
(a Kli) con la suficiente exactitud; pero no es así, pues si en la última 
ecuación se sustituyen los valores (A) y (B), resulta: 

* 

log. cos.(a + b )= log , sen.a—log. tang.a 

lo que da log. cos . (a+h)=log . cos.a 
Este resultado es el que muestran las tablas. En efecto, supongamos 

que se pida el logaritmo del coseno de 0 o—2'—28" '54. El valor busca-
do, estará comprendido entre los logaritmos de los cosenos de los arcos 
de 0 o—2' 2(»" y 0 o—2'—30" los cuales, como puede verse en la 2a par-
te délas tablas, pág. (390) tienen el mismo valor 9 999 9099. Por esta 
razón, debe evitarse el empleo de los cosenos cuando en los cálculosen-
tran ángulos pequeños. 

4C Caso. —Cuando el arco solamente tiene fracciones decimales de se-
gundo la fórmula anterior no es aplicable, pero entonces se considera-
rán las fracciones como segundos de los cuales se busca el logaritmo en 
la primera parte de la tabla, de 0 á 5o, y se disminuye la característica 
del logaritmo encontrado, tantas unidades como cifras decimales tiene 
la fracción. 

Por ejemplo: log. sen. 0" '35=log. sen. 35"—log. 100 

log. sen. 0" '35=4-229 6429. 

7 9 4 . _ I I . PROBLEMA. —Estando dado el logaritmo de un seno, de un 
coseno, de una tangente ó de una cotangente, encontrar el arco á que 
corresponde.' 

1ER- CASO. — Cuando el logaritmo dado se encuentra en la talla. Se bus-
ca éste en alguna de las dos columnas •contiguas que tienen por enca-
bezado arriba ó abajo la línea trigonométrica á que pertenece el loga-
ritmo. Si este encabezado está arriba, se recorrerá para la izquierda el 
renglón en que se encontró el logaritmo basta llegar á las decenas de 
segundos, que son las'del arco buscado. Se pasará á la primera colum-
na, y si en el mismo renglón hay un número, éste será el de los minu-
tos buscados, y en caso contrario, se recorrerá para arriba esta colum-
na, y el primer número que se halle será el de los minutos. Por último, 
en la cabeza de la página y fuera del cuadro estarán los grados. Si por 
él contrario, el encabezado de la línea trigonométrica estuviese abajo 
de la página, es necesario recorrer el renglón donde se encontró el lo-
garitmo para la derecha,» y en la penúltima columna vertical se halla-
rán los segundos; en el mismo renglón ó un poco más abajo, en la úl-
tima columna, estarán los minutos, y en el pié de la página, fuera del 
cuadro, los grados. 

Supongamos, por ejemplo, que se pide el arco cuyo seno tiene por 
logaritmo 9.717 36 27. Encontraremos este número en la pág. (578) 
en la columna que lleva el título de seno arriba, por lo cual el arco á 
que pertenece es 31o—26'—30". 

Sea como 2° ejemplo, determinar el arco cuya cotangente tiene por 
logaritmo 9-721 44 69. Este número se encuentra en la pág. (556) en 
la columna que lleva el título de cotangente en la parte de abajo, por 
lo cual el arco buscado es: 62"—13'—50". 

2O CASO.—Cuando el logaritmo dado no se encuentra exactamente en 
las tablas, que es lo mas común, se buscará en las dos columnas que 
llevan por título arriba ó abajo la línea trigonométrica á que perteue-
ce el logaritmo que mas se le aproxime; teniendo cuidado de tomar el 
próximo menor cuando se trata del seno y la tangente, y el próximo ma-
yor para el coseno y la cotangente. Se verá el arco expresado en grados, 
minutos y decenas de segundos á que el logaritmo encontrado perte-
nece, y se anotará para despnes agregarle lo que corresponda por la di-
ferencia que haya entre ese logaritmo y el dado. Restando los, dos lo-
garitmos, resulta una diferencia que llamaremos l, y como en arcos 
pequeños y dentro de ciertos límites de aproximación, hemos visto 
que los incrementos de los arcos son proporcionales á los que tieuen 



los logaritmos de las líneas trigonométricas, llamando d la diferencia 
entre dós logaritmos próximos correspondiente á 10", y por e lo que 
se ha de aumentar al arco que pertenece al logaritmo hallado en la ta-
bla, podremos establecer la siguiente proporcion: 

a : ¿ i 10" : 
d 

fundada en este razonamiento: la diferencia de los logaritmos corres-
pondiente á 10", es á la diferencia entre el logaritmo de las tablas y el 
dado; como 10", es á los segundos y fracciones de segundo que debemos 
agregar al arco de las tablas. 

Así, pues, prescindiendo de los arcos muy peqneftos ó cercanos á.90 , 
en los cuales no se verifica esta proporcion, para determinar el número 
de segundos y la fracción de segundos que debe agregarse al arco á que 
pertenece el logaritmo hallado en la tabla, deberá multiplicarse por10 
la diferencia que hay entre el- logaritmo dada y el de las tablas, y di vi-
dirse el producto por la diferencia correspondiente á 10". Algunos 
ejemplos aclararán esta regla. 

Sea por determinar el arco, cuyo seno tiene por log. 9-986 72 88. Por 
tratarse de una línea directa cnyo valor crece cuando el arco aumenta, 
tomarémos el log. próximo menor, que se encuentra en la pág. (474) 
en la columna seno, y cuyo valor es, 9-986 7250, y el cual pertenece al 
arco 75o—54"—20". Dispondremos el cálculo como signe: 

log. seu. x =9-986 72 S8 

en las tablas 9-98G 72 50 corresponde á 75o—54'—20" d = 5 3 
/y; i-I f 3S0 

1 0 x 7 = 3S0 
E1 arco áque corresponde el log. dado es 75c—54'—27" '17 

2o Ejemplo: Encontrar el arco cnya tang. tiéne por log. 0'401 9878 

log. tang. x =0-401 98 78 

en las tablas, 0-401 95 33 corresponde á 6 S ° - 2 2 ' - 5 0 " d = 615 
«R, _3450 

10X7 3 450 615^ 
El arco buscado será 68 o—22'-|5 '"61 

3er- Ejemplo: Determinar el arco cuyo coseno tiene por log 
9-979 28 32. 

%or tratarse de una línea indirecta^ buscaremos el logaritmo próxi-
mo mayor. 

log. eos. x = 9-979 2S 32 

en las tablas 9-979 28 65 corresponde á 17o—33'—20" d = 67 

10x7 330 4^93: 3 3 0 

El arco buscado será 17°—33'—24'93 
6 7 

4o Ejemplo: Determinar el arco cuya cotangente tiéne por log 
9-242 53 21. Por tratarse de una líuea indirecta, cuyo valor decrece al 
aumentar el arco, buscaremos el log. próximo mayor. 

log. cot. x =9-242 53 21 

en las tablas 9-242 61 03 corresponde á 80o—5'—0" d = 12 42 

10X7 • 78 20 6 ' 2 9 = j g - g -

El arco buscado será x=80°—5'—6""29 

Podria haberse tomado el log. próximo menor con el eos. y la cot.; 
pero entonces teudria que restarse el arco correspondiente á la diferen-
cia de los logaritmos. 

3ER- CASO.—Cuando el logaritmo dado pertenece á un seno ó á una 
tangente, y la diferencia de los logaritmos entre los que se encuentra 
es muy considerable, debe procederse como sigue. Se buscará en la 
primera parte de la tabla, donde los arcos varían de segundo cm segun-
do, el logaritmo que mas se aproxime al logaritmo dado, y se reduei-
rán á segundos los grados y minutos del arco correspondiente. Llame-
mos a el número de segundos así obtenidos y a+h el número exacto 
de segundos y fracciones de segundos del arco buscado. Al tratar del 
3ER- caso del problema inverso al que nos ocupa, (793) demostramos las 
fórmulas: 

log. sen. ( a+h )= lóg . sen.a+log. (a+h)—log.a (A) 
log. tang. (a + h)=log . tang.a+log. (a+h)—log.a (B) 

si en cada una de ellas despejamos á log. (a+h) , tendrémos: 



log. (a + l i )=log. sen. (a + h) + log.a—log. serna (C) 
log. (a + l i )=log. tang. (a + h) +log. a—log. tang.a (D) 

y el valor de ( a + h ) se determinará por una de estas ecuaciones segnn 
se trate del seno ó de la tangente. 

Supongamos que se busca el arco cuyo serio tiene por log. 6*862 oó 4o 
El logaritmo próximo menor en la t»bla es 6 861 .16 61 que correspon-
de aUrco 0 o —2'—30"=150"=a . El logaritmo de a, así como el nu-
mero (a + h) los encontraremos en las tablas de los números, y los de-
mas en las líneas trigonométricas. Sustituyendo en la fórmula (C) cal-
cularemos (a + h) como sigue: 

log. sen. (a + h)=6-862 53 45 
log.a=150" —2'176 09 13 

9 038 62 58 
Menos log. sen. 0 ° - 2 ' - 3 0 " 6-861 66 61 

2-176 95 97 =log . 150"'30 02 

. De una manera análoga procederíamos para una tangente y aun pa-
ra una cotangente, supuesto que su logaritmo es igual y de signo con-
trario al de la tangente; pero cuando se trata de determinar un arco 
muy pequeño por medio de su coseno es imposible hacerlo con preci-
sión. Si se quiere, por ejemplo, conocer el arco cuyo coseno tiene por 
log. 9 999 99 97, las tablas en su segunda parte muestrau que el nñMno 
logaritmo pertenece á todos los arcos comprendidos desde 0o—3?—50" 
hasta 0O—4'—20", lo que quiere decir que el arco pedido, no puede ob-
tenerse sino con unaincertidumbre de 40". 

4O CASO.—Cuando el logaritmo de la linea trigonométrica tiene una 
característica menor queA corresponderá á un arco menor que un se-
gundo, y se procederá como sigue. Se le agregarán á la característica 
las unidades necesarias para que sea igual ó mayor que 4, y se verá á 
qué número de segundos corresponde en la primera parte de las tablas 
de 0 á 5 o , y en seguida se dividirá el número de segundos por la unidad 
seguida de tantos ceros como unidades se agregaron á la característica. 
Por ejemplo, buscamos el arco cuyo seno tiene por log. 2*862 5345. 
Agregando 3 unidades á la característica queda 5*862 5345 que corres-
ponde al arco 15'"03, cuyo número habrá que dividirlo por 1000, re-
sultando que 

2 *862 5345=log. sen. 0"<01503. 

795.—VALORES NATURALES DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS.— 
Ya hemos indicado, que cuando la magnitud de una línea trigonomé-
trica, se refiere á la del radio tomado como unidad 6e obtienen los 
valores naturales de las líneas trigonométricas, y las tablas de Callet 
pueden servir para determinarlos, así como para tener el logaritmo de 
una línea trigonométrica cuando se conoce su valor natural. 

Io Si se trata de determinar el valor natural de la línea trigonomé-
trica de un ángulo dado, se buscará su logaritmo en las tablas «le las 
líneas trigonométricas; y en seguida, en las tablas de los números se 
verá á qué número corresponde ese logaritmo. 

Por ejemplo, supongamos que se trata de determinar el valor natu-
ral del coseno de 60°.. En la página (569) encontramos, que el log. co-
rrespondiente al coseno de 60°, es de 9-698 97 00. En seguida determi-
naremos el número á que corresponde. Este será decimal, y siendo 9 la 
característica, no habrá ningún cero despues de la coma. En la tabla 
de los números, buscaremos á cuál corresponde la man tiza del logarit-
mo encontrado; y en la pág. (72) hallamos que pertenece á 50 000. En 
consecuencia, el coseno natural de 60°, es 0 '5=£ . Hemos tomado el 
arco de 60°, con el objeto de que los alumnos vean que el resultado de 
las tablas es exactamente igual al obtenido en el núm. 731 prob. X. 

Aplicando la regla anterior para determinar la tangente de 30°. se 
encuentra: log. tang. 30°=9*761 4394 página (570), y este log. en las 
tablas de los números, pág. (85) corresponde 0'577 35. 

Luego tang. 30°=0<57 735 del radio. 

En el número 731, prob. VIII, encontramos que tang. 3 0 ° = £ y^j 
y para comprobar nuestro resultado, bastará calcular por logaritmos la 
expresión £ y ^ 

i log. 3=0'23S 56 062 
Menos log. 3=0<477 12 125 

9*761 439 37 

cuyo log. siendo igual al de tang.30u, es claro que los dos valores serán 
idénticos. 

2° Si conocido el valor natural de una línea trigonométrica, se quie-
re determinar su logaritmo, bastará buscaren las tablas de los números 
el logaritmo correspondiente al valor natural conocido. 

• 



Por ejemplo: se busca el log. de la tangente de 23?—38', cuyo valor 
natural es 0*435504. Como el log. de este número es 9-63S 99 22 este 
será aproximadamente el logaritmo de la tangente de 23o—32'. Deci-
mos aproximadamente, porque eu el valor natural solo hemos estimado 
seis cifras decimales. 

7 9 6 . —OBSERVACIONES SOBRE LOS LOGARITMOS DE LAS LÍNEAS TRI -
GONOMÉTRICAS.— Con el fin de» evitar el uso de las características 
negativas en las tablas de Callet, se ha adoptado el método de los com-
plementos aritméticos de estas características; pero á causa de esto, de-
be tenerse muy presente, al ejecutar operaciones con este sistema de 
logaritmos, todo lo que dijimos al tratar de los logaritmos de los núme-
ros (337. II) y lo que hemos explicado en los problemas en que entran 
esta clase de características; (338, I V , VIII, X I I I y XIV) , pero es im-
portante fijarse en qué logaritmos corresponden á fracciones decimales 
y cuáles pertenecen á números enteros, para así saber desde luego en 
qué casos deberá restarse 10 de la característica, suprimir ó restituir 
las decenas de estas, ó tomar los logaritmos tales como resulten. 

Como los valores de los senos y cosenos varían desde 1 hasta 0, sus 
logaritmos siempre corresponden á fracciones decimales; y eu las carac-
terísticas, de sus logaritmos, está sobrentendida la resta de 10. Las tan-
gentes son menores que el radio, desde 0 hasta 45°, y sus logaritmos 
corresponden á fracciones decimales; pero desde 45° en adelante, como 
la tangente es mayor que 1, los logaritmos pertenecen á números ente-
ros, y las características que constan en las tablas, son las verdaderas. 
Las cotangentes por el contrario, son mayores que el radio de cero á 
45°, y menores que 1 de 45 á 90°; por lo que los logaritmos de las 
cotangentes de 0 á 45° corresponden á números enteros, y de 45 á 90° 
pertenecen á decimales. 

7 9 7 . — A P R O X I M A C I O N QUE PUEDE OBTENERSE CON LAS T A B L A S . — S Í 
se examinan las diferencias logarítmicas de las líneas trigonométricas 
en las tablas de Callet, se notará que son muy considerables para el 
seno en los arcos pequeños; que varían frecuentemente; que a medida 
que el arco va creciendo, estas diferencias disminuyen y son constantes 
para mayor número de arcos hasta llegar á ser nulas al aproximarse 
á 90°. 

La razón de esto, es, que el seno va creciendo de 0 á 90°, y liemos 
demostrado ya, ( 3 3 7 - H I ) que la diferencia logarítmica entre dos nú-
meros consecutivos, disminuye á medida que el valor absoluto de los 
números aumenta. 

Para el coseno se observan variaciones en sentido inverso, muy pe-
queñas en los arcos cercanos acero y grandes en los próximos 90°. Res-
pecto á la tangente y cotangente, sus diferencias logarítmicas siempre 
son numéricamente mayores que las del seno y tienen variaciones aná-
logas á las de esta línea. 

Ahora bien, como mientras mayor es la diferencia logarítmica, tanto 
más será la aproximación que podemos obtener empleando los logarit-
mos de las líneas á que pertenecen: el exámen de esas variaciones es de 
la mayor importancia para la práctica. 

Si uos fijamos por ejemplo en el arco de 2 o , veremos en la pág. (402) 
de las tablas, que la diferencia logarítmica del seno de 2 o y de 2 o—0' 
—10" es 6025. En consecuencia, si 6025 diferencia entre los logarit-
mos de los senos corresponde á una de 10" en el arco, cuando la dife-
rencia entre los logaritmos sea una unidad de 7o orden, la diferencia 
entre los arcos la determinaremos por la siguiente proporcion: 

6025 ; 1 :: 10" : x = 0 " '0017 

9 
Así, pues, usando los logaritmos de Callet en arcos próximos á 2o 

por medio del seno podremos obtener la aproximación de 0 " '0017. 
Para el coseno, la diferencia es de 8. Por tanto, 

8 : 1 : : 10" : x = l ' " 2 5 

y la aproximación sirviéndonos del coseno, será de 1" '25, esto es; 735 
veces menor que con el seno. 

Siendo la diferencia logarítmica para la tangente y cotangente 6033 
un cálculo idéntico conduce á que estas líneas dan una aproximación 
un poco mayor que el seno. 

Calculando la aproximación que prodúcela variación de una unidad 
de 7o orden en la mantiza del logaritmo del seno en arcos de diversas 
magnitudes, estableciendo y resolviendo en cada caso una proporcion 
como acabamos de hacerlo, se obtiene la siguiente tabla: 

5o 20° 40° 45° 50° 70° 85° 89°-40' 
0 " '004 0 " '017 0 " '040 0 " '047 0 " ' 057 0 ' "125 0" '526 5 " '000 

Así, pnes, los ángulos próximos á 90° quedarán muy mal determina-
dos por sus senos; y de la misma manera los ángulos pequeños se ob-
tienén con muy poca exactitud por medio del coseno. Las tangentes y 



cotangentes dan errores menores qne el seno como puede verse compa-
rando la siguiente tabla con la anterior: 

5o 2 0 ° 40° 45* 50» ¡ M 8 5 ° 8 9 ° - 4 0 ' 
0 " '004 0 " '015 0" '023 0 " ' 024 0»'023 Cf '015 0" '004 0" '0003 

del coseno. 

7 q 8 Por último, haremos notar, que no hemos tratado de la se-
caute," de »a cosecante, seno verso y c o s e n o v e r s o porque son lineas cu-
To uso es poco frecuente en la práctica. Por lo demás, como 

1 1 
8 e C - a = ^ a 1 C°S e C-a = l ^ 

S ^ S S S f S E 
^ " n e s d e f e coseno v e o tienen el i n c o n v e n i e n t e 

líneas: 

log. del seno de 3o—12'—28" 
log. tang. 1°—18'—58" 
log. eos. 87o—53'—19" 
log. sen. 42 o —25' -30" 
\bs. sen. 54°—19' 37" '35 
log. eos. 85°—17'—40" 
lo-, eos. 32°—22'—52" '25 
log. tang. 5 9 ° - 3 0 ' - 3 0 " 
log. tang. 37°—45' 48" 36'" 
log. cot. 49o-—19' 20" 
log. cot. 86°—10' 35" '7 

II.—Determinar los arcos de las líneas trigonométricas enyos loga-
ritmos son los siguientes: 

9-424*6147 log.. sen. 
9-978'3800 „ sen. 
9-547 2425 „ eos. 
9-958 7602 „ eos. 
0-804 3941 „ tang. 
9-371 7568 „ tang. 
0-456 2978 „ cot. 
9 229 5384 „ cot. 

III.—Determinar el valor natural de las siguientes líneas: 

del seno 32o—15'— 20" 
del eos. 75o—16'—10" 

tang. 63o—18'—12"'3 
cot. 22o—25'—30" '48 

IV.—Determinar los logaritmos de las siguientes líneas trigonomé-
tricas enyos valores naturales son: 

. sen. 41o—30'=0'66262 
eos. 25o—20'=0<90383 
tang. 28o—44'=0'54824 
cot. 9o—20'=6*08444 

V.—Determinar el número de grados, minutos, etc., de un arco, sa-
biendo que la secante es igual á 3, y el radio del círculo igual á 2. 

Como los tamaños de las líneas trigonométricas se determinan en 
partes del radio tomando éste por unidad, para resolver el problema 
comenzamos por determinar el valor de la secante, en el supuesto de 
que el radio fuera la unidad. En virtud de que las magnitudes de las 
líneas trigonométricas son proporcionales á los radios, puede formarse 
esta proporcion: si cuando el radio es 2, la secante es 3; cuando el ra-

3 dio sea 1, la secante será —-. 



Entonces el problema se reduce á determinar el valor de un arco co-

nociendo la secante. 
Llamando a el arco se tiene: s e c . a J . Poniendo por .ee . su valor 

1 y despejando, resulta: 
eos. a 

2 cos. a = — 

de donde log. c os .a= log .2 - l og .3 
log.2-=0<301 03000 
lo<r.3=0<477 12125 

,og. c o s . a = 9 ' 8 2 3 9 0 8 7 = l o g . eos. 4 8 ° _ H ' - 2 3 ' ' arco enya sec .= , 

YI . Determinar el arco cuyo seno v e r s o = | siendo el radio i | 

Siendo el sen. ver.=radio menos el coseno, tendremos que 

12 5 _ 7 2 — G 5 = ^ 
el c o s e n o = — — — ^g— 7 8 

Determinaremos e n « seria el eoseno enando el radio = 1 por la pro-

porción: 
12 7 . = _91__ 7 

• ^G " ' 9 3 6 7 2 

luego log. co3 .a= log .7 - l og . 72 

log. 7=0<845 09804 
log. 72=1'857 33250 

8«987 76554=log. eos. 8 4 o — 2 5 ' - 15" 

12 
que será el arco que tiene|por seno verso cuando el radio e s _ . 

YTL* Determinar los valores límites y correlativos en estos límites 

de las líneas trigonométricas, deduciéndolos de las fórmulas funda-
mentales. (729) 

En la fórmula sen'a + cos*a=l , 

siendo los sumandos esencialmente positivos y no pudiendo ser uno de 
ellos mayor que la suma, se infiere: I o que el seno crece cuando el co-
seno disminuye y recíprocamente, y 2o que el^alor máximo de sensa ó 
de cos% será 1, siendo para esto indispensable que la otra línea sea cero. 

En este caso s e n . a = ± Vl=±l. 

Se ve, pues, que el seno puede ser igual á cero y que sus valores lí-
mites son + 1 y —1 cuando cos .a=0. 

Recíprocamente el coseno puede ser cero y sus valores máximos son 
+ 1 y —1 cuando el seno e3 cero. 

Los valores límites y correlativos en estos límites del seno y del co-
seno, conforme á la fórmula sen8a + cos s a=l , son: 

para 0o sen.a=0 yGos.a= + l 
„ 90° sen.a= + l cos .a=0 n c „ 

180° sen.a=0 c o s . a = - l BIB '-¡0TEO f , v , ^ » 
„ 270 sen.a=—1 cos .a=0 "ALf ^ ' f t f f f l 

En la fórmula tang.a= ' **er> cos. a 

f sen.a= + l , cos.a==0 dan taug. 9 0 ° = + c o 
, . . j sen.a=0, c o s . a = + l „ tang. 0 ° = 0 

los valores correlativos s n a = Q > c o s a = _ 1 f> tang. 180—0 
^ sen.a=—1, cos .a=0 ,, tang.270°= —ce 

La tangente varía de 0 á +a> y á —ao en razón directa del seno. 

i. 

En la fórmula cot.a = tang, a 

el valor 

tang .a= + co da c o t 90°=0 
tang.a=0 „ c o t 0 ° = co 
tang.a=0 „ cot. 180°=—co 
tang.a==—co „ cot .270 o=0 



La cotangente varia de 0 á + y á - c o en razón inversa de la tan-
agente. 

En la formula sec .a = eos. a 

el valor 

f c o s . a = + l da sec. 0 ° = + l 
cos .a=0 „ sec. 9 0 ° = + co 
cos .a=0 „ sec .270°==—co 
eos.a==—1 „ sec. 1 8 0 ° = 1 

La secante varia de + 1 á + « y de - 1 & - c o en razón inversa del 
coseno. 

I 
I 

En la fòrmula cosec.a= sen. a 

sen .a= + l da cosee. 9 0 ° = + 1 
sen.a=0 „ cosec. 0 ° = + co 
sen.a=0 „ cosec. 180°==—co 
sen.a=—1 „ cosec. 2 7 0 ° = — 1 

La cosecante varia de + 1 á +«> y de - 1 á - = o en razón inversa 
del seno. 

En la fórmula sen. ver.a=l—cos.a 

el valor 

c o s . a = + l da sen. ver. 0 ° = 0 
sen. ver. 9 0 ° = 1 
sen. ver.270°==l 

eos. a = 0 
eos. a==0 „ 
cos.a==—1 „ sen. ver . !80°=2 

El seno verso siempre es positivo y varia de 0 á 2. 

En la fórmula eos. ver.a=l—sen.a 

sen . a = + l da eos. ver. 9 0 ° = 0 
, , sen.a==0 , , eos. ver. 0 ° = 3 

e l v a l o r sen.a=0 „ eos. v e r . l 8 0 ° = l 
sen.a==—1 „ eos. ver.270°=2 

El coseno verso siempre es positivo y varia de 0 á 2. 

Procedimientos para hacer adaptables al uso de los logaritmos algunas 
expresiones. 

800.—Para que el cálenlo délos logaritmos pueda aplicarse inmedia-
tamente á la determinación del valor numérico de una expresión, se 
necesita que en esta no existan ligadas las cantidades por adición y 
sustracción; y en caso tie haber términos precedidos de los signos ± 
se dice que la fórmula no es calculable por logaritmos. En este caso, 
para hacer la expresión adaptable al empleo de los logaritmos, se nece-
sita hacer en ella algunas trasformaciones de las que vamos á ocupar-
nos brevemente. 

Cuando se tiene la diferencia de los cuadrados, fundándonos en que 
ésta es igual á la soma de las cantidades multiplicada por su diferen-
cia (251—III), fácilmente puede hacerse la transformado n exijidá. Por 
ejemplo: 

Si x=a '—b 2 

tendremos x = ( a 4 b) (a—b) 

Igualmente si sen.a=-\/ 1—eos*a 

tendremos sen .a=v / ( l +cos.a) ( l—cos.a) 

expresiones adaptables al uso de los logaritmos. 

Si se tiene una expresión con la suma ó diferencia de los senos, co-
senos, tangentes y cotangentes, las fórmulas (59) á (66) desde luego 
trasforman estás sumas y diferencias en expresiones adaptables al uso 
de los logaritmos. Esas fórmulas pueden reasumirse como sigue: 

s e n . p i s e n . q = 2 sen. | ( p ± q ) eos. | ( p ^ q ) 

c o s . q + c o s . p = 2 eos. i (p + q) eos. ¿ (p—q) 

cos .q—cos.p=2 sen. k (p + q) sen. i (p—q) 

t a n g . a ± t a n g . b = J ? H ^ 4 cos.a cos.b 



, gen.(b±a) co t .amcot .b= f -Beu .a sen. b 

gol . -Consideremos ahora el caso más general cifrado en una expre-
sión binomia: 

x = a ± b 

en la que se busca el logaritmo de conociendo los logaritmos de los 
números positivos a y l. 

Sacando a como factor comnn: x = a ^ 1 ± 

Esto supuesto, introduzcamos nn arco auxiliar cp cuya magnitud se 
fijará por lacondicion de que se tenga: 

tang. <p= — 
& 

este arco cp, comprendido entre cero y 90* se calculará por logaritmos, 
por la fórmula: 

log. tang. (p=log. b—log. a 

EÍ valor de x se trasforma en 

, sen, cp eos, y ±sen, y M) 
s = a ( l ± t a n g . ^ ) = a , ( l ± _ _ J - a - | g 

pero se tiene: 

eos. 9>±sen. <p=cos.<?>±cos. (90o—cp) 

conforme á las fórmulas (61) y (62) se tiene: 

cos.<p + cos.(90°—<?)=2 eos. \ (90° -<p + eos. \ ( 9 0 ° - c p - c p ) 
= 2 eos. 45° eos. (45c—<p) 

eos.cp—eos.(90° — 9>)=2 sen. § ( 9 0 ° - c p + c p ) sen. | ( 9 0 ° - < p - 9 ) 
= 2 sen. 45° sen. ( 4 5 ° ^ ) 
= 2 eos. 45° eos. (45° + cp) 

luego cos.<p±sen.<p=2 eos. 45° eos. (45°=f<P) 

sustituyendo este valor en la ecuación (2), se tiene: 

a. 2 eos. 45° eos. ( 4 5 ° ^ ^ ) 
eos. cp 

Sustituyendo por eos. 45° su valor -Ly^ ( ? 3 i _ I X ) 

a. V2~cos. (45 0T3>) (3) 
eos. cp 

cuya expresión puede calcularse por logaritmos, como signe: 

log. x= log .a l-i log. 2 + log . eos.(45°^cp) log. eos.cp 

El mismo método puede aplicarse á una expresión polinomia cual-
quiera a ± b ± c ± d . . . . ; pues, en efecto, se podrá con el empleo de un 
arco auxiliar reducir una unidad el número de los términos del poli-
nomio, con un segundo arco auxiliar se disminuirá este número otra 
unidad, y continuando así se lograría trasformarla en un monomio. 

802.—Indicaremos otro método que puede emplearse para hacer 
adaptable al uso de los logaritmos una expresión binomia. 

Supongamos que esta es de la forma: 

x == a + b 

sacando a como factor x = 

tomaremos un arco auxiliar de modo que 

tangV = A (4 

expresión propia para el uso de los logaritmos. 

Sustituyendo x = a ( l + t a n g » = a ( s e c V ) 
1 4 



ó definitivamente " x = - — — 

eos2 <p 

expresión igualmente adaptable para el empleo de los logaritmos. 

Si se tiene x = a — b 
tomaríamos un arco auxiliar <p de modo que se tenga: 

sen2<p= — (6) 
a 

ó bien 
b = a seus9> 

sustituyendo se tiene: x = a — a sen 29>=a(l - sen8^) 

ó por último x = a eos*<p (7) 

fórmula propia para el uso délos logaritmos. 

Eesolucion de los triángulos rectángulos. 

803.—Vamos á tratar abora de la resolución de los triángulos, co-
menzando por lo's rectángulos. Como ya lo liemos dicho, la resolncion 
de un triángulo tiene por objeto determinar los elementos desconoci-
dos, cuando°para ello hay los datos necesarios, y por regla general son 
datos suficientes tres elementos, cuando uno de ellos es un lado. 

A fin de facilitar el uso de nuestras fórmulas, y evitar estar repitien-
do la representación algebraica de los elementos de los triángulos, con-
vendremos en indicar los ángulos por las letras mayúsculas A, B y C, 
y los lados respectivamente opuestos á cada ángulo por las minúsculas 
a, i ye. Ademas, en el caso de ser rectángulo el triángulo, constante-
mente representaremos el ángulo recto por A, y la hipotenusa por a. 

Esto supuesto, comenzaremos por establecer y demostrar los princi-
pios que sirven de fundamento á la resolución de los triángulos rectán-
gulos. 

S04.—PRRN-ciPlos FUNDAMENTALES.—Sea el triángulo rectángulo 
A B C (fig. 367), y haciendo centro en uno de los vértices B de los án-

galos agudos con un radio B G igual al de las tablas, tracemos el arco 
G D. En seguida bajemos la recta D F perpendicular á A B, que será 

el seno del ángulo B, y levantando la perpendicu-
lar G H, esta será la tangente del mismo ángulo. 
Por ser A C, G H y D F perpendiculares á A B, 
serán semejantes los triángulos B A C, B G II y 
B F D. Así, pues, se tiene: 

La hipotenusa B C = a , A C = b , A B = c , B G = B D = r , D F = s e n . B . 
B F = c o s . B y G H=tang .B . 
Comparando los lados homólogos do los triángulos semejantes, re-

sultan las siguientes proporciones: 

a sen. B 
BC : BD :: AC : DF sustituyendo a : r :: b^: sen .B de la que b= 

BC : BD :: AB : BF a : r :: c : cos.B „ c= 

A B : AC :: BG : GII „ c : b :: r : taug.B „ b : 

r 

a cos. B 
r 

C tang.B 

Estas tres proporciones son la expresión de los tres principios si-
guientes: 

V—La h ipotenusa es al radio, como un lado es al seno del ángulo 
opuesto. 7 7 - 7 

2o—La hipotenusa es al radio, como un lado es al coseno del ángulo 
adyacente. 

'y—Un lado es á otro lado, como el radio es á la tangente del ungido 
opuesto al segundo lado comparado. 

Estos tres teoremas, ó las fórmulas que de ellos se derivan, sirven de 
fuudameuto á la resolncion de los triángulos rectángulos, unidos á los 
teoremas demostrados en geometría, y que son: la suma de los tres án-
gulos de un triángulo vale 1S0°, y el cuadrado dé la hipotenusa es igual 
á la suma de los cuadrados de los catetos. 

Así, pues, haciendo el radio ignal á la unidad en las tres últimas 
ecuaciones, y expresando analiticamente los teoremas de geometría, 
tendremos las siguientes fórmulas para la resolución de los triángulos 
rectángulo« 



b = a sen. B (A) 
c = a eos. B (B) 
b = c taug. B (C) 

De que A-f-B + C=180° cuando A = 9 0 ° , se deduce: 

B = 9 0 ° — O 
a z=b2 + e 2 . . 

Debemos hacer notar, que si en vez del vértice B tomamos como cen-
tro el otro ángulo, resultarían fórmulas análogas á las (A), (B) y (C), 
que serian: 0 = 3 6611.0, b = a cos.C y c = b tang.C, las cuales pueden 
deducirse de las primeras cambiando b en c y B en C; por lo cual estas 
fórmulas deben entenderse como expresión de que un lado cualquiera 
es igual al producto de la hipotenusa por el seno del ángulo opuesto ó 
por el coseno del adyacente, y que un cateto es igual al producto del otro 
lado.por la tangente del ángulo opuesto. 

Al emplear los logaritmos para el cálculo de estas fórmulas, debe 
recordarse que al hacer el radio igual con la unidad, los logaritmos del 
seno, coseno, y á veces la tangente, tienen sobrentendida la resta de 10 
unidades en su característica, cuya resta es preciso efectuar para deter-
minar el vajor del lado que se busca. La supresión de 10 unidades en 
la característica equivale á lo que hacen varios autores, que conside-
rando las ecuaciones que se deducen de nuestras proporciones, y supo-
niendo el radio dividido en 10,000.000,000 de partes, restan de la suma 
de los logaritmos de los numeradores el logaritmo de r, que es 10, con-
duciendo ambos procedimientos al mismo resultado. 

8 0 5 . — C A S O S P A R A LA RESOLUCIÓN DE LOS TRIÁNGULOS RECTÁNGU-
LOS.—Hemos indicado que el problema que hay que resolver en trigo-
nometría, es determinar tres de los elementos de un triángulo, conocidos 
los otros tres. Ahora bien, como cuando el triángulo es rectángulo 
siempre se conoce el ángulo A recto, á este elemento hay que agregar 
otros dos para buscar los otros tres desconocidos; de modo que el nú-
mero de casos que pueden presentarse en la resolución de los triángu-
los rectángulos, será el de combinaciones diferentes que pueden hacer-
se con las cinco cantidades B, C, a, b y c, tomándolas de dos en dos. 

La fórmula (5) del número 356 se convierte en 

C 5 = ^ Ü = 1 0 
2 1 X 2 

y aunque en efecto son diez las combinaciones que pueden hacerse to-

mando de dos en dos las cantidades B, C, a, b, c, un exámen detenido 
hace ver que basta distinguir cuatro principales: 

COMBINACIONES. 
p Caso indeterminado conociendo A. 
B, a y C, a La hipotenusa y un ángulo, 
a, b y a, c La hipotenusa y un cateto. 
B, b; C,' c ; B, c ; C, b Un cateto y un ángulo. 
^ c Dos catetos. 

Resulta, pues, que aunque pueden presentarse 10 combinaciones di-
ferentes cou los datos de un triángulo rectángulo, bastará considerar 
los cuatro casos siguientes: 

Io—Dada la hipotenusa y un ángulo agudo, determinar los demás 
elementos. 

2O—Dada la hipotenusa y un cateto, idem ídem 
3O—Dado un cateto y un ángulo agudo, idem idem 
4o—Dados los dos catetos, idem idem 

Para escojer con facilidad la fórmula que corresponda ¿il caso que 
tenga que resolverse, los alumnos podrán aplicar las siguientes reglas: 

Deberá examinarse, I o si forma ó no parte del problema la hipotenu-
sa, y 2o si no entran como datos ni como incógnita los ángulos. 

Si la hipotenusa forma parto del problema, se hará uso de la fórmu-
la (A) ó de la (B), sirviéndose de la (A) cuando el eateto y el ángulo 
que son objeto de la cuestión, tengan ¡a posicion de opuestos, y se to-
mará la (B) cuando sean adyacentes. 

Si en el problema no entra la hipotenusa, pero sí uno de los ángulos 
agudos, se hará uso de la fórmula (C). 

Por último, si los ángulos no entran como datos ni como incógnita, 
se tomará la fórmula (E) 

8 0 6 . — R E C T I F I C A C I Ó N DE LOS DATOS Y DE LOS R E S U L T A D O S . — A m e -
nudo es importante, antes de emprender los cálculos necesarios para 
resolver un triángulo, examiuar si los datos de la cuestión no envuel-
ven alguna contradicción que haga iitiposible el problema, así como 
también lo es, despnes de haber ejecutado las operaciones numéricas 
necesarias para determinar el valor de los elementos desconocidos, po-
der comprobar los resultados para tener la seguridad de que no se ha 
cometido alguna equivocación. 



Las condiciones qne debe satisfacer nn triángulo para ser posible, 
son: que un lado cualquiera sea menor que la suma de los otros dos, 
y mayor que su diferencia; que el mayor lado esté opuesto al mayor 
ángulo, y recíprocamente; que la suma de los tres ángulos sea 180°, y 
en los triángulos rectángulos que la hipotenusa sea mayor que cual-
quiera de los catetos, así cómo que el cuadrado de la hipotenusa sea 
igual á la snma de los cuadrados de los catetos. Teniendo presentes 
estos principios, será siempre fácil darse cuenta de si pueden ó no acep-
tarse los datos ó los resultados de la resolución del triángulo. Para ¡a 
rectificación de los resultados en los triángulos rectángulos, debe te-
nerse: 

B + C=90° 
y a' = b2 + c2 

cuya fórmula, para hacerla adaptable al uso de los logaritmos, la pon-
dremos en la forma: 

b ' W — e J = ( a + c) (a—c) 

S07.—PROBLEMAS.— I.—Resolver un triángulo rectángulo (fig. 308) 
con los datos siguientes: 

c a=194'07 
b = 39'95 

Para determiuar B usaremos la fórmula (A) 
/l b = a sen.B, de la que 

-n b sen. B = — 
a 

Para determinar C usaremos la fórmula (B) b = a cos.C, de la que 

cos .C= — 
a 

Para determinar c, emplearemos la fórmula (E) a2 = V + c* de 
la que 

(Fig.S68) 

c = V ( a + b ) (a—b) 

CALCULO DE B . CALCULO DE C . 

log. b = 1 * 6 0 1 5 1 6 8 log. b =1 '601 5168 
log. a = 2'2S7 9584 log. a = 2'2S7 9584 

log. sen .B= 9-313 5584 log. eos. C = 9-313 5584 
B = 11°—52'—46" '1 C = 7 8 ° - 7 - 1 3 " '9 .. » _ 

CALCULO DE C. 

(a + b )=234 '02 log. (a + b)=2'369 2530 
(a—b)=154 '12 log. (a—b)=2'lS7 8590 

4'557 1120 
Tomando la mitad; log. V ( a + b ) ( a - b ) =2'278 5560=log. c 

c=189'9135 

COMPROBACIOX— Para rectificación del cálculo debemos tener B + C 
= 9 0 ° ; y eu efecto: 

B = l l ° - 5 2 ' — 4 6 " '1 
C=78°— 7—13 «9 

B + C =90°— 0 — 0 

Para comprobar el valor de c conociendo prèviamente C, lo podemos 
calcular por la fórmula (C): e = b tang.C. 

CALCULO DE c . 
log.b = 1'601 5168 
log. tang. C = 0'677 0392 

log.c = 2'278 5560=log. 189 '9135 

II.—Resolver un triángulo rectángulo (fig. 368) con los siguientes 
datos: 

a = 4935 '20 
B = 35o—14'—15" 

Para determinar b, haremos uso de la fórmula (A) 

b = a sen. B 
Para c de la (B) c = a cos. B 
Para determinare, de la (D)C=90°—B 



CALCULO DE b . CALCULO DE C 
log .de 4935 '20 3'693 3048 log. a = 3*693 o048 
log. sen. 35o—14'—15" ...9*761 1510 log. eos -B= 9*912 0984 

l o g . b (1)3'454 4558 log.c (1)3*605 4032 

Al sumar estos logaritmos, rebajamos una decena de la característica 
por el complemento aritmético de las características de los logaritmos, 
del seno y coseno. 

b=2S47'448 c=4030*911 

CALCULO DE C . 
90°_00 '—00" 

—B =35°—14'—15" 

C =54°—45'—45" 

COMPROBACION.—Siendo a '=b 8 + e5 debe tenerse: 
c = V ( a + b ) (a—b) 

(a+b)=7782'648 log. (a + b)=3'891 1275 
(a—b)=2087'752 log. ( a - b ) = 3 ' 3 1 9 67S9 

log. (a + b) (a—b)=7'210 8064 
Tomando la mitad; log.V^TbXá=b)==3<005 4032=log. c 

c.== 4030'911 

Resoluiion de los triángulos oblicuángulos. 

808 .—PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.—Comenzaremos por establecer 
y demostrar los principios en que tendremos que fundarnos para resol-
ver los triángulos oblicuángulos. 

Io En un triángulo cualquiera, los lados son proporcionales á los 
senos de los ángulos opuestos. 

Lo mismo que en los triángulos rectángulos, representaremos por A, 
B y C los ángulos de los triángulos; y por a, b y e los lados que respec-
tivamente les están opuestos. 

Consideremos primero el triángulo A B C, de la fig. 3ó9. en el que 
el ángulo C es agudo, y desde el vértice B bajemos la perpendicular 
B D al lado A C, con lo cual quedará dividido en dos triángulos rec-

tángnlos, en los que, conforme á la ecuación (A) del párrafo 804, se 
tiene: 

B D = A B sen.A=c sen. A 
B D = B (J sen.C=a sen.C 

Si se considera el triángulo A B C en el que el ángulo C es obtuso, 
tendremos: 

B D = A B sen. A = c sen. A 
B D = B C sen. B C D = a sen. BCD 

pero como B C D es suplemento de B C A, y el seno de un ángulo es 
igual y del mismo signo que el seno de su suplemento, (735), se tiene, 
tanto en el caso en que C es agudo, como cuando es obtuso que 

B D = c . sen. A 
B D = a . sen. C 

luego c. sen. A = a . sen. C 
y formando una proporcion: 

B B a : c :: sen.A : sen.C 

/ ¡ I desde el vértice A bajáramos una 
/ i X ! perpendicular sobre el lado B C, ob-

A ° í ° ° tendríamos: (Eig.SW) 
c : b :: sen.C": sen.B 

luego en general a : c : b :: sen.A : sen.C : sen.B 

que es lo que se trataba de demostrar. 
Comunmente á esta série de razones iguales, se les da la forma de 

ecuación para la resolución de los triángulos, como sigue: 

. (F) sen. A sen.B sen.C 

2o El cuadrado de un lado de un triángulo cualquiera es igual á la 
suma de los cuadrados de los ot ros dos, menos el doble producto de estos 
dos lados por el coseno del ángulo que /orinan. 

Esto es, en la fig. 369 vamos á demostrar que 

A B S = B C ! + A C'—2. A C x B Cxcos . A C B 

Consideremos primero el caso en que el ángulo C sea agudo. Confor-
me al teorema demostrado en geometría (534) tendremos: 



ó sustituyendo 

fundándonos en que la suma de los antecedentes eá á su diferencia co-
mo la de los consecuentes es á la sqya, tendremos: 

a + b : a—b :: sen.A+sen.B : sen.A—sen.B 

Por otra parte, en virtud de la íórtaula (67) 

sen. p+sen.q__tang.^ (p + g) g e t ¡ e n e r e l a z a n d 0 ( p p 0 r A , y q por B: 
sen.p—sen.q.. tang.ó (p—q) 

sen.A + sen.B : sen.A—sen.B t-ang.J (A + B) : tang.£ (A—B) 
luego a + b : a—b :: tang.| ( 4 + B ) : tang.¿ (tA—B) (H) 

que es lo que se quería demostrar. 

4o Si desde el vórtice B (fig. 370 y 371 j de un triángulo se baja una 
perpendicular B D al lado opuesto prolongándolo si fuere necesario, se 
tiene que, el lado sobre el cual cae la -perpendicular es á la suma de los 
otros dos, como su diferencia es á la diferencia de los segmentos A D. y 
D O cuando la perpendicular cae dentro del triángulo% 6 á la suma de 
los segmentos cuando cae fuera. 

Esto es, vamos á demostrar que 

b : c + a :: c—a : AD—DC cuando la perpendicular cae dentro, 
b : c + a :: c—a : AD + DC cuando la perpendicular cae fuera. 

Consideraremos primero el cago (fig. 370) en 
/ el que la perpendicular B D cae dentro del 

\ triángulo» Haciendo qentro en el vértice B, 
desde el que se baja la perpendicular, y tomau-

V i do por radio el lado menor B C, trazarémos un 
C \ ~ — ¿ — y ' F /} círculo y prolongaremos el lado A B basta E. 

— P o r la construcción de la figura, tenemos B C 
— a = B E = B G, y siendo B D una perpendi-

cular á la cuerda C F que pasa por el centro, la^ividirá en dos partes 
iguales C D = D F. 

Ahora, fundándonos en que dos secantes A C y A E, tiradas desde 
nn mismo punto, son recíprocamente proporcionales á sus partes exter-
nas A F y A G, tendrémos: (540) . 

AC : AE :r Á 6 : AF 
ó sustituyendo: b : c + a :: c—a : A D—D C. (I) 



(FIG. SÍ» 

Si consideramos el caso en qne la perpendi-
cular cae fuera del triángulo, (fig. 371) en vir-
tud del mismo teorema, tendremos: 

A C : A E : : A G : A F 

y sustituyendo b : c + a :: c—a : A D + D C . . (J ) 

que es lo que se quería demostrar. 
A estos cuatro principios hay que agregar el teorema de geometría: 

A + B + 

8 0 9 - — C A S O S P A R A LA RESOLUCIÓN DE LOS TRIÁNGULOS O B L I C U Á N -
GULOS.—Buscando, como lo liemos becho al tratar de los triángu os 
rectángulos, el numero de combinaciones que pueden formarse con los 
seis elementos de nn triángulo A, B, C, a, b y c, tomándolos de tres 
en tres, por medio de la fórmula (5) del número 356, encontraríamos: 

C ,6 6 X 5 X 4 _ 
2 X 3 

-20 

pero como vamos á verlo, se reducen á cuatro casos diferentes. 
Si se dan A B y O, el caso es indeterminado y no debe considerarse 

porque hay una infinidad de triángulos con los datos del problema. 
1 - CASO.—Dados dos ángulos y un lado, determinar los demás ele-

mentos. Este caso ofrece nueve combinaciones: 

A, B, a 
A, B, b 
A, B, c 

A, C, a 
A, C, b 
A, C, c 

B, C, a 
B, C, b 
B, C, c 

Cuando se conocen dos ángulos, el tercero está determinado por la 
relación 

. A + B + C=180° 

2o CASO.—Dados dos lados y un ángulo opuesto á uno de ellos, ofrece 

seis combiuacsone8 
a, b, A I a, c, A I b, c, B 
a, b, B I a, c, C I b, c, C 

3ER- CASO.—Dados dos lados y el ángulo que forman; que ofrece tres 
combinaciones 

a, b, C - a, c, B | b, c, A 

4o CASO.—Dados los tres lados, determinar los ángulos, que ofrece 
una sola combinación: 

a, b, c. 

En el 2o caso, como lo liemos explicado en geometría (443—VIII) , 
el problema por regla general, admite dos resoluciones. 

8 1 0 . — P R I M E R CASO.—Conocidos dos ángulos y un lado de un trián-
gulo, determinar sus demos elementos. 

Para facilitar nuestras explicaciones, supondremos que conocemos: 

A , B y a 

pero naturalmente el procedimiento de investigación, será el mismo 
áun cuando se cambien las denominaciones de estos datos. 

El tercer ángulo C, se determinará despejándolo déla ecuación ( K ) 
que dá: 

C = 1 8 0 ° — ( A + B ) 

Conocidos los tres áugulos y el lado a, los lados i y c se determina-
rán valiéndonos de la fórmula (F) 

a b c 
sen. A sen. B sen. O f 

que da 

, a sen. B a sen. C b = — y c = — sen.A J sen.A 

En este caso, para que el problema sea posible, se necesita que 

A -f-B<180° 

8 1 1 . — S E G U N D O CASO.—Conocidos dos lados de un triángulo y el án-
gulo opuesto á uno de ellos, determinar los demás elementos. 

Supondremos que conocemos 

a, h y A 

La fórmula (F) da sen. B = b E e o ' A ( l ) 
a 

Conocidos los ángulos A y B, de la relación (K) , sacamos: 

C = 1 8 0 ° — ( A + B) (2) 



Por último, para determináronos valdremos del primer principio 
cifrado en la fórmula (E), y teudremos: 

^ a sen. C 
sen.A 

D I S C U S I Ó N . — C o m o el valor de B está darlo por un seno en la ecua-
ción (1), y el seno de un ángulo es igual y del mismo signo que el seno 
de su suplemento, pueden tomarse para B, por regla general, dos va-
lores: el que se encuentre en las tablas, siempre <90° , que corresponde 
á lo - sen B, y el de su suplemento que es un ángulo obtuso. Sustitui-
dos estos dos valores, que llamaremos B y B', en la ecuación (2) se ob-
tendrán dos valores para O; los que sustituidos á su vez en la ecuación 
(3), darán para C dos valores. Se ve, pues, que en el segundo caso de 
la resolución de los triángulos oblicuángulos, puede haber dos trián-
gulos que satisfagan las condiciones del problema; pero hay vanas cir-
cunstancias en las que el problema solo tiene una resolución, y otras en 
que no admite ninguna. * T _ X , 

Aun cuando ya hemos explicado en geometría ( 4 4 3 - V I I I ) , las dife-
r e n t e s circunstancias de este problema, volveremos á ocuparnos de 
ellas para que los alumnos las tengan presentes en la resolución de los 
triángulos. 

l ° _ S i el ángulo dado A (fig. 372), en vez de ser agudo fuera recto 
ú obtuso, el otro ángulo B forzosamente seria agudo, (436) y el pro-
b l e m a no admitiría mas que una sola resolución; pero entonces, para 
que el triángulo sea posible, es necesario tener a > b para que al mayor 
ángulo esté opuesto el lado mayor. 

J°_SÍ el ángulo dado A es agudo y se tiene b < a , el problema no 
admitirá mas que una sola resolución; porque debiendo ser B < A (431), 
no podremos tomar para el ángulo buscado el suplemento del valor que 
para B dan las tablas, porque no puede ser obtuso. Por lo demás, el 
triángulo siempre es posible. 

3°—Si el ángulo dado A es agudo y se tiene 
b = a , no habrá mas que una resolución; pues 
siendo el triángulo isósceles, debe tenerse | = A 
(429), y tendremos que tomar para B el valor 
del ángulo agudo. 

•»«) 4o—Si- siendo el ángulo A agudo y a < b se 
tiene ademas que a = b sen. A, el problema no admitirá mas que una 
sola resolución. En efecto, hemos visto que el valor de B se determina 
por la 'ecuación (1) : 

_ b»sen. A 
sen. 13= 

Ahora bien, siendo a = b sen. A, sustituyendo: 

sen. B = 1 

y B = 9 0 ° ignal á su suplemento B\ En este caso, el lado C B toma la 
ppsicion de la perpendicular C D en la figura. 

5o—Si siendo A agndo y a < b se tiene a<b sen. A, el problema es 
imposible. En efecto, si dividimos por a los dos miembros de la des-
igualdad 

a < b sen. A 
umn/iJt$/0 

tendremos l < b 8 e " ' A ^ 

y el valor de sen. B dado por la ecuación (1) "^YES" 

r> b sen. A ^ « f * * sen. B = • a 
se trasformaria en sen. B > 1 

lo que es imposible, pnes hemos visto que el seno de un ángulo no 
puede ser mayor que el radio = 1 . En la figura esta circunstancia es-
taría indicada cuaudó el jado B C fuera menor qne C D, cuya perpen-
dicular tiene por valor bsen. A, y entonces con los datos del problema 
no podria cerrarse ninguu triángulo. 

6o—Por último, cuando A < 9 0 ° , y a < b pero mayor qne b sen. A, 
el problema admitirá dos resoluciones; pues como se ve en la fig. 372 
haciendo centro en C trazando un arco con el radio C B, se cortará el 
lado opnesto en los puntos B y B', resultando dos triángulos A C B y 
A C B ' con los datos del problema, en los que el ángulo AB 'C=iS0°— B. 

En resumen: en el 2° caso de la resolución de los triángulos obli-
cuángulos conociendo A , a y b el problema 

S E R Á IMPOSIBLE: I o cuando A = Ó > 9 0 ° y a < b 
2 o „ A < 9 U ° y a < b s e n . A 

A D M I T I R Á SOLO U N A RESOLUCIÓN: I o cuando A = ó > 9 0 ° 
2o cuando siendo A < 9 0 ° , sea b < a 
3° „ „ A < 9 0 ° „ b = a 

„ „ A < 9 0 ° „ a = b , sen.A 
A D M I T I R Á DOS RESOLUCIONES: Cuando A < 9 0 ° ; y a < b pero>b sen. A 



8 X 2 . — T E R C E R CASO.—Dados dús lados y el ángulo que forman, de-
terminar los donas elementos de un triángulo. 

Primer procedimiento. Supondremos que conocernos 

a, b y el ángulo C 

De la ecuación ( E ) resulta: A + B = 1 8 0 c — C 

¿ ( A + B ) = 9 0 ° - 5 _ ( 1 ) 
¡i 

Conocida la mitad de la suma de los ángulos A y B, vamos á deter-
minar la mitad de su.diferencia, para lo cual nos valdremos del 3er-
priucipio cifrado en la proporcion (H). 

a + b : a - b :: t a n g - i ^ + B) : tang.| ( A - B ) = ( ^ l ^ i í ^ L 

y como i [ A + B ] tiene por complemento-^, tang.| [A + B ] = c o t . i C, 

Sustituyendo tendremos: 

t a n g | [ A - B ] = ^ ~ b ) C 0 ^ C ( ? ) a + b 

Una vez determinados los valores de \ (A + B) y | (A — B) por las 
fórmulas (1) y (2), fácilmente se calculará el valor del ángulo mayor, 
que es el opuesto al mayor lado, y el del ángulo menor (266—V). Esto 
es, suponiendo A > B 

• A = £ (A + B ) + | (A—B) 
B—4 (A + B)—¿ (A—B) 

Una vez conocidos los tres ángulos, el lado c se determinará por me-
dio de la fórmula (F) 

c = s e n J X _ a ( 3 ) 

sen. A 

813.—Segundo procedimiento para resolver el tercer caso. 
Conforme al 2o principio cifrado en la fórmula (G) tenemos: 

c ~ a s - f ba—2 a b. eos. C 

Si multiplicamos (a '+b ' ) por eos* | C + sen81 0 = 1 ; y si por eos. C 
sustituimos su valor, (fórmula 35) eos. G=co¡?-k C—sen'l C, la expre-
sión anterior se trasforma en 

c 4 = ( a 8 - H 0 (coslo C + sen8! O)—2 a b [cos'| C—sen*| C] 

ejecuta11 ' „ la multiplicación y sacando cosa¿ C y sen1! C como factor 
se tiene: 

c8=(a—b)* cos8¿ C + (a + b)8 sen8¿ C (a) 

sacando (a—b)2 cos'£ C como factor común, para lo cual deberá divi-
dirse el 2o término, por esta cantidad tendremos: 

extrayendo raiz cuadrada 

e = (a—b) cos.£ C J í + ( a - » - b ) ' t a n g # 0 0>) 
^ (a—b)* 

con el objeto de hacer adaptable esta fórmula al uso de los logaritmos, 
introduciremos un arco auxiliar, haciendo el tórmiuo: 

£ £ 2 8 a n g 4 C=tang. cp (L) 
a—b 

y entonces: |L + ( a + b)" tang.2¿ C=Jl + tang*9>= s e c . < ? = — — Si (»—b)8 ^ eos. cp 

Sustituyendo este valor en la expresión (b) resulta finalmente: 

c _ (a—b) cos.| C ( M ) 
cos.<p 

Por medio de las fórmulas (L) y (M) se determinará c, y una vez 
conocidos a, b, C y c, valiéndonos de la fórmula (F) se obtendrán los 
valores de A y B por las expresiones siguientes: 

. a. sen.C „ „ „ „ r>_ b. sen.C (o-. sen.A= y s e n . B = — — (c; 
c c 

La ventaja que tiene este procedimiento sobre el primero que hemos 
indicado para resolver el 3er- caso, es que pueden rectificarse los cálcu-
los, examinando si 

A + B + 0 = 1 8 0 ° 

La razón de esto, es, qne en el 2o procedimiento se han determinado 
los valores de los ángulos A y B por fórmulas especiales; mieutras que 



en el primer procedimiento liemos deducido esos valores precisamente 
de la expresión A + B + 0=180° , por lo cual no podemos servirnos de 
ella para comprobar los cálculos. * 

Sil.—CUARTO CASO.—Dados los tres lados a, b y e de un triángulo, 
determinar sus tres .ángulos. 

El 2o principio cifrado en la fórmula ( 6 ) da¿ 
a ' = b ' + c2—2 b c. eos. A 

. , , . b2+c2—a8 
despejando a eos. A = - 2 b e 

sustituyendo este valor en la expresión (37) 

:1 +cos. A 
eos. A = ^ o = % =x¡ 2 

1 + b 2 +c 2 —a 1 

2bc lábe + b'+c'—a4 

2 — ^ 4 b c 

poniendo por b 2 + 2 b c + c2 su valor (b+c ) s se tiene: 

* Algunas veces conviene dar otra forma á las expresiones (L) y (M) 
por diferir muy poco la magnitud de a y de l , lo cual tiende á hacer 
nulo el denominador del valor de tang.cp. En este caso, de la formula 
(a), sacaremos como factor' común á (a + b)2 sen% C, á cuyo fin divi-
diremos por esta cantidad el primer término, y se tiene: 

extrayendo raiz cuadrada 

(a + b)2 

introduciendo un arco auxiliar <pde modo que 

t a n g . <p=^¡. c o t i ( L ' ) 
a + b 

tendrémos: 

c = = ( a + b) sen.A C V l + tangV = ( a f b ) sen.| C sec.<p 

ó finalmente 
_ ( a + b ) sen.j C ,'(M») 

eos .q> 

123 

eos A = S J ¡(b + c ) W 
4 b e 

Como la diferencia de los cuadrados es igual á la suma de las canti-
dades por su diferencia (251—III) se tiene que (b + e ) 2 —a*=(b+c+a) 
(b + c—a) , por lo cual la expresión anterior se convierte en 

eos. 1 A = l(b + c + :Q (b + c a) 
2 N TbV 

0>) 

Haréfnos la suína de los tres lados 

a + b + c = 2 p 

Restando 2a á los dos miembros, se tiene: 

b + c — a = 2 (p—a) 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (b), y dividiendo por 4 los 
dos términos del quebrado, resulta: 

O . , } A (S> 

Por medio deesta fórmula determinarémos el ángulo A. Cambiando 
A en B, a en b y recíprocamente tendríamos el ángulo B. Cambiando 
A en C, a en c y recíprocamente tendríamos B; pero como hemos vis-
to (797) que los valores son mas aproximados cualquiera que se* la 
magnitud de los ángulos valiéndonos do la tangente, vamos á obtener 
otra fórmula análoga á la (N) en la que el ángulo esté expresado por 
una tangente. A este fin de la fórmula 

a2 = b' + o2 — 2 b c. eos. A 

despejaremos á eos. A 
_ j , » + c2 — a2 

2 b e 

sustituyendo este valor en la expresión (36) 

|l— <os. A _ 
= N 2 S sen.^A 

Como (b — c)' = b2 -
_ ( b — c ) 2 = 2 b c—b2—c1; 

l- bs + c5—a2 

•¿be b c—bx—c* 
2 ~~ >1 4 b c 

2 b c + c', cambiando signos tendremos: 

m, : lid ! ' 
p ! .• i fcfj 

mam 

m 



]a~—(b—c)e 
luego sen<^A=sj 

reemplazando la diferencia de los cuadrados por el producto de la'su-
ma por su diferencia 

|(a + l—c) ( a + c - b ) 
sen .¿A= N l j b c m 

haciendo como antes 
a + b + c = 2 p 

restando sucesivamente de los dos miembros 2 b y 2 c, resulta: 

a + c — b = 2 (p—b) 
a + b — c = 2 (p—c) 

Sustituyendo estos valores en la expresión (c) y dividiendo los dos 
términos del quebrado por 4, resulta finalmente: 

|(p-h) ( p - c ) (0) 

Dividiendo la fórmnla ( 0 ) por la (N) , y teniendo presente que 

——-=tanar.a. tendremos definitivamente: 
eos. a 

|(p-b) ( P - c ) 
tang.¿A = sJ p ( p _ a ) ( i ) 

que es la fórmula que usaremos para determinar un ángulo en función 
de los tres lados, de preferencia á las (N) y (O), porque se obtiene ma-
yor aproximación sirviéndose de las tangentes. Cuando el ángulo es 
pequeño, da mas aproximación la fórmula (O) que la (N) sucediendo 
lo contrario cuando el valor del ángulo se acer.-a á 90° (797). Cuando 
se quieran determinar B y C, las fórmulas serán: 

|(p—a) ( p - c ) 4 , n 1(P—a) ( p - b ) 
tang.| B | p p ( p _ b ) J tang.| 

en las que 
(a + b + c) 

La comprobacion natural y sencilla del cálculo á que da lugar este 
caso, es, que la suma de los tres ángulos encontrados, sea igual á 180°. 

(FSg. S7S) 

815.—Este 4o caso puede resolverse de otro mo-
do. Sea el triángulo A B C , (fig. 373) y desde el 
vértice B, bajemos la perpendicular B D al lado 
opuesto sobre el que determinará dos segmentos 
A D y C D que llamaremos x é y. Cuando la per-
pendicular cae dentro del triángulo, como en la 

figura que consideramos, conforme al 4o principio (808) tendremos: 

b : a + c :: a—c : x—y que da x—y-
ía + c) (a—c) 

Conocido el valor numérico de x—y, como b = x + y, podrá determi-
narse el valor de cada uno de los segmentos (266—V). Suponiendo que 
x sea el mayor, tendremos: 

b (a + c) (a—c) 
2 2 b 
b _ ía + c)(a—c) 

} 2 2 b 

Uga vez conocidos los segmentos x é y, se resolverán los triángulos 
rectángulos B D A y B D C en los que, conforme á la,fórmula (B), se 
tiene: 

eos.A = - ; eos. C = - y por último, B=180°—(A + C) 
C rt 

En el caso de que la perpendicular B D caiga fuera del triángulo 
(fig. 374) conforme al mismo 4o piiucipio (SOS) tendremos: 

(c + a)(c—a) 
b : c + a :: c—a : x + y que da x + y = ^ 

Conocido el valor numérico de la suma de los 
segmentps, como x — y = b ; suponiendo que x sea 

mayor que y, tendremos: (266—V) 
(c + a) (e—a^ b 

X 2~b 2 
(e + a) (c—a) b 

2 b 2 

f 



Una vez conocidos loá segmentos resolviendo los triángulos rectán-
gulos A B D y G B D por medio de la fórmula (B) se determinarán 
los ángulos 

eos. A==— cos.B C I>=í B C A = 1 8 0 ° - B C D y B = B G D - A 
c a 

Se debe tener presente, que bajando la perpendicular desde él vértice 
opuesto al lado mayor caerá siempre dentro del triángulo, y que él seg-
mento mayor x es el adyacente al mayor lado, por ser su proyección. 

El primer procedimiento es preferible al segundo, porque los ángulos 
están dados por una tangente, y porque se tiene la comprobación de los 
cálculos viendo si A + B + C = 1S0°. 

' 8 1 6 . — R E C T I F I C A C I Ó N - DE LOS DATOS Y DB LOS RESULTADOS.—L*> 
mismo que indicamos al tratar de los triángulos rectángulos (S06), es 
conveniente en los oblicuángulos examinar si los dai;03 no envuelven 
algún absnrdo, y comprobar los resultados de los cálculos. Parae1 pri-
mer objeto, hemos dicho que debe tenerse presente que un lado cual-
quiera sea menor que la suma de los otros dos, y mayor que su diferen-
cia; que al lado mayor esté opuesto el mayor ángulo y recíprocamente; 
y que la suma.de los tres sea de 1S0°. Para comprobar los cálculos he-
mos indicado que los del tercer caso, cuando se emplea el segundo pro-
cedimiento, y los del cuarto se rectifican fácilmente viendo si la snma 
de los tres ángulos encontrados da 1S0°. Respecto al primer caso, al 
segundo y al tercero, cuando se usa el primer procedimiento, lo mejor 
es suponer cpmo datos las incógnitas y calcular los otros elementos del 
triángulo que deben resultar iguales á las cantidades conocidas. Gene-
ralmente la rectificación se limita á buscar el valor de uno solo de los 
elementos empleando un método diferente. 

Por ejemplo, en el primer caso conociendo A, B. y a, se ha encon-
trado el valor de C, b y c; pues bien: como rectificación bastará buscar 
el valor de C en función de a, b y c por medio de la fórmula (P). 

8 1 7 . F Ó R M U L A F U N D A M E N T A L . — P o d e m o s considerar la fórmula 
(G) en que quedó cifrado el segundo principio (808) como fundamen-
tal para la resolución de los triángulos oblicuángulos. En efecto, he-
mos visto que partiendo de la fórmula 

a2=b2+c2—2 b c eos. A 

hemos resuelto el tercer caso empleando el segundo procedimiento y 
el cuarto caso. 

Vamos ahora á deducir de la misma fórmula los principios Io, 3 y 

del párrafo 808, que nos han servido para resolver todos los casos, 
y cuyos principios quedaron cifrados en las fórmulas: 

,a b • (F) 
sen. A sen.B 

a + b : a—b :: tang¿ (A + B) : tang.¿ (A—B) (H) 

y b : c + a :: C—a : x ± y (J) 

Io—Despejando á eos. A", de la fórmula fundamental 

aV=b, + c2—2 b c eos. A 

. b2 + c2—a2 
se tiene: coa. A= -—^ ^ g — 

Sustituyendo este valor en la expresión sen2a^=l—cos2a, tendremos: 

/ b a + ca—a s\2 4 b V - ( b ! + c W ) ! sen a = l — / • - - \ =• T T ? - r ^ 21» c ) 4 b V 

Si elevamos al cuadrado el trinomio (V + e2—a8) multiplicándolo por 
sí mismo nos resulta: 

(tf + c 8 — a ^ ^ + b ' + e ' — 2 a2 b2—2 a5 c24 2 b3 c2 

sustituyendo en la expresión de sen2 A y cambiando signos, para ejecu-
tar la resta de las cantidades que quedan dentro del paréntesis, se 
tiene: 

8 4 4 b1 CJ—a'—b (—c4+2 a* b ' + 2 a2 c2—2 b2 cs 
s e n 8 A = ¿ Ü T ^ Í 

Haciendo la reducción de los términos 4 b8 c2—2 b2 c* y dividiendo 
los dos miembros de la ecuación por a8, resulta: 

sen2 A —a*—V—c* + 2 a2 b2 + 2 a2 c24-2 b2 c2 ( 1 ) 

~a* m 4 a8 b2 c2 



Ahora bien, si tomamos la ecuación 

b 5 =a ' + c8—2 a c cos.B 

Despejando á cos.B y sustituyendo en la%cnacion: senTB=l—cos 'B, 
se tiene: 

a D , / a '+c8—b2 \ 2 4 a8 c8— (a* + c 8 -b 2 ) 8 
s e n s B = l — I — i = 2—j—g ^ 2 a c ) 4 a c 

elevando al cuadrado (a2+l?—b8) y sustituyendo, se obtiene: 

_ 4 a8 c8—(a4+b4 + c4 + 2 a8 c8—2 a8 b2—2 b8 c ; ) s e n B = 

ejecutando la resta indicada, reduciendo y dividiendo por b1 los dos 
miembros, resulta: 

seirB _ —a4—b4—e4 + 2 a 2 b 2 +2 a2c ' + 2 b'c* 
b3 ~~ 4 aJ b2 e2 

y como los segundos miembros de las ecuaciones (1) y (2) son iguales, 
se infiere que 

sen2 A sen*B 
a2 b2 

sen. A sen.B % O que 

que es lo que se queria demostrar. 
3°_Dedueiremos igualmente por medio del cálculo, de la fórmula 

(G) el 3er" principio cifrado en la expresión: 

a + b : a—b :: tang.J (A + B) : tang.| (A—B) (H) 

se tiene: a ^ b ' + c 2 — 2 be. eos. A (1) 
b^=a2 + c2—2 ac. cos.B (2) 
c*=a 2 +b 2 —2 ab. cos.C (3) 

Sumando las ecuaciones (2) y (3) 

b' + c 2 = 2 a8+vb ; + c2— 2 a c. cos.B—2 a b. cos.C 

suprimiendo en los dos miembros b2 + e8, dividiendo los términos res-
tantes por 2 a y despejando á a, se tiene: 

a = c . eos. B + b. eos. C (4) 

Sumando las ecuaciones (1) y (3) 

a , + c 2 = 2 b' + a ' - fc 1 —2 b c. eos. A—2 a b. eos. O 

suprimiendo en los dos miembros a' + c8, dividiendo los términos res-
tantes por 2 b y despejando á b, se obtiene: 

b = c . eos. A + a . eos. C (5) 

Sumando las ecuaciones (4) y (5) 

a + b = e (eos. A + eos. B) + eos. C (a + b) 

trasladando y despejando; 

a + b = c - ( C O « - A + C O S . B ) ( 6 ) 

1—cos.C 

Restando de la ecuación (4) la (5) 

a — b = c (eos. B—eos. A)—eos. C (a—b) 
1 e ( c o s - B—eos. A) ^ 

1+cos . O 

Dividiendo la ecuación (6) por la (7) 

a + b eos. A + eos. B ^ 1 + eos. C 
a—b eos. B—eos. A ' 1—eos. C 

sustituyendo los valores de los dos factores del segundo miembro con-
forme á las fórmulas (72) y (44) 



| Í 1 ¡ ¡ É ^ (A + B) cot.¿ ( A - B ) c o t s i C (8) 
a—b 

Como A + B + C=180° ; i (A + B ) = 9 0 ° - | C, y por tanto: 

cot.4 C=tang-2 ( A + B ) 

sustituyendo este valor en la ecuación (8) y los de las cotangentes en 
función de las tangentes: 

a + b _ tang. ' j (A + B) 
tang.i (A + B)tang. 4 ( A — B ) 

y simplificando resulta por último: 

a+b_J jang 1 i _ (A + B)_ 
a—b t a n g T ( A — B ) 

que es la expresión del 3"- principio que nos propusimos deducir. 
4.0 Vamos á sacar finalmente el principio (808) cifrado en la 

proporci on 

c : a + b :: a—b : x—y 
de la ecuación a==b2 + c 2 - 2 b c. eos. A 

Trasladando b2 a * — b W — 2 b c. eos. A 

reemplazando la diferencia de los cuadrados, y sacando | como factor 
coman: . 

(a + b) ( a — b ) = c (c—b eos. A—b eos. A ) (1) 

C En el triángulo rectángulo O D A (fig. 375) se 
y tiene: (B) 

y = b . eos. A 

x = B A — D A = c — y 

x = c — b eos. A 

Sustituyendo los valores de c - b cos.A y de b. eos. A en la ecuación 

(1) resulta: 

formando una proporciou con estos cuatro factores, se obtiene: 

c : a + b :: a—b : x—y 

que es lo que se queria demostrar. 

8 1 8 . — D E D U C C I Ó N DE LAS FÓRMULAS DE LOS TRIÁNGULOS R E C T Á N -
GULOS.—Siendo, como son, los triángulos rectángulos un caso particu-
lar de los triángulos oblicuángulos, naturalmente es muy sencillo de-
ducir de las fórmulas que nos han servido para resolver los triángulos 
oblicuángulos las que establecimos para los rectángulos: pero, por ejer-
cicio las sacaremos directamente de la fórmula (G) introduciendo en 
ella las condiciones de los triángulos rectángulos. Esto es, 

A = 9 0 ° , B=90°—C, eos. A = 0 , etc. 

Si en la fórmula (G) a 2=b 2 + e2—2 b c. cos.A 

sustituimos c o s . A = 0 

resulta: a 2 =b 2 +e 2 , comprobacion de la (E) 

Decimos que comprobamos esta fórmula, y no que la deducimos, por-
que en geometría nos fundamos en ella para establecer el teorema que 
sirve de base á la fórmula (G). 

Para deducirla expresión b = a . sen.B de los triángulos rectángulos, 
de la fórmula: 

c 2 =a 2 + b2—2 ab.cos.C 
/ 

eliminaremos as y cos.C sustituyendo sus valores: 

a 2 = b 3 + c® 
t 

eos. C=cos . (90 o —B)=sen. B 

con lo que se tendrá: 

cl=r:2 b* + c 8 — 2 ab. sen.B 



suprimiendo c» y dividiendo por 2 b, resulta finalmente: 

b = a. sen. B fórmula 

Para deducirla expresión c = a . cos.B de los triángulos rectángulos, 
en la fórmula 

V = a ' + cs—2 a c. cos.B 

eliminaremos á as sustituyendo su valor 

a — b ' + c 1 

lo que da b*=b '+2 C - 2 a c. cos.B 

suprimiendo b2 y dividiendo por*c, resulta: 

c=a . cos.B . . . . fórmula ( B ) 

Deduciremos la expresión: b = c . tang.B, dividiendo la ecuación (A) 
por la (B), lo cual da: 

b sen.B 
c - eos. B 

6 b = c tang.B, que es la fórmula. . . . (C) 

8 1 9 - F Ó R M U L A S P A R A LA RESOLUCIÓN DE LOS TRIÁNGULOS ISÓSCE-
J C i m e n t e es fácil deducir de las fórmulas generales de los nan-
g a s oblicuáugulos las correspondientes al caso en que el t n & n g n t o « 
fsósceles cuya circunstancia estará indicada por la doble cond^on le 
í u A = B v U b ; pero vamos á indicar otro prOced,miento mucho ma 
sencillo que pued seguirse para resolver los triángulos rósceles, y el 
cuaTconsiste en d e p o n e r l o s préviamen.e en dos tnangulos rectán-
gulos iguales, y resolver estos en seguida. 

r , Qas0m—Dados A, B y a, determinar los demás elementos. 

Por ser el triángulo isósceles, siendo A = B , se tiene a=b . 

C En la fig. 376, el ángulo D C A = ¿ C=90°—A y 

b A \ A D = | c = b sen.é C 
7 j \ 2° Caso.—Dados a, b y A, determinarlos demáselc-

L ! A mentos. 
" B Por ser isósceles el triángulo, se tendrá B = A (Fig. S76) ° 

j C=90°—A 
y como ántes i c = b sen.¿ 0 

3er- Caso.— Dados a, b y C, determinar los demás elementos (fig. 37G). 
A = B = 9 0 ° — k C 

¿ e = b sen.¿ C 

4o Caso.— Dados a, b y c, determinar los tres ángulos. 
Considerando el triángulo rectángulo A D C (fig. 376) de la fórmu-

la (A), resulta: 
m sen. é C=-r-o 

Una vez conocido C, se tiene: A = B = 9 0 o — £ C 

820.—Antes de ocuparnos de los problemas numéricos relativos á la 
resolución de los triángulos oblicuángulos, pondremos la siguiente 

Tabla de las fórmulas para la resolución de los triángulos. 

T R I Á N G U L O S RECTÁNGULOS: 

b = a sen. B c = a sen. C (-A.) 
b = a cos.C c = a eos. B (B) 
b = c tan2.B c = b tang.C (C) 
B=90°—C C=90°—B (D) 

a 2 = b s + e s (E) 
T R I Á N G U L O S OBLICUÁNGULOS: 

a _ _ _ _b c Q?) 
sen .A - sen .B - " sen.C 

a '=b s +e 2 -2 be.eos. A,b*=a2 + c '-2 ac.cos.B, c'=:a2 + b5-2 ab.cos.C. .(G) 
a + b : a—b :: tang.¿ (A + B) : tang.¿ (A—B) (H) 

fig. 370 b : c + a :: c—a : A D—D C (I) 
fig. 371 b : c + a :: c—a : A D + D C (J) 

A + B + C=180° (K) 



Para el tercer caso tang.<p=?-t^ tang.| O ( L ) a—o 

c _ ( a — b ) c o s . j ^ 
eos .cp 

Para el cuarto caso |p (p—-a) 
p = ¿ [ a 4 - b + c ] eos. | A = vi b c ' 

| ( p - b ) ( p - c ) . . . . . . ( O ) 
sen. \ A .=s| ^ c 

, x , | ( p - b ) ( p - c ) ( p ) 
t a n g . | A = s i p [p—aj V ' 

Para los triángulos isósceles, siendo: 

A = B y a = b , se tendrá: | 0 = 9 0 ° — A y i c = b sen.| O 

&21.—PROBLEMAS. —I.—Resolver un triángulo oblicuángulo en el 
que se conocen dos ángulos y un lado, cuyos valores son: 

a=9849'73 
B=49°—18'—19" '34 
C=95°—14'—49" '75 

Comenzaremos por determinar A, cuyo valor es: A = 1 S 0 ° - ( B + C) 

CÁLCULO PE A . CÁLCULO DE b . CÁLCULO DE C. 

a «en B a sen. C 
B = 49°-18'-19" '34 b = ' " c = „ p n * sen.A sen.xx 
C = 95°-14 -49 '75 

144 -33 - 9 '09 log.a = 3'993 4244 log.a = 3'993 4244 
1 8 0 - 0 - 0 '00 log .sen.B= 9-879 7812 log.sen.C= 9 998 1<62 

A = "35^26 - 5 0 " '91 13.873 2056 13'991 6006 
log.sen.A= 9 763 3953 log .sen.A= 9-763 3953 

] 0 g . b = 4'109 8103 log.c = 4'228 2053 

b = 12876'869 =16»12 '401 

Como comprobacion calcularemos el lado a conociendo A, B y b. 

A=35°—26 '—50" '91 
B = 4 9 —18—19 '34 

b=12876'869 

El valor de a se tendrá por la fórmula: a = k-sen.A sen.B 
CÁLCULO DE a . 

log.b 4'109 8103 
log.sen.A = 9 763 3953 

13'873 2056 
log.sen.B 9-879 7812 

m 
log.a = 3'993 4244 de donde a=9849'73 que es el valor que 

teníamos ántes como dato. 

IX.—Resolver un triángulo oblicuángulo en el que se conocen dos la-
dos y el ángulo opuesto á uno de ellos. Sean 

a = 6789'24 
b=10079'44 
B=87°—24'—11" '8 

Determinaremos A por la fórmula: 
sen.B. a 

sen. A : 

log.sen.B = 9-999 5538 
log.a = 3'831 8212 

13-831 3750 
log.b = 4'003 4364 

log.sen.A= 9'827 9386 lo que da A=42°—17 '—23" '4 

Estando dado A por un seno, podríamos tomar para el valor de este 
ángulo el encontrado en las tablas 42o—17'—23" '4, ó su suplemento; 
pero siendo el lado opuesto a < b , también A deberá ser menor que B, 
por cuya razón no podremos tomar para A el valor del ángulo obtuso. 

Una vez conocido A, calcularemos C por la fórmula 

C=180 c —(A + B)=1S0°—(129°—41'—35" '2 )=50°—18'—24" '8 

El lado c se determinará por la fórmula: 



a sen.C 
sen. A 

lo?, a = 3'831 8212 
Jog. sen.C = 9-886 1953 

13'7,18 0165 
log.sen.A = 9'827 9386 

m 
log.c = 3'890 0779 lo que da c=7763'86 

Para eomprobaeion del cálenlo supondremos conocidos: 

c=7763'86; C=50°—18'—24" '8, y A==42°—17'—23"'4 
y calcularemos a por la fórmula: 

c.sen. A a = =5— 
sen. O 

log.c = 3'890 0779 
log.sen.A= 9-827 9386 

13-718 0165 
log. sen. C = 9'886 1953 

log.a = 3'831 8212 qne da a=6789'24, valor igual al 
dato primitivo de nuestro problema. 

III.—Resolver un triángulo oblicuángulo en él que se conocen dos la-
dos y el ángulo que forman. Sean 

m m 

a=434'32 Para preparar el cálenlo tendremos a+b=814 '77 

b=380'45 a — b = 53'87 
C=54°—37'—32" '5 | C=27°—18'—46" '25 

Calcularemos primero é (A + B)=90°—| C=90°—(27o—1S'—46" '25) 
i (A + B)=62°—41'—13" '75 

Para calcular | (A—B) nos serviremos de la fórmula (2) del tercer 
caso: (812) 

(a—b) cot. | C t a n g . i ( A - B ) = -

log. (a—b) =1*731 3470 
log. cot. ¿ C=0'286 9949 

2'018 3419 
log. (a + b) =2'911 0350 

a + b 

Jog.tang.l (A—B)=9 '107 3069 lo que da |(A—B)=7°—17'—44" '90 

Una vez conocidos \ (A + B) y | (A—B), determinaremos el valor de 
A y de B, debiendo ser A > B por ser a > b 

A=6S°—41'—13" '75 + 7°—17'—44" '90=69°—58'—58" '65 
B=62°—41'—13" '75-(7°—17'—44" '90)=55°—23'—28" '85 

Para determinar c, haremos uso de la fórmula: 

a sen.C 
sen. A 

log.a = 2'637 8098 
log. sen. C = 9 911 3641 

12-549 1739 
log. sen. A = 9-972 9388 

log.c = 2'576 2351 qne da c=376'908 

Para ejercicio de los alumnos, y como eomprobaeion del cálculo an-
terior, resolveremos el mismo triángulo empleando el segundo proce-
dimiento para el tercer caso explicado en el núm. 813. Tenemos: 

a=434'32; b=380'45, y C=54°—37'—32" '5 

Comenzaremos por determinar el arco auxiliar q> por la fórmula (L) 

tang. tang. | C 

log. ( a - f b ) = 2 '9l l 0350 
log. tang. i Ü = 9-713 0052 

12'624 0402 
log. (a—b) = 1-731 3470 

log. tang. q> = 0'892 6932 qne da <p=S2°—42'—15" '1 

Conocido q) determinaremos c por la fórmula (M) 

(a—b) eos. | C 
eos. q> 

log. ( a - b ) = 1 '731 3470 
log. eos.¿ C = 9 948 6645 

11-680 0115 
log. eos. cp= 9-103 7764 

log. e = 2-576 2351 que da c=376'908 
18 



Una vez conocidos a, b C 
malas: 

, a sen. 0 sen. A = c 

CÁLCULO DE A . 
log.a = 2'637 8098 
log. sen. C = 9'911 3641 

12'549 1739 
log.c = 2'576 2351 

log.sen. A = 9 "972 9388 
A = 69 o —58' -58" 

Como comprobacion de este procedimiento, debe tenerse que 

A + B-} C=180° 

A=69°—58'—5S" '70 
B = 5 5 —23—23 '89 
C=54 —37—32 '50 

130o—00—00 '09 

la peqneüa diferencia de 0 " '09 procede de que las tablas fie los logarit-
mos están calculadas solo para los arcos de 10" eu 10", y en el cálculo 
hemos llevado la aproximaciou hasta centésimas de segundo. 

IV.—Dados los fres lados de un triángulo, dctenñinar sus tres án-
gulos. 

m Til ni 
Sean: a=57'770, b=71'577 y c=87'811 

Debiendo usar la fórmula P (814) para resolver este caso, preparare-
mos el cálculo de la manera siguiente: 

a = 57'770 p=108'579 p=l08 '579 p=108'579 
b = 71-577 a = 57'770 b = 71'577 c = 87'811 
c = 87'811 p — a = 50'809 p — b = 37'002 p - c = 20'768 

y c, determinaremos A y B por las fór-

_ b sen. C 
sen.B=-

CÁLCULO DE B . 
log.b = 2*580 2976 
log. sen .C= 9-911 3641 

12'491 6617 
log.c = 2'576 2351 

log.sen. B = 9 915 4266 
»70 B=55°—23'—28" '89 

2 p=217'158 
p=108'579 

Las fórmujas para determinar los ángulos, son: 

|(p_b) (p—c) t . ^ I ( P Z r » ) ( P ^ T 
t a n g . i A ^ s J ^ z r ^ - tang. i B=-s j p ( p _ b ) 

log.(p—b)=l '568 2252 log ( p - a ) = l ' 7 0 5 9406 
l o g . ( P - c ) = l ' 3 l 7 3947 2'885 6199 l o g . ( p - c ) = l ' 3 1 7 3947 3-023 3353 

log.p =2 '035 7459 log.p =2 '035 7459 
l og . (p -a )= l ' 705 9406 3'741 6865 l o g . ( p - b ) = l ' 5 6 S 2252 3'603 9711 

A S ñ ! z P ! U (09-143 9334 ( » 1 9 3642 

Tomando la mitad: 
lo-, tang. 4 A = 9 571 9667 log. tang. \ B=9-709 6821 

* i A =20°—27'—59" '97 { B = 2 7 ° - S ' - 4 " '24 
~ A —4o°—55'—59" '94 B = 5 4 —16—8 '48 

!( ,—.,) (p - .> ) 
tang. ¿ C = s J p ( p — c ) 

] o g . ( jt—a)=l '705 9406 
log. (p—b)=l '568 2252 3"274 1658 

lag. p =2 '035 7459 
l „ g . ( p _ c ) = l <317 3947 3-353 1406 

Agregamos 10 para extraer raíz (1) 9"921 0252 

Tomando i log. tang. i C= 9-960 5126 
¡ 0=42°—23'—55" '77 
~ C = 8 4 —47 —51 '54 

Como comprobacion del cálculo debemos tener: A + B + C=180° 
A=40°—55'—59" '94 
B = 5 4 —16 — 8 '48 
0 = 8 4 — 4 7 — 5 1 '54 

179o_59 '_59» -96 La pequefia diferencia de 0" '04 procede do 
que los valores de los logaritmo no ¿on exactos, sino aproximados. 

Vamos á emplear el segundo procedimiento que hemos expl.cado (81o) 
para el cuarto caso de la resolución de los triángulos oblicuángulos. 
Conocemos los tres lados: 

a=57'770; b=71"577 y c=S7 'SU • -



Suma de los segmentos x + y = c = 8 7 ' 8 U 

Conforme al cuarto principio (S08) se tiene: 

c : b + a :: b—a : x—y= 

Sustituyendo 

log. (b4 a ) = 2 * l l l 7564 
log. (b—a)=l'1.40 0993 

(b+a)(b—a) 

120'347yl3'807 
87*ö 11 

3'25l 8557 
log. c —1'943 5489 

W . (x—y)=1*308 3068 x—y=20'338 

Una rez conocida la suma y la diferencia de los segmentos: 

el mayor x = 87*811 + 20*338 . =54 '074 

el menor y= 87'811 20*338 =33'737 

Ahora podremos resolver los triángulos rectángulos A C D y B C D 
para determinar los ángulos A y B por medio de las fórmulas: 

eos. A = -
b 

log.x = 1 '732 9885 
log.b =1*854 7735 

log. cos. A=9-878 2150 
A=40°—56'—1" '98 

eos. B = -
a 

log. y =1*528 1065 
log. a =1*761 7024 

log. cos. B=9'766 4041 
B = 5 4 ° - 1 6 ' - 6 " ' ;44 

Conocidos A y B se determinará C por medio de la relación: 

Tomaremos la fig. 377 para facilitar nues-
tra explicación. Desde el vértice C opuesto 
al lado mayor, que es c, bajaremos la perpen-
dicular C D que caerá dentro del triángulo, 
y el segmento mayor x quedará contiguo al 
ladob>a, estoes, será adyacente al ángulo A. 

Esto supuesto, tenemos: (Fig. 377) 

C=180°—(A + B) 
queda C=84°—47'—-51" '58 

Los valores de los ángulos tienen peqnefias diferencias con los obte-
nidos por el primer método, tanto poique los logaritmos no son ente-
ramente exactos, cuanto porque una vez han sido dados por sus tan-
gentes, y otra por sus cosenos; dando resultados mas aproximados el 
primer procedimiento, porque generalmente también lo son los loga-
ritmos de las tangentes. 

Y.—Resolver un triángulo isósceles A B C (fig. 3 7 % en el- que se co-
noce el lado c desigual á los otros dos, y el ángulo opuesto C. 

Sean: c=S2'25 y C = 4 8 ° - 4 5 ' - 1 6 " '4 
Considerando el triángulo rectángulo O D A conoce-

mos el cateto £ y el ángulo opuesto \ C, y tratamos de 
• 2 

B determinar la hipotenusa b y el ángulo A. A este fin nos 
serviremos de las fórmulas (A) y (D) : 

2 
L=b sen. i C A = 9 0 ° — i C 

despejando b = 41 '125 
sen.24 o - 22'—38" «2 

A=90°—(24°—22'—38" '2) 

log. 41'125 =1*614 1059 A = 6 5 ° - 3 7 ' - 2 1 " '8 
log. sen. i C =9-615 6799 • m 
log. b =1*998 4260 lo que da b=99"6382 

y como el triángulo es isósceles, B será igual á A, y a=b . 

MI.—Dados los tres Udos de un triángulo A B C (fig. 379), deter-
minar su altura, bajada desde el vértice B. 

B Si consideramos el triángulo rectángulo A D B 
de que forma parte la altura B D buscada, tendre-
mos que 

D B = c . sen. A (1) 

porla fórmula 31 De «ufyn 
s e „ . i = 2 s „ , i A.COS.Ì A « f c l O K « 

- N F Í M O U 

. Mörrcs» 



despejando C Q = = C O S .0 C D 

sustituyendo y teniendo presente que el eos .30°= i v ' 3 , tendremos 

sustituyendo por sen.| A y por cos.£ A sus valores expresados en las 
fórmulas (N) y (O) se tiene: 

sen. A = 2 s J (P—'•) (p—«) P (P—a) 
b2 c -

snstitnyeudb en la ( l ) y simplificando, resulta definitivamente: 

B Cl>—i») ( P - b ) ( p - e ) 

y como p = i (a + b + c) 

se tendrá la altura B D en función de los tres lados. 

VII.—Determinar el radio de un círculo, conociendo el lado & del 
triángulo equilátero A B C (fig. 380) inscrito. 

Por el vértice A y el centro O del círculo ti-
remos la recta A O D que será perpendicular al 
lado C B, por tener los puntos A y O equidis-
tantes de los extremos C y B. Si trazamos la 
recta C O E, por pasar por el centro y ser per-
pendicular á la cuerda A B, dividirá el arco 
A E B eu dos partes iguales; y como los ángu-
los A C E y E C B tienen respectivamente por 
medida la mitad de A E y de E B, resulta que 

la recta O C divide eu dos partes iguales el ángulo A C B del triángu-
lo. Ahora bien, como este es equilátero, cada uno de sus ángulos val-
drá 60°, y en consecuencia el ángulo O C D=30° . 

Considerando el triángulo rectángulo C O D, del que forma parte el 
radio O C buscado, según la fórmula (B) se tiene: 

VIII 
a s e n . x = - -
b 

.—Determinar el valor del arco x por medio de la expresión: 

Seá por ejemplo a=375 y b=863. 

Como log. sen.x=log.a—log.b, tendremos: 

log. 375=2*574 0313 
—log. 863=2'936 0108 

9-638 0205—log. sen.25o—45'—19" £6 

Nos hemos servido del complemento aritmético, porque así se lian 
calculado los logaritmos de las líneas trigonpmétricas; y despues de ha-
ber restado los logaritmos de los números hemos buscado en las tablas 
de las líneas trigonométricas, en la columna de los senos, á qué arco 
corresponde el*resaltado. Para que el problema sea posible, debe tener-
se a < b , supuesto que el seno siempre es menor que el radio, igual á 1. 

IX.—Resolver un triángulo conociendo el ángulo B, el lado adyacen-
te a, y la suma de los otros dos lados ó su diferencia. 

Representando por 2 p el perímetro a + b + c del triángulo, conforme 
á la fórmula (P) tenemos: 

l(p—a)(,p—c) . , r< ' |(p—a)(p—b) 
tang. i B = s J j p ( p 4 ) tang. i 

multiplicando miembro á miembro estas ecuaciones, y dividiendo la se-
gunda por la primera, se tiene respectivamente: 

tang. i C tang. £ B = E = ± tang. | C cot. 4 

de las cuales se despejaría á tang. | O para hacer uso de la primera 
cuando se conoce la suma b + c de los otros dos lados, y de la segunda 
cuando se nos dé b—c. En efecto, como se conoce a, cuando se nos dé 
( b + c ) fácilmente determinaremos á p = ¿ (a + b + c) y á p—a, que son 
los valores que entran junto con B en la primera expresión. Cuando 
ademas de a se nos da (b—e), tendremos: 

g + ( b — c ) = a + b—c + c — c = 3 p—2 c = 2 (p—c) 



i a + <b—e) ue la que p—c— a -
2 

que son los valores que junto con B entran en la segunda expresión. 
TJna vez conocidos a, B y 0 , se pueden determinar los demás ele-

mentos del triángulo conforme al procedimiento explicado para el pri-
mer caso (810) 

X . —Resolver un triángulo en el que se conoce su perímetro (a +1> + c) 
y los tres ángulos. 

En el núm. 814 hemos dejado demostradas las fórmulas ( N ) : 

, R 1 P ( P ~ B ) eos. | B = N | 

. _ 1 P ( P - c ) 
eos. j Grs| 

multiplicando estas ecuaciones so tiene: 

P l ( P - b ) ( | » - Q 
eos. £ B. eos. i Si ij c 

Por otra parte, en el mismo párrafo la fórmula ( 0 ) da: 

. A l ( P - b ) ( P ~ ^ s e n . i A = s J b e 

multiplicando los dos miembros de esta ecuación por ? se infiere que: 

eos. i B. eos. | sen. | A 

i , p sen. \ A despejando a g s ^ 

lo mismo qne hemos determinado a pueden obtenerse b y c, ó emplear 
alguno de los procedimientos explicados para los cuatro casos de la re-
solución de los triángulos oblicuángulos una vez conocido el lado a. 

Superficie da los triángulos. 

822.—FÓRMULA FUNDAMENTAL.—En geometría hemos visto (5<J4) 
que la área de un triángulo tiene por valor la mitad del producto de su 
base por su altura; de consiguiente, si representamos por b la base A V 
de cualquiera de los dos triángulos de la fig. 381, por y su altura B I) 
y por s la superficie del triángulo, en general tendremos: 

Bas. 2 
S=£ by 

pero considerando el triángulo 
rectángulo ABD conforme á la 
fórmula (A), tenemos: 

y = c. sen. A 
(Fig. SSl) 

por lo que sustituyendo, resulta 

• s = ¿ b c sen .A. (Q) 

que consideraremos como fórmula fundamental, para deducir de ella 
las diferentes expresiones relativas á los casos de que vamos á ocupar-
nos. 

8 2 3 . — C A S O S PARA DETERMINAR LA SUPERFICIE DE UN TRIÁNGULO. 
—Para el cálculo de la área de un triángulo, distinguiremos los mis-
mos casos que para su resolución. 

I o Dados dos ángulos y un lado, determinar la superficie de un trián-
gulo. 

2o Dados dos lados -y el ángulo opuesto á uno de ellos. 
3o Dados dos lados y el ángulo que forman. 
4O Dados los tres lados. 

8 2 4 . — 1 E R - CASO.—Supongamos conocidos los ángulos A y C y el la-
do b. 

En la fórmula fundamental 

s = ! b c . sen. A (Q) 

no conocemos á c, pero podemos determinar sn valor por medio de la 
expresión: 

c = - b sen. C 
sen.B 



Adema?, como B = 1 S 0 ° - ( A + C), y el seno de nn ángulo es igual al 
de su suplemento, el valor de e se trasforma en 

b. sen. G c = -sen.(A-l-C) 

y sustituyendo en la ecuación (Q), resulta finalmente: 

t v3 sen.A j eñ .C (R) 
2 sen. ( A + U ) " 

8 2 5 . - 2 » CASO.—Para establecer la fórmula correspondiente, supon- _ 
dremos que conocemos a, b, y A. 

En la fórmula fundamental 

s = | b c. sen. A (-Q) 

tendremos que sustituir el valor de c ; que es desconocido, en función 
de a, b y A, á cuyo fin de la expresión # 

as—b' 4- c*—2 b c. eos. A 

qne es una ecuación mixta de 2° grado con respecto á c; despejaremos 
esta cantidad como sigue: 

cr—2 b eos. A. c=a 2 —b g 

c = b eos. A. ± Vb 2 eos' A + a* — b* 
c = b eos. A. ± Va2—b'r(~í—cos5~A) 
c = b eos. A. ± Va2—b" sea'A 

sustituyendo este valor en la ecuación (Q), se tiene: 

s = £ b sen. A (b eos. A ± Va 2 — b3 sen2A) (1) 

fórmula que resuelve el problema, pero que es conveniente trasformar 
á fin de hacerla adaptable al uso de los logaritmos. Con este objeto, 
sacaremos a2 fuera del radical, para lo cual multiplicaremos y dividi-
remos el término bs sen2A por a2, y se tiene: 

8 = | b sen.A (b. eos. A ± a J 

De la expresión (F) = _ Í L s e infiere que 
sen. A sen.B 

b = asenJB^ sen.B I b s e " - A , luego sen2B= 
sen. A a a2 

sustituyendo en la ecuación (2), en la parte que está dentro del pa-
réntesis, por b y por h a e " A sus valores, tendremos: 

a2 

B=Í b s e n . A ^ ^ c o s . A ± a V I = ^ V B j 

ó s = 4 b s e n . A / a s e n - B C O 3 - A ± A COS.B\ 
l sen.A / 

incorporando el entero al quebrado y sacando a como factor común, 
ee tiene: 

s=i ab sen. A / sen.B eos. A ± s e n . A eos.B \ 
^ sen.A ) 

reduciendo y teniendo presente, fórmulas (12) y (14), que 

sen.B c o s . A i s e n . A cos.B=sen. ( B ± A ) 

resulta finalmente que 

siendo s = ¿ ab sen. ( B ± A ) (S) 
a 

El doble signo que contiene la expresión de la superficie, indica, co-
mo lo hemos explicado, al ocuparnos del segundo caso de la reSolucion 
de los triángulos, que cuando se dan dos lados y el ángulo opuesto á 
uno de ellos, puede haber dos triángulos que satisfagan el problema. 

Por lo demás,. en la práctica, cuando se sabe que debe tomarse el 
signo + de sen. ( A ± B ) , este caso se reduce al siguiente; pues como se 
habrá notado, es preciso comenzar por determinar B, y entónces se co-
nocen a, b, A, B, y por consiguiente: 

C=180°—(A + B) 



y como el seno de nn á j a l o es igual al de su suplemento, la segunda 
de las fórmulas (S), se trasforma en 

s = £ a b sen.C 

que es la fundamental. 

8 2 6 3ER- CASO. —Determinar la superficie de un triángulo en el que 
se conocen dos lados a, b y el ángulo C quefornian 

La resolución de este caso, se hace por medio de la formula 
mental (Q) que hemos demostrado en el parrafo 

s = 4 a b sen.C ••••• { Q ) 

8 2 7 . _ 4 ° CASO .-Determinarla superficie de un triángulo, dados sus 

tres lados a, b y c. 
En la fórmula fundamental 

s = £ a b sen.C 

sustituiremos el valor de sen.C=2 sen.* C. cos.-| C 

y se trasforma en s = a b sen.| C. cos.| C 

Ahora, reemplazando por sen.* O y por ooM C sus valores en fun-
ción de los tres lados, fórmulas (O) y CM que son: 

Ben.i O—vj a b 

resulta: 

s = V ^ T F ^ T F ^ Í P - 0 ) - ( T ) 

en la que, como se sabe, p = | (a + b + c) 

La rectificación de los cálculos para obtenerla superficie de W trifin-
guÍrenera lmentese hace determinando la misma superficie vahen-

dose'de otros datos, ó so resuelve el triángulo tomando como dato la 
área encontrada y dos de los elementos del triángulo. (831 IV y V) 

828 .—SUPERFICIE DE LOS TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS.—Siendo l o s 
triángulos rectángulos nn caso particular de los oblicuángulos, para de-
terminar su superficie, bastará emplear las fórmulas anteriores, hacien-
do en ellas las modificaciones consiguientes á que uno de los ángulos 
valga 90°; pero es mas sencillo el procedimiento, fundándosé en que si 
se considera uno de los catetos b como base, el otro c será la altura del 
triángulo; y por tanto, la superficie de un triángulo rectángulo estara 
expresada por 

s = | b c 

Ahora bien, como (804) b = a sen.B=a cos .C=c tang. B = c cot. C 

Sustituyendo por b sus diversos valores, se tendrá: 

b c = 4 a c. sen.B=$ a c. cos .C=è c5 tang .B=i c* cot.O (U) 

debiendo hacerse uso de una de estas cinco expresiones según sean los 
datos que se tengan para calcular la superficie. 

S29.—SUPERFICIE DE UN TRIÁNGULO EQUILÁTERO.—Cuando se t r a -
ta de un triángulo equilátero, se tiene al mismo tiempo: 

a = b = c y A = B = C . 

Ademas, el valor de cada ángulo es de 60°. 
Con estas condiciones, como en los tres primeros casos, forman par-

te de los datos un lado y algún ángulo, los tres se reducen á uno solo 
que es, dado un lado y el ángulo de un triángulo equilátero, determi-
nar su superficie. 

La fórmula fundamental 

s—% a b sen.C 

se trasforma en s = è a* sen. A C* ) 

será la que nos servirá para resolver los tres primeros casos. 



Para cuando se nos dan los tres lados, tendremos qne 
P = 2 (a + b + c) se trasforma en 

P = f a, y p — a = p — b = ± p — c = ~ — a = | 

Sustituyendo estos valores en la fórmula (T) 

s = V p (p—») (P—b) (p—c) 

|3a as I 3a4 
se tiene: 8 = s J - - £ - X — 

ó (X) 

qne será la fórmula correspondiente al caso en que se nos dé uno de 
los lados a de un triángulo equilátero. 

Por lo demás, las fórmulas (V) y (X), son idénticas. En efecto, sien-
do el triángulo equilátero, A = 6 0 ° y sen .A=4V3. Sustituyendo esle 
valor en la expresión (V), resulta: 

s = i a 2 V 3 ~ 

como en la fórmula (X). 

830.—Reasumiremos las diversas expresiones de la área de un trián-
gulo en la siguiente 

Tabla de las fórmulas de la superficie de nn triángulo. 

^ , , _ , , .¡.sen.A. sen.C /R\ 
1° Dados A, C y b s = | b* (K) sen.^xV + O) 

2" „ a, b y A s e n . B = A ^ A ; y a b s e n . ( A ± B ) . . . . (S) a 

3° „ a, b y C W a b sen C (Q) 

4° „ a, b y c p=í ( a + b + c ) s = Vp(p—a) (p—b)(p—c) (T) 

Para nn triángulo rectángulo: 

s = i b e = k a c sen .B=| a c c o s . C = | c2 tang.B=| c2 c o t C . . . . (U) 

Para uu triángulo equilátero: 

si se da a s = i a2 V ~ 3 = i a2 sen.60° (X ) 

831. PROBLEMAS.—T.—Determinar la superficie de un triángulo en 
el que se conocen dos ángulos y un lado, cuyos valores son: 

A = 9 o— 7'—13" f6 
C=87°—14 —19 '3 b=198'57 

A + C = 9 6 ° — 2 1 —32 '9 

La fórmula correspondiente á este caso, es: (R) 
_ j , , ser..A sen.C 

*W> s f e n . ( A ^ ) 

Por ser A + C =96°—21'—32" '9, sen.(A + C)=cos. 6o—21'—32" '9 
j0g. b ==2*297 9136 
] o g . b =2 '297 9136 
log. sen. A =9"200 0577 
log. sen.C =9-999 4954 = 2 3 795 3803s 

log. sen. (A + C ) = 9 -997 3196 
log.2 =0 '301 0300 —10-298 3496 
l o g 3 — (1)3'497 0307 que da s=3Í4Ó'73 

111.—Conocidos dos lados de u n triángulo y el ángulo que forman, de-
terminar su superficie. 

Sean: a=984'78, b=1049'54 y C = 4 9 3 _ 1 8 ' - 1 5 " ' 7 

La fórmula correspondiente á este caso, es: 
s = l a b sen.C •• --(Q) 

log. a =2 '993 3392 
log. b =3 '020 9990 
log. sen.C =9 '879 7746 

(1)5'804 1128 
Minos log.2 =0 '301 0300 ' 

log. s =5 '593 0S28 lo que da s=391 816*58 
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IIL—Dados los tres lados de un triángulo, determinar su superficie. 

Sean: a=57"394, b=49'875 y c=G3'943 

La fórmula correspondiente, es: s — V p (p—a) (p—b) ( p — c ) . . . ( T ) 

a = 57-394 
b = 49-875 
c = 63'943 

p=85'606 
a=57'394 

p=85'606 
b=49'875 

p=85'606 
c=63'943 

p—b=35'731 p—c=21'663 2 p = 171'212 p—a=28-212 
p = 85'606 

log. p = 1 '932 5042 
(P—») = I'450 4339 

log. (p—b) = 1'553 0452 
log- (P—c) = 1*335 7186 

Tomando i de 6'271 7019 
log. s = 3'135 8509 que da s=1367 :26 

IV.—Resolver un triángulo conociendo su superficie s, un lado a y 
un ángulo O. 

De la fórmula s = | a b sen.G 

despejaremos á b que es desconocido 

2 s 
a sen. O 

y una vez conocidos a, b y O, el problema so trasforma en resolver un 
triángulo dados dos lados y el ángulo que forman, que lo hemos expli-
cado ya (812) al tratar del 3er- caso. 

V.—Resolver un triángulo conociendo su superficie s y dos de sus án-
gulos A y B. 

El 3er- ángulo se calculará fácilmente por medio de la expresión: 

C=1S0°—(A + B) La fórmula (R) da: 

despejando á 

s = J b2 sen. A sen.C 
sen. (A + O) 

\¿ s. sen. (A + C) 
sen.A sen.C 

¡2 s. sen. ( B + ' ) _ s. sen. ( A + B ) 
a = N sen. B sen.C y Ni s en.Aseu.B 

832.—POLIGONOMETRÍA.—Hemos dejado indicado (723) que podien-
do descomponerse un polígono cualquiera en triángulos, los problemas 
de poligonometría se reducen á los de trigonometría. Basta, en efecto, 
concebir que desde el vértice de un polígono se tiran diagonales á to-
dos los otros, para comprender que los elementos del polígono, lados, 
ángulos, diagonales y superficie, pueden sucesivamente irse determi-
nando cuando se conocen los datos necesarios para determinar los de 
los triángulos de que está compuesto el polígono. En la práctica gene-
ralmente lo que se hace es, medir un lado de un triángulo y todos los 
ángulos de los triángulos que forman el polígono, y en seguida se cal-
culan los elementos desconocidos por medio de las fórmulas que hemos 
establecido al tratar de los casos de los triángulos oblicuángulos. Aun 
cuando por este procedimiento general pueden resolverse todas las cues-
tiones de poligonometría, terminaremos'el estudio de la trigonometría 
considerando algunos casos particulares de los polígonos. 

833.—POLÍGONOS REGULARES.—Cuando el polígono qne se considera 
es regular, es preciso conocerla longitud l de uno de sus lados y el nú-
mercTde ángulos de que consta. En geometrí* hemos explicado (465) 
cómo puede determinarse el valor de cada uno de los ángulos del polí-
gono regular, por lo cual no nos ocuparemos ahora sino del cálculo de 
su superficie. 

La área del polígono regular A B D E 
(fig. 382), cuyo número de lados supondremos 

D que sea n, será igual á tantas veces el triángu-
lo A C B como lados tiene. Esto es, 

s = n . A C B 

c&g. 38*) Llamando l el lado A B del polígono, y C el 
ángulo A C B, en el centro del polígouo tendremos: 

sup. triángulo A C B = J 7XH C 

En el triángulo rectángulo A C II 



C H = A Hxtang. C A l. cot. \ 0 

luego, triángulo A G B = i F cot. ! C 

8=4 n F cot. I C 

pero como el ángulo 0 en el centro de un polígono regular es igual á 
360° se tiene finalmente: 

s = i n F cot. J 

834.—CUADRILÁTERO.—Consideraremos varios casos para determi-
nar la superficie de un cuadrilátero. 

1° Dados los cuatro lados a, i, c y d y los án-
gulos M y N (fig. 383), que forman respectiva-
mente los dos primeros y los dos últ imos. 

Si tiramos la diagonal F O, la superficie del 
cnadrü-átero será igual á la suma de las áreas de 
los triángulos P Ó M y P 0 N, pero (822—Q) 

snp. P 0 M = | a b seu.M 
y sup. P O N = é c d sen.Tí 

luego llamando s la superficie del cuadrilátero 

s = £ a b sen.M 4-1 c.d sen.IT 

2° Dadas las dos diagonales (fig. 383) P 0 = D, M N = D ' y el án-
gulo que forman P A N = A, determinar la superficie del cuadrilátero. 

La superficie del cuadrilátero: es igual á la suma de las superficies de 
los cuatro triángulos P A N, N A O, O A M y M A P. Llamando x é 
y los segmentos P A y A O de la diagonal P O, y z y u los de la M N, 
conforme á la fórmula (Q), representando por s la superficie del cua-
drilátero, y recordando que los ángulos opuestos al vértice son iguales, 
y que el seno de un ángulo P A N e s igual al de su suplemento X A O, 
se tiene: 

" s = i x. u. sen.A + i u y. sen.A + g y z sen.A + | z x sen. A 

sacando como factor común á £ sen. A, así como á x y á y 

s = 4 sen. A [x (u + z) + y (u + z) ] 
ó s = ¿ sen.A (u + z) (x + y) 

y sustituyendo por ( u + z ) y por ( x + y ) , D' y D, resulta: 

s = 4 D. D ' sen. A 

Cuando el cuadrilátero sea rombo, las diagonales se cortarán en 
ángulo recto y será sen .A= l , por lo que tendremos: 

sup. del rombo=| D. D'. 

Si se trata de un cuadrado, ademas de tenerse sen .A=l se tendrá 
D = D', y 

sup. del cuadrado=4 D*. 

Si el cuadrilátero fuera rectángulo D = D' y 

sup. del reetángulo=¿ I)5 sen. A 

835.—TRAPECIO.— Vamos A determinar la superficie de un trapecio 
conociendo la magnitud de sus cuatro lados. 

En la fig. 385 supondremos que las bases paralelas son los lados a y b. 
Tirando la recta M N paralela al lado c, nos resultará uu triángulo 
cuya superficie llamaremos s' y que tiene la misma altura h que el tra-
pecio. Representaremos el perímetro del trapecio por 

2 p = a + b + e + d 

y su superficie por S. El perímetro del triángulo M N O lo haremos 
igual á 2 p'. Esto supuesto: 

sup. del trapecio S = a Í ^ x l i 

b -a snp. del triángulo s ' = — — - X h á 
2 s' despejando á h = j—— 

/|\ ^ sustituyendo en la primera ecuación, se tiene: 

' ^ S = a - ± * s ' O) 
b—a 



La área del triángulo M N O en función de sus tres lados, fórmula 
(T), es: 

s'=V~\y ( p ' - b + a) (p'—e) (p'—d) (2) 

Por otra parte 2 p = a + "o + c + d 
2 p '=b—a + c + d 

restando la última ecuación de la que antecede 

2 p —2 p ' = 2 a 
de donde P '=P— a 

Sustituyendo este valor en la ecuación (2), se tiene: 

s —V(p—aj (p—b) (p—a—c) (p—a—d) 

Reemplazando este valor en la ecuación í l ) , resulta finalmente: 

S = (P—b) ( p - a - c ) ( p - a — d ) (3) 

siendo p = £ (a + b + c + d) 

8 3 6 . — P A R A LELÓG RAMO.—Dados dos Jados a y b de un paralelógra-
mo y el ángulo M que forman, determinar su superficie. 

Si tiramos la diagonal O P, ffig. 3S6) que-¿— 7N dará dividido el paralelógramo en dos trián-

\ / gulos iguales, en los que, por ser la figura 
X , / paralelógramo, el ángulo M=JST así como 

X y Jos lados opuestos. En consecuencia la sn-
m T ~~~ P perficie del paralelógramo será igual á la 

eatna de la de los triángulos que lo forman. 
a b sen.M + | a b sen.M 

6 s = a b sen.M que es la expresión que buscábamos. 

TRIGONOMETRIA ESFÉRICA. 

Definiciones y propiedades de los triángulos esféricos. 

A 837.—CÍRCULOS MÁXIMOS.—Un plano, sea cu¡.l 

fuere su dirección, corta siempre la esfera según 
un círculo que generalmente es de magnitud va-
riable y se le llama círculo menor; pero cuando el 
plano pasa por el centro de la esfera, liemos di-
cho (681) que su intersección con la superficie de 
ella determina un círculo, con A B D E (6g. 387) 
que se llama círculo máximo, á causa de que no 

(Fig.ssn hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-
se en la superficie de la esfera. 

Todos los círculos máximos A B D E, A C D F, C B F E, etc., 
tienen las propiedades: de ser iguales, porque tienen el mismo radio; su 
centro es el de la esfera y la dividen en dos partes iguales. 

Se llama polo de un círculo, sea ó no máximo, trazado sobre la esfe-
ra el punto de la superficie de la misma esfera equidistante de todos los 
puntos de su circunferencia. Cada círculo tiene dos polos que son las 
extremidades del diámetro de la esfera perpend.cnlar al plano del cir-
culo. Los polos del círculo C B F E s o n los puntos A y D. 

838.—TRIANGULO ESFÉRICO.-Si se corta una esfera poriret.planos 
. que concurren en el centro resultará un triedro O A B O (fig. *SS) cu-



La área del triángulo M N O en función de sns tres lados, fórmula 
(T), es: 

s'=V~\y ( p ' - b + a) (p'—e) (p'—d) (2) 

Por otra parte 2 p = a + "o + c + d 
2 p '=b—a + c + d 

restando la última ecuación de la que antecede 

2 p —2 p ' = 2 a 
de donde P '=P— a 

Sustituyendo este valor en la ecuación (2), se tiene: 

s — V ( p — « j (p—!b) (p—a—e) (p—a—d) 

Reemplazando este valor en la ecuación í l ) , resulta finalmente: 

S = j S V ( p - « } Ü1—b) ( p - a - c ) ( p - a — d ) (3) 

siendo p = £ ( a + b + c + d) 

8 3 6 . — P A R A LELÓG RAMO.—Dados dos lados a y b de un paralelógra-
mo y el ángulo M que forman, determinar su superficie. 

Si tiramos la diagonal O P, ífig. 3S6) que-¿— yN dará dividido el paralelógramo en dos trián-

\ / gulos iguales, en los que, por ser la figura 
X , / paralelógramo, el ángulo M=JST así como 

_ V / , o s l a c l o s opuestos. En consecuencia la sn-
m T ~~~ P perficie del paralelógramo será igual á la 

saina,de la de los triángulos que lo forman. 
sr=£ a b sen.M + | a b sen.M 

6 s==absen.M que es la expresión que buscábamos. 

TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA. 

Definiciones y propiedades de los triángulos esféricos. 

A 837.—CÍRCULOS MÁXIMOS.—Un piano, sea cn¡.l 

fuere su dirección, corta siempre la esfera según 
un círculo que generalmente es de magnitud va-
riable y se le llama círculo menor; pero cuando el 
plano pasa por el centro de la esfera, liemos di-
cho (681) que su intersección con la superficie de 
ella determina un círculo, con A B D E (6g. 387) 
que se llama círculo máximo, á causa de que no 

(Fig.ssn hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-
se en la superficie de la esfera. 

Todos los círculos máximos A B D E, A C D F, C B F E, etc., 
tienen las propiedades: de ser iguales, porque tienen el m.smo radio; su 
centro es el de la esfera y la dividen en dos partes iguales. 

Se llama polo de un círculo, sea ó no máximo, trazado solre la esfe-
ra el punto de la superficie de la misma e s f e r a e q u i d i s t a n t e de todos los 
puntos de su circunferencia. Cada circulo tiene dos polos que son las 
extremidades del diámetro de la esfera perpendicular al plano del cir-
culo. Los polos del círculo C B F E son los puntos A y D. 

838.—TRIANGULO ESFÉRICO.-Si se corta una esfera poriret.planos 
. que concurren en el centro resultará un triedro O A B O (fig. *SS) cu-



u u 
¿ r t ; 

Ü ® v». 

-

y*s aristas son radios de la esfera, sus caras A 0 B, A O C y B O O, son 
sectores de círeñios máximos, y sus ángulos diedros, formados por las 
caras, tienen por aristas los radios. Por Último ese triedro determina 
sóbrela superficie de la esfera una figura A B C, limitada por tres arcos 
de círculos máximos, que es un triángulo esférico. 

Los ángulos planos del triedro formados por dos radios tienen por 
medida los arcos délos respectivos círculos máximos, que pasan por las 
extremidades de las aristas, y que son los lados del triángulo esférico; 
esto es, la medida del ángulo plano A O C es el arco A C, la del ángu-
lo A O B es el arco A B, y la del ángulo l í O C e s el arco B O. 

En cuanto á los ángulos diedros formados por la intersección de dos 
planos en las aristas A O, B O y C O que vienen á determinar los án-
gulos del triángulo esférico en Á, en B y en C, se ha visto (619) que un 

diedro tiene por medida el ángulo plano corres-
pondiente formado por dos perpendiculares le-
vantadas á la intersección común en el mismo 
punto, contenida cada una de las perpendicula-
res en uno de los planos del diedro. Por tanto, 
la medida del diedro según A O será el ángulo 
1) A E formado por las tangentes levantadas en 
el punto A respectivamente á los arcos A B y 

A 0. Podemos igualmente tomar por medida del diedro A O, ó lo que 
es lo mismo del ángulo A del triángulo esférico, el arco B' C' que re-
sulta de prolongar los lados A B y A O, del ángulo A, hasta que ten-
gan 90° y en reunir cbn un arco las extremidades B' y C'. En efecto, 
por ser de 90° los arcos A B' y A C' las rectas 15' O y CP O serán per-
pendiculares á la arista A O del diedro en el punto O, y por ser B' C' 
la medida del ángulo B' 0 C correspondiente al diedro, lo será de éste. 

La superficie del triángulo A B C no es plana, sino que es una por-
cion de la de la esfera. 

CFlg. SSS) 

DEFINICIÓN.—Se llama triángulo esférico la figura limitada por tres 
arcos de círculos máximos en la superficie de una esfera. 

Los elementos de un triángulo son los ángulos, los lados y la super-
ficie. \ 

X o consideraremos sino los triángulos esféricos cuyos lados sean 
menores que 180°, y para simplificar supondremos el radio de la esfera 
igual á la unidad. 

Cada ángulo del triángulo esférico tiene por medida la del ángulo 
diedro que forman los planos que contienen los arcos del ángulo. 

Los lados del triángulo son arcos de círculo máximo que generalmen-
te se estiman en grados y fracciones de grado; pero pueden medirse 
también, en partes del radio, y calcularse su longitud, esto es rectifi-
carlos, conociendo su valor en grados y la magnitud del radio de la es-
fera que se considera. , 

Si representamos por r el radio de la esfera expresado en metros, por 
i el lado de triángulo esférico estimado en grados y fracciones de gra-
do, y por l la longitud del arco «en metros, la siguiente proporcon nos 
dará á conocer el valor de l 

360° : a° :: 2 ir r : 1 

ó bien 1 = ff r a 
180 

Siempre designaremos los ángulos de los triángulos esféricos por las 
letras mayúsculas A, B y C. y los lados respectivamente opuestos a los 
ángulos por las minúsculas a, b y c. 

8 3 9 — D E F I N I C I Ó N DE TRIGONOMETRÍA E S F É R I C A . — L a trigonome-
tría esférica tiene por objeto: 1° conocer las relaciones que existen entre 
los elementos de un triángulo esférico, y $ dados tres de estos elemen-
tos, determinar por medio del cálculo los otros tres, o la superficie del 

triángulo. 
A menudo lo que se estudia y llega á conocerse no es la relación en-

tre los elementos mismos de un triángulo esférico, sino la que existe 
entre las líneas trigonométricas de esos elementos. 

8 4 0 - P R O P I E D A D E S DE LOS TRÍANOSLOS E S F É R I C O S . - Como si reu-
nimos' los tres vértices A, B y C (fig. 388)de un triángulo esférico con 
el centro O de la esfera resulta un triedro, es claro que las propiedades 
y casos de igualdad de los triedros, que hemos demostrado en geome-
tría, serán aplicables á los triángulos esféricos. 

1» -Gafa uno de los ángulos formado por dos aristas es menor que 
la suma de los otros dos y mayor que su diferencia (629) ^ t a s propie-
dades aplicadas al triángulo esférico quedaran cifradas en las s.gu.en-
tes desigualdades: 

a < b + c 
a > b — c 



obtendremos 
trasladando 

y por último 

160 

2 o —X« suma de los tres ángulos planos es menor que cuatro rectos. 
(630) 

a + b + c < 360° 

3O—Cada ángulo plano es menor que 180°. 
En efecto, restando miembro á miembro las desigualdades 

a-f b + c<360° 
b + c > a 

a <360°—a 
2 a<360° 

a esto es, a <180° 
2 

4O—La suma de los ángulos diedros es mayor que 2 y nienpr que 6 
ángulos rectos. (633) 

Á+.B + C > 2 rectos y A + B + C < 6 rectos. 

5o—El lado mayor está opuesto al mayor ángulo y recíprocamente. 
Decimos que si B > A se tendrá b>a. En efecto, si en el vértice B 

(6g. 389) construimos el ángulo A B D = A ; á causa de ser el ángulo 
B > A , el arco B D caerá dentro del ángulo A B C , y en el triángulo 
A B D por ser A = A B D, se tendrá: 

B D = A D 

Por otra parte 
y sustituyendo 
ó bien 

B P4-D C > C B 
A D + D C > B C 

b > a 

qne es lo que se quería demostrar. 

Recíprocamente si b>a , se tendrá B > A. En efec-
to, B no puede ser igual á A, porque entonces infe-

riríamos qne lados desiguales estarían opuestos á ángnlos iguales; tam-

* Para demostrarlo, bastaría í-eunir la mitad del arco A B <jon D y 
resultarían dos triángulos iguales, por tener dos lados y un ángulo res-
pectivamente iguales. 

poco puede ser B < A , porque resultaría el absurdo de que al menor 
ángulo estaría opuesto el mayor lado. 

841.—TRIÁNGULO SUPLEMENTARIO.—Hemos visto (o33) que si des-
de un punto O' (fig. 390) tomado en el interior de nn triedro 0 baja-
mos perpendiculares O' A, O' B y O' C á sus tres caras y hacemos pasar 
planos por estas perpendiculares, resulta un segundo triedro O', cuyos 

e ángulos planos son respectivamente suplementos 
de los ángulos diedros del triedro O, y cuyos die-
dros son suplementos de los ángnlos planos del 
triedro O. 

Aplicando esta construcción á un triángulo es-
férico, se comprende que siempre es posible obte-

(Fig- so.) ner otro cuyos lados sean suplementos de los án-
gulos del primero, y cuyos ángulos sean suplementos de los lados del 
primero. Esto es, representando por A, B y C los ángulos y por a, i y 
c los lados del primer triángulo, y por A', B' y C' los ángulos y por 
a', b' y c' los lados del segundo, tendrémos: 

f" / i o.l ; 

X o y 
z r 

a '=180°—A 
b '=180°—B 
e'--=180°—C 

A'=180°—a 
B ' = 180o—b 
C'=180°—c 

A este segundo triángulo A ' B ' C' suplementario del primero A B C 
se le llama también triángulo polar; porque trazando sobre la esfera 
un triángulo de cuyos lados sean sus polos respectivos los ángulos del 
primer triángulo, resultan dos triángulos suplementarios. 

En efecto, sea A B C (fig. 391) uu triángu-
lo esférico. Prolonguemos A B hasta D, de 
modo que A D = 9 0 ° ; prolonguemos A C has-
ta E para tener A E=90° , y si por los pantos 
D y E y por el centro de la esfera hacemos 
pasar un plano, tendrémos el círculo máximo 
B' C del cual será A su polo, por distar de 
todos sus puntos 90°. Prolongando los lados 
B A y B C hasta G y F para que se tengan 
B G = B F=90° , y haciendo pasaran plano 

por estos puntos y por el centro de la esfera, determinarémos el arco 
A' C' de círculo máximo, cuyo polo es B. La misma construcción nos 
conduce á determinar el are$> A ' B' cuyo polo es C. Siendo por cons-
trucción los vértices A, B y C, polos de los lados del triángulo A' B' C , 

;F¡S- sai.) 



vamos á demostrar que recíprocamente los vér ,ces de 
de los lados del primer triángulo A B C . K s t a n d o t o d o s l o p n n t o d e 
arco A ' C á 00° de B. este punto distará 90 de C , y escudo t ó b a l o 
pnntos del arco B' C' á 90° de A, este punto distará 90 d C y t 
tanto C será el polo del arco A B. De igual man,-ra se demnest.a que 
A' es nolo de B C y que B' lo es de A C. _ 

f j r a bien, siendo' A D = 9 0 ° y A. E=90° , el arco D E será la med , 
da del ángulo A (838) 
•n\ A = D E 
3,JSFC° * ? ' W R — 9 0 ° y C' D=90° Además tenemos « J u 

D E = B ' E—B' l) - B' E—(B C — U b ) 
sustituyendo A = 9 0 ° - ( a ' - 9 0 ° ) = 1 8 0 ° - a ' 
luego a '=180—A. q 

Así se demostraría que b' = 1 8 0 ° - B y que c '=180 - O . 

Siendo A' H=90° y A' F = 9 0 ° , el arco H Fserá medida del ángulo 

A' (838) 
j^y g J* 

E s t ° 6 3 H F = B F + H B = B F + (H C - B C) 
sustituyendo A ' = 9 0 ° + 9 0 ° - a 
luego A ' = 180° a 

y de la misma manera se demostraría que 

B'=180°—b y que C' = l 80o—c. 

Debe notarse que de los dos polos que tiene cada uno de los arábs se 
toma el que queda en el hemisferio que se considera. 

842 - E n el estudio de la trigonometría esférica segu.remos el m,s-
motnétodo que en la trigonometría rectilínea: trataremos pnmero d 
l a s f ó r m u l a s fundamentales en las que están miradas las pr ñopaes 
r e aciones que existen entre las líneas trigonométricas de -e lementos 
de los triángulos esféricos, nos ocuparémos en seguida de la resol ucmn 
d lo triánfulos rectángulos, luego de la de los oblicuá n j t a j por 
último de la determinación de la snperiicie del tr.án^ulo esf nco 

Debemos hacer notar que puede resolvere un tnangul« e s f c o co 
nociendo sus tres ángulos, sin que sea ne.-esano, como en los tnang 
los rectilíneos, conocer un lado; lo cual tiene por - u s a queja s m le 
los ángulos de un triángulo plano constantemente es guál a 180 
S Í S K . . en los triángulos esféricos «a suma de sus ángulos puede 
variar entre 2 y 6 ángulos rectos. 

Relación entre los ángulos y los lados de un triángulo esférico. 

843.—De las quince combinaciones que pueden formarse con 6 can-
tidades combinadas de 4 en 4 seguu la fórmula (356) 

p m__m(m—1) ( m — 2 ) . . . . ' (m—n+ 1) 
n 1. 2. 3 n 

p 6 ^ 6 x 5 x 4 x 3 _ 1 5 

4 1 X 2 X 3 X 4 

cuatro son las relaciones diferentes que pueden existir entre los lados y 
los ángulos de un triángulo esférico y son: 

Ia Entre los tres lados y un ángulo. 
2a Entre dos lados y los ángulos opuestos. 
3* Entre dos lados, el ángulo comprendido y uno de los ángulos 

opuestos. 
4a Entre un lado y los tres ángulos. 

8 4 4 . — R E L A C I Ó N ENTRE LOS TRES LADOS T UN Á N G U L O . — S e a A B C 
((ig. 392) un triángulo trazado sobre una esfera cuyo centro es O, y cu-
yo radio supondremos igual á la unidad. PudiendoserelladooífecttaZ-
quiera magnitud, supondremos menores que 90° los lados ¿ y e . Tra-
zando los rádios O A, O B, y O C, las tangentes A D y A E ; prolon-
gando O B, y O C y tirando la recta D E, tendrémos: 

A D = tang. c y A E=tang. b 
O D=sec. c y O E = sec. b 

ángnlo E A D = A y ángulo E O D = a 

Los triángulos E O D y E A D dan (808 2°) 

E 5 = E 0 * + D O2—2 E O x D O eos E O D 
E ' = E A1-!- D A8—2 E A x D A eos E A D 

sustituyendo: D E í =see . i b + see.' c—2 see. b. sec. c eos a 
D tang1 b + tang* c—2 taug b. tang c. eos A 

restando la segunda ecuación de la primera para eliminar á D E1 re-

A 

(Fig. S92.) 



cordando que sec.8 a — ì + tang2 a, y sustituyendo por sec b = 

i t , senb t f l n f r c resulta: 
por sec c = | U por tang b = y por tan0 - , 

_ _ 2 co3_a_ | » sen b. sen c. cos A 
- l + 1 cos b cosc cos b. cos c 

reduciendo, dividiendo por 2 y quitándolos denominadores, resulta: 

o = c o s b cos c—eos.a + sen b. sen c. cos A; 
cos.a=cos b cos c+sen b. sen c. cos A . . . .(1) 

triángulo esférico. 
«45 G E N E R A L I D A D DE LA FÓRMULA PRECEDENTE. Para estable-

C e r í a f ó m u l ( í hemos considerado que pueda tener « cualqn.er va-

r S " : c L d o ambos sean mayores ó .guales á 00 . 
10 Supongamos como antes « = > ó < que 90 y haga 

^ mos ahora O 9 0 ° y b<90° . Si prolongamosJhg S ^ ) 
los arcos B A y B C de círculos máximos hasta que se 
encuentren en B', concibiendo los dos 
nen dichos arcos y que pasan por el m.smod.ametro B B , 
se ve que B A B ' = B C B' = 180° y que d ángulo B - B . 

V : r C o n s i d e r a n d o el triángulo B' A O, tendrémos que B —B 
! / b<90° por el supuesto, y C < 9 0 por ser su Buplem nto 

W c > 9 0 . En consecuencia la fórmula (1) será aphcable al 
<n* M) triángulo B ' A C y tendrémos: 

co3.a'=co8 b cos c' + sen b sen c' cos B' A C 
, Q 0 ° - a - c '=180—e; B ! A C = 1 8 0 ° - A ; recordando que el 

T e ñ o de'un ángulo es igual al de su suplemento con signo contrano 
y sustituyendo, resulta: 

cos. a = c o s b. cos c+sen b sen c cos A 

q n e es la fórmula (1) aplicable al triángulo B A C en el que c>90* 

2o Sean ahora (fig. 394) ¿ > 9 0 ° y c>90° pudiendo te-
ner a cualquier valor. Prolonguemos A B y A C hasta 
que se encuentren en A'. En el triángulo A' B C, en el 
que tanto b' como c' son menores que nn cuadranto, ten-
dremos: 

cos. a = cos. b* eos. c' + sen. b' sen. c' cos. A' 

b '=180°—b; c '=180°—c; A ' = A ; recordando que el co-
seno de nn ángulo es igual al de su suplemento con sig-

no contrario, y que el seno de un ángulo es igual al de su suplemento, 
sustituyendo resulta: 

cos. a=cos . b cos. c + sen. b sen. c cos. A 

que es la fórmula (1) aplicable al triángulo B A C en el que los lados 
¿ y e son mayores que 90°. 

Como si en la (fig. 392) suponemos que uno de los lados J o c ó que 
ambos sean iguales á 90° desarrollando el Cálculo del párrafo 844 ob-
tendrémos la fórmula (1), iesulta que esta es general y aplicable á un 
triángulo esférico cualquiera que sea la magnitud de sus lados. 

De U fórmula que se acaba de establecer so obtienen por simple cam-
bio de letras otras dos fórmulas semejantes; resultando así las tres 
ecuaciones: 

cos. a=cós. b cos. c + sen! b sen. c cos. A"j 

cos. b=cos . a eos. c + sen. a sen. c cos. B )• (1) 

eos. c=eos . a cos. b + sen. a sen. b cos. C J 

que se deben considerar como fundamentales de la trigonometría esfé-
rica. Entre los elementos de un triángulo esférico no pnede existir una 
relación distinta de la precedente, porque si esto fuera posible, despe-
jando los ángulos A, B, y C de esa relación diversa, así oomo de las 
fórmulas (1) se obtendrían para los ángulos A, B, y C dos valores di-
ferentes, lo cual es un absurdo. De las fórmulas (1) se pueden dedu-
cir otras muchas que es indispensable conocer, y que vamos á obtener 
sucesivamente. 

8 4 6 . — RELACIÓN ENTRE DOS LADOS Y LOS ÁNGULOS OPUESTOS.—Pa-
ra obtener una relación, por ejemplo entre a, b, A y B debemos elimi-



•íJPi"'.! 
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nar á C y c en las ecuaciones (1) lo cnal puede lograrse de diversas ma-
neras, pero vamos á indicar el siguiente procedimiento. 

De la fórmula (.1) 

eos. a=cos. b eos. c + sen. b sen. c eos A 

¿espejando á 

A eos. a—eos. b eos. c eos. A = 
sen. b sen. c 

sustituyendo este valor en la expresión 

sen.2 A=1—eos.2 A 

a . . /eos. a—cos.bcos.c\* se tiene sen. A = 1 — { ) l sen. b sen. c J 

sustituyendo la diferencia de los cuadrados por el producto de la su-
ma por la diferencia de las cantidades, resulta: 

, . / , , eos. a—eos. b eos. c\ / . eos. a—eos. b eos. c\ 
BCn- A = f + sen. b sen. c 

incorporando los enteros á los quebrados y multiplicando los denomi-
nadores, esta expresión se trasforma en las siguientes: 

sen.' A = 

(aen. b sen, c + cos. a—eos, b eos, c) (sen, b sen c—eos, a + cos. b eos c) . 
sen.1 b sen." c 

, . [eos. a—co3(b + c)] [cos.(b—c)—eos. a] sen. a = — r-¡ , 

sen.* b sen. c 

sustituyendo la diferencia de los cosenos por sus valores (776 f . 63) 

son.2 A = 

4 sen. j|(a+b4-c) sen, j (b + c—a) sen j ( a + b c) sen. \ ( a + c - b ) ( < j ) sen.1 b sen.*c 

haciendo el mismo cálculo con la fórmula 

eos. b==cos. a eos. c + sen. a sen. c eos. B 

se encuentra: 

sen.' B = 

4 sen. (a + b + c ) sen, j (a + o—b) sen 4 (a + b— c) sen, ¿ ( b + c — a ) ^ 

sen.2 a sen.* c 

dividiendo la ecuación (e) por la (d) se. encuentra: 

sen.2 A sen.2 a sen.* B sen.' b 

extrayendo raíz y trasladando resulta finalmente: 

sen. a sen, b 
sen. A sen. B 

847.—El mismo cálculo aplicado á la fórmula 

eos. c=co8. a eoe. b + sen. a sen. b eos. C 

conduciría al resultado 

sen. b sen, c 
sen. B sen. O 

y por tanto se tiene finalmente: 

sen. a sen, b sen, c 
sen. A sen. B sen. C 

La fórmula (2) expresa que los senos de los lados son proporcionales 
á los senos de los ángulos opuestos. 

848. —La fórmula (¿) puede obtenerse directamente de la figura co-
mo sigue: Bajemos del punto C (fig. 395) una perpendicular C D al 
plano A O B y del pié D tiremos en el mismo plano, D P perpendicu-
lar á O A y D Q perpendicular á O B. Siendo el plano C D P perpen-
dicular á O A si tiramos C P estareeta será perpendicular á O A. 



Igualmente siendo el plano C D Q perpendicular á O B la recta C Q 
será perpendicular á O B. 

Considerando el triángulo C D P rectángulo en C D P y el triángu-
lo C D Q rectángulo en C D Q se tiene: 

C D = C P sen. C P D 
C D = C Q sen. C Q D 

igualando se tiene: 

C Psen .C P D = C Q sen. C Q D . . . . ( b ) 

considerando que C P=sen. b, que C P D 
= A , que C Q=sen. a y que C Q D = B , y 
sustituyendo en la ecuación (b) resulta: 

sen. b sen A=sen. a sen. B 

, , , sen. h sen. a trasladando sen. B sen. A 

que es la fórmula (2) 

8 4 9 . — R E L A C I Ó N ENTRE DOS LADOS, EL ÁNGULO QUE FORMAN Y EL 
ÁNGULO OPUESTO Á UNO DE ELLOS. —Si buscamos una relación entre 
a, 6, C y A tendremos que eliminare y B entre las ecuaciones (1) y (2). 
En la ecuación 

eos. á=coé. b eos. e + sen. h sen. c cos. A 
sustituiremos cos. c=eos. a cos. b + sen. a sen. b cos. C 

f . sen. a sen. c==sen. O-sen. A 

lo que da: 

cos. a==cos. b (cos. a cos. b+=tu. a sen. b cos. C) + 

sen. b sen. a sen. C eos. A 
sen. A 

eos. a=eos. a cos*b + sen.a sen. b cos. b cos.C + 3en. b sen. a sen.C cot.A 

cos. a (1—eos.® b)=sen. a sen. b (cos. b cos. C4-sen. C cot. A) 

eos. a ^^lü?—co3. b cos. C + sen. C cot. A 
sen. a sen. b 

y por último 

cot. a sen. b=eos. b cos. C + sen. C cot. A 

Por cálculos idénticos, ó por simple permutación de letras se pueden 
obtener otras cinco fórmulas semejantes y se tienen seis ecuaciones co-
rrespondientes á ella, que son: 

cot. a sen. b—cot. A sen. C=eos. b eos. C 
cot. b sen. a—cot. B sen. C=cos. a eos. C 
cot. b sen. c—cot. B sen. A=cos . c cos. A 
cot. c seu. b—cot. C sen. A=cos . b eos. A 
cot. c sen. a—cot. C sen. B=eos. a cos. B 
cot. a sen. c—cot. A sen. B=cos. c eos. B 

8 5 0 . — R E L A C I Ó N ENTRE UN LADO Y LOS TRES Á N G U L O S . — P a r a d e -
terminar una relación entre a, A, B, C aplicando al triángulo suple-
mentario (841 fig. 391) A' B' C' la fórmula fundamental, tendremos: 

eos a '=cos b' cos c' + sen b' sen c' cos A' 

Como a '=180°—A; b '=180°—B; c =180°—C y A ' = 1 8 0 - a ; susti-
tuyendo resulta: 

—cos A = c o s B cos C—sen B sen C cos a 

cambiando signos 

eos A = — c o s B cos C + sen B sen C cos a 

aplicando el mismo procedimiento á las otras fórmulas (1) ó por sim-
ple cambio de letras resultan las tres relaciones. 

cos. A = — c o s . B cos. C+sen. B sen. C cos. a~| 

cos. B=—cos. A C03. C + sen. A sen. C cos. b (4) 

eos. C=—cos. A cos. B+sen. A sen. B c o s . c j 
2 3 

1 

- . . . . ( 3 ) 



Fórmalas relativas á los triángulos rectángulos. 

851.—Los triángulos esféricos pueden tener los 
tres ángulos rectos, dos, ó solamente uno; pero es 
inútil considerar los casos en que el triángulo tie-
ne dos ó tres rectos. En efecto, si suponemos que 
los ángulos A y B (fig. 39fi) sean rectos, los dos 
planos A O C y A O B, serán perpendiculares en-
tre sí, y sucederá lo mismo con los planos C O B y 
A O B; de consiguiente, C O ea perpendicular á 
A O B, y serán rectos los ángulos rectilíneos C O A , 
C O B; esto es, a = b = 9 0 ° , así como A y B. Por 
otra parte, por ser C O perpendicular á O A y á 

O B, el ángulo C estará medido por el ángulo rectilíneo A O B y se 
tiene C = c . 

Si los tres ángulos son rectos, los radios A O, B O y C O, serán per-
pendiculares entre sí y se tendrá a = b = c = 9 0 ° . 

En uno y otro caso no hay problema que resolver. 

(FUT. 396.) 

8 5 2 . — F O B M U L A S DE LOS T R I Á N G U L O S R E C T Á N G U L O S . — S u p o n d i emos 
que A=90° . La hipotenusa será a, y los lados del ángulo recto serán 
bjc. 

Becordando que seno 90°=1, que eos 90°=0, que tang 90=o2, que 
cot 9 0 ° = o y sustituyendo en las fórmulas respectivas' (1) (2) (3) y (4), 
obten Iremos las correspondientes á los triángulos rectángulos. 

La fórmula (1) 

eos a=cos b eos c 4 sen b sen c eos A 

cuando A = 9 0 ° se convierte en la fórmula única: 

eos a=eos b cos c . . ( 5 ) 

La fórmula (2) 

sen a sen b sen c 
sen A sen B sen C 

cuando A = 9 0 ° da: 

sen b=sen a sen B ) 
A («) 

sen e=sen a sen C ) 

La fórmula Ia de las (3) 

cot a sen b—cot A sen C = c o s b eos C 

cuando A = 9 0 ° da: 
s e n b = cos b eos C 

tang a 

tang b=tang a eos C . . . . (7) 

La 6a fórmnla de la3 (3) 

cot a sen c—cot A sen B = c o s c eos B 

cuando A = 9 0 ° da: 

cot a sen c=cos c eos B 

ó bien tang c=tang a eos B . . . ( 7 ) 

La 3a de las fórmulas (3) 

cot b sen c—cot B sen A = c o s c eos A 

da, si A = 9 0 ° cot b sen c = c o t B 

6 bien tang b=sen c. tang B (8) 

De la 4a de las fórmulas (3) 

cot c sen b—cot C sen A = c o s b.cos A 

Cuando A = 9 0 ° se tiene: 

cot c sen b = e o t C 

ó bien tang c=sen b tang C (8) 



De la 2a de las fórmalas (4) 

eos B=—eos A eos O-t-sen A sen O eos b 

cuando A=90° se tiene: 

eos B=cos b sen C. .(9) 

De la 3a de las fórmulas (4) 

eos C=—eos A eos B +sen A sen B eos c 

cuando A=90° se obtiene: 

eos C=cos c sen B . . . . (9) 

De la Ia de las fórmulas (4) 

eos A——eos B eos G + seu B sen C eos a 

Cuando A=90° se tiene: 

eos B eos C=sen B sen C eos a 

ó bien la fórmula única: 

eos a=eot B cot C . ..(10) 

En las seis fórmulas diferentes que acabamos de obtener, están cifra-
dos los siguientes principios: 

eos a=cos b eos c (5) 

expresa que el coseno de la hipotenusa es igual al producto de los cose-
nos de los catetos. 

sen b=sen a sen B ) 
. . . . ( 6 ) 

sen c=sen a sen C;) 

expresan que el seno d*un lado es igual al seno de la hipotenusa mul-
tiplicado por el seno del ángulo opuesto al lado que se considera. 

•(7) 
tang, b—tang. a cos. C 

tang. c==tang. a cos. B 

expresan que la tangente de un lado es igual al producto de la tangen 
te de la hipotenusa por el coseno del ángulo adyacente. 

(8) 
tang. b=sen. c tang. B 

tang. c=sen. b tang. C , 

expresan que la tangente de un lado es igual al producto del seno del 
otro lado por la tangente del ángulo opuesto al primero. 

. ( 9 ) 
COS. B=cos. b sen. C j 

eos. C=cos. c sen. B ) 

expresan que el coseno de un ángulo es igual al producto del coseno del 
lado opuesto por el seno del otro ángulo. 

eos. a=cot. B cot. C (10) 

expresa que el coseno de la hipotenusa es igual al productb de las co-
tangentes de los ángulos oblicuos. 

8 5 3 . — D I S C U S I Ó N DE ALGUNAS FÓRMULAS DE LOS TRIÁNGULOS REC-

TÁNGULOS.—En la fórmula 

eos. a=cos. b eos. c 

pueden hacerse las siguientes hipótesis: 

eos. a tendrá signo + y a<90° 

eos . « „ >, + y a<90° 

cos. a „ „ y rt>90° 

4 a \ ¿ < 9 ( r C 0 8 ' * " " " [ e o s . a „ „ y a >90° 
( c > 90° eos. c „ „ —' 

De lo cual se deduce la siguiente regla. Cuando los lados del ángu-
lo recto son de la misma especie, la hipotenusa es menor que 90 y 
cuando esos lados son de distinta especie, la hipotenusa es mayor-que 
9fl°. 

E n la f ó r m a l a UNIVERSIDAD OE MJEVO LFO* 

tang. b—sen. c tang. B BIBLIOTECA UNIVERSITARIA 

"ALFONSO REYES" 

r 1625 MQ/1TOiftEYt MQ0C$ 

( b<90° cos. b tiene signo-i- f 

\c< 90° COS. c ,, „ + \ 
J&>90° c o s . b „ " - I 

l c>90° eos . c ,, > > . 

í &>90° c o s . b ,, 

( c < 9 0 " COS. c „ » + 

( ¿<90° cos. b ,, » + 

| c>90° eos. c „ ) i 
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vemos que tang. b, es el producto de dos factores, y como uno de ellos, 
sen. c, siempre es positivo, á causa de que c<lS0° , tang. b tendrá el 
mismo signo que tang. B. Cuando tang. b y tang. B tengan signo + 
serán b y B menores que 90°, y cuando tengan signo — serán b y B ma-
yores que 90°, luego un lado del ángulo recto siempre es de la misma 
especie que el ángulo opuesto. 

La fórmula 

eos. a=cot. B cot. C 

disentida lo mismo que eos. a=cos. b eos. c conduce á la consecuencia 
do que cuando los ángulos B, C son de la misma especie, la hipotenusa 
es menor que 90°; pero que cuando son de distinta especiería hipotenu-
sa es mayor que 90°. 

854.—TRASFORMACIONES DE LAS FORMÓLAS DE LOS TRIÁNGULOS 
RECTÁNGULOS.—Las fórmulas anteriores pueden tranformarse en otras, 
que es conveniente conocer, porque los resultados son más aproxima-
dos sirviéndose de los logaritmos. 

De la fórmula 

eos. a=cos. b cos. c 

despejando á 

eos. e = eos. a 
eos. b 

y sustituyendo este valor en la expresión 

tang. \ c = J l _ —eos. e 
1+C08. c 

resulta: 

tang. c = 
1— cos. a 

cos. b _ 

t + cos. a t + 
cos. b 4'eos. 

C08. 

= |UOs. b—cos. a 
b + cos. a 

= Vtang. i ( a - b ) tang. | (a + b) [777 f t.52)] 
por trasformaciones idénticas se obtiene tang. | b, de manera que de la 
fórmula eos. a=cos. b eos. c resultan las siguientes: 

tang. ¡§ c = + y"tang. £ (a—b) tang. ¿ (a+b ) 
v tang. i b = + y t a n g . ¡f (a—c) tang. \ (a + c) 

(11) 

§DH0M 

De la fórmula 

se obtiene 

por otra parte 

sen. b=sen. a sen. B 

sen.b sen.a= sen. 6 (a) 

tang. é(90° + a ) = 
1— cos.[90° + a]_ 
1+eos. [90° + a ] 

l +sen. a 
t—sen. a 

sustituyendo la expresión (a) en esta fórmula, se tiene: 

tang. [45°+ é a ] = + 

. sen. b 
" séñ7B_ I sen. B+sen. 

^ sen. b — s e n . B—sen. 
sen. B 

tang. i [ B + b] 
t ^ g T T O ^ r ( W P W D ó bien tang. [45° + £ a ] = + 

De manera que de las fórmulas (6) se obtienen: 

tang. [45° + ¿ » ] = + -
tang-è [B + b] 
t a n g . é [ B - b ] - ± , 

tang. i [ C + c ] 
tang. è [C—cj • (12) 

Como las fórmulas (6) no se alteran cuando en ellas se reemplaza el 
lado a por el ángulo B, y B por o, así como cuando se reemplaza a por 
C y C por a, pues se tiene: 

sen. b=sen. a sen. B=sen. B sen. a 
sen. c=sen. a sen. C=sen. C sen. a 

haciendo esta permutación en las fórmulas (12) que se han deducido 
de las (6) se obtiene: 

tang. [45° + i B]=_+ 

tang. [45° + ¿ 0 ] = + 

tang. \ (a + b) 
tang. h. (a b) 

tang j (a + c) 
tang. i (a—c) 

(13) 



Por cálcalos análogos, cayo desarrollo recomendamos al lector que 
ejeente, pueden obtenerse las fórmulas siguientes: ' 

De las fórmulas tang.b=tang.a cos.C, tang.c=tang.a cos.B 
se obtiene: 

tang. i C = + 
» 

tang. i B = + 
• 

De las formulas 

tang.b=3en.c tang. B, 
se obtiene: 

tang. [45° + ¿ e ] = t-

tang. [45°+ ¿ b ] = + 

sen. (a—b) 1 
sen. (a + b) 

sen. (a—e) 
sen. (a + c) 

(14) 

tang. c=sen .b tang. C 

sen. [B + y 
sen. [B—b] 

sen. [C + c ] 
• ( 1 5 ) 

sen. [0—c] 

Las fórmulas (9) 

cos. B=cos . b sen. C 
eos. C=cos. c sen. B 

dan 

COS. b = C 0 3 J * 
COS. [90o—CJ 

y eos. c = eos. C 
eos. [90°—B] 

sustituyendo en la fórmula 

tang.8 i b = 1—cos. b 
1 + cos. b 

tang. o eos. (90o—C)—cos. B 
eos. (90o—G)+cos. B 

_ 2 sen. ¿ (90°+ B—C) sen, j (B4-C—90°) 
2 eos. i (90°+ B—C) eos. | (B + C—90°) 

taag. i b = + j ^ g - ( « • + t » * . . 

on cálculo semejante con el valor de eos. c condnce al resultado 

(15|) 

Ahora, sustituyendo el valor de sen.C=?°3 ' ** déla ecuación (9) en 

la fórmula: 

se tiene: 

tang. (45° + ¿ C) = 

tang. (45°+ ¿ C ) = 

cos- b 

l + sen.U 
L—sen.C 

cos. b+cos. B 
eos. b—cos. B 

2 cos. i (B + b) cos. \ (B—b) 
2 sen. | (B + b) sen. | (B—b) 

tang. ( 4 5 ° + i 0 ) = ± s ] c o t . ¿ ( B + b) cot. \ (B—b) (16) 

un cálculo semejante con el valor s e n . B = ^ - ^ - c o n d u e e álafórmula: COS« C 

tang. (45° + i B ) = + sJcot. i (C + c) cot. ¿ C - e ] . 

La fórmula cos. a=cot . B cot. C 

COR. B eos. C 

(16) 

se trasforma en: 

eos. a = -
sen. B sen. C 

sustituyendo este valor en la expresión: 

tang. | a = 
1—cos. a 
1+cos. a da: 

tang. é a = . 
sen. B sen. G—cos. B cos. C 
sen. B sen. C + cos. B cos. C 

—eos. (B + C) 
cos. (B—C) 

(16|) 

SJ 

y por último 

eos . ( 1 8 0 ° — B — C ) 
tang. | a = + Cos. (B—C) 

8 5 5 . — FÓRMULAS DE LOS TRIÁNGULOS RECTILÁTEROS.—Se dice que 
un triángulo esférieo es rectüátcro cuando uno de sos lados es de 90°. 

Si nos imaginamos un triángulo de esta especie A B C en el que el 
Í I 



lado a=90°, el triángulo suplementario A' B' C' será rectángulo en A. 
Aplicando á este triángulo las fórmulas (5) á (10), 

nos. a'=cos. b' eos. c' 
sen. b'=sen. a' sen. B' 

cos. ivV^KJot. B' cot. C'. 

y sustituyendo en estas fórmulas los valores: 

a '=180—A; b '=180—B; c '=180°—C; 
A'=180°—a; B'=180°—b, y 0 '=180°—c 

se obtendrán las siguientes fórmulas, correspondientes á un triángulo 
rectilátero que son: 

cos. A=—cos . B cos. U (17) 

sen. B=sen. A sen. b 'f 

sen. C=sen. A sen. c ) 

tang. B=—tang. A cos. c 

tang. C=—tang. A cos. b 

tang. B = sen. C tang, b ¡ 

tang. C = ' sen. B tang, c 

eos. b=cos . B sen. c ) 

eos. c=cos . O sen. b ) 

cos. A = — c o t . b cot. c (22) 

. .(18) 

. . . ( 19 ) 

, . . . ( 20 ) 

.(21) 

A enyas fórmulas seles puede hacer sufrir trasformaeiones análogas 
á las que en el párrafo 854 hicimos experimentar á la3 de los triángu-
los rectángulos. Las fórmulas 17 á 22 pueden dedífirse igualmente de 
las (1), (2), (3) y (4) haciendo en ellas a=90° 

Uso de los ángulos auxiliares en la Trigonometría esférica. 

856.—Las fórmulas generales (1) á (4) no son adaptables al uso de 
los logaritmos; pero pueden trasformarse, sirviéndose de un arco auxi-
liar, en otras que sean adecuadas para el empleo de estas magnitudes. 

En efecto, esa3 fórmulas son de la forma 
P = M eos. a + N sen. a (A) 

tiendo a uno de los seis elementos del triángulo, y M, "N", P represen-
tando funciones nionomias de las líneas trigonométricas de tres ele-
mentos diversos de a. Si se designa por <p un ángulo auxiliar, tal que 

tang. (B) 

escogiéndose la tangente porque esta línea puedo tener toda clase de 
valores, y se sustituye N por su valor M tang. <p en la fórmula (A), y 
por tang. y , s e p" se convertirá en 

eos .<p 

P eos. <p= M eos. («—q>) (O) 

De lo expuesto resulta que introduciendo el arco auxiliar <p, la fór-
mula (A) puede ser reemplazada por el sistema de las fórmulas (B) y 
(C) calculables ambas por logaritmos. 

Por ejemplo, la fórmula fundamental 
eos. a=cos. b eos. c + sen. b sen. c eos. A . . . . . . . .(1) 

puede hacerse calculable por logaritmos por medio de un arco auxiliar. 
Sacando eos. b como factor común 

cos.a=cos.b (cos.c + sen.c tang.b cos.A) 

introduciendo el arco auxiliar q>, haciendo 
cot. <p=tang. b eos. A •'•(D) 

sustituyendo resulta: 
, / cos.<z>\ „„„ ^/sen.© eos.c+sen.c eos.tp\ eos. a=co8. b I eos. c + sen. c — 1 =cos . b f r 1 t sen.<p f \ s en.«p f 

y por último 

eos. a = e ^ s e n . ( < ? > + c ) (E) 
sen .<p 



Fórmulas generales calculables por logaritmos. 

8 5 7 . FÓRMULAS PARA DETERMINAR LOS ÁNGULOS EN PUNCIÓN DE 
LOS LADOS.—Vamos á trasformar las fórmulas (1) para hacerlas adap-
tables al uso de los logaritmos, y por tanto propias para la resolución de 
los problemas de la trigonometría esférica. 

De la primera de las fórmulas (1) 

eos. a=cos. b eos. c+sen. b sen. c sen. A 

se obtiene: 
. cos.a—cos.b cos.c r<1i eos. A = v i_ 1 

sen.b sen.c 

sustituyendo este valor en la fórmula [770] 
,, . 1—eos. A sen!4 A = ; 

se tiene: 

2 

. eos, a—eos, b eos, c 
sen. b sen. c* sen.b sen.c + cos.b cos.c—cos.a 

sen4! A = 2 * ~ 2 sen. b sen. c 

, , COS. [b—c]—cos .a_ sen.^ [b—e + a] sen.¿ [a + c—b] 
S e n 3 2 sen. b sen. c sen. b sen. c 

haciendo, como en los triángulos rectilíneos, 
a + b + c = 2 p 

restando de los dos miembros de esta ecuación sucesivamente 2 c y 2 b, 
se obtiene: 

a + b — c = 2 p—2 c, a—b + c = 2 p—2 b 

sustituyendo estos valores en el de sen1! A y extrayendo raíz, resulta 
|se». [p—b] sen, [p—c] 

sen. i A = s J sen. b sen. c { - > 

Sustituyendo ahora el valor 
eos. a—eos. b eos. c eos. A= sen. b sen. c 

en la fórmula [770] 
. . . 1 + eos. A cos.-¿ A = -

y por el mismo procedimiento de cálculo se obtiene: 

[sen, p sen, [p—a] 
eos.4 A = s J sen. b sen. c K ' 

Dividiendo [23J por [24] resulta: 

lsen. f p - b ] sen, [p—c] . 
tang.| A = s J psen. [ p - a ] ' 

Dividiendo la (24) por la (23) resulta: 

1 sen, p sen, [ p — ' . 
cot. i A= s J 7 e n . [ p _ b ] sen. [p—c] 

N B - E n todas estas fórmulas, el radical debe tomarse con el sig-
no más, en razón de que A<180° y de que las líneas tr.gonometricas 
de los ángulos agudos, % A, son positivas. 

8 5 8 . - F Ó R M U L A S PARA DETERMINAR LOS LADOS EN FÜNCIOM DE LOB 

ÁNGULOS.—De la fórmula (4) 

e o s . A = - e o s . B eos. C + señ. B sen. C eos. a 

se obtiene: 
eos. A + CQ8. B eos. C 

C0S- a = ~" ^ ¡ T B " s e n . C 

sustituyendo este valor en las expresiones: 

1—eos. a v MM «4 a = 1 + c 0 8 ' * sen.* - ? eos. ¿ a -

y por medio de operaciones idénticas á las que hemos ejecutado en el 
párrafo anterior, se obtiene, haciendo: 

P = ! [A + B + C] 



I —COS. P COS. I P — A ] 
^ ¿ sen. B sen' O <27> 

c o e a _ Jcoh. [ P - B ] eos. f a - s j sen. BSCD. C W 

| —eos. P eos. (P—A) 
i s l e o s . ( P - B ) eos. ( P - C ) ^ 

Icos. (P—B) eos. (P—0) 
* * * _ c o s . P eos. ( P - A ) (3<» 

Los valores de las expresiones anteriores, en las que cos.P está afec-
tado del signo — dentro del radical, no son imaginarios, como á pri-
mera vista pudiera creerse, pues sabiendo que 

A + B + C > 2 X 9 0 ° 
A + B + C < 6 x 9 0 ° 

resulta: |(A + B + C ) = P > 9 0 ° 
P<3.90° 

y como el coseno en los arcos de 90 á 270° es negativo, resulta que 
— cos.P es una cantidad positiva, y por tanto serán reales los valores 
dados por las fórmulas precedentes. 

Por medio del triángulo suplementario pueden deducirse estas cua-
tro fórmulas de las (23), (24), (25) y (26). Por vía de ejercicio de la 
fórmula 

, , . [sen. (p—b) sen. (p—e) 
tang.| A = Si sen.p sen. (p—a) (2o> 

vamos à deducir las (29) y (30). 
v " 

En el triàngulo suplementario, tenemos: 

A=180°—a' a=180°—A' p—a=90°—(P'—A') 
B=180°—b' b=180°—B' p—b=90°—(P'—B') 
C=180°—c' c=180°—C' p—c=90°—(P '—0 ' ) 
P=270°—p' p = 2 7 0 ° — F 

sustituyendo estos valores en la fórmula (25), se tiene: 

1 sen. [90°—(P'—B') | sen. [ 9 0 ° - ( P ' - C ' ) ] 
tang. (90° ¿ a ' ) = s j ^T(27Ò°—P' ) sen. [ 9 0 ° - ( P ' - A ' ) ] 

Icos. ( P ' - B ' ) cos. ( P ' - C ) 
cot. è _ c o 8 . f c o s - X t ^ A T " 

| —eos. P' CQ8. ( F - A ' ) 
ó tang. é » - S | C 0 8 . ( P ' _ B ' ) cos. ( P ' - C ) ' ' / 

Nos hemos limitado á establecer las fórmulas que dan un ángulo A 
en función de los lados, y las que dan un lado a en función de los án-
gulos- pero así como hemos determinado el ángulo A y su lado opues-
to bien sea procediendo sobre la respectiva fórmula fundamental, ó por 
simple permutación de letras, pueden obtenerse cuatro fórmulas idén-
ticas en el fondo á las (23) á (26) para determinar el ángulo B ó C, y 
cuatro fórmulas como las (27) á (30) para determinar los lados b y c. 
Por ejemplo: 

" • » 

I sen, (p—a) sen, (p—c) 
tang. i B = s J gen, p ^n . (p—b) 

es fórmula correspondiente á la (25) para el ángulo B, y 

J—cos. Pcos. (P—U) 
cosTTP—A) cos. ( P - B ) 

es la correspondiente á la (29) para el lado c. 

8 5 9 . — F Ó R M U L A S PARA DETERMINAR LOS LADOS, EN FUNCIÓN DE 
LOS ÁNGULOS Y DEL EXCESO ESFÉRICO.—Hemos visto que la suma de 
los tres ángulos A + B + C do un triángulo esférico, es mayor que 2 án-
gulos rectos y menor que 6. Ahora bien: se llama exceso esférico la di-
ferencia que hay entre la suma de los trps ángulos de un triángulo y 
180°. 

Sí representamos por e este exceso, tendremos: 



e=A 4- B + C—1805 

y como A + B + C = 2 P 
£ = 2 P —180° 

de donde | e = P — 90° 

P=-£- + 90° 

sustituyendo por P su valor en las ecuaciones (27), (28), (29) y (30), 

recordando que eos. ^ 90° 4- - ^ j = — sen. A , 

y que • eos. ^ 90° 4- A sen. ^ - i — A^=sen. ^ A — 

se obtiene: 

)sen.¿ £ 8en.(A—¿ £) 
s e n . ¿ a = s l s e n < B 8 e n > c (31) 

i [sen. (B—\ e) sen. (O—£ e) 
eos. i a = s | s e n . B señTO ( 3 2> 

| sen.| e sen. (A—£ £) 
taug. é a = < e n . ( B - 4 f ) s e n . ( C - 4 a) <3 3 ) 

_ Isen. (B—4 e) gen. (O—j e) 
. 2 a— s j I * 8fin_ / A I <A cot. 2 Xj s e n y £ g e n £ ) 

860 .—FÓRMULAS DE P E L A M B R E . — S ¡ en la fórmula 

sen. / A + B \ g e n A c o s B B c o g A 
\ 2 ) 2 2 2 2 

sustituimos por sen. £ A, cos. ¿ A, sus valores de las fórmulas (23) y 
(24), y sns correspondientes por sen.¿ B y por cos.i B, encontraremos: 

/ A + B \ j«en.(p b) s-n.(p—c) 
sen. ( g ) = sen. b sen. c S 

Isen. (p— a) sen. (p—c) 

*en.psen.(p—b) 
sen. a sen.c 

sen. a sen. e s , 

sen.p sen.(p—a) 
sen. b sen.c 

ejecutando la multiplicación: 

sen. A + B \ sen. (p—b) m sen. c 
sen. p sen.(p—e) 

sen. a Ben.b 

^ sen, (p—a) Isen. p sen, (p—c) 
sen. a sen. b sen. c 

sen. p sen (p—c) 
son. a sen. b 

como2segun la fórmula correspondiente á la (24) 

C08. I O 

sustituyendo se tiene: 

/ A + B \ sen. ( p - b ) CQg ¿ c + sen. ( p - a ) c o g ^ c 

\ 2 ) sen. c sen. c 

/ A + B\ c o s - j C / (p—b) +sen. (p~a)\ (a) y 2 J sen. c \ ) 

sen. 

sen. 

De acuerdo con la fórmula: [776 f (59)] 

sen.a+sen.b=2 sen. £ ( a + b ) eos. ¿ (a—b) 
sen. (p—b) + sen. (p—a)=2 sen. ¿ (2 p—b—a) cos. £ (p—b—p4-a) 

= 2 sen. \ (a + b + c—b—a) eos. $ (a—b) 
= 2 sen. i c cos. ¿ (a—b) 

sustituyendo eu la ecuación (a) este valor y el de 

sen. c = 2 sen. ¿ c cos. \ c [770 f (34)] 

se tiene: 

A + B \ _ cos. i C sen. m 2 sen. i c cos. i c 
5 sen. | c cos. ¿ (a—b) 

sen / A ± ^ = 2 ^ c o s . é ( a - b ) 
1 2 / cos. i c 



de donde por último: 

san, j ( A + B ) _ coa. £ (a—b) / _/35y 
COR. i O COS. i c 

Operaciones análogas hechas con las expresiones de sen. ¿ ( A - B ) , 
eos. | ( A + B ) y eos. | (A—B) conducen álas siguientes fórmulas: 

sen, j (A—B) sen. \ (a—b) ^ 
eos. i C sen. \ c 

eos, j ( A + B ) _ cot». j (n+b) ( 3 7 ) 

sen. i C eos. \ c 

eos. \ ( A — B ) _ sen. \ (a+b ) j-gg-j 
sen. i C sen. | c 

Estas fórmulas notables, qne encierran los seis elementos del trián-
gulo esférico, fueron descubiertas en 1807 por Delambre. 

8 6 1 . — A N A L O G Í A S DE NEPEB.—Si dividimos ordenadamente las fór-
mulas [35] y [37] obtendremos: 

sen, j ( A + B ) sen, j C^cos. j (a—b) 
eos. £ ( A + B ) eos. i O eos. £ ( a+b ) 

de donde 

^ • Í ( A + B ) = C O T . I O S I ^ [ 3 0 ] 

dividiendo la [36] por la [38] y despejando á tang. £ [ A - B ] , resulta: 

m 

Dividiendo la [38] por la [37] y despejando á tang. £ [a + b], re-
sulta: 

Dividiendo la [36] por la [35] y despejando á tang. £ [a—bj, re-
sulta: 

tang. £ [a b] = tang. £ c ^ - f . ^ T » } ^ 
sen. i [ A + B J 

LaB ecuaciones (39), (40), (41) y (42), son conocidas bajo el nombre 
de fórmulas ó analogías de Neper, cada una de las cuales contiene cin-
co de los elementos de un triángulo esférico. 

Expresiones del exceso esférico. 

862.—Vamos á dar á conocer algunas fórmulas en las que figura el 
exceso esférico, elemento importante en las aplicaciones de la trigono-
metría esférica para medir la superficie do un triángulo, y cuyas fór-
mulas servirán para calcularlo en los diferentes casos que haya necesi-
dad de considerar. 

8 6 3 . — E X C E S O ESPÉEICO E N FUNCIÓN DE DOS LADOS Y DEL ÁNGULO 
QUE FOEMS.N.—Hemos encontrado (859, fórm. 34) que • 

cot, 

y por tanto 

Isen. (B—£ £) sen. (C—£ s) 
• i a = "N sei sen. £ e sen. (A— £ e) 

|aen. [A—£ f ] sen. [C—£ f ] 
co t £ b = Si sen. ì € sen. [ B — i e] [ B - i e] 

Multiplicándolas y simplificando, queda: 

. ¿ i v sen. [C—£ f ] cot. £ a cot. £ b = - — , sen. i e 

poniendo por seno [C—i e] su desarrollo 

1 a cot 3 b - 8 e D ' ^ C0B-* £ ~ s e n ^ £ C08 ' C cot. £ f—eos. C 
sen. | e 



ili! 
; 

- t v 

de donde 

, cot. 4 a cot. 4 b+cos. C cot, i £= 6en. C 
• ( 4 3 ) 

865.—FÓRMULA DEL EXCESO ESFÉRICO APROPIADA AL USO DE LOS 
LOGARITMOS.—Puede obtenerse otra fórmula para el exceso esférico en 
fnneion de tres lados a, b,e y un ángulo C, qne sea calculable por lo-
garitmos. 

Sabemos que * £ = | [ A + B + C ] — 90° 

luego sen. | £ = — eos. ¿ [ A + B + C J 

ó bien 

sen. i £=sen. ¿ [A—B] sen. ¿ C—eos. ¿ [ A + B ] eos. ¿ C 

sustituyendo por sen. ¿ [ A + B ] y por eos. ¿ [ A + B ] los valores que 
dan las fórmalas [35] y [37] de Delambre, resulta: 

c o n x . „ e o s . i C eos. | [ a — b ] | c sen, j C eos, \ í a + b ] f í 0 3 , f C 

* c^ iTI c eos. i c 

sen.¿ sen. è C eos, j G [oos. £ (a—b)—eos, j ( a + b ) ] 
COS. I C 

y por último 

sen. | sen. C 
eos. £ c 

sen. \ a sen. | b. . [ 4 4 ] 

866 .—EXCESO ESFÉRICO F.X FUNCIÓN DE LOS TRES LADOS.—La f ó r -

mula de Delambre (35) 

sen. \ [ A + B ] _cos . \ [a—b] 
eos. é O eos. | c 

puede ponerse bajo la forma: 

eos. \ (a—b) : sen. £ (A + B) : : eos. £ c : eos. | C 

de la cual resulta: (225) 

eos. 4 (»—b)—eos. ¿ c _ sen. ¿ (A+B)—eos. £ O 

Como 

cod. £ (a—b;+cos. £ c sen. § (A + B) + eos. \ C 

A + B + C—180°=f 
• i (A + B)=90° + ¿ (£—C) 

sen. i (A + B)=cos. 4 (£—C) 

sustituyendo C6te valor en (a) se tendrá: 

eos, j (a—b)—coa. £ c_cos . j (f—C)—eos. ¿ C 
eos. | (a—b)+cos. 4 c eos. £ (£—C) + cos. i C 

poniendo por la diferencia y por la suma de los cosenos sus valores (776) 
resulta: 

sen. £ (a+c—b) sen. i (c + b 
sen. i ( C— Jsen. ± £ 

- a ) \ V 

eos. i (a + c - b ) cus. i ( c + . b - a ) c o g ¿ ^ C-|^cos . ¿ £ 

ó tg. \ (a + c—b) tg. i (c + b—a)=tg. C—|^tg. \ e. 
• (b) 

De la fórmula de Delambre (37) 

eos. | (A + B ) _ eos. 4 (a + b) 
sen. i C eos. | c 

* 
por operaciones análogas, ee deduce la siguiente: 

tg. i (a + b + c ) «g. i (a + b—c)=cot . i (C—£ £) tg. 1 £ (c) 

Multiplicando (b) por (o) y poniendo por a + b + e = 2 p , resulta: 

tg.1 i 8=tg. i p. tg. i ( p - a ) tg. i (p—b) tg. i (p—c) 

último: y por 

tg. i e=Vtg. è P- tg- i ( P - * ) tg- I ( P — B ' 'g. i ( p - c ) . • (45) 



fórmala notable que es debida á Simón l'ELuillier. 
3a Si el triángulo es equilátero, como p = — y 
2 

p — a = p — b = p — c = - la fórmula se convierte en: 
a 

tang. i J t g . ^ t g . ^ a 

8 6 7 . — S E N O DEL EXCESO ESFÉRICO EÑ FUNCIÓN DE LOS TRES LADOS. 
—Hemos determinado la fórmula 

sen. i £ = s e n - 0 sen. i a sen. i b (44) 
COS. F c 

Sustituirémos en la fórmula 

sen. C = 2 sen. £ C eos. | C 

los valores de sen. \ G y de eos. ¿ C de las fórmulas (23) y (24) y ob-
tendrémos: 

sen. C— 2 Isen. p sen. (p— a) sen. (p—b) sen. (p—c) 
sen. a sen. b Nj 

sustituyendo los valores de sen.a=2 sen. ¿ a eos. \ a, 
s e n b = 2 sen. £ b eos. | b, resulta: 

sen n —Vsén. p sen. (p—a) sen. (p—b) sen, (p—c) 
2 sen. ¿ a cos. | a sen. ¿ b cos. | b 

sustituyendo en la (44) y suprimiendo el factor común sen. | a sen. £ b 
finalmente resulta: 

• 
sen. 1 g - ^ 6 6 " - P fiep- (P—a) s e n - CP—b) sen. (p—c) ^ 

2 eos. £ a eos. 4 b eos. £ c 

Resolución de los triángulos rectángulos. 

8 6 8 . — C A S O S Y FÓRMULAS PARA RESOLVER LOS TRIÁNGULOS RECTÁN-
GULOS.—Ya hemos indicado que en los triángulos esféricos rectángu-
los no hay necesidad de ocuparse de su resolución cnando están forma-
dos por dos ó por tres ángulos rectos (851). Guando tienen nn solo án-

guio recto, siendo siempre conocido el elemento A = 9 0 ° , para poder 
resolverlos, basta tener una relación adecuada entre tres de la3 cinco 
cantidades », b, c, B, G, de las cuales dos consideraremos como datos 
y una como incógnita. Ahora bien: el número de combinaciones que 
pueden hacerse con 5 cantidades tomadas de 2 en 2, son 10, conforme 
á la fórmula: (356). 

C , m (m—1) (m—2) rm—n + 1) 
L 3 n 

Sustituyendo C 5 = - ' - = 1 0 combinaciones. 
2 2 

De estas 10 combinaciones resultan solamente seis casos diferentes: 

Ia- caso: se conocen b c 
2o caso: „ a b 
3er- caso: 
4o caso: 
5 o caso: 
6o caso: 

o a c 
b C ó c B 
b B ó c C 
a B ó a C 
B C 

Para la resolución de estos casos no hay más que aplicar la fórmula 
que contenga los elementos conocidos y aquel que se busca de las que 
dejamos demostradas (852 y 854) y son las siguientes: 

Eutre la hipotenusa y dos lados 

eos. a=cos . b cos. c (5) 

tang. ¿ c = + Vtang. £ (a—b) tang. ¿ (a + b) 

tang. ¿ b = + Vtang. | (a—c) tang. ¿ (a + c) 

Entre la hipotenusa, un lado y el ángulo opuesto 

sen. b=sen. a sen. B^ 

sen. c = s e n . a sen. C J 

.(11) 

(6) 

tang. (45° + £ a ) = + 
tang. 4 ( B + b ) 
tang. i ( B - b ) 

tang. i (G + c ) 
tang. è (O—e) . . . . ( 1 2 ) 



Entre la hipotenusa, mi lado y el angnlo que forman 

tang. b=taug . a cos. C 

tang. c=tang . a cos. B 

tang. 1 C = + 

tang, i B = + 

sen. (a—b) 
sen. ( a + b ) 

sen. (a—c) 
sen. (a + c) 

Entre dos lados y un ángulo 

tang. b=sen. c tang. B") 

tang. c=sen. b tang. C J 

sen. (B + b) 
sen. (B—b) 

sen. (C + c) 
sen. (C—c) 

tang. (45° + k c ) = + _ 

tang. ( 4 5 % ¿ b ) = s + 

Entre dos ángulos y un lado. 

eos. B^=cos. b sen. C 

eos. C=eos . e sen. B 

tang. ( 4 5 ° + ¿ C ) = ± V c o t . ¿ (B + b) cot. £ (B—b) 

tang. (45° + i B ) = ± V cot. £ (C + c) cot. | (C—c) 

Entre dos ángulos y la hipotenusa 

cos. a=cot . B cot. C (11) 

. . . ( 1 6 ) 

tang. \ a = + 
eos. (180°—B—C) 

cos. (B—G) 

OBSERVACIÓN.—Cuando se apliquen estas fórmulas para determinar 
uno de los elementos de nn triángulo esférico, es preciso recordar que 
las hemos establecido suponiendo el radio de la esfera igual á la uni-
dad, y para hacerlas homogéneas debe restituirse r , enyo logaritmo 
en las tablas es 10. Si por ejemplo vamos á determinar el valor de la 
hipotenusa por medio de la fórmula (5) 

cos a = c o s b cos c 
, , cos b cos c debemos poner eos a = 

Si vamos á determinar un lado por la fórmula (6) 

sen b = ¡ 

debemos poner sen b = -

sen b=sen a sen B 
sen a sen B 

y así en todas las demás fórmulas. 
Nos ocuparemos en particular de la resolución de cada caso. 
8 6 9 . — P R I M E R CASO.—Conociendo los dos lados b, c, determinar la 

hipotenusa a y los ángulos B, C. 

La fórmula (5) da eos a = c o s b eos c 

- <8> 

» m 
Repetimos que en las aplicaciones es preciso hacer homogéneas estas 

fórmula* introduciendo el factor r ; y como las incógnitas a, B y C es-
tán dadas por <4 coseno y la tangente, n o tienen más que na solo valor. 

Cnaudo el valor «le a, expresado por los cosenos de b y de c no se 
obtenga con suficiente aproximación so calcularán primero B y C y se 
empleará la fórmula (10) 

eos a = c o t B cot C. 

870.—SEGUNDO OASO.—Dada la hipotenusa o y el lado b, se deter-
minarán c, B y C por las fórmula«: 



cos a t r n R _ s e n b , , _ t a n g b eos c = — - sen 15= eos o — .. n eos b sen a tang a 

Puedeu calealarse las incógnitas con más aproximación por las fór-
malas 

tang | c = + V'taftg \ (a—b) tang $ (a - f -b ) (11) 

(14) 

OBSERVACIÓN.—Supuesto que sen para que el problema 

sea posible, es necesario y basta que se tenga sen b<sen a, porque 
realizándose esta condicion el valor de sen B será menor que 1, y los 
valores de eos c y de eos C estarán comprendidos entre—1 y + 1. Da 
desigualdad de que se trata, 

sen b<8en a 

tang \ C = + 
sen (a—b) 
sen (a + b ) ' 

como es fácil convencerse con el exámen de una figura, exige que se 
tenga: 

Cuando a<90° b<a, ó bien £>180°—a, 
Cuando «¡>90° b>a, ó bien ¿ < 1 8 0 ° — a 
Cuando a=90°, necesariamente sen b< sen a. 

Satisfecha la condicion de posibilidad, el problema no admite más 
que nna sola resolución aun cuando el ángulo B esté dado por su seno, 
por que B debe ser de la misma especie que el lado b conocido. (853) 
La misma consideración permite fijar, el signo con que debe tomarse el 
radical en la expresión de tang (45° + 1 B). 

871.—TERCER CASO.—Conociendo un lado c y el ángulo adyacente 
B, se determinarán C, b v a por las siguientes fórmulas: 

r> L tang c 
eos C = c o s c sen B tang b = s e n c tang B tang a = — 

Si es necesario tener mayor aproximación que la que proporciona el 
logaritmo del coseno, se calculará el ángulo C por una de las fórmulas: 

cot C = eos a 
cot B 

tang 
sen b 

El problema siempre es posible y no admite más que una sola reso-
lución. 

872.—CUARTO CASO.—Conociendo un lado b y el ángulo opuesto B 
se determinarán C, a y c por medio de las siguientes fórmulas: 

sen C = ® 2 * I 
eos b 

8 e n h „ „ „ „ tang b sen a-= — sen c = — 
sen B tang B 

Si se quieren obtener las incógnitas por medio de las tangentes usa-
remos las expresiones: 

tang (45° + ¿ C ) = + V c o t | ( B + b) cot \ ( B - b ) . • (16) 

tang ( 4 5 ° a ) = + 
tang ¿ (B + b) 
tang i (B — b) (12) 

tang (45° + £ c ) = 4-
sen (B + b) 
sen (B — b ) - .(15) 

Cualquiera de los dos sistemas precedentes de fórmulas puede dar 
para cada incógnita dos valores suplementarios, y por tanto es necesa-
rio saber cuáles de estos valores son correlativos y deben tomarse jun-
tamente: 

I o Si se tiene b = B 
resulta sen C=sen a = s e n c = l 

y por esto C = a — c 90° 

y el triángulo será birectángulo, como puede obser-
varse en la figura 397. En efecto para que sea B = B 
es necesario que A O B = c = 9 0 ° 

y que C O B = a = 9 0 o 



Ahora bien, siendo B O perpendicular á la vez á las rectas A O y C O 
lo será al plano A O C que las contiene, y por lo mismo cualquier pla-
no B O C que pase por B O será perpendicular á A O C; luego L—90° 

Supongamos pues b difrente de B. 
2o Sea b < 9 0 ° 
Como los ángulos deben ser de la misma especie que los lados opues-

tos se debe tener para que el triángulo sea posible B<90° , y ademas 

b < B para qus sea seu n < l en la expresión sen a=-P^-J> . Satisfechas 
sen B 

estas condiciones, y siendo positivo eos b, la ecuación eos a = c o s b eos e 
muestra que o y e tienen que ser á la vez inferiores ó superiores á 90° y 
como ademas (853) el ángulo C debe ser de la misma especie quee resulta 
que las tres incógnitas a, c y C tendrán que ser juntamente obtusas ó á 
la vez agudas. En resumen tendremos las dos resoluciones siguientes: 

Primera b<90° , B<90° , a>90° , c>90° , C > 9 0 ° 
Segunda b<90° , B<90° , a '=180°—a, c '=180°—c, C ' = 1 8 0 ° — C 

en la primera resolución las tres incógnitas serán mayores que 90°, y 
en la segunda todas ellas serán menores. 

3o Sea b > 9 0 ° 
Las condiciones de posibilidad del problema son: B > 9 0 ° y b > B , 

para que tratándose de arcos comprendidos entre 90° y 180° resulte 
! Ü L ^ = s e n a < 1. 
sen B 

Una vez satisfechas estas condiciones siendo eos b negativo, la ecua-
ción eos a=cos b eos c muestra que a y c son uno superior y el otro in-
ferior á 90°. Además como el ángulo C tiene que ser de la misma especie 
que c; resulta que cuando a < 9 0 ° tanto c como C serán obtusos, y que 
cuando a>90° serán c y C agudos. En resumen tendremos las dos reso-
luciones siguientes: 

Primera b > 9 0 ° , B>90° , a<90° , c > W ° , C > 9 0 ° 
Segunda b > 9 0 ° , B > 9 0 ° , a '=180°—a, c ' =180°—c C '=180°—C. 

Es fácil ver que exceptuando el caso de que 5 = B el 
problema admite dos resoluciones cuando el triángulo es 
posible. Supongamos en efecto que el triángulo A B C 
(fig 39S) rectángulo en A satisfaga la cuestión y prolon-
gando los lados A B y B C hasta sn intersección en B' se 
formará un segundo triángulo A B' C que satisfaerá 
igualmente la cuestión. 

8 7 3 . — Q U I N T O CASO.—Conociendo la hipotenusa a y el ángulo obli-
cuo B, so calcularán b, c y C por las fórmulas 

sen. 5=sen. a sen. B, tang. e=tang. a eos. B, tang. C-— Cofc' ^ 
eos. a 

si el lado b quedase mal determinado por su seno, se calcularán pri-
mero c ó C y se obtendría en seguida b por una de las fórmulas 

tang. ¿=sen. c tang. B, tang. b=tang. a eos. C 

El problema siempre es posible y no admite más que una resolución, 
porque la incógnita b y el ángulo dado B son á la vez inferioras ó su-
periores á 90°. 

8 7 4 . — S E X T O CASO.—Estando dados los dos ángulos oblicuos B y O 
se calcularán los tres lados a, b y c por las fórmulas 

\ 

eos. a=cot . B cot. C, eos. eos. c = c o s - 9 
sen.C sen. B 

ó mejor, para tener mas aproximación, por las siguientes: 

taug. 
Icos. (160°—B—C) 

cos. (B—C!) 

taug. | b = + j t a n g . ^ : _ 4 5 ^ tang. ^ + 4 5 ° ) 

tang. é c= j t a n g . p ^ - 4 ^ tang. ^ = 1 + 4 5 ° ) 

(15i> 

Para que el problema sea posible es necesario y basta: I o que B-j-C 
esté comprendido entre 90° y 270°; 2o que la diferencia B—C esté 
comprendida entre —90° y + 9 0 ° . Cuando estas condiciones están sa-
tisfechas, los valores son reales y el problema no admite mas que una 
sola resolución. 

875.—OBSERVACIONES.—Cuando alguno de los datos está compren-
dido entre 90° y 180° se sabe que los cosenos, las tangentes y las cotan-
gentes de estos áreos son negativas, y para evitar el empleo de logarit-
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mos de cantidades negativas, que son espresiones imaginarias, se bus-
can, según lo hemos explicado en álgebra (337 IV) , los logaritmos de 
las respectivas líneas trigonométricas como si fueran positivas, se eje-
cutan las operaciones indicadas, y despnes de afectar el resultado con-
forme á las reglas del álgebra, del signo que le corresponda, se deter-
mina el cuadrante del arco á que pertenece. 

Supongamos, por ejemplo, que se conozcan b y c, siendo 

' b > 9 0 ° y c < 9 0 ° ; 

los demás elementos del triángulo se calcularán por las fórmulas: 
-r, tan?, b , r> tang. c eos. a=cos. b eos. c, iang.B = — 2 — , tang. ü = — 2 — 

sen. c sen. b • 

por ser negativas las líneas eos. b y tang. b resultarán negativas cosí a 
y tang. B, de lo que se deduce que debe ser: 

a>90° , B>90° , y C<90° 

cuyos resultados están de acuerdo con las condiciones demostradas 
(853§; esto es, que debe ser a > 9 0 ° cuando b y c, ó cuando B y C sean 
de distinta especie, así como que el lado del ángulo recto c sea de la 
misma especie que el ángulo C opuesto. 

Observaremos por último que cuando una de las incógnitas está de-
terminada por el logaritmo do su seno ó de su coseno, y que se obtiene 
para el correspondiente logaritmo un número mayor que 10, esto es un 
indicio cierto deque el triángulo es imposible, y que existe alguna con-
tradicción en los datos, lo cual puede muy bien suce 'er. 

876.—PROBLEMAS. I.—Sean O=115°—17'—20" 
B = 98o—28'—30" 

se buscan b, c, C. 
Las fórmulas para determinarlos son: 

COS. FT 
sen.b=sen.a seu.B, tang.e=tang.a cos.B, e o t . C ^ — 

pero como a y B>90° , en las tablas no encontraremos sino los suple-
mentos de sus valores. 

a'—180°—a=64°—42'—40" suplemento de a. 
B'=180°—B=81°—31'—30" „ 'de B. 

I o log. sen.a '= 9*956 2479 
„ s en .B '= 9-995 2315 

- „ r — l o ; 
„ sen.b '= 9-951 4794 

b ' = 63o—25'— 3"*5 
como B>90°b=ll i>°—34'—50"*5 

¡12° log. tang.a'— 
„ eos. B ' = 

— .» r 

10'325 6344 
9'186 4322 

- 1 0 

, , tang.c = ü'494 0666 
siendopositiva c = 17o—19'—28'"6 

» 

3o log. eos a' = 9*630 6135 V E B I F I C A C I O N . 
Comp log cot B ' = IQ'826 79H3 eos a '=eos b' eos c 

„ cot G = 10*457 4128 log eos b ' = 9*650 7772 
siendo posit. C = 19°-13'-45"'2 „ eos c = 9'979 8364 

9'630 6136 
a ' = 64o—42'—40" 

siendo neg. a =115°—17'—20" 

Como a>90°debe tenerse &>90° y c<90 8 ; ademas B>90° y C<90°. 

II. Sean b = 5 6 ° - 3 7 ' — 4 0 " 
B=84°—29'—50" 

Se buscan a, c, C. 
Las fórmulas que hay que emplear son: 

sen. a = r sen. b 
sen. B ' 

sen r tang. b „ „ „ n _ r cos. B • c = ^-rr , sen. O = - -tang. B cos. b 

1° log sen b =9'921 7461 
Comp log sen B=0'0Q2 0061 

log sen a =9*923 7522 
a— 57o— 1'—58" 

ó a=122°—58'— 2 " 

2C log tang 1)= 10'181 3235 
Comp log tang B— 8'983 7975 

log sen c = 9'165 1210 
0 = 8°-24 ' -36" 

ó bien c=171° -35 ' -24" 

3o log cos B = 8'981 7915 
Comp log cos b = 0C259 5774 

log sen C = 9'241 3689 
C = 10o—2'—22" 

ó bien C=169°-57 '—38" 

VERIFICACIÓN. 
cos a=co8 b cos c 

log cos í = 9'740 4226 
9'995 3046 eos c 

eos a 9'735 7272 
& = 57 o - l ' - 58 " 
a=122° -58 ' - 2 " 
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El problema admite dos resoluciones: 

arrr 57 o— 1'—58" A = 90° 

b = 56 o—37'—40" B = 84o—29'—50' : 

c— 8°—24'—36" C = 10o— 2'—22' : 

a=122°—58'— 2" A = 90° 

b = 56 —37'—40 B— 84 —29 —50 

c = 1 7 1 —35 —24 0 = 1 6 9 —57 —33 

Resolncion de los triángulos rectiláteros. 

8 7 7 . — C A S O S Y FÓRMULAS P A R A RESOLVER LOS TRIÁNGULOS RECTI-
LÁTEROS.—Aun cuando la resolución de un triángulo rectilátero pue-
de reducirse siempre á la de otro rectángulo haciendo uso del triángulo 
suplementario, pondremos en seguida las fórmulas que hemos demos-
trado (855) y que conviene aplicar en cada uno de los seis casos que 
pueden presentarse, limitándonos á esta indicación en razón deque 
las observaciones y discusión á que dau lugar son las mismas que he. 
mos hecho con motivo de los triángulos rectángulos. 

El lado de 90° lo representaremos por a y el ángulo opuesto por A . 

P R I M E R CASO.—Conociendo A y B,.se calcularán C, b y c por las 
fórmulas: 

r , eos. A , sen. B „„ „ tang.B eos .C= —, sen.b=, —, eos. c—— 
eos. B sen. A tang. A 

SEGUNDO CASO.—Conociendo B y C, se calcularán A , b y c por las 
fórmulas: 

cos .A=—cos .Bcos .C, t a n g . b = t a P ^ t a n g . c = 
seu.C sen.B 

T E R C E R CASO.—Conociendo A, y b, se calcularán c, B y C por las 
fórmalas: 

8eu.B=scn.A sen.b, tang .C=— tang.A cos.b, tang .C=— —-
COS. A 

C U A R T O CASO.—Conociendo b y B, se calcularán c, A y C por las 
fórmulas: 

A sen. B o/>i> f , _ tang.B ^ „ eos. b sen. A = - , sen. O— — - - , sen. c = 
sen. b tang.b eos. B 

Q U I N T O CASO.—Conociendo B y c , se calcularán b, A y C por las 
fórmulas: 

cos.b=cos.B sen.c, t a n g . A = — t a n g . c = 3 e n . B tang.c 
C08. C 

SEXTO CASO.—Conociendo b y c, se calcularán A, B y C por las fór-
mulas: 

. , , T> eos. b f , eos. c cos .A=—cot .b cot.c, cos .B= , coa.C=— sen. c sen. b 

Resolución de los triángulos oblicuángulos. 

878.—El problema general que tiene por objeto, dados tres de los 
seis elementos a, b, c, A, B, C de un triángulo esférico, determinar los 
otros tres, exige que se tenga una relación entre cuatro de estos elemen-
tos, lo coal da origen á 6eis casos esencialmente distintos; pero como 
por la consideración del triángulo suplementario tres de ellos pueden 
reducirse á los otros tres, en rigor bastaría considerar tres casos. Sin 
embargo, por claridad y para mayor ejercicio trataremos los seis casos 
siguientes: 

I o Dados tres lados, determinar los ángulos. 
2o Dados tres ángulos, determinar los lados. 
3 o Dados dos lados y el ángulo que forman, determinar los demás 

elementos. 
4o Dados dos ángulos y el lado adyacente, determinar los demás ele-

mentos. 
5o Dados dos lados y el áugnlo opuesto á uno de ellos, determinar 

I03 demás elementos. 
6 o Dados dos ángulos y el lado opuesto á uno de ellos, determinar 

los demás elementos. 



879.—PRIMEE CASO.—Dados los tres lados, se determinarán los án-
gulos por medio de las fórmulas (25) que hemos demostrado (857) y son: 

tang. | A = 
sen. (p—1») sen. (p—c) 

sen. p sen. (p—a) • (25) 

tang. | B = 
sen. (p—a) sen. (p—e) 

tang. i C = 

sen. p sen. (p—b) 

Isen. (p—a) sen. (p—b) 
^J sen. p sen. (p—o) 

en las que p = | ( a + b + e ) 

Para que el problema sea posible debe tenerse: 

a - £ b - f c < 3 6 0 ° ; a < b + c , a > b — c . 

880.—SEGUNDO CASO.—Dados los tres ángulos, se determinarán los 
lados por las fórmalas (33) que hemos demostrado (859) y son: 

tang. ¿ a = 

tang. i b= 

sen. ¿ s se.n. (A—b, 
sen. ( B — i e) sen. (C— -i*) 

sen. | £ sen. (B—| 
sen. (A—£ e) sen. ( C --i 

sen, i s sen. (C—£ 
Í \ X CON 1 R i Í\ 

.(33) 

tang. i c = 

En las que ( A + B + C ) - 9 0 ' 

Para que el problema sea posible debe tenerse: 

f < 3 6 0 ° , A>i e, B > | e, C > ì e 

881.—TERCER CASO.—Conociendo dos lados o, è y el ángulo C que 
forman, se dejérminarán A, B y e, de la manera que sigue: 

Las fórmulas ó analogías de Neper, (861) dan: 

teng,i(A+B)=co,iC^|-|=AI < W 

[ i o ] 

Una vez conocida la mitad de la suma £ ( A + B ) por la fórmula (39) 
y l (A—B) por la fórmula (40) el ángulo mayor, que será el que esté 
opuesto al lado mayor, será igual á la mitad de la suma mas la mitad 
de la diferencia, y el ángulo menor será igual á la mitad de la suma 
menos la mitad de la diferencia. Conocidos los ángulos A y B, el lado 
c se calcula por la fórmula que se considere mas adecuada délas cuatro 
siguientes: 

sen. C sen. a „ p n „ _ s e n . C sen. b sen. c = : , sen. c -sen. A ' ~ sen. B 

t a n g . í ( a + b ) = t a » g . + c ^ ^ ? - > ( « ) 

(42) 

Este problema siempre es posible con tal que cada uno de los dat03 
esté comprendido entre 0o y 180°. 

882.—CUARTO CASO.—Dados dos ángulos A, B y el lado adyacente 
c, determinar a, b y C. 

Las fórmulas de Neper (861) dan: 

(41) 

•<«> 

Determinadas las tangentes por las fórmulas (41) y (42) se conoce-
rán los arcos, y conciendo la mitad de la suma y de la diferencia de los 
lados, el mayor, que es el opuesto al ángulo mayor, será igual a la su-
ma de los valores dados por estas fórmulas, y el menor á su d.feren-



eia. Una vez conocidos a y b se calculará C por alguna de lassiguien-
tes fórmulas: 

r , sen. c sen. A sen. c sen. B sen. 0 = , sen. -
sen. a sen. b 

tang. i (A + B)=cot . | C ^ i l f c g - (39) 
eos. 4 (a + b) 

tang. i ( A — B ) = c o t . £ C * < » T g (40) 
sen. ¿ (a + b) 

Es posible este problema cuando cada uno de los datos está compren-
dido entre 0o y 180°. 

8 8 3 . — Q U I N T O CASO.—Dados dos lados A, & y el ángulo A opuesto á 
ario de ellos, determinar B, O y c . 

La fórmula s e n ^ s e m b ( 2 ) 
sen. A sen. B 

, T, sen. b sen. A , da sen. B = (a) 
sen. a 

Estando determinado B por un seno, por regla general podremos 
aceptar dos valores y despues de conocer B, determinaremos C sustitu-
yendo el valor de ese ángulo y los de los datos en una de las fórmulas 
de Neper (39) ó (40) y despejando á cot. \ C, se tiene: 

c o t . | C = t a » g - a (A + B) eos.| (a + b ) _ t a n g . | (A—B)sen.| (a + b) _ ^ 
eos. | (a—b) sen. £ (a—b) 

Para determinar á c nos valdremos de la fórmula (41) ó de la (42) 
de Neper y despejando á tang. £ c, se tiene: 

+ Q „ „ • „ _ t a n g . | (a + b) eos.j ( A + B ) _ t a n g . j (a—b) sen.¿ (A + B) { [ ) 

° ' S eo8.g (A—B) sen. £ (A—B) " w 

Para que el triángulo sea posible es necesario que con los datos del 
problema se obtenga: I o sen. B igual ó menor que 1, supuesto que el 
valor máximo que puede tener e¡ seno de un arco es el radio; 2o s i b > a 
debe tenerse B > A y s i b < a debe tenerse B < A , supuesto que el ma-
vor lado tiene que estar opuesto al mayor ángulo; y 3o los valores de 
eot.¿ C y de tang.£ c tienen que ser positivos en razón de que debien-

do ser O y e menores que 180°, tanto 4 C como ¿ c serán menores que 
90°, y de que las cotangentes y las tangentes en el primer cuadrante, 
son positiva?. 

Asi, pues, cuando con los datos del problema resulte sen .B>l el 
triángulo es imposible. Cuando s e n . B = l , será B = 9 0 ° y el triángulo 
será rectángulo en B. Cuando resulte sen. B < 1 , como el mismo seno 
corresponde á dos ángulos suplementarios, podremos tomar para B el 
valor que se encuentre en las tablas ó su suplemento, y para saber si 
podemos aceptar uno solo de estos dos valores de B, los dos, ó ninguno 
de ellos, bastará examinar si solo uno de esos valores, si I03 dos, ó nin-
guno de ellos satisfacen á la condicion de que si b < a , resulte B < A ; y 
que si b > a , resulte B > A . Asi pues, la comparación do los valores de 
B con los de los datos a, b y A nos hará conocer si es posible el pro-
blema, y en caso.de serlo si admite una sola ó dos resoluciones. 

8 8 4 . — S E X T O CASO. —Dados dos ángulos A, B y el lado A, opuesto á 
uno de ellos, determinar C, c y b. 

De la fórmula (2) se deduce: 

, sen. B sen. a r -. sen. b = LSI sen. A 

Estando determinado b por un seno, por regla general podremos 
aceptar dos valores, y una vez conocido el lado b se determinará c j C 
por las fórmulas: 

. tang.^ (a + b) r-os.¿(A + B )_ tang . j (a—b) eea.j (A + B) ( [ ) 
t a D g - ¿ C = C O S . H A - B ) «en. i ( A - B ) 1 > 

, » tang.I ( A + B ) cos.¿ (n M>)_tang.£ (A—B) sen.| (a + b) 
C ° L i L coaT¿~(á—b) - " sen.| ( a - b ) 

P . -a que el triángulo a-a posible se nccesiraqoc s e u . b < l ó = 1 , que 
si B > A resulte b > a , ó m íj.rocainentequo si B < A resul lcb<a y que 
tanto tan tí- ¿ «\ como cot. £ C «jan positivas. La comparación de los 
valores de los resp 1 lados ron »stag ¡condiciones hará con» <er, lo mismo 
que en el quinto « aso. si es posible el problema y admito una ó dos 
soluciones. 

885 ._DISCUSIÓN DEI. QUINTO CASO — De lo que prece le resulta que 
los «los último« i:»sos son los único.» qin< pueden t.ner dos r< solución.a; 
p^ro que no siempre las admiten, y aun cuando las fórmulas que ee re-
fieren á estos oas-.a son bastantes para dar á conocer los elementos des-
conocido» del triángulo, y por la comparación de loa valores do los re-



sultados con los de los datos siempre puede determinarse las soluciones 
que admite el problema, nos parece conveniente ocuparnos de su dis-
cusión; limitándola al quinto caso, porque siendo muy semejante al 
sexto, todo loque digamos del uno puedo aplicarse al otro con modifi-
caciones que fácilmente hará el lector, con una poca de reflexión. 

En el quintó caso hemos visto (S83) que conocidos los elemeutos a, 
b y A se determinan B, C y c por las fórmulas (d), (c) y ( f ) . 

Si b = a la fórmula 

-r, sen. b sen. A sen. B = (a) 
sen. a 

da B = A 

y sustituyendo estos valores en las fórmulas' (e) y (f) se trasforman en 

cot. i C=tang. A eos. a tang. £ c=tang.a eos. A 

Se ve pues, que cuando b — a no hay mas que un solo triángulo, que 
resuelve la cuestión; mas para que sea posible es necesario que tanto 
cot. i C, como tang. i c sean positivas, á causa de que| O y \ eson me-
nores que 90°, lo cual á su vez exige que tang. A y que eos. a, así co-
mo tang. a y eos. A tengan el mismo signo, esto es, que a y el ángulo 
opuesto A sean á la vez mayores ó menores que 90°. 

Pasemos á ocuparnos del caso general: 
Ya hemos dicho que para que la cuestión sea posible 

0 sen. b sen. A sen. B = 
sen. a 

debe ser igual ó menor que 1; y que si b < a debe tenerse B < A, y que 
si b > a debe tenerse B > A. 

Ahora bien, como el ángulo B está dado por su seno y sabemos que 
el mismo seno corresponde á dos ángulos suplementarios, por regla ge-
neral habrá dos valores de B que satisfacen la ecuación 

T> sen. b sen. A sen. 13= seu. a 

nno, dado por las tablas, menor que 90° que llamaremos n, y otro 
N=180°—n mayor que 90°; pero teniendo presente que en todo trián-

guio al mayor lado está opuesto el mayor ángulo, esto es, sabiendo que 
cuando b>a los valores de B han de ser forzosamente mayores que el 
ángulo conocido A, y que cuando b<a los valores de B han de ser me-
nores que A: comparando los valores n y N con los de los datos, ee 
podrá decidir fácilmente si pueden aceptarse los dos valores, uno so-
lo, ó ninguno de ellos, y por tanto si el problema admite dos solucio-
nes, una sola ó ninguna. 

Suponiendo que los elementos conocidos del triángulo sean A, b y a, 
con el objeto de ordenar nuestra discusión consideraremos que cada 
uno de estos datos sea sucesivamente menor, igual y mayor que 90° y 
determinaremos en cada combinación si pueden tenerse dos soluciones, 
una ó ninguna. 

1° Sea A < 9 0 y 6<90° 

y supongamos sucesivamente que a sea menor, igual y mayor que b. 
Si a < b debe tenerse precisamente B > A . 

La fórmula sen. B = een. A p o r ser el factor ^ ± > 1 sen. « sen. a 

da á conocer B, ó su valor de las tablas 

TI> A y con mayor razón será el ángulo obtuso 
N > A, por consiguiente habrá dos soluciones. 

Si a = b debe tenerse B = A . 
En este caso debiendo ser los dos valores de B menores 90°, supuesto 

que A es agudo, no podrá aceptarse el ángulo obtuso N, y por tanto el 
problema no tendrá mas de una solucion. 

Si a > b debo tenerse B < A . 
Podrá suceder que 

a+S<180 3 , que o + ¿=180° ó que a+b>180° . 

En el 1er- caso, b <180°—a y recordando que b es agudo, será 
sen.b<sen. a, y la fórmula 

sen. B = s e n - b s e p - A por ser 
sen. a sen. a 

dará n<A valor aceptable, por ser compatible con la condicion B < A . 



En cnanto á N siendo obtuso seria mayor que A y por tanto inadmisi-
ble. El problema solo tiene una resolución. 

En el 2o caso cuando b=180°—a será sen. b=sen. a y la fórmula 

C.™ TÍ s e n - b sen. A • „„ sen. b . sen. ±5= por ser = 1 seu. a sen. a 

dará n=A, enyo valor es inadmisible, supuesto que al ser a > b , debe 
tenerse B < A . 

El valor N con mayor razón será inadmisible, y por tanto el proble-
ma no admite ninguna resolución. 

En el 3er- caso cuando 5>180°—a, será sen. ¿>sen. a y la fórmula 

„ „ „ T?_ s e n - b s e n - A „ „ sen. b . . sen. 15= por ser > 1 
sen. a sen. a 

dará n > A valor inadmisible á cansa de la condicion de que B < A y 
siendo con más razón será inadmisible N, por lo cual el proble-
ma no admitirá ninguna resolución. 

En resúmen: 

a < b dos soluciones. 

a = b una „ 

fa + b<lS0° una 

a>b<{ a + b = 1 8 0 ° ninguna 

a + b > ] S 0 ° niDguna 

A <90° sea 0=90° 

A <90°, b<90° -

2o Siendo siempre 

y supongamos sucesivamente que a sea menor, igual y mayor que 
Si a < b debe tenerse B > A . 

S6D b Por ser sen .b= l y sen.a menor que 1, tendremos — - - > 1 sen. a 

y la fórmula sen.B= P e n- b s e o - A dará para B por el valor de las tablas 
sen. a 

n > A , resultado compatible con la condicion B > A , y con más razón lo 
será el de N. El problema admite pues, dos soluciones. 

Si a=b, debe tenerse B = A . 
Como A<90° , debia ser B agudo lo cual es inadmisible en razón de 

que siendo los lados a y ¿ d e 90° los planos que los contienen serán 
perpendiculares al tercer lado c y por tanto los ángulos A y B tendrían 
que ser rectos. El problema no admite ninguna resolución. 

Si a>l/, debe tenerse B < A • 
• 

La fórmula sen B = s e n 1 , B e n A 
sen a 

por s e r s e - l A = i daría 
sen a 1—x 

n > A y con más razón N > A, resultados que son incompatibles con la 
condicion que B < A ; por lo cual el problema no admite ninguna reso-
lución. 

3o Sea A < 9 0 ° y b>90° 

y supongamos sucesivamente qne a sea menor, igual y mayor que b. 
Si a<b, debe tenerse B > A . 
Podrá suceder que • 

a + b<180°, que a + b=180°, ó que a + b>180° 

En el 1er- caso; siendo b obtuso tendrá que ser a agudo y como 
b<180°—a será sen b>sen a. Entonces la fórmula 

„„„ i? s e n b sen A „ „ „ „ „ . » sen b . . sen U = por ser el factor > 1 da 
sen a sen a 

n > A y con más razón N > A, resultados ambos compatibles con la con-
dicion de que B > A ; por lo cual el problema admite dos soluciones. 

En el 2o caso, siendo a + b = 1 8 0 ° , se tiene que b=180°—a, ó 
sen b=sen a. 

La fórmula sen B = 8 e n b s e n A da 
sen a 

«==A resultado inadmisible, porque debe obtenerse B > A, N > A será 
admisible, y el problema admitirá una solucion. 



Eo el 3W caso, siendo a + b>180°, ó b > 1 8 0 ° - a . En razón de ser 
b obtuso se tendrá sen b<sen a, y la fórmula 

s e u B = S — 8 e n A , dará' 
sen a 

n < A resultado incompatible con la condicion B > A; pero como pue-
de aceptarse el de N > A, el problema admitirá una uion. 

Si a = b debe tenerse B = A 

Con estas condiciones hemos demostrado al principio de esta discu-
sión que para que el triángulo sea posible es indispensable que los Ja-
dos y los ángulos opuestos sean de la misma especie y como J>90° «Z 
ánqulo B deberá ser obtuso. Por otra parte siendo A<90° y B = A , de-
be ser el ángulo B agudo. Estos valores de B contradictorios nos prue-
ban que el problema no admite ninguna solucion. 

Si a > b debe tenerse B < A . 

Como a y b serán obtusos, tendamos sen &>sen a y la fórmula. 

s e n B = 8 ^ L ^ l A d a r i a 
sen a 

• 

« > A y ron más razón N > A; resultados incompatibles con la condicion 
B < A ; por lo cual el problema no admite ninguna solucion. 

Las'hjpótesis: relativas cuando A=90° y cuando A>90° se discuten 
de una manera semejante y IQS resultados de esas discusiones vamos a 
consignarlos en la siguiente tabla. 

a < b . 

a = b 

b<90° <¡ f a + b < 180°. 
I 

a>b-{ a + b=180°. 1 
(a + b > 180° 

A <90° 

f a < b. 

j=90° -j a = b . 
I 
u > b . 

b>90° 

fa + b<180° 

a < b a + b = 1 8 0 ° 
I 
(a + b > 180° 

a = b . 

a > b . 

f a = ó < b 
I 

b<90° \ a > b y a + b < 1 8 0 ° . 
I 
t .a>b y a + b = ó > 1 8 0 ° 

A-—90° • b=90° 

b>90° 

a = b . 

a < ó > b 

a < b y a + b = ó < 1 8 0 ° 

a < b y a + b > 1 8 0 ° . . . 

a = ó > b ' 

SOLUCIONES. 

dos 

una 

una 

ninguna 

ninguna 

d03 

ninguna 

ninguna 

dos 

una 

una 

ninguna 

ninguna 

ninguna 

una 

ninguna 

una infinidad 

ninguna 

ninguna 

una 

ninguna 



A >90° 

SOLUCIONES. 

f a = b ó < » > ninguna 

b<90° -| a > b y.a + b=ó<1S0° . . u n a 

[ a > b y a + b > 180° dos 

í a = ó < b ninguna 

( a > b do i 

f a < b y n + b = ó < 180° ninguna 

a < b y a + b > 180° nna 

a = b " n a 

a > b ••• dos-

b=90° 

b>90° 

887. De todos los casos consignados en la tabla anterior merece nna 
particular atención el únicos susceptible de una infinidad de soluciones 
y es cuando A=9U°, h=90° y a = b 

Siendo a=b deberá t-ners« B = A y como A=90° también sera 
j$=90° y ei triángulo será birectángulo y bireetilátero. 

Sustituyendo en las fórmulas (<•) y (f) párrafo 883 
. p b-np é (A—B)sen. i (a + b) eot. i (j—. — T-.—r— sen. ¿ (a—u) 

, tí.ng A («—>•) sen. | (A + B) 
tang c = seiT^TA—-B) 

los valores A = B = a = b = 9 0 ° resulta: 

cot i C = — 
(Vis- 599.) 

tang \ c—_ 

Estas expresiones, que son el signo déla indeterminación, indican 
que C y * pueden tener una infinidad de valores. En efecto, es í f c . 
ver er- la figura ad jura que siendo A - B - 9 0 - J A ar^- ^ U 
Br-tisfeceu e! pr< 'ema los triángulo* A B O , A Q P, A O U, ' 
P O D y otra infinidad. 

888.—RESUMEN DE LA DISCUSIÓN.—Los resultados anteriores que -
dan compendiados en las siguientes reglas: 

1* Hay una infinidad de soluciones, cuando a = f c = A = 9 0 ° 
2a Hay dos triángulos que resuelven el problema, cuando a y A son 

á la vez mayores 6 menores que 90". 
3a Hay una solucion cuando a está comprendido entre b y 180°—b. 

También, cuando a es igual á uno de estos valores; pero si además 
b=90\ 6 A=<f>90 o no habrá ninguna solucion. Tampoco la habrá en 
los demás casos, y cuando A<90° , 6<90° y a=180°—b; y si A < 9 0 ° , 
¿ > 9 0 ° y a = ¿ . 

889.—APLICACIONES.—I. Conociendo los tres lados a, b y c deter-
minar los tres ángulos. 

Datos 

a=131°—47'—20' 

b = l 0 3 — 1 8 — 4 0 

c = 49 —32 —20 

2p=284 —38 —20 
p = l 4 2 —19—10 

p—a= 10—31—50 
p — b = 39 — 0 —30 
n — c = 92 —46 —50 

Cálculo del ángulo A 

tang £ A = 
8»*n (p—ti) sen ((i—c) 

sen p sen (p—a) 

log sen ( p — b ) = f 79S 9498 
log sen ( p — c ) = T 999 4884 í '798 4382 

s . 
log sen p = T ' 786 2249 
log sen (p—aX=l '261 8808 1'048 1057 

log tang* | A 0'750 3325 
log t a n g í A 0-375 3 663 

¿ A=67°—S'—34"33 
A =134—17— 8'66 
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log sen (p—a)= l ' 26 l 8808 
log sen (p—c)=l '999 4884 
log sen p =1 '786 2249 
log sen (p—b)=l '798 9498 

log tang | B 
£ B=34°—33'—33"57 

B = 6 9 — 7 — 7'14 

Cálculo del ángulo C. 

tang i C = 

sen (p—-.Qsvn (p—c) 
sen p sen (p— 

1'261 3692 
. i 

1*585 1747 
1*676 1945 
1*838 0973 

sen (p—a) sen (p—b) 
sen p sen (p—e) 

log sen (p—a) = l* 261 8808 
log sen (p—b) = l ' 798 9498 
log sen p = T ' 786 2249 
log sen (p—c) = l* 999 4884 

log tang i C 
* 0=23°—27 '—51 ' 

0 = 4 6 —55 —42 

1'060 8306 

1*785 7133 
í'275 1173 
1*637 5587 ' 

Comprobacion por el cálculo del exceso esférico. 
La fórmula correspondiente para determinar el exceso esférico en 

función de los tres lados es 

tang. i £=Vtang ¿ p t a ñ i (p—a) tang ¿ (p—b) tang ¿ ( p - c ) . . . (45) 

log tang | p = 0 466 9751 
log tang \ (p—a)=2*964 5236 
log tang ¿ ( p — b ) = ¡ ' 5 4 9 2490 
log tang i (p—c)=0'021 0S45 

1-001 8322 
log tang i f =1-500 9161 

6 ¿ £ = l 7o—34'—49**43 
£ =70°—19'— 57*'72 

A=134°—17'—8'66 
B = 69 — 7—7-14 
C = 46 —55 —42'00 

Exceso 
e 

250 -- 1 9 —57-80 
-180° 

70-- 1 9 —57-80 
70 -- 1 9 —57.72 

Error 0o— 0'— 0'08 

IT.—Dados dos lados a, l y el ángulo C que forman determinar A, 
By c. 

C a=50°—10'—30* i (a + b) = 6 3 ° - 2 3 ' - 3 ' 

Datos \ b = 7 6 —35 —36 i (a—b)=13 —12 — 33 

[ C = 3 4 — 1 5 — 2'76 * C = 1 7 - 7 - 3 1 . 3 8 

Cálculo de los ángulos A y B 

log cot \ C =0 '511 2728 • 
•log cos i (a—b)=1'988 3548 

0'499 6276 
log eos \ (a + b) = l*651 2840 

logtang£(A + B)=0*84S 3436 
i (A + B ) = 8 1 ° — 5 5 ' - 46' .66 

log cot i C =0*511 2728 
log sen i (a— b ) = l ' 3 5 8 8988 

1'870 1716 
log sen ¿ ( a+b )=I*95 l 3523 

log tang i (A—B>=1'918 8193 
i ( A — B ) = 3 9 ° — 4 0 ' — 3 3 ' . 2 2 

A = £ (A + B)—| ( A — B ) = 42c—15'—13".44 
B = * (A + B) (A—B)=121 - 3 6 - 1 9 .88 



Ei ángulo c se calcula por las fórmulas 

sen c= sen C sen a 
sen A 

log sen C—1'750 3664 
log sen a= l '885 3636 

1*635 7300 
log sen Ar=lc827 6374 
log sen c=I ' 808 0926 

c=40°—0'—10" 

sen sen C sen b 
sen B 

log sen 0=1 '750 3664 
log sen b=T'988 0008 

1*738 3672 
log sen B=1'930 2747 
log sen c=I*808 0925 

c=40°—0'—10' 

Comprobacion por el cálculo del exceso esférico. 

La fórmula correspondiente es: 

cot ¿ cot 4 a cot | b-fcos C 
sen C 

(43) 

-que puede trasformarse en 

tang \ tang i a tang £ b sen C 
1 + tang 4 a tang | b cos C 

log tang | b 1*897 4390 
log tang ¿ a 1*670 4019 
log sen C 1'750 3664 
log numerador 1'318 2073 
log denominador 0'115 8042 
log tang i £ 1*202 4031 

| £ = 9°—3'—18' -03 
£=18 —6 —36 '06 

log tang i b . . . . 1'897 4390 
log tang 4 a . . . . 1'670 4019 
log cos C 1*917 2861 
log0'305 582 1'485 1270 

1*305 582=denominador 

A = 42°—15'—13'44 
B=121 —36 —19'88 
C = 34 —15 — 2*76 

198 — 6 —36'08 
—180 

Exceso 1 8 — 6 —36'08 
e 18 — 6 —3 6'06 

Error 0 — 0 — 0'02 

III.—Dado un lado a y los ángulos adyacentes B y C , calcular los 
demás elementos. 

f a=113o—2'—56. '6 
I 

t)atos i B = 75 —0—51. 6 

[ C = 70 —6 —59. 2 
(Jálenlos de los lados b y c. 

tang | (b + c) = tang i a 

¿ (B + C) = 72o—33'—55- ' 4 

| ( B — C ) = 2 —26—56-2 

¿ a = 5 6 —31—28-3 

eos è (B—C) 
eos é (B + C) 

log tang i a 0*179 6211 
log cos í (B—C) 9'999 6031 

10'179 2242 
log cos ¿ (B + (J) 9-476 5667 

log tang | (b 4- c) 0'702 6575 
$ (b + c)=78°—46'—59"73 

. , . . sen \ (B—C) 

log tang ^ a 0'179 6211 
log sen C) 8'630 7243 

8'810 3454 
log sen i (B + C) 9'979 5755 

log tang | ( b - c ) 8*830 7699 
\ (b—c)=3°—52'—28/66 

b = ¿ (b + c ) 4 - é . 0 > — < 3 9 ' — : 2 8 / 3 9 
c = ¿ (b + c )—i (b—c)=74 —54 —31. 07 

El ángulo A se calculará por la fórmula 

% 
v 

' y % 

X 

sen A = sen a sen C 
sen o 

log sen a 9'963 8681 
log sen C . . . 9*973 3061 

9*937 1742 
log sen 9*984 7576 

log sen A 9'952 4166 
2 8 



A=116°—20*—2/11. Como a > b , debe ser A > B y se toma el ángu-
lo obtuso. 

Comprobacion del cálculo por el del exceso esférico. La fórmula co-
rrespondiente es: 

sen h a sen i b sen C sen ¿ 
eos è c 

£ a=56 c —31 '—28 /3 log sen i a=9 '921 2296 A=116°—20 ' - i 2 - ' l 
i b==41 —19—44. 2 log sen ¿ b=9 c 819 7946 B = 75 — 0 — 5 1 ' 6 
~ C = 7 0 — 6 —59. 2 log sen C = 9973 3061 0 = 70 — 6—59- 2 

9'714 3303 261 —27 —52' 9 
i c = 3 7 —27 —15. 54 log eos i c = 9 ' 8 9 9 7321 —180 

log sen ¿ £=9 '814 5982 81 —27 —52- 9 
¿ £—40n -4J' -56/51 e = 8 1 —27 —53'02 

£ = 8 1 -27 -53. 0Z Error 0 - 0 — 0"12 

Superficie de un triángulo esférico. 

8 9 0 . — F Ó R M U L A P A R A CALCULAR LA SUPERFICIE DE UN TRIÁNGULO 
ESFÉRICO.—Imaginémónos una esfera dividida por el círculo máximo 
H D E G en dos hemisferios, uno superior A H D E G, y otro inf. rior 
A ' H D E G y que dos círculos máximos A D A' G y A E A ' II se 
cortan en los puntos A y A ' (tig. 400.) 

Vumos á demostrar que la suma de la su-
perficie de los triángulos A D E y A II G 
formados en el hemisferio superior por los 
semicírculos f i A PJ y f) A G es equivalente 
á la del huso A I) A' E A. 

El triángulo FI A G es igual al D A' E por 
tener un ángulo igual formado por lados res-
pectivamente igualas. El ángulo A = A ' por-
que ambos están formados por los mismos pla-

(Fig m ) nos. El lado A H = A ' E porque uno y otro 
son suplementos de A E, y A G = A ' I) por suplementos de A D. Por 
tanto si al triángulo A D E agregamos los triángulos iguales A H G y 
A ' D E, resulta: 

sup. A D E+snp . A H .G=sup . huso A D A" E A 

fPig- <OI.) 

Para determinar la expresión de la superfi-
cie de un triángulo esférico, consideraremos 
en la figura 401 el triángulo A B C . Si pro-

p longamos sus lados hasta el círculo máximo 
D E E G H I que limita un hemisferio, y ex-
presamos la equivalencia que hay entre la su-
perficie de los triángulos y la do los husos 
formados en los tres ángulos del triángulo ten-

dremos: 

A D E + I I A G=huso cuyo áng. es A 
B F G + B D r=huso cuyo áng. es B 
C II I + C E F = h u s o cuyo áng. es C 

sumando ordenadamente estas ecuaciones vemos que la suma de los 
primeros miembros dan la superficie del hemisferio más dos veces la 
superficie del triángulo A B C que llamaremos s. En consecuencia ten-
drémos. 

i sup esfera + 2 s=-hu6o A + hnso B + hnso O (1) 

Considerando que el huso es una parte de la superficie de la esfera 
cuyo valor depende del número de grados del ángulo del huso, su su-
perficie puede determinarse por la proporcion: 

360°: A ° : : 4 7t r ' : sup. huso A = 4 71 f A 
ota) 

sustituyendo los valores respectivos en la ecuación (1) resulta: 
. . , , „ 4 * 1 - ' A 4 7t r* B 4 7r r s C % 4 7zT + 2 s 3 6 0 

a r - 4 g (A + B + C)—2 TC rf 
360 

y por ultimo 8 = * r1 / — j 

Ahora como el exceso esférico £ = A + B + C—180° 
tendremos: 



que es la fórmula que generalmente se usa pura calcular la superficie de 
un triángulo esférico. 

891.— OASOS P A R T I C U L A R E S . — I o Cuando el triángulo rectángulo, 
A =90° y la fórmula [47] se convierte en 

2o Cuando el triángulo es equiángulo 
« = A + B + C—180=3 A—180 

y la fórmula (47) tomará la forma 

s = * r* ( 3 A - 1 8 ° \ V •180 / 
En este caso 

si A=90° , S=TT r2 * r * = ¿ sup. déla esfera. 

Si A=120°, s=7t i-2. = r2=sup. de nn circulo máxi-

m o ^ sup. de la esfera. 
3o Si se busca la superficie del triángulo polar de A B C 
En la fórmula 

s = = 7 r r S ^ A + B + C - 1 8 0 ^ 

sustituyendo los valores A=180—a', B=180—b', C=180—e' 

o „ / 3 6 0 - ( a ' + b' + e')\ 
se t e n d r á s=TT r 2 / i ^ - l 

haciendo: a' + b ' + c ' = 2 p ' 

„ /360—2p'\ resulta: « r r « ( - j ^ j 

Cuando a ' = b ' = c ' = 9 0 ° s = * r2 8UP- d e l a e s f e r a 

a=131°—47'—20" 
b—103 —18—40 
c = 49 —32—20 El radío=l 

Hemos visto § 889 aplicación I que con estos datos 

f=70°—19'—57" '72 

sustituyendo en la fórmula (47) se tiene: 

70°_19'—57" '72 s=3'141 593 

haciendo la division 7 0 o — 1 9 ' - 5 r ^ 7 2 _ = Q t 3 9 ( ) 7 3 7 0 7 180 

y por tanto 

s=3'141 593X0*390 73707=1 "'227 5166 

IL Calcular la superficie de un triángulo esférico, conociondo sus 
tres ángulos: A=140°, B=92° 'y C=68° y sabiendo que el diáme-
tro de la esfera es de 30 piés 

En este caso £ = 1 4 0 ° + 9 2 + 6 8 - 1 8 0 = 1 2 0 ° 

y la fórmula (47) se convierte en 
piés cd. 

s=3'141 5 9 3 x l 5 ' x f = 4 7 1 '23895. 

III. Calcular la superficie de un triángulo equiángulo, siendo el ra-
dio de la esfera de 10 metros y cada ángulo de 120° 

e = A + B + C—180°=180° 

y la fórmula s = * x ^ - 3 ' 1 4 1 593x100 

s=314'1593 metros cuadrados. 

892.—APLICACIONES.—I. Calcular la superficie de un triángulo es-
férico conocidos sus tres lados. 



893.—REDUCIR UN ÁNGULO A L HORIZONTE.—Conociendo el ángulo 
P O Q (fig. 402) de dos rectas O P y O Q, que no están en nn plano 
horizontal, y el áugulo que cada una de ellas forma con la vertical O Z, 
se trata de encontrar el ángulo P ' O Q' formado por las respectivas pro-
yecciones de esas rectas sobre el plano horizontal. 

Las rectas O P, O Q y O Z forman 
un ángulo triedro cuyas tres caras 
P O Q, P O Z y Q O Z se conocen. El 
ángulo P' O Q' está formado por las 
rectas O P' y O Q' perpendiculares 
ambas á la recta O 7¡ en razón de que 
esta es perpendicular al plano horizon-
tal P ' O Q'. En consecuencia el ángu-
lo que se busca es la medida del án-
gulo diedro opuesto á la cara P O Q . 
Si suponemos una esfera cuyo centro 

es O y cuyo radio sea la unidad, esta esfera cortada por e} triedro en O 
determinará el triáugulo esférico A B C cuyos lados B C, A C y A B, 
son respectivamente la medida de los ángulos conocidos P O Q, P O Z 
y QOZ y el ángulo A, que tiene por medida P'O Q\ es el que so busca. 

El problema está reducido pues á determinar el valor de un ángulo 
de un triángulo esférico en el que.se conocen los tres lados, lo cual se 
obtiene aplicando la fórmula (25) 

(F ig . 402) 

tang. ¡§ A = j 
¡sen, (p—b) sen, (p—c) 

sen. p sen. (p—a) 

en la que p = | ( a + b + c ) 

894.—Conocidas las coordenadas geográficas de dos puntos, determi-
nar la distancia que los separa. 

Sea (fig. 403) P P ' el eje del mundo que pasa por sus polos, E E' el 
ecuador, G el origen de las longitudes, A y B los puntos cuyas coorde-
nadas se conocen, y son: 

B D=latitud de B = 1 
G D=longitud de B = L 
A C=latitud de A = F 
G C=longitud de A = L ' 

s 

En el triángulo esférico P B A se conocen 
P B=90°—1, P A=90°—1' y-el ángulo B P A 
cuya medida es el arco C D = L — L \ Así pues 
el problema se reduce á determinar el lado 
A B conociendo dos lados y el ángulo que for-
man. (881) Una vez obtenido el lado A B en 
grados y fracciones de grado se determinará 
su longitud l en metros ó en otra unidad li-
neal por medio de la fórmula 

1= 7T r 
180 

A B 

en la que r es la longitud del radio de la tierra. Como it r representáis 
magnitud de la semicircunferencia de un círculo máximo y sabemos 
que todo el meridiano tieue 40.000,000 de metros, 7tr=20000 kilóme-
tros, y sustituyendo eu la fórmula anterior se tiene: 

lkm= 1000 A B 

Sea como aplicación determinar la distancia de México á Téhuante-
pee, cuyas coordenadas son con poca diferencia 

( lat.=19°—26'—00" ( Iat.=16°—21'T—16' 

long.—99o— 6 ' - « ' 4 ^ - 1 9 - « ' 

Los datos del triángulo que tenemos que resolver son: 

b=90°— (19o—26'— 00 ' )=70°—34'— 0 ' 
a=90°—(16 o—20'—lú' )=73D—39'—44' 
Cr=3°—47'—1* diferencia de las longitudes. 

Las fórmulas para determinar A y B son: 

a = : 73°—39'—44" 
b = 7 0 o - 34'— O" 

a+b=144°—13 '—44" 
a — b = 3 o —.5 '—44" 

G = 3 o—47'— 1" 

¿ (a- f b ) = 7 2 ° - 6'—52" 
i ( a - b ) = I o —32'—52" 
" i C = Io—53'—30'5 
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log. cot. è C 1'481 088-3 
log. eos. è ( a — b ) . . . . 9'999 8415 

11-480 9298 
log. cos. g (a + b ) . . . • 9'487 3034 
log. taug. i ( A + B ) . . 1-993 r,264 

| f A + B ) . . 89°—25'—6"'92 

tang. ¿ (A—B)==cot. i O 
sen, ¿ (a—b) 
sen. ¿ (a + b) 

log. cot. | C 
log. sen. \ (a—b) . . . 

1 '481 0883 
8'431 5330 

9'9l2 6213 
log. sen. Ì (a + b) . . . . 9'978 4873 
log. tang.i (A—B) . . . 9 934 1340 

i (A—B) . . . 40o—40'—18" -35 

A—i ( A + B ) 4 - | ( A - B ) = : 1 3 0 ° — 5'—25* -27 
B = ¡ ( A + B ) - ^ ( A — B ) = 48c—44'—48' -57 

Para calcular el valor de c haremos nso de las fórmulas: 

sen. c= sen. C sen. a 
sen. A 

log. sen. C 8'819 4682 
log. sen. a 9'9S2 0993 

18-801 5675 
log. sen. A 9'883 6784 

log. sen. c 8'917 8891 
c=4°—44'—52' -73 

sen. c = sen. C sen. b 
sen. B 

log. sen. C 8'819 4682 
log. sen. b 9'974 5252 

18'793 9934 
log. sen. B 9'876 1043 

log. sen. c > 9 1 7 8891 
c=4°—44'—52* -73 

Una vez conocido el lado c en grados, podemos determinar su mag-
nitud en kilómetros por medio de la fórmula: 

1=^X0 

sustituyendo: 1 = - - ' — ~ =527'775 

225 

895.—Conociendo las coordenadas de tres puntos situados en la su-
perficie de la esfera, calcular la superficie del triángulo que tiene por 
vértice esos tres puntos. 

Conforme á lo explicado en el párrafo anterior se determinará en gra-
dos la magnitud de los arcos que separan un punto de otro, y una vez 
conocidos los tres lados del triángulo esférico, bastará calcular su su-
perficie en función de los lados para resolver el problema. (892 I ) 

Tabla de las principales fórmulas asadas en Trigonometría esférica. 

Longitud del arco a" en unidades lineales: 

1= i r a 
380 

Triángulo esférico: a < b + c 
a > b — c 
a + b + e<360 
a<180 
A + B + C > 2 rectos 
A + B + C < 6 rectos 

si a = b tendremos: A = B 
si a > b tendremos: A > B 

Triángulo suplementario: 

• a—180°—A A'=180°—a 
b —180°—B B'=180°—b 
c '=180°—O C'=180°—c 

Relación entre tres lados y un ángulo. 

cos. a=cos. b cos. c4-sen. b sen. c eos. A 

cos. b==cos. a cos. c + sen. a sen. c cos. B 

cos. c=cos . a cos. b + sen. a sen. b cos. C 
ï » 



Relación entre dos lados y los ángulos opuestos. 

8 e n . a sen.b sen. c . (2) 
sen. A sen.B sen. C 

Relación entre dos lados, el ángulo que forma y el ángulo opuesto á 
uno de ellos. 

eot.a seti.b—cot. A sen.C=cos.b cos.C 

cot.b sen.a—cot.B sen.C=cos.a cos.C 

cot.b sen.c—cot.B sen.A—cos.c cos. A 

cot.c sen.b—cot.C sen.A=cos.b cos. A 

cot.c sen.a—cot.C sen.B=cos.a cos.B 

eot.a sen.c—cot. A sen.B=cos.c cos.B 

Relación entre un lado y los tres ángulos 

•(3) 

eos. A=—cos .B cos.C+sen.B sen.C cos.a 

eos.B=-—eos. A eos.C 4-sen. A sen.C cos.b } (4) 

eos.C-=—eos. A eos. B+sen. A seu.B cos.c J 

Fórmulas de los triángulos rectángulos. 

Hipotenusa y dos lados: 

cos.a=eos.b cos.c ; 

Hipotenusa, un lado y el ángulo opuesto: 

sen. b=seu. a sen. B ( 

sen. c=sen. a sen. C 

Hipotenusa, un lado y el ángulo que forman: 

tang. b=tang. a eos. C1 ^ 

tang. c=tang. a eos. B J 

• (6) 
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Dos lados y el ángulo opuesto á uno de ellos. 

tang. b=sen. c tang. B~) 

tang. c=sen. b tang. C } 

Dos ángulos y el lado opuesto á uno de ellos: 

cos. B=cos . b sen. C ) 

eos. C=cos. c sen. B ) 

La hipotenusa y los dos ángulos: 

cos. a=cot . B cot. C . . . . 

La hipotenusa y los dos lados: 

tang. k C= + Vtang. i (a—b) lang. ¿ ( a + b ) 

taug. | b = + Vtang. ¿ (a—c) tang. \ ( a + c ) 

La hipotenusa, un lado y el ángulo opuesto: 

.(8) 

(9) 

(10) 

¿aug. (45° + i a ) = j t _ 
tang. i ( B + b ) 
ta»g.| (B—b) — 

taog-é (C-hc) 
r-ang.i (C—c) ' 

tang. (45°+ | B o l -
lan;;; ¿ (>l+l>) 
tang. i (a—b) 

Itang. j (a + c) 
tang. (45° + ¿ C ) = + ( a _ c ) 

La hipotenusa, un lado y el ángulo que forman: 

tang. ¿ C = + ' 
I 

tang. h B = + 

s<*n. (a—b) 
sen. (.i + b'* 

sen. (a—<0 
sen. (a + c) 

• (11) 

.(12) 

.(13) 

.(14) 



Dos lados y el ángulo opuesto á uno de ellos: 

tang. (45°+ ¿ c ) = + 
l 

tang. ^45° 4- i b)== + 

sen. (B + b) 
sen. ( B - b ) 

sen. (C + c) 
sen. (O— e) 

Dos ángulos y el lado opuesto á uno de ellos: 

tang. | c = 4 -

ír 

tang. (45° + ¿ C J ^ V W I l B + b ) eot. ¿ ( B - b ) i. | ( B - b ) ) 

. i co—c) y tang. ( 45 °+* B ) = + V c o t . i ( C + c ) coi. ¿ ( O - t 

La hipotenusa y los dos ángulos: 

tang. | a = + 
eos. (1H0°— B—0) 

cos. (B—C) •(reí? 

Tíiángfllos rectiláteros: 

cos. A=—cos . B cos. U 

sen. B=sen. A sen. b ) 

sen. G=sen. A sen. c ; 

tang. B=—tang. A cos. c ) 

tang. C=—tang. A cos. b ) 

tang. B - sen. C tang, b ) 

tang. C=- sen. B tang, c ) 

, . (17> 

.(18) 

, . . . ( 19> 

...cm 

eos. b=cos . B sen. c ) 

eos. c=cos. C sen. b ) 

eos. A = — c o t . b cot. c . . . 

Angulos auxiliares: 
P = M cos.or + N s e n . « . . . . 

N tang.<p=— 

P eos. <p= M eos. («—<p) • • 

ángulos en función de los lados: 
p = l (a + b + c) 

.(21) 

-(22) 

• (A) 

• (B) 

• (C) 

•sen.¿ A = 
s , 

-eos.i A = 
S 

4ang. | A = 
i 

cot. i A— 

sen. (p—b) sen, (p—c) 
sen. b sen. c 

seo. p sen, (p—a) 
sen. b sen. c 

sen. (p—'•) sen, (p— c) 
sen. p sen. (p—a) 

sen, p seii. (p— n) 
WD. (p—b) sen. (p—e)' 

.(23) 

.(24) 

. . (25) 

• (26) 

jhos lados en función de los ángulos: 
P ( A + B + C) 

sen .| a = 
l'03. P COS. (P—A) 

.¿•os. | a = >r 

, (27) 

sen. B sen. L> 

lco«.(P—B) cos.(P—0) sen. B sen. C 
.(28) 

! —cos. P cos. (P—A) 
tang.| J c o a . ( p _ B ) cos. (P- -U) 

•cot. ¿ a = 
(*os. (P—B) cos.(P—C) 
—cos. P cos. (P—A) 

* <29> 



Id del exceso esférico: £ = A + B + C - 1 8 0 ° = 2 P — 1 8 0 " 
| £=P—90° 

€ + 9 0 o 

]<en.¿ £ sen . (A—¿ e) , 
Ben.|a=>J { á } 

Í J ) ,„2> 
0 0 8 . 1 « = ^ 8en. B sen. U V ' 

\ stn-l E sen. (A—\ £) 
tang. é a = e) s . -n . (C -* *) ^ 

l i T i T T B - l £) sen. r v 
cot. | a = s j Sen. | « sen. ( A - ¿ £) V / 

Fórmalas de Delambre: 

gen. | (A + B ) _ c n s , | (a—b) , ^ j , ' 
eos. | C cus. i c 

sen, j (A—B)__ sen, j (a—h) 
eos. i C sen. | c 

c o s l J H A + B ) j ( - ' + b ) (37> 
sen. C eos. ¿ c 

eos, j ( A — B ) _ sen, j ( a + b ) j-ggj 
sen. £ C sen. | c 

Analogías de Neper: 

^ • H A + A - U O ^ F Í ] [ 3 9 ] 

tai.lM-.^^ilg w 

m 

t a n g - H a - b ^ é c ^ ^ l (42) 

Exceso esférico en fnneion de dos lados y el ángulo que forman: 

, . cot. i a cot. h b + cos. G ( 4 3 ) cot. i £ = - j ; v ' 

sen. O 

Id en función de tres lados y nn ángulo: 

sen. i e= 3611" C sen. ¿ a sen. | b -(44) 

eos. £ c 

Id en función de los tres lados: 

tg. i e W t i T p l g . T Ü ^ O tg-l ( p - b ) t g - I T p ^ ) . (45) En el triángulo equilátero: 
tg. ^ = „ J , g . | « g . 3 i a 

Exceso esférico en función do los tres lados: 

Vsen- P sen, (p—") b.d. (p¿-t»)-Scn. (p—c) ^ 
sen. i e= Cüg> 1 a pfa ^ ^ cus> £ c 

Resolución de los triángulos oblicuángulos. 

I. Conociendo a, b y c 
p = ¿ (a + b-fe) 

tang. ¿ A = 

tang. B = 

tang. | C = 

•?en. (p—b) sen, (p—c) 
sen. p sen. (p—a) 

sen. (p—-><). seiv. (p—cj 
een. p sen. (p—b) 

sen. ' íp—a) sen. (p—b) 
sen. p sen. (p—c) 

Es necesario tener; a + b + c<360* ; a < b + c; a > b - c . 



II. Conociendo A, B y C 
i £ = £ (A + B + C)—90° 

tang. | a— 
S 

tang. ! b— 

tang. i c = 

sen. § £ sen. ( A — ¿ £) 
seo. (B—| e) sen. (C—| e) 

sen. | « sen. (B—£ f ) 
sen. (A—¿ £) sen. (C—¿ £) 

sen, g e sen. (C—¿ £) 
sen. (A—¿ £) sen. (B—¿ f ) 

Es necesario tener: £ <360° A, B y C > | f 

III. Conociendo a, b y C 

^ . H A + B ^ o t í C ^ ^ Í 

t i n g . 4 ( A - B ) - c o , ¿ 

Si a > b A = ^ ( A f B ) + | ( A — B ) 
B = | ( A + B ) - ¿ ( A - B ) 
sen. C sen. a sen. C sen. b sen. c = -

seu. A sen. B 

, . . , „ - „ tang. i (a + b) cos. \ ( A + B ) o bien tang. \ c = ¡ - T T — ^ eos. í (A—B) 

Es necesario que a, b y C<180° 

IV. Conociendo A, B y c 

^ « ^ » f e ^ 
^ . H - b W i e ^ ^ í 

Si A > B a = i (a + b ) + 4 (a—b) 
b = ¿ (a + b)—i (a—b) 

r, sen. c sen. A sen. c sen. B sen. C = — =— r sen. a sen. o 

C0fc i c = t a p g-2 ( A + B ) C03-¿ 
2 eos. ¿ ( a — b ) 

Es necesario qoe A, B y c<180 o 

V. Conociendo a, b y B 

D sen. b sen. A sen. B = sen. a 

, . r _ t a n f f . ¿ (A + B) cos.¿ (a + b) tang.\ (A—B)scn.¿ (a + b) 
C ° • ¿ eos. i ( a - b ) sen. i ( a - b ) 

tang.i (a + b) co*.| (A + B)_ tang . ¿ (a—b) *en.¿ (A + B) 
°= L i i A-BJ lw.i(A-^B) 

Para saber si el problema es posible ó si tiene una ó dos resoluciones, 
debe tenerse sen.B igual ó menor que l , .cot .¿ C y fcang.£ c han de ser 
positivas; cubndo b > a ha de ser B > A y cuando b<a ha de ser B < A. 

VI. Conociendo A, B y a 
, son. B aen. a sen. b = — 

sen. A 

. fotnp 4 (a + b) í-os.i (A + B)—tang. | (a b) sen.¿ (A + B) 
tang.j c = ; 0 3 . é ( A - B j Z-n. i (A-B) 

, n tang.i ( A + B ) c o s . 5 (a l-h)__tang.j (A—B) sen.j (a + b) 
° ° L 2 C sen.* ( a - b ) 

Para saber si el problema es posible 6 si tiene una ó dos soluciones, 
debe tenerse sen.i igual ó menor que 1; tang.i c y cot.£ O positivas; 
cuando B > A ha de ser b>a, y cuando B < A ha de ser b<a. 

Superficie de un triángulo esférico: 

£ = A + B + C—180° 

— t x - i w ( 4 7 ) 

F i n s r _ 

% 
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