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OPINIONES publicadas sobre las Matemdticas del
Ingeniero Manuel Maria Contreras.

Los que suseribimos certificamos:

1° Que el profesor D. Manuel Maria Contreras eseribié su tratado de
nateméticas por encargo del director de la Escuela Nacional Prepara-
toria, con el objeto de satisfacer debidamente el pro
plau de estudios.

e & las leyes, ¥ madie podri 2° Que el original de sn aritmétiea fué examinado porles 00U, pro-
: an 2 : Yy I ¥ §
resmprimirlani fraducirla’sin su permiso

grama. del actual

Hstalobraes propiedad del antor conforn

. ) fesores Gabino Barreda, Francisco Diaz Covarrubias, Rafael A. dela
Pefia ¢ Tenacio Octiz de Zérate; que el de sn dlgebra, 1o fué por los pro-
fesores Maunuel Fernandez Leal y Luis del Castillo, y que los desn geo-
metria y trigonometria lo faeron por los profesores Manuel Ramirez y
Francisco Echeazaray, quiénes pnanimemente 108 consideraron buenos
y adecuados A la ensefianza.

3° Que la junta general decatedriticos de dicha Eseuels, ha ratifica-
do esa califieacion y los ha aceptado eomo obras de texto.

4° Que las modificaciones que la experiencia ha indicado y hemos

propuesto ‘al autor, lag ha adoptado, v que sezniril haciendo alganas
otras en las posteriores ediciones, eon el fin de ir sucesivamenie faeili-
tando y mejorando la ensefianza de los alnmmos, y

5° (ne con el ugo de los mencionades tratados de aritmética; dlgebra,
geometria y trigonometria, hemog obtenido durante varios afnos, muy
buienos resnltados en la instruccion de nnestros discipulos, tanto en las
clases del gobierno como en las particulares,

México, Oetubre 16 de 1878.—A, Fernandez.—M. Ramires.—M.
Calderon;—A. Barroso.—F. Beheagoray—J. Vallaring,—Rafael Bag-
ba.—M. Viliamil. —Bafael Angel de la Peig.—~Emiiio G. Baz.—ILauls
del Castillp y Packeco— fgnacio Urliz de Zarate.

Del anterior doconmento resulfa, pues, que las obras de mateméticas
del Sr. Contreras, no solo fneron esxaminadas y declaradas buenss por




personas competentes. sinoque con ¢l nso de ellas durante algur
se han obtenido buenos resultados en la ensefianza.

Suplicamos & nuestros eolegas, s¢ sityan roproducir el anterior certi-
ficado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, coopera
eon empefio-a-lainstroecion de Ia juventad.

(Diario Oficigl, Octubre 26 de 1S78).

Seifores redactores de La Zibariad.

Agradecerémos, mucho i vdes. so sirvan' publicar en sn acreditado
diario-el certificado siguiente:

Los que suseribien,. anfignos profesores.de 1'1 Escuela I\.uuh..ﬂ de
Agricultura y Vieterinaria, certifican: que durante los afios de 1875 ¥
1376, han'dado la clase dé primer curso 16 mateniticas o.ﬁlnc"vlo co-
mo oims de texto la -]cl Sr., Ingeéniero ‘Manuel Maria Contreras, con
notorio aprovechamiento de 16s alumnos, como consta por las califica-
ciones que obren en los libros respectivosde exfimeny Como constan=
cig extendemosiel presente en Méxicod 21 de Octabre de 1878, — Wo-
nuel Cordera=—José C. Sequra.— Vidonte! U. Alcariz. ¢

Sefiores redactores de Za Liberiad.

Suplicamos encarecidamente & vies. se sirvan insertar’en su ilustra-
do diarip el certificado adjanto:

Como-directores decstablecimientos de ipst.ru(u*ix‘m primaria y prépa-
ratoria en esta capital, certificamos: que en nuestros respectivos cole-
gios y durante varios-aiios se han adoptade como obrasde texto paraia
enseanza de matematicas los tratados de aritmética. alzebra, geome-
tria y brigonometria eseritos por el inzéniers Manuel Maria Confreras,
¥ que eon ellos se han obtenide IJULIIO:« résultados en! la instraccionl y
:mm\(-P‘nmi(_mtn de log diseipnlos.

México, Octubre 18 de IB1S. —Adrian 1"'7:1/7"11":-?'. Jin"f' or del Tieéo
F r:u:w:—\h'?.’ix':t!‘-.r'l.—/.'fr' irdo Fode, socio divector del Rode’s Erglish
Boarding School.— fmilio Kafthain.—A. Broche. —]‘.:. ) (7. Paz,
direetor del nstifuto (Anglo“Franeo-Mexicano.— 3. [ Sorianor—.José
Satauraino Yarze, direetor del eslegio Hispano—Mexicano.

(La Libertad, Octubre 22y 81 de 1878),

TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

INTRODUCCION.

%98.— Al ocuparnos en geometria de los trifingnlos, hemos visto que,
123.—Al cenp:

por-regla general, daando sé'eonocen tres delos elementos de un trif LN
#alo, mueden determinarse grifiesmen te los demis, y con ese motivo
- o angoE 1o cuestion admite nna 6 varias resoluciones

explicanios'en qué
v endndaesindeterminada: Bl objeto definitive dela trigonometria
rectilied, o8 resalveranalitica y numéricamentelos mismos problemas
v ademas determinar la au}th;vl»e de pn tridngalo cuando ge tienen los
datos suficientes.

¥l protedimiento usado en trigonometria, tiene una gran ~.11>e110r1-
explicamos en geometrin, por el empled del aniilisis

dad sobre‘el que
Y porque p\ul‘|0)\|1u

para éllestadio y “fandamentode las cuestiones, ‘
€ dritmélicamento, e pusde wleanzar un grado.da aproximacion
mucho mayse que al hueerlo "mtu amente.

Para resolver de un modo general el problema de que se ocupa Ia
trigonometriz, en el que comunmente hay tres incbgnitas, se IlLC("blm
conoeer las relaciones que exigten entre los lados, los 4ngules y la su-
parfitiaJean Ldansnio pnrs establecer/tres eonaciones con cantidades
: fe citréi Jis inefiemitas, y ademas se presten & uns

' nainralmente, 1s necesidad de
:xiston entre los elementos
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de un tridngulo eualquiera, y busear el mejor modo de hacer entraren
los eileulos los angulos,

En geometrfa hemos vista que & los dngulog ze sastituyen los arcos
del efrcalo que les son proporciouales; y en trigonometifa, con la mira
de facilitar las especulaciones, los arcos estin representados por varias
lineasrectas que con ellos tienen reliciones constantes, y las cuales ge
Haman lineas trigonométricas, De este modo, 4 1 comparacion de los
dngalos, &p sustituyelas “de lineas. rectas. Para comprender que este
método es posible, Lusta reflexionaren que la magnitud de una coer-
da; fijacompletamente el valor de un arco en un circulo dado. Ademas
de la‘enerda, hay otras lineas Erigonométricas lamadas seno, tangente,
etc., que pronto daremos & conocer: pero todas ellas, 1o mismo que la
cuerds, fienen tina relacion fija con el arco, de modo que éste 6 ¢l dn-
gulo puedén determingrse por una linea frigonométrica y reciproca-
mente. \ El método que hemos explicado para determinar Ia relacion
del' didmetro & Ia circtunforencia, inscribiendo & ésta gucesivamente po-

. ligonos regulares de 4, 8, 16, etc. lados, "y determinando el valor nfi-
mérico de ¢éstes, da una idea de la posibilidad de constrair wna tabla
en la qie setengh la correspondencia entre los fingulos ¥ las magnito-
des.de Ias cuerdas; 'y cuya tabla podria'servir para pasar de lot angulos
& =18 cnerdas y reciprocamente, | Si por otra parte se conoecen las rela-
ciones que ligan ' los lados y les fingulos de un tridngalo, fieilments o
concibe quenpueden Hegarse & determingr en €l, los lados por las cner-
das/de sus dvgulos y reciprocamenteo,” Lo que decimos de la cuerda, es
aplicable {i las demas lineas trigonométricas que vienen 4 ser wmagnitis-
des/apziliareés, para resolver el problema general de deferminar unos
por-atrps 10s elementosde tin tridngnlo. Uomo acabamos de indicarlo,
con el intermedio de las lineas trigonométricas, el problema se divide
en dos partes disfintas; una, que’ es li construccion de las tablas que
expresan la correspondencia enfre los valores de los arcos y sus lineas
trigonométricas, puede hacerse préviamente una vez para siempre & fin
de obtener dl fingnlo par laulines trigonométrica; v la otra, que leva
por/mira determinar los elementos de un teidngnlo-dade por medio de
Ias relaciones que los ligan con las lneas trigonométrieas de sus dngu-
los, hay necesidad deejecutarla aritméticamente en cada caso préctico,
pero-con suma facilidad despues de construida la tabla de las lineas trie
gouemeotricas, Este procedindento.es anilogo al de 16 logaritmos, en
el que nua vez pira fodas, se ha calctlado una tabla represenfando los
nameros en ella contenidos, por las diversas potencias de un nnmero
constante, .y -despues un problema numérico se resmelve ejecutando
operaciones correlatives, pero mincho més sencillas con los logarifnos
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préviamente calculados, y los cnales solo han servido deintermedio en-
tre los datos'y el resultado final del problema. ' El nso de lss l:‘\blz‘ns (ie
Iag lineas trigonométricas tiene, udem:\s:, .I:-\ vent:xjn.de c(\.ndnfnr d.e:‘v...c
lnego & un valor nuniérico: objeto definitivo de las investiguciones tri-

gonométricas. ‘ : '
Como en algunos cases, una linea Lrigon_mnét.ncu es poco & val""”ﬂf
to para representar un dngnlo con la suﬁclgme cxactitnd, hay I]L"(.'_‘r-l-
dad de servirze de varias lineas trigonométricas; y como muchas veces
hay ventaja en reemplazar las relaciones de nnas li'ncus por l}us (ue
existen entre otras, conviene en el estudio de la trigonometria, au-
mentar las lineas trigonométricas y dar un gran degsrrullu ‘./l lag inves-
tigaciones d¢ las relaciones que existen entre las diversas lineas f,rx;_.',.q-
nométricas y sus mas simples funciones, tanto por ser esto de notoria
uftilidad para poder resolver ficilmente las cuestiones en que entran
magnitudes angulares y deteriminar los elell}elxlo_s desconoeidos de un
tri;’tﬂnguh,», como porque sirve de base & multitud r?c‘espcculac:unos ted-
ricas y practicas en las otras partes de las mutem:mca.s. -

Resulta, pues, que la trigonometria tiene que estndu‘nr las x'e}ixc;;plxes

geométricas que existen entre los lados y los angales de un trmu’guio,
conocer las diferentes Jineas rectas que pueden reen‘xplnzar &los :l‘llg';l-
log y geryir para fijar su magmitud, ostqbl-:.ccr el Bimero necesm-;i» ‘4.0
lineas trigonométricas, conoeer las relaciones que existen eut-re,uu.h' y
otras, y construir tablas que ficilmente den los vExlorea de los ‘ungu.«‘)s
conociendo los de suB lineas trigonométricas y vieeversa; feniendo la
trigonometria por objeto definitivo I resuluci_ou f]a los prub]lcmue g:x
que entran magnitudes angulares y-ladeterminacion de los elementos
de un triingulo,

La resolucion de un trifnganlo y el conocimiento 1!0._ lag formulas
trigonométricas, es de la mayor importancia en matemiticas, tanto por
su inmediata aplicacion 4 los tridngulos, euanto porque pudiendo des-
componerse un poligono cualquiera en triingalos, resurlt.u qiie h"s; cues-
tiones de poligonometria se redacen & problemas de trigonometria. :

Creemos que lo expuesto es bastante para hacer comprender Ia sie

guiente definicion:

[ s : Sy gy 3 PR Bt )
4. —La trigonometrin_tiene por objeto resolver Iu.\‘ problemas 78la
tivos ddas magnitudes angulares, y determinar 108 elementos desoonn-
ctdos de wn tridangulo.
En un tridngulo consideramos sus lados, see finguloa y su sopers
feig,




Resolver un tridngolo esicalenlar los valores nunitricos: de sns eles
mentos deseonocidos, cudndo para ezto tenemos los Tates suficientes,

El problema de que casisiempre se ocupa la trigonometria, es: co=
nocidos tres de los elementos de un trifognlo, determinar los demés.

125.—Teniendo que fizurar en nuestros chleulos los angulos cuyos
valores.son proporeionales & los arcos, y debiendo reemplazarse para fa-
eilitay 1as inyestigagiones; Jog arcos porotras magnitudes suxilinres,
llamedas lineas trigonamétricas, que tienen relaciones fijas con los ar-
cos y losfingnlog, fintesde ofuparnos especialmente de las lineas tri-
gonometricas” daremos, en gencral, una idea de las funciones circu-
lares,

Se Uame funcion, toda expresion analilica gue contiene dos cantidea-

des variables, en la que el valty de unede ellas depende del gite se asig-
wg & e oire.) Por ejemplo: la saperficie del eirculo es una fancion del
radiog porque.como hemos visto, estando representada la superficie del
circulo per la expresion analitica

s=x

& cada valor que-tenga 6 le demos al radio 7, ‘corresponderé ofro de-
terminado para la superfieie s y reciprocamente. -Son pues.+ y s eanti-
dades.yarigbles, pero-cnyos valores eambian eorrelatiyamente segun
una ley eifrada encla formula s=7z 1"

(26— LINEAS NEGATIVAS Y POSITIVAS.—Hemos dejado indicado
(268) que los signos +. ¥ — tienen la notable propiedad daindicar ana-
liticamente la oposicion de sentido de que son susceptibles ciertas can-

e tidades. | 81 sobre una linea recta 6 ¢urva F C (Fig. 345) con-
sideramog como positivas las medidas tomadas arniba de A en
la direccion indicada por la flecha, las medidas en sentido con-
trario se considerarfin como negativas, ™ Las magnitudes AB) 'y
BC de 3 y de 7 milimefros, rdn precedidas del'zigno +, vy las
AD, DEy BEF respectivamente igualest ) '2'y 4 milimetros,
cstaran marcadas con el signo —. = Si snponemos it mGvil que
partiendo del prouto A subid 6 mm:., en seguida bajo 10, Tuezo

subid 8, y por ultimo bajé ¥ mm., su distancia al pnnto dc partida es-
tarq expresada por la ecnacion:

lo que quiere decir que ¢ medaba 2 mm. abajo de A por csize

9

el resulfado precedido del signo —. Ignalmente, siconvenimos eh con-

giderar como positivas las distancias medidas & la derecha de un plano

6 de una recta, serin negativas las medidas en direceion opuesta. Es

de notar que el gentido en que se estimen los signos de las eantidades

es enteramente arbitrario, pudiendo haberse considerado en el caso de

nusstra fgura como positivas las distancias tomadas abajo de A, en di-

reccion contraria de la indicada por la flecha; pero entinces serian ne-
gativas las medidas hechas hicia arriba.

En el eireulo de la figura 348, si tomamos el

D punto A como origen de las medidas hechas

sobra la circunferencia y consideramos como

positivos los arcos medidos én el sentido en

que s¢ mueven las manos de un reloj de A ha-

cia B, D, F, G indicado por la flecha, serd ne-

cesario reputar como negativos y preceder del

signo — 4 los arcos, como AG, AGF tomados

@iz 35 en direccion opuegta. En la misma figura, sl

convenimos en considerar como posifiva la tan-

gonta AT tomadaarriba de A, estimaremos como negafiva la tangente

A I? que ge mide para abajo de A.

Lineas trigonométricas:

¢
v2%. Se Raman lineas trigonomdélricas & las rectas que tienon wn
dependenein constante con el areo, de tal manérd, que coneoionds wng
cualguiera de ellas, se puede deferminar el arco d que corresponds y
révtprocaments.

Por ejemplo: dado el arco A B, (fig. 347) la rects

B D bajada desde uno de sus extremes B perpendi-

calar al radic C A que pasa por el otro exfremo A,

és una linea trigonométrica quese lama senw del ar-

co A B 6 del angalo B € A. Como alarco A B ng

puede corresponder mas que un solo scno B D, en el

circulp cuyo radio es A O, resolta que hay una rela-

cion Bjd entre la magnitud del arco § la de su seno. Si conocido el se-
16 B D, qunisiérameos grificamente determinar la magnitud de su arco,
¢n ol punto C levantariamos nna perpendicular B C igual al seno da-
do B D, y tivaudo por su extremo E unapazalela & A C su intersecgion.

2




«con 1a cirennferencia deferminaria el otro extremo del arco A B qne
tiene por seno a B D.
S 728.—DIVEHSAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.—
/1 Considerando ¢l arco A B (fig, 348) acabamos de
: ver que la recta B D es su seno. Tangente es la
perpendiculor AT levantada por wno de los exire-
wak debarco, al radio que derminden este punio
A haste que encuentra «l vedio C B prolongado
; que pasa por el otre extremo. Si per el punte B se
= =g tira la tangente B'S, la parte 8 O comprendida
{Flg:45) entre el extremo S de la tangente y el centro del
cirenlo se llama secante.™ La recta A D, comprendida entre el extre-
mo A del.arco'y el pié D del zeno, sellama seno verse del arco A B.
B resamen, las lineas trigonomélricas direstas del arco A B con las
abrevisturas con que comunmente se les indica, son las signientes:

B D=sen. A B

A P=tang, A B

8 C=sec. A B

A D=gen,.yer. A B

\E

Bl complemento del arco A B ez B E y conforme 4 las definiciones
anteriores B D'=D Oserd el seno delarco B E, E'T? serét su tangente,
$.C su secante,y B D’ su seno veérso; pero al seno del complemento
de un'arco se le llama cosgro, & 1a tangente del complemento cofangen-
fe, 4 la secante del complementoiessecante, y al seno verso del comple-
mento coseno wverso; porloenal Zas lineas trigonoméiricas indirectas
del arco A B con lag abreviaturas nsadas, serin las siguientes;

D C=cos. AB

E TP=cot. A'B

S’ C =cosec. A B

E I¥=ces. ver. A B.

120, —FO6RMULAS FUNDAMENTALES. —Vamos & determinar las rela-
ciones que existen entre las diversas lineas trigonométricas de un mis-
mo &ngulo y el radio del ¢irculo, que generalmente se toma igual i la
wmmidad con el fin do simplificar 1as f6rmulas.

Considerando €l triingulo rectingulo B D O, (fig. 348) y en virtud

* Varios autores toman como secamte la recta © T que es igual & 8 C por ser
iguales los tridngulos rectingulos SBC y T A C; no haciéndolo nosotros para

evitar los inconvenientes que tal sistems presenta para fijar el signo d¢ 1a secante.

11

de que el cuadrado de la hipotenusa es igual & la suma de Tos cuadsa-
dos de los catetos, se ticne:
B 0'=8B D*3D C?

sustituyendo los valores de esas rechas, represen-
tando por i€l radio del' circulo, y llamando « el
arco A B, resulia;

r’=sen‘a+cos™a
. Considerando el tridngulo rectingulo S B €, so
tiene:
S C=BC'+B S
sustituyendo los valoresde estas rectas y atendiendo & que por la izunl-
dad de los triingulos SB C y T A U (384) B S=A T=tang.a, resnita:
sec’s=r'+tang’a
Considerando el t¥idngilo reciingulo' S’ B0, so tiene:
S C=01B+BS*
Atendiendo & gue porla ignaldad de lostriangulos 8’ B Oy T E €
(384) BS'=E T’=cot a, y sustitnyendo los valores de las otras rectas

resulta:

cosec’a=r-+eota.
.

Siendo B D paralela & T A, el trifngulo B D € serd semejante &
T A C(514) y 4 su igual S B C, CUomparando los Jados homdlogos de
16s dos primeros trifingulos, se tiene:

AL o ALC U BTy T) O

sustifuyendo tang.a : 2 I 86n.a & COS.3

Inego tangia=
CcO8.8
Comparando los lados homologos dalos triiingulos 8 BU y B D O,
se tiene:
SC:BC=2BODC
sustitnyendo SEC.O N T 2r ifeos.a

de donde




que son seméjantes por ser rectfngulos y tener el fingule '=BC D
lementos ambos del mismo & gnh) B C 8, se tiene:

g2 B0=BC:BD

sustitnyendo cosse.a =T i3 I 1 8en.a
15 -3 r
coses.a=———
sen.a
Comparardélos lados homblogos de los tridngu-
log semejantes BD Cy T'E G, ze tiene:
TEHEC::DC:BD
gustituyendo | cobia :r i cos.a :8en.a
T, CO8. 4
laego cot.a=
> Seu. #
Por iltimo mm] arando los lados-homdlogos de los triingulos seme-
jantes T B C 'y TAC, e tiene:
TR BG40 AT
cot.a 2x ez 4 2 tang.a

cot.a=
tang.a

8 - » - ,
(omob. se habng ohservado, para gacar laz cineo fAlfimas formulas, ge

ha q.r)mpa:t:.’. el tridngulo do gne forma parte la linea trigonométrica
euyo valor se busea, con el fridngnlo B ) € en que entran ¢l géno y co-
¢eno, excepto en el Gliimo caso que el tridngulo de que forma parte Ia
cotanzente se comparo cor aquel’en que entra la tangente.  Ademas,
la primera razon Is liemos formado siempre con la linea trigonométyi-
ca. cuyo valor buscamios ¥ el radio. la segundarazon; naturalmente
gnedard determinada por los lados homblogos.

Para determinar el seno verso, basta observar, que

AD=AC—-DC

gustitnyend: gen, Ver,a=r—~cos.a

Para determinar el coseno verso, observaremos, que

ED'=EC-O0Y

itovendo. resnltal

Para mejor fijar en Ja memoria de los alumnos 1as ar m-r'qnp:'wrmu-
las, que son de muy frecuente nso, Ias pondremos & eontin :

r*—sen’a+-cosa
secla=1"1tang’a
cosecta=r" -cot’a

s r.sen.a
tang.a=——
Cos. 4

C

BeC.aA=—
COS5. 8

v
coged. 4 —m—m—m+——
SCN.8

: I'. COR.Q
cor.a=

cot.u:__r
tang.a

2

de esta se deduce: tang.a=

cot.8
geN. VeI a=r—Co0s.a
-
cos, Yer.a=r—3sen. &
Hemos dicho que generalmente y con'el fin de simplificar Tas f6rmu-
las, se hace el radio del eirculo al cnal ¢ se refieren Jas lineas trigonomé-

tricas Tgual & la unidad. Si en las formulas anteriores nmrmmumos ia
condicion de

se trasformarin en las signientes, que son las que miis & menudo se usan:
1=8en’a+COS A vis savwmees ensn(l)
secta—=1 4 tdngiai. gad. W de - L AR

coReeta—=T1 0Ot R iV v vnesvassastld)

Sen.i
tang.a =~ % R L
Cos.1

MOKTERREY



COSCG. A= ———

got,a=

1

CON == =g bk
tang.a

tang. & :_]»__, A

cot. a
BOIL, Vel A==1——COS. A . sw e s ss s o= (10)
cos.ver.a—1-—sen.a. ey & 0 1)

720.—NOCIONES SOBRE LA HOMOGENEIDAD.—En élgebra (241) ex-
plicamos 1o que se entjende por grado, de un térming, y por expre g10-
nes homogéneas: aliora haremosmotar, que al txmar algebréicamente
nna euestion de geometria, 'cada liferal, por regla general, representa
wna linedsde modo gue # no puede’ infroducirse en los cilculos, si no
¢z refiziendo la magnitud de la linea que representa & la de otra gue
implicitamente se ha tomado. por unidad, como el metro, la pulgada,
et¢.. O 4'la de ofra linea & conocida. En el primer €aso; a representa

: a
un niimero eouctéto de mefros, pulgadas, etc.; y en el segundo, —
4]

seré nn namero ahstracto, al eual se podrf sustitnir Ia relacion de ofras
magnitudes ¢, y d & condicion de que se tenga Ia ecnacion 3)_.%
G
No entrando en los ciiloulos §ino expresiones homogéneas, como to-
das lds operaciones y combinaciones quepor Jas reglas del cilenlo se
ejecuten con ellas, ¢omo I redunceion & un comun dcwmuumlor. adicion,
sastraceion, multiplicacion, division, elévacion 4'la misma potencia y
extraccipn de raiz del mismo grado, ¢onducen & un resultado homogé-
nea: resnlta que enando: no se ha tomado como unidnd una de las li-
neas que entran en la cuestiop; fucada una de ellus &e represénta por
ana literal, todas las expresiones del ¢ ﬂuuu gea en su origen al esta-
blecer las ecuaciones mnuamexxxw‘em gez en las intermedias § en las de-
finitivas; tondrin gue ser

Pura plantear un 1~1‘<?-‘-,\; - las relaciones geométri-
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cas que forman parte del enunciado, no podemos hacerlo sino de doa
maneras: estableciendo prdporciones, 6 ecuanciones, Hn el primer caso,
siendo homogéneos los términos de las respectivas razones, lo serdn los
miembros de lus ecuaciones que de ellas resulten, sea dividiendo cada
antecedente por su consecuente, 6 formando & igualando los productos
de extremos y medios. Si se forma una ecuacion, habrii que expresar
la igualdad de extensiones lineales por medio de términos de unu di-
mension, 6 la equivalencia de valores superficiales de dos dimensiones
como x%, ab, 6 de voliumen indicados por términos de tres dimensio-
nes como r’; abe.

Exstando las ecuaciones fundamentales de un problema formadas de
términos homogéneos, como todas las operaciones que con ellos se ha-

gun, tienen que ser iguales para que no se altere la ecnacion, se infiere
que cuando se ha repreaenmdn por una letra cada una de Ias lineas que
entrau en un problems, las expresiones todas del cdleulo serén homo-
géneas.

Al gontrario, cuando por simplificar los célculos y las férmulas fina-
les, alguna de las lineas que forman parte de la cuestion, s¢ ha tomado
porunidad, el resultado podri dejar de ser lmmo"ém.) en razon de
que siendo las diversas potericias de 1 iguales a1, el grado de cada uno

de los términos en que entra esta linea puede resultar disminnido una
0 variag anidades.

Por ejemplo: en las formnlas todas que hemos sacado representando
el radio por r, y las démds lincas de la figura por gus respectivas ano-
taciones, sea fundindonos en que el cuadrado de Ja hipotennsa es ignal
4 la suma de los cuadrados de los catetos; que és unaexpresion de equi-
valencia de superficies, 6 en la comparacion de friangulos semejantes,
liemos obtenido resultados homogéneos, tales como

r'=sen’a+cos’a

GNNERSEDAD DE WUTYD LEON
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pero cuando hemos tomado el radio del cireulo igual 4 la unidad; estas
mismasg formulas se han trasformado en
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%31.—PROBLENAS. —L.— Doterminar fodas las lineas irigonomélricas
e funcion del seno.
De la formula (1) n° 728 resulia cos.8=4/1_sen'a

I=—sen*a+eos’n

sec’a—1+ tangta
~ &
ol _ sen.a = {4 ' tang.a= e ok o T
tang.a =——— 208, ¢ / :
A CUS. A "o ]1—senn

cot.a= __ A l—san®a
tang.a . el sen.a

cuyas expresiones no son ya homogéneas.

Sin embargo, como en este filtimo caso se sabe cuél eg la linea del
problema que se ha tomado igual & -1a unidad, basta multiplicar los
términos por ona potencia adecuada deesa linea, queen nuestro ¢jem-
plo ha sido 1, para tener desde luegolas férmulas que se habrian obte-
nido sin hacer esg simplificacion, ; (19) 3 sen. vera=l—q/1 —sens
Asi, pues, en lo de adelante para facilitar los cileulos snpondremos
el radio ignal &1, y cuando sea meeesario restituiremos el valor de T 5 (11) = CoRs. ver.a=1—sen.a
suprimido, multiplicando por una potencia adecuada de r los términos
que lo necesiten, para hacer todoslos de nuesfras f6rmulas de igual TL.—Deferminar todas las lineas lrigoromdlricas er fuwncion del v~
grado. §O19.
Repetiremos que el grado deun término de la forma entera se esti- De 1a formela (1) n° 729 resultas semb=4/ 1__cosa
ma por el namero de wug Tactores literales; que el deuna fraccion se P
determina restando las dimensiones del denominador delas del nume-
rador; y que en un radical hay que dividir por el indice del radieal el 4) tang.a=
grado de la expresion que estit dentro del signo. Sin embargo, debe-
mos adsertir que algunas'veces al estimar las dimensiones de un tér-
mino, no se llevan en cuenta algunos factores aun cuando sean lifera-
les. Esto'se hace cuando alguna bieraljestd representando un cocfiren-
16 nuanérico, Por ejemplo; 8i X—=n.a representa un arco miltiplo de a,
como n estd en lugar del coeficiente 1, 2, 3....1a expresion x—=n.4a se-
ri homogériea, ;i_a_n‘xfpu} aparentemente el 2° miembro tenga dos dimen-
siones. Hsta observacion ez ignalmente aplicable al caso ¢n que una
linea trigononiditica yvenga & hacer ol oficio. de coéficiente, Por ejem- ‘ e 1
plo: sen.30°=4, y &i en una expresion representamos 30° por m, sen.nm _ ’ send  4/]—cosa
mo debera considerarse como factor, porque estd en lugar del conficien- R
te 41 pero por regla general, las lineas trigonométricas representan 1i- sen.ver.a=1—co8,a
neas, y lag expresiones en que entran deben ser homogéneas por indi-
car resultados de operaciones idénticas hechas con términos del mismo cosver.a=1—4/T—cos'a
gZrado. 3

gen.a 4/ 1—cosn
eyt = i
cos R o088
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. = . SR Py D fsenbton de la Je la s te: como seca=1-+tang®a
01— Detorminar todas Ias lineas trigonomeéiricad en fancvon de la De Ia secante 7 TS
tangenie.

Hemos visto que

-7
ge tiene: tang.a— vV secta—1

1
De la cosecante: tang.a—= — tagt

cobd  4/gogec’a—1
tang.a

Del seno verso: como, sen,ver.a—1—gos.:

secta—1-Ftansa -
eca t 3 ge tiene: cos.a—1—sen.yer.a
SEC.A=R/ P tduga sustifuyendo en (b) tang. A= = -

cosec’a=1+cot’a...

'

/1 1 - - .

/1 —(l—sen.ver.a

: SRR resnlta mng‘n:_\_‘_( L1,
cosec.a= 1]y

I—sén. ver.a

1 0 Del coseno verso: como, cos, ver.a=1—sen.a
COSBC. BTl [ e S~ .
sen.a ge tiene: sen.a=1—cos.ver.a

SeTia= ¥l tanga gnstitnyendo en (2)
R = SR~ —

€08eC.a /AT & tunga v 1—=sen's

: 1—cos.ver.a
resulta: tapai—x =t

V/1—(1—Ccos.ver.a)

SpRg— NVi—Determinar el walor del seng en funcion ds eada una delas ofras
seela v

- : S ¢ lineas irigonomeéliicas.
Al regolver los cuatro problemas anferiores, hemos hallado ya el va-
lor del seno en funcion del cozeno y dedn tangente, ouyos valores son:

tang.
cos.yer,a—1—sema=1——— ==

o e “‘i’faxl'v Se2=4/ l—cos'a

[ - / 1 sen.a
¥ 7 in p 77 1 f y Funcin i reedo unoe i ()
LY. Daferimnar v vator l[L f'l .’("i.{/"% reen _I‘ URCIOR de coaa ul

e otvas lineds riguutmelricas.

funcion del seno: Para fenerlo en fancion de.la cotangente, sabemos

que: (formulasg
6y3)

tang.a=

1 . §
sen,a=—— — y-cosec’a—14got'a
Cosean
A bah o gt B0
Yol .cosee - £ e
Diélcoseno avg SO

1

luego BOIA = =
4/ 1+cot’a

1
De la cotangente: m“é’-“:‘a‘a‘ Para determinsrlo on fancion dela sacande




§ 1
cos.3  4/]—sen’a

geC.a—

elevando al cuadrado 'y quitando los denominadores:
setfa—secta.sen'a=1

despejando 4 sen®a y extrayendo raiz, resulta:

Sy TR
R e
8CC. 8

Para la cosecante tenemos:

1L
cosec.a=-——
560.8

L3
fnego geng=- ———
. cosec. &
Para ¢l seno verso tenemos:
gen.ver.a=1—ecos.a=1—4/1—sen’a
e donde 4/ 1—sén'a = 1—sen.ver.a

elovando al cuadrade  1—sen®a=(1—sen. ver.a)®

senfa=1—(1—een.ver.a)*

8sen.a=4/]— (1—sen.yer.a)®
Para ¢l coseng verso tenemos:

cos. ver.a=1—sen.a

de la que sen.a=1—¢cos.ver.a

N L. — Jonstruir grificammente wn-areo dada o Tongitud del, radis, y
{a da-su cOsEN0. :

Sea r (fig. 349) la longitud del radio, a la de sn
coseno. Haciendo centro en'C'y con nnradio A O=r
se trazarh un arco de magnitnd indefinida. Sobre
¢l radio y desde el centro héicia A se llevard ana
parte G D igual al coseno#. En el punto D levan-
tarémos una perpendicular y su interseccion con el
arco determinarh la magnitud del A ¥ buscado.

Al resolver este problema hemos prescindido de
los signos que pueden tener el arco.y el coseno,
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porque todavia mo hemos explieado los signos de las lineas trigeno-
metricas.

VII.-—Duda la magnitud v del radio (fig. 350) ¢ la s de la secante,
determinar grificamente el dngulo G que corresponde.
Pomese A C=r: tricese nn arco de circulo in-
definido: prolénguese el radio O A y tomando
C S=s, desde el punto S tirese la tangente S B,
cuyo punto de contacto determinard el fngulo
B C A buscado, ‘
La determinacion dél punto B se hace con més
exactitnd grificamente valiéndose del seno & del
(Fiig. 59) coseno, porque estas lineas cortan el arco proxi-
mamente en una direceion perpendicular, mien-
tras que el punto de contacto, por finas que sean las lineas, se confun-
de en mayor extension con la circunferencia.

VAT —Determinar. el valor de todas las lineas trigonométricas del
arco de 30°.

Siel arco A B (fig. 351). es de 30°, B D serfiel seno de este arco.
Prolongando B D hasta B’ por ser el radio C A perpendicular 4 la
cuerda B B la dividiri en dosipartes iguales asi como al arco B A B’
(475), por consiguiente el arco B A B serd de 602, su cnerds B B’ ignal
al radio (497), y el seno B D de 30° ignal 4 la mitad del radio. Se vé,
pues, queel seno deun arco cualquiers es ignal &la mitad de la cuerda
del arco daple, y eu el easo de ser el arco de 30° siendo el radio 1 ten-
drémos

sen. 30°=4

08, 30°=y/T_sen30° =4/ 1—3=34/3

tang. 307 =030
co2. 30"

oL =
tang. 30°

sec. 30%°= Vol |4 AOA
Ccos. 30 . 344/ 3 4/ 3

Se ve, pues, que l& secante de 30° es dable de la tangente del mismo
arco




1

cosee. 30 =—————
sen. 30

En restimen, las ¥neas-drigonométricas de 30° serin:
sen 30%=%, eosi =3 /a t i g e B
SR pb—=3%, COS—=u4/3, ang, e = COL.=4/ 3, S6C. e —

35 vV 3,
cosee. =2, sen,ven =1—34/3, cos.ver.=%

Tomando como base que cog.60°=4%y siguiendo el mismo procedi-
miento se determinarian con facilidad los valores de todas las lineas
trigonométrieas-del arco de 60°; pero supuesto que las lineas directas
de un arco son ignales 4 las indirectas de su complemento, tendrémos
que las Iineas trigonoméiricas de 607 serdn:

o0, 600 =—d /= reoa =4 Lol =
gen. 60°=44/3 cos.=3, tang.=4/3; cot, ==
N
api e —
cosee, 60°="_"_ | sen.ver.—1, y cos.ver.—=1—344/"3
V'3,

1X.— Determinar las lineas trigonemétricas del
varco-de 45° (fig. 851).—Siendo el areo B A de45?
medida del 4ngulo B C A, el trigdngnlo recténgulo
T A G, de que hace parte la tangente, serd isdscoles,
supuesto que Tos fingulos Ty TC A, valdrfincada
uno 45°. En conscenencia, T A=A O lnego:

tang.45°=1

lnego

1 G

tang. 4

tang.45° =cok.=1, see.43°

1

rer. 45 =cosver.=1——
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No—Constrwir win cugnlo de. 20, de 154 60 girados.

Para ‘eanstruir el Aingtilo e 30° n®s bastari tomar una recta ignal 4
la mitad delradio, la caul nos'representari el seno del arco busoado,y
el probléma se conviertgen este atfosconpeido el radio y el seno, deter-
minar el areo, cuya resalucion hemas ndieado (72 7).

Siel angnlo eue trata de econstruirsees de 457, tomaremos la tas-
zente & la cotangente de la mizma magmitnd que el radio.

Por @iltime, 81 éldnanlo.qne trata de vonstruizsees de 60°;-tomard-
mos su coseno igual dsla mitad del radio,, y procederémos como en el
problema V1L

Valoras correlativoes entre log.arcos y sns laeas trigénometricas.
¥39.—Vamos i esaminge los diversos valoves que pueden tomar
lineas t !'i;‘-'l‘lu:'..r'-U'ir_‘:;ii caando se hace variar el arco # gue pertenecs

desde 0° hasta + o v desde 07 hasia — w0, considerando sus signos,

sus magunitadas y 10s vilores que lés sop correlalifos en arcos menores
Gu i“JL‘.

igencia de este importante, punto, que seryirs

lr

arg facilitar la inte
de fundamento, no selo 4 las especulaciones de Is trigonom

tambien-& oiros ramog de las matemétieas, congiderarémos, sucesiva-




mente. cala nnade las lineas trigonemétricas observande sns variacio-
nea al pasar el useo por sus diversas magnitudes,

733.—VALORES €ORREEATIVOS DEL SEX0.—Sien la fig. 352, toma-
mos 6l punto A ¢ome erigen de 108 areos, considerando como positivos
108 medidos en ¢l sentido A B €.. .. indicado porla flecha, ¢que e3 en
el que s¢ mueven las manitas de un reloj), y negativoslos arcos medi-
des en direcéion opueskd, al moverse el lado B-Q girando al rededor deld
punto O, segnn so verHique en un sentido 6 en oiro, engendrari el
punto B todes los arcos positiyos comprendidos entre 0° y el o 0 los
negatives entre 07y — oo, !

Ya hemeos visto que el seno del dngulo A O B se determina bajando
desde el extrenmto B, la perpendicular B J al otro lado, asi es que con-
siderames como pokitives los senos medidos en el sentido de B & J, de
arriba. para abajo, y repatarémos eomenegativos, los gne se midan en
sentido contrario. Bl radio del circulo lo seguirémos considerando igual
& la anidad.

Si el panto™ B eoineidicra con A, el arco seria nulo y ¢l valor de la
perpendicalar B J, & del seno tambien lo seria. Luego el seno de 07 es
eero. Aliraumentande el ngulo€n el primer cuadrante entre Ay C,
el seno B J continnard sigiide positivo & ird creciendo hasta llegar &
ger igual.é 1 cnando elarco A € esde 807,

Al pasar al 2° coadrante @l lado mévil del
fngmle, y tomar una posicion enalquiera como
0D, el seno D K decrece; peéro como el senti-
do dela perpendicular es el miemo gue cnire
6 ¥ 90°, ol seno signe siendo positive. Al lle-
gar & eoineidir el lado mévil con O F, el fin-
gulo y el arco tendriin'el valorde 180° y el se-
ne serd nulo. Asf, pues, en el.2° cuadrante,
el'seno decreeeide = 1 4 0 siendo siempre po-
diti¥o, & igual &€ cuando ¢l arco vile 180°.

Al pasar el lado mévil deF angulo al tereer cuadrante, conio el senti-
do en gue se baja Ia perpendienlar G L, es eontrario & aguel en gue se
ha bajido en los dos primeros enadrantes, resnléa que el seno es nega-
tivo y wayereciendo dosde 0 hasta — 1, tenierdo_este ultimo valor,
cuando ol fvgnlo ea de 270°.

Si el lado movil pasa de H, el seno IM en ¢l cnarto enadrante esne-
gativo y va decreciende desdo — 1 hasta O caando el aveo Hega sl valor
de 3607

Si el déngule continta creeiendo en el mismo gentido, el seno vaelve

o5
2

4 tomar los valores y eignos que tuvoen los dngulos que gon el exceso
sabre 360°. Otro tanto sucederd si ol ingulo se compone de cualquier
miltiplo de 360” mis un arco menor que la cirennferencin. Resulta,
pues; que'si & un &ngule se leagrega 360°, 2X360°, 3x360%.. .. el se-
no no cambia designoni de valor, y como se llama amplitud del pe-
riodo-de una lnea trigonoméirica, ¢l arco que puede agodirse ung 0

varias veces gl aven d que corresponde Ia'linea irigonemétrion 8in que
ésta.cambio de valor wi de signo, 360° grados serf la amplitud del pe-
:

riodo del seno.

734 —Consideremos ahora los ercos negativos, para lo cnal tendré-
mos que suponer que, €l punto mbvil del dnoulo, gira en la direccion
ATHG.... Vemos que en ¢l primer cuadrante negativo — AH,el
geno es negativo lo misme que en el segundo — H F, creciendo y de-
cteciendo lo mismogne en los dos primeros cnadrantes positivos. En
el tercero y cuarto cnadrantes negativos, ¥ C y U A, el seno es positi-
vo, esto es, tiene signo contrario al que tenin enundo ¢l arco era positi-
vo, ¥ erece y decrece lo mismo que cuando consideribamos el terceroy
enarto cuadrantes positivos, En resamen, cuaudo el arco es negylivo,
el séno es ¢l mismo que corresponde al Areo positivo, pero tiene signoe
contrario, lo cual se eifra en la siguiente ecuacion:

gei{—a)=—sen.a

¥85.—V bumos qué relacion existeentre log senps de los arcos suple-
mentarios. Blseno deldngnlo A OD es D K. El suplementode AOD
es D O F. ‘Elarco D F=A B, por ser arcos del mismo circulo com-
prendidos entre paralelas, y como el semo de A B, que es B J=DK,
por lados opuestes del paralelogramo D J, se infieré que a7 se7io de un
dngulo es iguel y del mismo signo que ol de su suplemento.

De Ta inspeccion de la fignra, resulta ignalmente que el seno del ar-
co A CF G=180+F G ez el mismo qne ¢l del areo F G, pero toma-
do con sigho contrario. Si Seguimds dgregandofal afeo'180% €l seno
va teniendo el mismo valor absoluto, pere alternativamente cambia'de
signo. En consecuencis, lamando & un arce cualquiera o, se tiene que:

sen.a=sen. (180°—a)

sen. a=—sen. (180° +4)

930, —Haremos notar, que cuandoel rudio del ¢ireulo se ha tomado
igual 4 la unidad, todos los valores que pnede afiquirir €l seno, cstén
comprendidos entre -+ 1 y —1 euyos limifesnopuedesobrepasar. Pa-
ra alcanzar cstos limites, basta que ¢l 4ngulo cambie 1807 pasando de

. 4
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90° & 270° & der—00° & 200°%, Por dltimo, sise prescinde del sigoo,
¢l seno toma fodos los valores de que eg susceptible. en una variacion
del arco de 04907,

Para determinarel seno de un arco ==A wayor que una ciréunferen-
ciay st aividitiypor 380°, que es el perfodo del'seno, ¥ Jawresta de ladi-
victor (£ A—Ln., 360%)nos seryirh para fijarel signo y Ia magritnd del
seno. St el fin @k o dela redta queda en el primero’'6 en el segun do
cus d'.m o'el seno gerd j '-w'f;’~ ;¥ 8 queda en el tercero 6 en el enarto,

& uﬂf/rm 0. En cnantola magnitud del arco cnyo seno es igaal al
do £ AL bastavh observar que siiafegta de Ia division mo Hega & 907
desde luego se tegdri ¢l arco cnyo.seno.es ignal al dado. Si la resta
queda en elseguudo 6 en el tercer cuafirante, se tomara la diferencia
41807, snpuesto quesen. (1807a) = Tsen. a, ysi queda en el cuarto se
buiscard la difercneid & 360° nna vez gne-sen.(360°—a)=-—sen.a. Por
(]vmp.\a s .Z z sen. 6373 poargne siando 3175 ==8x360-+20a, el
seno de3175 serd el-295% quedando este-arco en el cuarto caadrante el
seno serd negativo, y el misme que corresponde al arco 63°=360"—295".

737, —Dellas considerdciones que @nfte cdden, resnlta que & un arco
dado corr gpand de un solo sene: peratque ‘mr el contrario 4 un seno
pueden corresponderuma infinidad de arc Vamos & ex r algo
mas csto'y & determinardos valoresde lUb arcos que tienen el mismo

Sien la fig. 333 el ui)u del eirenlo es Ia uni-

t‘.u*!, ¥ esk: ando en A el Hrl gen, 8€EoNoc e el seno

¢=0 B de los arcos que buscamose Hevaremos 14
magmitud de ('~!v seno conoeido de QA By ti-

rando por B la recta D'BE paralela al diimetro

A C. tendremos desde Tnegoque ol'seno B Queo-
rresponde il arco A D y al A D E gue essa sn-
plemento Ademas, corre sponderd 7~'\,1“x‘un,‘..» a

todos los arsos que resnltdn de agregat R ALD y

£ A D E. 360° & cualgnier mnh\]nin de 360°. Dle snerto que sl repres

gentamoes por @ elarco A D yporxy < oz arcos variables 4 que lmcdu

corresponder el mismo seno B O, u.xvhuuus:

B O==sen s=3¢n ¥’
s=p+n.360 P=—180"—a-tn.360°=180%(2n+1)—=
en g3tas ocuur:i«-z-(-s represc nta un Hllll)t‘iO entero C(h\H]UILHL. Cl 1\')

valor tambien puede ser.cero.

arf
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Sivel seno es negilivo, como B'0, Jos arcos tambien lo seriin y eam-
bianido el signo de'a en log valores det x yx''los arcos' i que pertenece
el mismo seno negativo, estaran representados por !as ecuaciones:

x=n.360"—a X'=180%(2 n-+1)+a.

En general, sea enal fuere la magnitud del arco a, i :
este arco 1 X 360° 6.un nawero par de semi-cirennferencias, todos estos
arcos tendrén el mismo sene; pere si ze le agrega solo (2 n+1)180° 9
un namero impar.de semi-cireunferencias, como una de sus extremi-
dades se trasportard del extremo de nn didmetro 4 su opunesto, el.seno
gera de la misma maguitud perp de signo contrario.

738, —VALORES CORRELATIVOS DEL COSEND.— Y2
el coseno del arco A B (fiz, 354

hemos dicho que
ez el seno B E de sn complemento
B C, 610 qué es ignal 4 B E, laparte J O del radio eomprendida entre
el pi6 J del seno yel ceutro 0. Consideraremos, pres, como POSiLIVOS,
los cosenes medidos en la direccion de J 4./0; dejando subsistentes las
demas gonvenciones que establecimos: al tmt.lr dc] geno, como gon el
sentido de los arcos positiyos; gue el radio es la nnid&d; ete.

Cuandd el urco es nulo, esto es, cuando el punto B eoincide con A,
el cggeno serd el radio AQ.
minnye hastalle

A medida qne el arco crece, el coseno dis-
4ser nulo cuandoel arco A C es de 80°.: Asi, pues,
ett vl primer euadrante el coseno es positive, va decreciendoal aumen-
tar el arco; para 0° el cos=1, y para 90" el cos=0.
Cuando el valor del arco pasa de 90°, eomo A U D, sucosenoes KO,
y como la medida do 4 recta se hace en direccion opuesta’d lu de
J 0. el toseno sers negativo, eird creciendo & medida qna el arco an-
menta hastd llegar @ ser igual —1 enando D coincide con F. Esto es,
sternndo cuadrante el coseno es negative, sa valor crece al aumen-
y —1 pura 1807,
Si‘el'walor del areo @3 mayor que 180% como

tar el Angulo, siendo O pava 90

Al (2 F (0 gu coseno O setfi negativo, -decre-
cerd al ir anmentando el arco hasta g@rnulo
pars el arco A C F H. Esto es, en el tercer
cuadiante el coseno es'negative; decrece alau-
mentar el arco, siendo —1 para 180° ¥y U para
el ‘arcoide 2702
Cuando el-areopasa'de 2707, como AU FHI,
ga coseno cord M O ¥ eomo se mide en la mis-
ma direceion que el J O del primer cu~u1runte,
gerf positivo; crecerd al aumentar el arco hasts ser igaal con el radio




A O cuando el areo sea de una cirennferencia completa. Por tanto.en
el cnarto cuadranie, el coseno. es positive; crece sl aumentar el fingulo;
siendo 0 para el arco de 200° y +1 parael de 3607,

Si el arco sigue creciendo en el mismo sentido: el cosono yolverd i
pasar_per los valores que tuvo para los fingulos que son el exceso sobre
360° y con los/ mismos signos. Ofro tanto sucederd si el arco pasa de
2, 3. ete., circunferencias. Estearco de 360° es la amplitud del periodo
del coseno.

Se habr& notado que tauto elsevo como el coseno cambian de signo
ctiando su valor pass por ¢ero, yveremos que lo mismo sucede con las
demas lineds trigonométricas, y con todas las cantidades.

739.—Si snponemos shori que el arco sea negativo enando se mida,
cn'el sentido A T IT G.... se observari que en el 1* cuadrante nega-
two el coseno M/ O es positivo, como lo'era en el cuadrante A C; y de-
orece/de +1/4 0: que et el 2° cnadranteluegativo H F ¢l coseno Ii O es
negitiva y erece de o i —1, como lo era en el 2° cuadrante positivo;
verificandose lo niismo en los signientes cuadrantes. Esto-es, el eoseno
de un arco negutivo e8 igual y del mismo signo que élqne corresponde
al arco considerado como pogitivo, 1o ¢ual se cifra en lisiguiente ecud-
cion:
: cos. (— & )=cos.a

740, —Vénmos qué relacion .existe entre el coseno de un angulo yel
de su suplemento.  Eu la misma (fig. 354) se tiene que el arco D F su-
plemento del A € P \es‘ignal 4 A B, y 0 K=0 J porserigualeslos
trifngulos O B.J'yO D K; pero'como el sentido en'que se mide K O
es contrario al en que se mide J O, resulta que ¢l coseno de AL D es
tqual al coseno de su. supleneento tomado con stqno contrario. Esto es,

cos. a——co08.(180 — a)

Si & sin arco cualquiers A B se le sgregan 180° résultarfnn arco A
G F B, enyoeoseng O/'K serd ignal alde A B, pero.de signo confra-

rio., Hsto es;

cos.a——cos. (180° +4)

741,—T.0s valores que phede alquirir el eageno, cuslaqniera, qne sea
la magnitod del arco positiva o negativo, estin compréndidos eulre
+1 y —1 lo'mizmo que los del seno; pero 4 medida que el seno crece,
el coseno dearcee y vice-versa. Para aleanzar sus limites ¢l coseno bas-
ta que el arco varie de 07 & 180° 6 de 1807 4 3607, y si se prescinde del
signo busta que el arco cambie de-0 & 90°.

Para determinar el cosero de un arco %A, ‘mayor que una circunfe-
rencia, se dividird por 360, que es el periodo del coseno, y la resta
4+ A—n. 360° servird para obtener el signo y ln magnitud del coseno.
Para determinar ol signo se observard én qué enadrante queda el fin del
arco de la resta, siendo positivo el coseno en ¢l 12 y en el 4%y negaiiva
en ¢l 20y en el 3* coadrante. En caso de que la resta no llegue A 90°
este arco tendrd un coseno ignal a1 del dado Z=A. Siel fin del arco de
la resta queda en ¢l 2° 6 3°™ cuadrante se tomurA la diferencin & 18075
y &i queda en el 4° se restard de 83607 para tener un arco menor que 90°,
cuyo coseno es igual al 'de £ A, supuesto que cos. {180° £ a)=-—cos.a
y que cos. (36D°—a)=cos.a.  Por ej. cos. 2028"=—cos. 48%; por(ue
2028%=5X%360-+228°, y como la resta 228° queda en el 3 cuadrante,
el coseno serd negativo & igual al del arco de 48°=228—180°.

742, —Dada Ja muguitad ¢c=0 J (fig. 355)
del coseno poeitivo, ¥éamos cailles son los dife-
rentes arcos & que pucde corresponder el mismo
coseno. Si llevamos la maguitad de O J sobre
el radio O A, y por el punto J levantamos la
perpendicular B B, tendremos que el coseno
dadocorresponderd & losarcos A B, y A CEB

g, 50 asi como & todos los que resulten de agregarles

360° y los multiplos de 360%. 8i representamos

por @ el arco A B=A B’, por x y ¥’ los arcos variablés & que puede cc-

rresponder e] mismo coseno, y por # Un namero entero que puede fe-
ner todr clase de valores incluso el de eero, tendremos

0 J=Cto0s.x—c08.X’

giendo T==a4-1.360° ¥=(860°—a) +1.360°=360"(n+1)—a
Si el eoseno dado O K es negativo; lollevaremas da O & Ky levan-
tando per K la perpendicalar ) D’ dicho coseno pertenccerd & los ar-
cos ACDyA CE I, asi como 4 todos los que resulfon de agregarles
360° y los militiplos de 360° Llamando @ el arco D E, los diferentes
arcos & que pertenece ¢l coseno—e=K O esbarin representados por

»=180°—a-+n 360°
x==180"(3a+1)—a

x=180"+a-+n 360°
X'=180°(Z n+1)+=a

Para no complicar nuestras explicaciones, prescindimos de los arcos
negativos & que puede pertenecer el mizmo coseno.




Determinado uno de los dngales & que pertencce-un coseno, perte:
nece ri ignalmente & todos los gue resalten de agregarle gucesivamente
3607 y si se le agrega 180° 6 an nawmeroimpar desewmi- -circunferencias,

se obtendrdn los arces & gue cortesponde el coseno con signo cambiado,

245 L VATORES CORRELATIVOS DE LA TANGENTE'Y COTANGENTE. —

Dado el arco A B (fig. 356) su_tangente serd la recta A T, y su eotan-
gente luiinea € R Reputarémos como positivas Jas tangentes medidas
arribade A enla direccion de A & T, y como negatiyss las medidas
:L‘u‘\jl) t]- \ i\ 1‘ i‘l J i
o positivas 1as medidas de C hicis R, y como ne; zativas las medidas
de C para .

Esto sunuesto, si-el punte B coincidiera con A, el Angulo seria na-

Respecto de las cotangentes 3 considerargmos ¢o-

lo yJatang. /A T tambien lo geria. Al crecer el fingulo la tangente
gerd positiva- & ud zmnwutan:hv basta Megar & ser infinita, cuando el
arco sea A G 'por ser entdndds paralelas las rectas A Ty 0Q. En
cuanto # la cofangente C R es infinita cnando el areo es nulo, su valor
disminuye al.creccr el arco y es nula cnando éstesadquiere la magni-
tud A C. Bn consccuencia, en el 15 cuadrantc Ja tang. y 1a cotan=
gente son positivas: egando el atco aumenta Ia tang. crecey la cof.
deerece: para el arco de 0° la tang.—o y la cot.==®; y para 90° 1a
tang.—o y la eot.—o0.

Al pasar el arco £l 2° cuadrante y tener un valor eomo A C D, ten-
dremosque fomar latang. pars abajo de A, 4 fin de que pueda ens
contrar ¢l lado 1> O ‘prolongado en T’, por lo que la, tangente serf
negativa, lo mismo_gue la cotangente, que €8 G . Alir (~nc10hdu el
arco A € D la tangente va dis minnyendo y la cotange nte ird aumen-

tando, de modo que cuando el arco. sea A U E Ja tangente serd nula
y 1a cotangente oo. Esto es, en el 2° cuadrante la tangente y la co-
tangente son negativas, al erecer el fngulo la tangente disminuye y
la cotahgenge aumeits, siendo para el arco de 180° la tang.—o y.la
cot.—o.

] Caando el areo pasa de 1807 como
A G.B Fu-la tangente serd A T ysu
cotangente C R}, ambas positivas. Al
aumentanelarco, la tangente crec era
y la'cotangente disminuird, hasta lle-
gar & ser infinita la tangente y nu-
la la cotangente cuando el arco sea
A O B G. Esto es, en el 3 cnadran-
te la tangente yla cotangeuleson pos

sitivas, alsamentar el areo la tangente.crece yla cotangente disminuye,
y caando es de 2707 la tang. == y la cot.=o0.

Cuando pasa el arco de 270 como A O E G H, 1a tangente es AT
y &u eotangente C R, ambas lineas negativas. Alaamenta el arco la
tangente disminnye y lo eotangente crece, legando fser naldla prime-
ra @ infinita la seganda cuando el arco_es de una circunfer a., Asi,
pues, en el 4° coadrante son negativas la tangente y [a cotangente, 1a
prinieri disminuye y la segunda crece al samentar el angnlo, y par
S60° ia tang.==o0 y la eoti——m=.

Debemos hucer notar, que al pasar por ito los valores de la
tancente y Ia cotangeule stempre cambiun de signo’y veitinosque lo
piisnio'sucede con lus demas lineas.

744, —8i el aveo esnegativo cuando so mide en el sentido A HGE-. .
en el 1°= cuadrante A G la tangente A 'F” y la cotangoente C R seréin
negitivas; al crecer el arco la tingente aumentard mientras que el va-
lor de Ia cotangente disminuye, y al serel arco =—90" la fang,——»
y la cofangente—=p. Eu el 29 cu: nlr-mtv negativo la tangente A Tyla

cotangeénte O R son positivas, Is primers livea decrece y la se gundaan-
menta, siendo nula la tangente para el arco =—=—180% y la cotangente
= 4o, En el 3" y 4* cubdrantes negativhs se observarfi que los signos
de/las lineas hue estudiamos serfin contrarios f los que tuvieron en los
mirmos ciiadrantes positivos, teniendo variaciones y valores idénticos.
Agsi, pues, én genesal:

tang. (—a)=——+tang.a

cot. (—a)=—cota
745.—Bxaminemos la relacion que existe eutre Ia tangente y la co-
tangente denn dngalo ylade swsuplemento. En la (g. 356) sise toma
D E—A B sé tidne que Ia tangenté’A T° del arco A C D esigual & Ia
A debarco A B, perojde signo contrario; supugsto que son- ignales
los triingulos O'A 0 y2O & 1. Respecto de las egtangentes, C R’ que
es Ia cotangente de A € D, es ignal & € R, cotangente de gu suple-
mento A By peroide signo/eontrarie; lnego

' tang.a——taog. (180°—s)

cotia==—cot. (150" —3)

Si al arco AB se leagregan 180° resultari el A O'E K cuya tangen-
te AT y su cuLungonh @ R, son las mismas que eorrespouden &
B F=A B exceso sobre 180% y con ¢l mismo signo, Eu goneral:
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tanz. a=tang. (186744
-~ (=}

cot.s==cot. (180°+a)

De esto resulta, que ¢l arco de 180° es e amplitad del periods de 1z

fmngente y de l& colangente.

246.— I3 valores de lutangente y cotangenle varfan entre+« y—=®
¥y pura adquiriv estos valores basta un cambio en ¢l ardo de 0 & 1S50°%
Si s tiene un azco A (e Un gran nimere da grados, dividiéndolo
por 180°% amplitud del
gente y cotangende tendrin el mismo v

perfodo, ¢ tendrd una resty £a< 180" cuya tan-
alor y signo que las de =A.

74%.~—Dada la magnitnd A T (fige336) de la tangente, ¢ 1a C R da
la cofanginte, determinar todos los arces que tienen las mismas lineas
trigofometrieas.

81 en el punto. A levantamps fa perpeadicular A T, reuniendo el pun-
4o T con el centro, tendremos gue lx fangente A T correspoude al arco
A B,y 4 tades los que resulten (e agregarle una & varias veces 180°.
En cnanfo 4 la cotangente levantando cu C una perpendicular igual &
O R y reaniendo R con 0, tendremosque esta cotangente corresponde-
v& al'arco A B y 4 todgos los que resditon de agregarle una § varias ve-
ces 1807, que es la amplit',nel delperiodo. lamaundo el arce A B, %
Yos arcos variables que tienen 14 misma tangente 6 cotapgente, y # un
némero entero cualquiers, cnyo yalor puede ser cero, tendremos:

A T=tang.x
C R=cot.x

stendo x=a+n. 180°

En ¢f caso de que la tangente’y cotangente faesen pegativas.como
A T’y C R, los diferentes arcos 4 que estas Iineas padrian correspon-
der, 1‘cpresonmndo por'a el arco A H, serind:

=960°—a+u. 180°=180° (3+n)—=a

No erecmos necesario ocuparnos del casoen que el arcosea negativo,

cuyos valores es facil determinac,

748, —~ VA LORES CORRELATIVOS DE DA SEcANTE.—Dado el arco A B
(fig. 357) su secante serd S O que consideraremos conto positiva al es-
tar anedida en la direccionde 8 & 0,5 serin negativas las secantes me-
didas sobre }a misma recta S.3' en sentido contrariode 8’ 4 O.

Si el panto B del arco & B coincidiera coi A, éste seria nulo y cons
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fundiéndosa S ' S 3 C

éndosa S-con A, lasecante SO seria icoal al radios al

arcBvlsocaite et B broctit gual al radio; al crecer el

reor ante tambien creceria siendo potitivas, y al legar el p

34 (% Ialgecante soriainfn < : = i

3d G, la secante seria infinifa por ser S O paralela & 1a tange : 3

Se ve; pues, que en el 1* cnadrante, la seecant e ey

X ‘nadrante, la secante es positiva; que s

lor aumenta al crecer el areo; que ' = £meks '1"‘; ¢
arco; que para O'sec.=1, y para 90°sec=+

: Y4E "'Il“l' Do ]. te l B -
A ]'.i‘dl el extremo movil CLAarco al <*wcuadranle ¥y ll ar I‘)!'(I(' >
B ’ m

l a [ s 18 BRCHANLE O : f @ C £ Vool ‘
I 01 ] ’ L secante S0 serg negativa € 1ra decree endo al aumentiar c I
- 14, » I I 3 2 e

.

arco hasta llegar & ser igu: I D 0
ta llegar & ser ignalalradio E O cuando el avco es de180% A
nes 20 crndi: ' o 5 gt
pues, cn el 22 cuadrante, la secante es negativa, decrece ; e
o . decrece a

arco y para 180°% ste.= —1, o

"I‘Jn el 3° cuadrante, la sceante

S'0 es negativa, crece al anmentar

sl&:_xru-:) ACET ycuando llega 4

270% la seesnteserfiignal § =— o

por ser paralela 8’0 £ la tangente
que pasara por G. ¥

En el 4° cnadrante, Ia seeante

vaclve & ser S Q positiva; al erecer

el arco A O EG H disminuye, v

para elarco de 360% gerd ignal & : 1.

49, — S G0 €8 i
h':i. ; t._lgel(;nc(‘ esnegativo'cnando ge mideen el'senfido A H G F
a secante | en el 1** enadra: atl oo oo oo
: wtenegative A G espositiv
Jedi it ; . s positiva, crece con
'1(](";‘} f“zmdo es de —90° la sec. =+ . En el 2% cuadrante negati
vo G B. la se » §? i : ) P 4
2 lq‘:" 1 seeante S0 es negativa, decrece al aumentar el arco ; pa
ra—1u g0 =—— ger ol {
807, gee.=—1. En el 3~ cnadranfe negativo B €, lasecante 870
'~ wativs " L 3 W g = = i
e; negativa, ‘erece con el areo A G E D y para —270°, sec. = E
ellAG onadranta Heaatiy S00Y 50 T s P
% )lu i ulmm; negativo la secanfe S.O es positiva, decreee.al aumen
- s > = y ; - « . & N
ar ebarco A'G B U'B; y para —3607, séc. = +1. Se ve S
secante de un akco egativo, tiene signo izual 4 l AL
: e de gativo, tiene signo igual & la que corres
arco consider: iti vari : ot
siderado icomo positivo, vy sufre varizciongs idénticds & &sfe
por-lo que CP TN

sec (—a) = +séc a.

tomo &i & nn dreo positivo.d '
Como &i & nn- dreo positivo 6 negativo.se. le agreps una ¢ 148 ¢l
cunferencits completas, 1 v i Bl b E
é : rompletas, 1a secante vuelve 4 tener el mismo valor é icual
81200, el arc 60" serh 1 ' I e
e G ;‘rr_') d.e 360" serh 1o amplitid del perfodo de la secante 3
B0k ; 7 : < ’ . oA e
b \;mm;nw, Ia relacion que oxiste entre una secanto y la &
s suplemento a secante d J S0, ¥ 5t toianios A B
i 9. Iia secante del'arco A C D es 80, y i
b= i o : § 80, ¥ 81 tomamos A B.
suplemento de A € D, tendrémos que por ser 1os trifincul
C ) 14050103

)




.8 D 0 yS BO iguales, $’0 serd igual & 8 O, pero de signo contra-
rio, lnego: ‘
sec a = —sec (180° —a)

Si 4 un arco A BiseJe agregan 180°, resultars el A C E F.y como la
secante S0 de A B esigunal.en magnitud & la 8’0 de A C E F, pero
“de signo contrario, resulta que -

sec a =—sec (180°+a)

n51.—Los valores de la secante, como se habri obser\jado,‘varian en-
tre +1 y + o, yentre — 1§ — oo sin poder ser en ningun ca.s? xT}e-
nores que el radio, Para obtenerilos valores extrem.os, basta una \.mu.\-
cion en el arco de 0° 4 180, y si se prescinde del signo, serd suficiente

anc

i ';’1;2?jll))gd.a‘la magnitnd 8 O de una secante pos}tiva, vamosﬁﬁ de-
terminar todos los arcos & que puede pertenecer. Sien la ﬁg. 357 lle-
vamos de O 4 S la magnitud de la secante dada, 'y por S tiramos llz;s
tangentes S B y S H, dicha secante pertenecerfy & los’ arcr.)s‘ A B,
A C E G H y 4 todos los que resulten de agregarles una ¢ varias veces
360°, Sirepresentamos por w el arco A B=A H, por z y z" los va:i:'
bles que pueden tener la misma secante, y por # un NUmMEIo ente
cualquiera, que puede ser cero, tendremos:

8 O=sec x=sec X’
siendo x=a+1n.360° ¥’=(860°—a)+n.360°=360(n +1)—a

Si la secante dada es negativa, lallevaremos de O 4 ¥’ y tlrgndo las
tangentes S’ D y §* F, pertenecerd 4 los arcos A D, ACEFyalos
53 < » . o o
«que resulten de agregarles una ¢ varias veces 360" Si reprgseuta?OS
por @ el arco D E<90°, los arcos i que perfenece la secante negativa
tendrin por expresiones:

x’=180°+2+n.360°
X’=180°(R n+1)+a

x=180°—a+n.360°
x=180°(Rn+1)—a

Conocido uno de los arcos & que pertenece una. secante, se det.eru.n-
narén todos los demds agregandole 4 &ste, un m'm?ero par de semi-cit-
ennferencias, que es un miltiplo de 360°; pero si se le agrega un nu'-
mero impar de semi-circunferencias, se obtendr'fm los arcos & que per-
tenece la misma secante pero con signo contrario.
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753.—VALORES COKRELATIVOS DE TA GCOSECANTE.—Dado el arco
A B (fig. 35%) su cosecante serd la vecta Z O que consideraremos positi-
va al estar medida de Z & 0, y estimaremos como negativag las-cose-
cantes medidas sobre Z Z” de Z° hécia O.

Si suponemos que partiendo dé A, se mueve un punto en el gentido
de los arcos positivos, éste engendrard todos. log arcos positivos imagi-
nables, cuyas cosecantes tratamos de determinar.

Si B coincide con A el arco serd wulo, y como la tangente levantada
en A es paralela & Z Oy la cosecante serd infinita; al crecer el arco A B,
Ia cosecante Z O serd positiva é ird dedreciendo hasta llegar 4 ser el
radio £.0 cuando el arco sea de 90°. Asf, pues, en’el primer cuadrante
la cosecante es positiva; decrece al anmentar el arco, cuando éste es
0%, cosec=m, y para §0°, cosec= 1.

Al pasar el punto mévil de G, la cosecantedel arco A € D, por ejem-
plo, es Z O positiva, erece al aumentar el arco, y al ser éste de 180°,
la cosce=+o por ser la tangente levantada'en B paralela 4 Z O.

Z Bn el tercer cnadrante, Ia cosecante %0 del
areco A O E I es negativa, deerece al aumentar
el arco, y para 270°, cosec=—1.,

En el cuarto enadrante, Ja cosecante Z° O
del arco A O E G H es negativa, crcce al au-
mentar €l arco, y cuando éste llega 4 ser de
360% su cogec=— o, ’

754.—Si el punto mévil reeorre la circunfe-
rencia en el sentido A H G F. ... engendrara
los arcos negativos, y en el primer cuadrante
A G la cosecante Z” O serd negativa, decrecers
al_aumentar el arco y para —90° serd igaal 4
(Fig. 358) —1. En el segundo cuadrante negativo G B la

‘ cosee, Z’ O es negativa, crece como.el arco y
pata —180%es igual & — . . En el tercer cuadrante negativo E O la
cosecante Z O es positiva, decreceal aumentar el arco A G B D ¥ para
—270° es igual & +1. En el cnarto cuadrante tambien es positiva, pe-
ro crece al aumentar-el arco A G E € B, y para —360° es igual & + .
Resulta que la cosecante de un arco negativo, tiene signo contrario al
que tendria si el areo fuese positivo y experinienta variaciones idénti-
cas, por lo que

cosec(—a) ==—cosec.a

Como si & un arco se le agrega 360° una 6 varias veces, la cosecante
vuelve 4 tener el mismo valor con igual sigho, este arco de 360° es
amplitud del-periodo de Ta cosecante.




r== _ Hyaminarcmos 15 wala e - Yinv entre la cOSECE v de o - - 3 . . -
Y55, — EXaminaremnos ia relacion gue hay entre s COSEC 'nh de 1 in” fifimere impar de semiZcirennforencias, so Shtendranil
arco-y lwde su suplemento. I cosoeatite del arco A-C D es YALS 2 T I T Ty i e A e A ‘
. y : ; : ne tienen cosecantes de Ia misma magnitnd poero con siguo conira:
mamos A B=D E, Nx] h'm« l\h! de A D, lu coseeantedie A Besia gl il o, B S v ) Ak s _

No nog/ocuparenos del seno y eoseno verso por ser ineus. iriZonomis

T rects v 70 que lade A U “. Luego, o cosecante de un areo & & da' oo ns : 3 i 1 {
n que Jreg { { ic de’'poco nso, Dacrendo notar soian:e nte qoe noree consideran Co-

su supleni 'I-’/f’ Caat i
i egal . y que sus limites on 0 y 1.

)r_';'fr' Y /[:’/ uu&/uu) \cf/"(u GuL la dé
cuva cosecan-

Sifil arco A B le ATregAIOos 180° resultard AGEF
to 200 seradzual & 1% 0 de A B pero de 8igno contrario. Luege; ¥58. D e Tt oy o e ; .
g . ( .EMIE r105.—Del exfimen misucioso gue
i fodos los n:tful’-:'n' aue puedan tenel :

c08e0, a—=——coseci (180 +3) tricag, al pasar un arco desde — asfa 4 resalta, qug
prescinde de log signos, una lfnea trigonométrica :u'lvj'nrv
¥56.—Coma se habra notado, los galores de la cosecante varian en- maznitades de -'(:uv's s ‘suseeptible nando el arce l':nn'b'z-n de O

tre Rl ¥ A0 & entre —1 y— % sique| en BInZI CRED. SRAT, IBETO- pero si ademas de lu'li ,--v,;.‘-,:.:.'.-. ‘ A
Puara que I cosecante ohie todos los :
iacion emel drcode80% 4 2707, y sl 4, bastar 1 la vaviagion de 07 &-45 ivw:x tener

Tés que el radiol yalores de cuLp que le ¢s coxy
e es susceplible, basiy gna yar
sigmos, basta que 1z variacion sea de © 4:90°.

se atiendasd los s1gnos,
At ricas ipdirectas, heniof visto que el ¢os

TOnoOmeLricn. ‘n efeglo, pur

. —Vamos; por jltimo; 4 determinar todos 105 aredgrque pucde o lefn - complomentosare 1a cotan senbaten na
S ’ s = N & 1 ) : ntos que ia cotangenie do UNAIco €3 14 Lii
perienecer li wicma cosecante positiva/@/Z.  Lilevan lode O & Zen 12 n cofmpleménto, ote., Frebiprocamente s, pt
7D o At S P EOCTILIL We L ARSI, pucs
fix, ntedada vy tirando s tangentes 4 B ENNSy
v % Dyse tendrin logareos A B. v AU D & que corresponde di icha co-
gpeante, pero afemas perteneee riv-a todos los que resulten de agregar tano: a—=eok. (§ cot. a=tang (90" )
b g > 1 y . e ) cot.a=tang (40" —4) .
4 estosuna O variasveces 360°. Sirepresontamos por a alarco A B=DE, R ADA — GO5¢ » i VO S
. 3 ) OBCT, A =500\ - )
por &1y aloa arcos varigbles guedienen la misma gosceante ¥ por z an gen.voer. o8 ver. (20! V0 OB Ver.a—Benaver.(90°—3)

hiumero entero eualquiera, se lienc:

fw 358 la magnitnd de Ia Goseco

0§ visto fue’enando’ se busca lalinea
7 O=cosec x=co%ee arco == A de nn gian nimero d 08 slempre

! { -7 2\ ' x tiene - - 151 . ’ .
—(186°—a)+1 qure biene lu misms inel irig snoméetrica, resulta que

a-+n. 3607 X
14 t 'ut de 4reos menores gue 23

v =180°%(2 n+1)}—a : ¢ red
,  ; nuon v pring pard it 05 S1ENos de las f.‘X]‘)'Oi:l:l:x’l Virtgas

la \,:,v:f‘l ante es 1.-\;;,\11\.., 1a Hevaremod da O 75 tiraremos-1as .! "'””"" 4 a
tangentes G H y 2P yla misma cosecante pertenceeri & los areos A N30 ey ConsiIdREn ArcgsBIc niymero degrades, JoFeom-
i G l(. A ( B F y 4 todos los gue resulten de agregarles uns 3 """“t"? Fie B2l J ‘ T, reSpECl Ja linea que en nuestras’ figieas
wige veces 9602 L lanando @ el arco A H=F E=B A, tendr! 1 \enios sefalado de 902 4270%, ¥ se Hama complanento'de vn areo W que
neelo « R RGN Lnpar craly s de cualdrantes TR S 1

expresion los arces que tienen por cosecanfe & Z'0:

.
= 3 Ry s sanlementos e gstimat respec { e o 5
+—(360=—a) +n3R0=360{n-1)—2 b 2D ) 1-cop respecto § la linea 0°, 1807
. = ~iY s \ LEL AR "‘.‘"’."l '.. 7 4 14 il / 1i+ ¥ reoe ¢ ’ 7
' —=(180° &) +n.360°=180 (2n+1ys . j _"'[, 055 | g1 coni respeely € wn onero par de

Ly

=S -

Si se conoce uno de los areos d.que perfenece nua cosecante, se de- iy oy ! %2 P T

¥ 3 s ‘ . - B EAS LINE IRIGON OMETRI

terminarin todos los demas 42!«_*:.1:11'(111(; an. maltiplo cualquiera de SO LA 4 & : ‘ : :
B==E L o1 oo t cade hinoios dete

2060% oue es 0 ATD'D 10 semi—cirenns Y0 & Ty Bo b o 1o i ]
360%, que es on niimero par de-sémi-circt nferencias; perosise leagre- 8 s e & Tineh Triz nométricas, observando 6

e —




fizara cudl es Ja mugnitud v la direceion de la linea que sc considera
nava un arco dade; pero conociendo los vulores del senoy eoseno para

an arco, puede deducirse el de las demas lineas trigonométricas anali-
tiramente, fundéndose en las formulas generales que iemos demostra-
do-en el namero 729
De lag consideraciores geoméiricas que hemos explicado en los ni-
8

meros 133 y 138, resulta que los.yalores y variaciones delseno y coseno

son lasqae constan en la sigaientétabla:

‘ Area : B¢ 4ee caa | dreo

|
| ‘."" draute. de 9 zle de §3)

Cozenol =1 I 4-deeréce | 0 li—erece || [==1 |—decrece | 0 '|+crcce
! { | !
! {

FSeno |07 |Herece’ |'+1 [fdeerece [#0) |—erece | —1 —decreee 1
’ !
!

| | !

sans

Por otra parte, las formulas de lusotras lineas triconomeétricas,

§o0-5 <:-4)'l,.ﬁ:_---]»—-. oC, ; lr«,. cosec =———

oy

HNngEaf ——
> cos. u SCHL &

COs,. & tang. 4
Bn consecuencia, elSigno de Ja ¥ dependerd del que ten

seno vieoseno,~Bon los cuadiantes 1° ¥ 3¢ en que ambas lineas ticnen
el isto sigho Lt tangents es positiva, y negalivs en €l 2¢ y 4% en que
fos signos del seno y coseno son diferentes. Las variaciones de la tan-
sente dependen de lus que tengan los términos del quebrade .:E'flll.
v chmo cuandoélgano anmentarel eoseno disminuye, yovice=versa; fe-
sulta que swbas yariaeiones cooperan al mismo fin. 851 s que ln fun-
oonte seanind (variaciones antilogas i las gque tiene ek seao, Gue €5 el
nunteradorde sw valor, § inversas d lus delicuseno; estoes, erecerien
el 1° v 3" cuadrante, disminuyends en €1 2* y 4% Cusndo’el numega-
dor ,\_‘.[ seno) sea 0, tambien lo serf. el valor de la tangente,y enando

ol denominador (€l eoseno) sen U, Ia tancenfe sorf infinita.  Esto es;

sera nnla cnando el arco sea 0° 6 180° .6 infinita cuando sea de 90° O

de 270°%
Respecto de la cofangente, sientdo sa

namerador es eonstante y pesiaye,
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de la tangente, siendo positiva en el 1° y 3° cuadrante, y negativa en
el 22y 4°  Como.al erecer la tangenie, que es el denominador de la
expresion de la cotangente, disminuird ésta, resulta que las variaciones
de la colangente gon inversas de las de la tangente, esto es, decrece on
el 1° y 3° cnadrante, y crece en el 2° y 4°. Cnando la tangente es nuls
en 0% y 180° la cofangents serdl infinita, y cuando la tangente es o en
90° y 270° la cotangeute serd 0.

.
En cuanto & la secante, cuya expresion €3 % - 54 signo serdi el del
08.¢
coseno siendo positiva en el 1° y 4° enadrante, y negativa en el 2° y3°.
Lag variaciones de la secante seriin opuestas 4 las del coseno, esto es,
crecerh e el 1° y 3 cuadrante, y decrecerd en el 2° y 4°. En los ar-
cos de 0% y 180° en los que el cogeno esignal & +1 y 4 —1 la secante
serh +1 y —1, y en los arcos de 90° y 270° en 1os que ¢l coseno es 0 la
gecante es infinita.

Por altimo, la cosecanie enyn expresion es 5 fendri el mismo
sen.

signo que el seno, eiendo posifiva en el 12 y 2° cuadrantes, v negativa
en en el 3%y 4°% Sus variaciones gerdin inversas de lag del seno, que es
el denoniinador de su valor, por lo que decrece en el 1° y 3 cuadran-
tes, y crece on el 2°y 4% Para losfarcos de 0° y 180% en los que el seno
es nulo, la cosecante es infinifa, y para 90° y 2707 en los que el seno es

+1 y —1 la cosecante es igual & +1 y & —1.
De la formula genta-+cos’a=1

inferimos qne cnando el seno anmenta, el coseno disminuye; supuesto

que la suma de sus cuadradoses constante, y que el mayor valor de

cualqniera.deestas lineas es el radio; enrazou degue unsnmando no

puéde ser mayor qua la suma.
De la formula gen.ver.a=1-—cos.a

inferimos que el seno verso nunea é8 negativo, supuesto que el cosen

no puede ser mayor que 1.

760.—REPRESENTACION DE LOS VALORES CORBELATIVOS.—Con el ob-
jeto de facilitar & los alumnos que retengan en la memoria los valores
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correlativos de las lineas frigonométricas, indicaremas enila fig. 359
los siznos gue tienen en cada gnadrante, y sus valorés sl principio y

fin de cada ano de ellos.

161.—LEYES PE LOS VALOKES CORRELATIVOS.— Vamos -procurar
cifrar en mn corto niimero de Teglas las leyeés que hemes observado y
qne/se verifican en\los valores de las linens trigonométrieas al pasar nn

aree posiiizo por sug diversas magnitodes: Consideraremes de cada’li-

nea’triconométrics 1og signog; en qué enadrante: crece’y e Cus les de-

creco: sus valores limites; la amplitud del perfodo; la relacion de lns Ti-
neas de los arcos suplomentarios y complementarios;’y por altimo, hia-
remos notar las analogias que hay entre las variaciones de diversas hi-

NCAS,

Sraxos.—Tienen el mismo signo la tangente y la cotangente, el se-
no v la cosecante, el coseno y la secante. Todas las lineas trigonone-
tricas son positivas en el 1°" cuadrante, y lo son yenalmente en €l 2° el
seno v la Gosecanto; e @l 3° la tangente ¥ In catangente, yen el 42-¢l
coseno ¥ 1a secunie; siendo negativas en los otros dos cnadrantes:

V AT ACTON BS.— L gariaciones en magnitud de todas las lineas son
alternativas al pasar de on cnadrante al signiente. Esto es; si crece en

g = BB TR RS 1o  Madas
el 1°; decrecerdt el 2% crecera el 8% y decrecerdl en el 4. Tor
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seno, tangente y secante crecen eg el 17§ 37 cnadrante; y (4s

. coseno, cotangente y cosceante, deerecen en el 1%y 55 cna-

drante; experimentando unas y otras vavisciones en sentido inverse
los otros coudranies.
Vavrores pivites.—El zeno y coseno varian de 04

tangente y la cetingente ile & —w. La secante

xnd £1.

AArPLITUD DEL PERIODO,—Para la tangente

1807 y de 360 piara todas las demas.

ARCOS SUPLEMENTARIOS.—EI seno y la cosepanté de un arco
ales y del mismo signo qne el seno y la cosecante de su suplemento.

Las otras lineas son ignales pero tienen signo eontrurio.

ARCOS cOMPLEMENTARIOS. —Praseindiendo del sizno, cnalqniera li-

nea trigonombirica diveeta esizual 4 la indirects de sa eomplemento,
- 2 I

ANArosias.—Tienen el mismo sigho el seno v 14 eosccante, 1a tan-
d

gente y la eotangente, el coseno,y la secante. En uneuadrante deter-

minado. tofdas las lineas direcfas erecen § todas decrecey, mientras que

en ebmismo cuadrante todas las indirectus experimentan variaciones

contrar

. Los valoresiimites do lus linéas directas gon ignales a los
de sus indirectas.

162.—Terminaremos egta parte poniendo nna tabla de los va
correlativogide Tos drcos'y de Jas lineas trigonométrieas, que los'esta-

dinntes podrin consultar en cuso de duda, y dando la siguiente

¥ 7 e e e alrifrrng - 3 : e ;
enilenee POT VEOTES COTTELREV0s, 4 ,r,‘;,“‘,,./”/,[

DEFINICION. —Sa

Qg eriste-enlve-ol vidor -deun areo.y i //.fu",.'f\/:"“u[, i signo, de susaes-

pectivas Hneas trigosomélricas.

El estudio de los valores correlatives tigne por objetn obsérvar las

- e <7 1 3 oy 6 A : :
AONES Gneen. e rde lna lineas f).j-_(lrh« métrieas prodnce el cani-

hio de magnitud 6 de sieno del drco, v detérminar el arco mensr que

un-guadrante, caya lindg trigoneméteich osigual §-la del arco dac

>
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765 . —FUNe1oNES INVERSAS.—Las eéxpresiones

¥y = snx Yy = cosx y = tang x ete.

DE LOS VALORES CORRELATIVOS DE LAS LINEAS TRIGONOMEBETRICAS.
en las que tanto 7, comao el aréo x son cantidades variables se los Hama

funciones eirculares divecias. Do ellus resultan las signientes:

BEEINE AT
Anrcos |''sexO 00s x = arc. (sen y) X — arc. (¢os y) X = arc. (tang y) cte.

qlh’.‘

es deeir, X—=arco enyo sene es v, X=—arco cuyo co.ennesy, ete.,

1

’ ge les Hama funciones circulares ynversas. Por logue Hemos explicado

antes, se ve que las funeciones inversag son ecompletamente indetermi-

F¢os a +ecota | +seean '~ COsEC .1' nadas existicndo una infinidad de arcos que corresponden 4 i misma

l
-
g

R ) T (T e | linea trigonométrica. Cuando se nsan estas funciones inversas, para el

4-cos & |[—tang a II —cot a | +sec a |—cosce 4 1 ’ i
o i geno, la coscennte, l;: tangeute y Is cotangente implhvitamente se supo-
ne que los arcos estin comprendidos entre —90° y +907; y enando ce

|
450N 4 | +cotn |+ Ling a ' + COosee al

usan para el coseno y la sceante ipone que el arco esté comprendi-

COS & | —8én a4

790k | —lang a l=Cosec 4} +sec a X = arc. (sen y) x = are. (cos y) ete.

|

:
| !

0 I 2. 0 l g do entre 0° y 1807, CUon esta restriccion lus expresigues
i

resultan determinadus y pucden emplearse eomo fanéiones circulares.

|

!
[ |
{ +-sen 8 ; —eoz a4 |—lsug a | —cob a | —=cC a l—:«cusm: aj
. ‘ ‘

1

0

' :
eapl &5 0 w —1 i on
! S ‘
7, | Y64, —PropreMas.—1. Deferminar las lineas trigonométricas del ar-
|
:

—S61 & | —00s 3 {4+ tanga| +cot a4 | —scc a |--cosec & 120G°
AT

| 0o tl¢

El seno de 120° serft igaal al de sn suplemento, r] ieen nuestro caso

A ety g cosa | —asen a ’ +cot a |+ tanz a | —cosee al —see'a |

w0 0

es de 60° y del mismo signa. Como el senode 60°=1 /3
0
‘ | By s
|

|
: ’ sen. 120°=% 4 /3
—CoL 4 ‘—lr:tn;_v{ a |- cosee 8| —seca
|
!
!

>J
2

48l a

El eoseno de 120° serd negativo & ignal al séno de 30°, que es ¢l ex-

+ecos a j—timg ¢ | —cot.a | +s0c a |—eaosec 8| 4 ceso sobra 90°. Esto es:

l’ e
|
{

cos. 120" =—
gon 120

+cos a |4 tang a| +eot a -
cus 120

n. 360°—a | —sen a |'+cos a [—tang a | —ecot a >a
‘ !

e
|
|
BRAE 1 ! | !
n. 360°%4+a | 4sena | $eos 4 |-§» tang a | +cob a l‘ a | 4-cosee ;

:
—S€C a |+ 00sSeC

|
DI30°P—a| +8en s —COR & E—tuﬂg a| —cobs

= 5w ! ! | o ! |
2k +1)180°#4| —sen a | =—cos a [~,~ tang a +cot a | —seca [—cosee a
1 ’

|} : :




.
a0
2y ey ey > i an ke nofs S = g
Veeas el areo de Ca=R ONe DHNECARNIOS SO 188 que co
fantindolas d
WU, Ui tiaosus O
Gmpren i Hin 180" ¢ 2

responden

el 5‘},_"..1 correspon fien

17, sabemos gne
nadracte son [rositiva v la cot:

stiamos I8()

10 Vitlor

38 SCNOos ¥ Jus Mismnas

o ,
IS 41ef arco di

mentarios v a ](‘S r.:ltz“ T‘\'s‘.l“:ill do
uno-y f otro una y varias veees 560

25 por 3602 |1 sicda de resta 607 lvego lug B

wmetricas de 2

VE—A qué arcos corre
580%spran lus dg 6067 y por estar esic nreco en

: o
spondaen Ias
gentes?

a8 tangenies y
1a Seran OsILivas Exti 1 1 1 - ) 3
PLATL, PRV 25, 1 sl A los que resultan de agregaral arco que licue la tangente

2 (}:l'la, una & varius veces 180°%,
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tier
VIII.—;Cuales son los valores de Yoz arcos, coyas gonomé-
3 A~
1* Siendo el seno —4 negafivo, corresponderfi & un arco neg

as gon: 1% seno = —3; tang, ==-—1; V. 3" seC.=—

i uno que-esté en el

80 -ol), OMANCo
\
el

6 37 cundrante. Como _
arco negativo podrd eorresponder & lo

8Q

garcos —30, ¢ —150 que es
i (t

suplemento y & todes los que rezulten de agreg:
eces —360°% Tomdando los arcos

=210 v de 360

a8 ve-

—4 ez ¢l seno de 180° + 30
0" —a4

o \a
—r) —=gul)

. ug'de todos los que resulien de
s una 6 varins veces 360
Ia vestal 3080 Theirallas | L tang. =—=-1 corregponderi, § uniarco negativo del 1
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v 3" cua-

te. Como
enosque en




35 Como la secante es positiva en el 19y 4° cuadrayite y 2 =sce. g0°
1a secante igoal & 2 corresponderd 4 los arcos de 60° y 360°—60 =300°
y @ todos los que resulten de agregcaries n, veees 360°.

IX.—;A qué urcos corresponden: 1° cotangente
€03. = 3/
1¢ Comsiderando 108 arcos positivos, teniendo presente que la eotan-

3

gente es negmitivii en el 2° y 4% enadrantes, que cot. 30° = 4/3 ¥ que

el periodo dela cotaigente’es el arco de 1807, resnlta qne los arcos &
qui: pertenecs cobi=—=—4/3 serin: x= 30° +n: 1807 Los arcos nega-
tivos que tienen la misma cotangents, serfin —s=——30—mn. 180°.
a0 = AL S . ] . - ‘__ . - 2 % =0 4 =0
99 1Los.aEc08 A (e pertenece Cos. =4 4/ seran = 45%y X 315

S N y ;
4 D60°=—15 ¥ todoslos que resulten de agregarles = n. 360°.

16rmulas generales de las lineas trigonométricas.

~35. -~ FORMULAS RELATIVAS AL SENO Y COSEXO DE LA SEMA DEDOS
A REOS.— Conocides los sexos y cosenns de dos arcos a y b, se traia da ds-
tovaninar e erpresiondel seno y coseno de la suma Yy diferencia de estos
arcos.

Sea AB=d(fiz. 560) y B(=—U: tendremos AC=a-+b
BD—sen.s, D O=cos.a, C E=sen.b, B O=coa.b
C H=sen. (a-+b), H O==cos. (a+Db)

Por el punto E, pic del seno del arco C D, tiré-
mos B F perpendicular 4 A0 y E Gparalelail este
rallio, y nos resaltarag 163 trigngnlos EE Oy EG C ‘semejantesii
B DO, el primero por s€r B F paralela & B.Dy ¢l segnndo por ser 108
lados de B G C perpendiculares & los de B D 0. De la inspeccion deo
la figura resulta:
¢ H—sen. (a+h)=EF4+C G ......- (A)
H O=cos. (a+h)=0 F—E @i dnd 2 (d25)

Vamos & determinar 10s valores de las enatro rectas, B F, C G, OF
y E G, en funcion de Jos senos y cosenosde & y de 3, i enyo fin com-
pararemos los tridngulos EF Q0 y EGC consu semejante B D O.
Asi, pues,

5 g}
EF:EO:=BD:BO 6 BF:cosb :: sen.axy, luego U e i
r

on ‘.
0G:CE:DO:BO COG:sen.b:cosa:r Q=20

CO8. ¥

OF:EQ+:DO:BO O F : cos.b 1z eos.a i OR="_

EG:CE =BD:BO EG +gen.b jrsema T

Snstituyerrdo los valores de estas cuatro lineas en las ecnaciones
(A) y (B), resulta:

son.a cos.b+sen.b cos.a
gen.(a4+b)=——"—"——— el
+
cos.a cos.h—sen.a gen. b
cos.(a+b)= et
I

v haciendo r=1, como anteriormente, & fin de simplificar nuestras
formulas:

gen, (a+b)=sen.a cosb + sen.b cosn . (12)

cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a gen.b. ... (13)

Como las formulas que anteceden s¢ han sacado geométricamente de
una fignra en la que sg ha supuesto a +b<90° y en laque los arcos son
positivos, yamos & demostrar analiticamente que son aplicsbles & todos
los casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos., Para llegar
& esta conelusion general’demostyaremos: 1° que las expresadas férmu-
las subsisten para todos los valores de a y de & comprendidos eatre 0°y
g0®; 20 que subsisten igualmente enando fcualquiera delos.arcos se le
agrega 907; 3° que son aplieables para todos los vilores positivos'de los
arcos; y 4° que lo son ignalmente pard los ¥ilores negativos.

1°.— Las formulas (12) y (13) subsisten pura todos los valores de &y
de b comprendidos entre O° Y 90°.

Habiéndose establegido estas formulas para, elcaso en guea +b<90°,
yamos: & saponer que se tengas

a+b>90°

Sean &’ y b’ los complementos respectivos de a y de b, tendremos:




Sumando estas ecnagiones: Asi, pues, (a+Db)

es supleménto de {a’ +b)

Despejando 2’ +b’—=180"—(a+b)

onto (A 3-1)> 907 se nfiere a’+b" <907, porlo cuallas f6rmulias (12)

(15) sexdn aplicables pardlos sreos alp b'. Esto es,
sen (a2 b y=sen.a’ cos. b’ +sen.b’ cos.a’

¥ como el s¢no, dé un arco (o’ +b7) esigual y del mismo signo que el
de su suplemento (a+B), y el séno de un areo es ignal al coseno de su
complemento y reciprocamente, sustifuyendo en la dltima espresion,
resulta:
sen. (a4 b)=cos.a sen.h+eoab sen.a

ordenando sen-(a-+b)=sen.a cos.hisen.b cos.a
Juego Ja formula (12) snbsiste cuando/(a+b)>90° lo misme que coan-
do era nienor que 90°%,

Sieudo aplicable Ta fororuly (13) denvostrada geomélrieamente pars
los arcog'a’ ¥ b’ tendrémos:

cos. (a’++bi) =ces.a” cos.h’—gen.a’ sen. b’

Como el ¢osend de un arco (a'+1’) esigual al coseno de su suple-

mento (a+b) tomado con signo contrario, ¥ el seno dé un arco es
igaal al coscno de su complemento y reciprocamente, ststituyendo,

yesulta:

—@0& (a+ h)=sen.a sen.b—cos.a cos:b

cambiando signos eos.(a-+b)=C¢os.a cos.b—sen.a gen'b

lusgo la férmula (13) subsiste parael easo en que (a+b)>90%
2°— Las formulas (12).y (13) subsisien igualmente cuandy ¢ cual-
quiera de s arces n 6 b se le dgrega 90°.
Por 1n hipdtesis. las f6rmulas (12) y (13) siendo aplicables & Ios ar-
gos a y b, e Wene:
gen.(a+b)=sen.a cos.b +sen.beosd
cos. (a-+b)=ces.a cos.b—sen.a sen.b
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Si 4 uno de estos arcos, @ por ejemplo, 18 agregamos 90°, tendremos:

a’—n 4907

o

de donde a=a'—90

Sustituyendo en las férmulas anteriores, se tiene:

sen.(a’4+-b—90°% y}=sen. (8’+90°) cos.li +sen. b cos.(

cos.(a" + b—90°)=cozs.(a™—90°) cos.b—sen. (a'—¢

Fund&ndonos en que sen.(—a)——=sen.a y en que cos.(—a)=cos.s,
y en qne sen (80°—a)==cos.8 y en que cos. (90°—a)=sen.a, tendremos:

sen. (8’4 b—90% ) =—sen.(90°— (i’ + b) }=—cos: (3’ +b)
gen .(a>—90°)=—sen.(90°—a’}——cos.8’
cos. (a™—90° )=00s8.(90°—a’

c08.(# +b—907)=c0s. {90°—(&’ +b))=sen.(a+b)
y sustitayendo se trasformarg

la expresion (A) en  —ecos.(a’+b=—cos.a’ cos.b +een.b sen. s’
cambiando siznes:

yla(B) en

cog. (&’ +bj=cos.a’ cos.b—sen.a’ gen.b
sen, (4’ +b)=sen.a’ ¢os.b+cos.a’sen.b

lnego las formulas (12) y (13) subsisten ignalmente cuando & uno de
108 arcos'a se le ugrega 90°, y se trasforma en .

3% —FLas férmulas (12) y (13) son aplicadles para todos s valores
positivos.de los arcos .y b,

Supongamos, en efecto, qae los avcos positivos ¢ y & contengarris-
pectivamente el ' primero 7 cuadrantes y el segundo n cuadrantes, de
modo que

a=—m. 90" +4-a’

b=n.90° +b’

Como g’ y b’ son ambos menores que 907, fpara ellos serin aplicables
las f6rmulag (12) y (13), y se tendri:

gen. (a’4-b')==sen.a’ cos.b’+sen. b’ cos.a’

cos. (@ + b’ )=cos.8’ cos.b’—sen.a’ sen. b’




e e B

Ahora bien: como segun el prineipio 3°; estas f&rmulas subsisten si
ancesivaments se agrega &a’ 6 b’ una, dos, tres.. - ete., vefzes, ')r(.)_l—e
sulta que sobsistirdn para el caso en que a se ufmvzcrlea- en a ’f‘“:l\u‘_’ —:.1
v b’ g6 eambie en b’+n 90°=Dh;, en congecunencia las férmulas(12) 5'( 13)
;:nn aplicables & dos arcos positivos, cualquiera que gea su magnitud.

- : Nors EomFion anlicables para cuando
4o Tias formulas (12) 3 (13) son tambien aplicables para 7

a . b son negativos. y

Supnngamos' que cualquiera de estos arcos, & ambes sean negalti-
vos, y designemos por . y 7 DOMEros hastante grandes para quoe
s ) s S dova Bl
m.360° —a—a’ v 1.360°—b==h" dén los arcos ¢’ y &' positives, Paraes
tos arcos serdn aplieablea las formulas, (12) y (15) y se tendri:
. , e N
sen. (a=+b7)=sen.a’ cos.b’+sen.b’ Cos.8 vaa. . .(12)
sustitoyendo por &’ y b’ sus valores:
a'=m.360%—a y bl=n.360°—b
sen: [(m +n)360°—(a+b)] — gen. (m.360°—a)cos. (1.360°—b)
+ gen.{n,360°—b)cos. (n.360°—a)
Recordando que gen, m.360° —a=—sen.4
y que cos. . 360" —a= +cos.a
tendremos:
—sen.(a+bh)==—sen.a cos, b—=sen.b coe.a
y. cambiando signos resulta:
gen. (a--b)=sen.a cos.b-+sgen b cos.a
qne es la formula (12) aplicada 4 los arcos negativos.a y b.
N - L . v o
Alora cos.(& + b)=comx’ €os. b —sen.a’ sen.b’.. .. (13}
gustituyendo:
cos. [ {m +n)360°—{a -+ b)]=cos.(m.360 *_g)cos. (0.360°—b)
— son. (m.360°—a)sen. (n:860°—D)
o cos/(a+b)=cos.a'cos.b—sen.a sen. b

que es la férmula (13) aplicada 4 los arcos negatives.
: - a (19) v (13) odl
En consecuencia, la generalidad de las formulas (12) y (13) queda

completamente establecida,

1

De paso haremos notar, que como' se habrd observado al tratar del
2° prineipio, la formula (13) puede deducirse de la (12) y reciproca-
mente reemplazando 2 por 90°+a, 6 & por 90° +b.

766.—SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DO0S AR€0S,—Si en lag
formulas (12) y (13) reemplazamos -+b por —b, y recordamos que
sen. (—a)=—sen.a y que cos.(—a)=cos.a, tendremos:

sen.(a—Db)=sea.a cos.b—sen.b cos.a........(14)
cos.(a—b)=cos.a cos.b+sen.a sen.b. ... ....(13)
767.—SENO Y COSENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE VABIOS ARCOS.
—>i en la formula (12) reemplazamos el arco & por & +¢, tendremos:
sen. (a+b-+e¢)=sen.a cos.(b+c) +sen.(b+c)cos.a

poniendo por cos.(b+e) y sen.(b-+c) sus valores conforme & las £6r-
mulas (12) y (13) se tiene:

gen. (a-+b+¢)=sen.a(cos.b cos.c—sen.b sen.c) +(<en.b cos.c+sen.c
cos.b)cos.&

sen,(a+b+c)=sen.a cos.b. cos.e+sen.b cog.a cos.c+gen.c cos.a cos.b
—SR0D. & BEISDIBEI. 0510 4 548 s sls v u's Salliete o W oo o'uis' s meswi10)

Si en esta formula reemplaziramos el arco ¢ por ¢+ d, ficilmente ob-
tendriamos la expresion del sen.(a+4b+4e+d), y se concibe el procedi-
miento que habria gue'emplear para ebtener el seno de la sumade un
namero cualquiera de arcos.

Ahora, si enlaformula (13) reemplazamos & por &+-¢, tendremos:

cos.(a+b+-c) +cos.a cos.(b+c)—sen.a sen.(b-+c¢)
poniendo. por ¢os.[b-tc] y porsei.[b-+¢] sus valores, se tiene:

cos.[a+b+c]=cos.a [cos.b cos.c—sen.b sen.c]—sen.a [sen.b cos.c
4sen.c cos, b

cos.[a-+b+c¢] =cos.a cos.b cos.c—cos®h sen.b sen.e—cos.b gen.a sen.c
R T R O e Y RS Bl

Si ea las formulas [16] y [17] eambiamos gignos & los arcos ? y c,
resulta:




sen.[a—Db—c]=sen.a cos.b cos.c—sen.b ¢0s.a Ccos.C

— sen.c¢ cos.a cos.b—sen.a sen.b gen.c .......[18]
cos. [a—b—e]=cos.a cos.b cos.c—cor.a sen.b sen.c

Fcos.b sen.a sen.c-+0os.c sen.a sen.b........[19]

De este modo pueden obtenerse las expresiones del seno y coseno de
la diferencia entré un arco’'e ¥ un nitmero cualquiera &, ¢, d.. ..

768, —TANGENTE Y COTANGENTE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA.—
Hemos visto [729] que

sen.a

tang.a= luego
8 coB.a |

fahoATath __sen.[a+b]
Spgifath] cos.{a--b]
poniendo por sen.[a-+b] y por cos.[a-+1b] sus valores [12] y [13]

gen.a cos.b-+gen.b cos.a
cos.4 cos.b—sen.a sen.b

tang.[a+b]=

dividiendo todos los términos por cos.@ cvs.b, se tiene:

sen.a cos.b  sen.b cos.a -
b cos.s cog, b ' cos.a cos.b
tang.[a+ = cos.a cos.bh sen.a gen.b

cos.a cos.b cos.a cos.b

n.as

: y ge
reduciendo, y teniendo presente que e
*08.

—tang.a, resulta:

tang.a--tang.b
: D= G e csedeve: v (20
ange|ac b} 1—tang.atang..b (20)

Si en esta expresion cambiamos +b por —b, y recordamos que
tang. [—b]=—tang.b, se tiene: _

tang.a—tang.b [21]

Sngfehl= 1+ tang.a tang.b

Si en la tormula [20) reemplazamos el arco b por b+¢, tendremos:
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tang.a +tang. [b+c]
1—tang.a tang.[b+c]

tang.[a+b+c]=

poniendo por tang.[b+c] su valor

tang.a-+ tang. b -!-_tﬁn:.'_r.c
I—tang.btang.c
1—tang.a REDHANC
1—tang.b tang.c

tang. [a+b+e]=

incorporando ¢l entero al quebrado, tanto en el numerador ¢omo en el
denominador

tang.a—tang.a tang. b tang.c+fang.b 4 tang.c

1—tang.b tang.c

tang. [a+-b4+cl= ok
&l 4= 1—tang.b tang.c—tang.a tang.b—tang.a tang.c

1—tang.b tang.c

multiplieando el numerador y el denominador por (1—fang.b fang.c)
y ordenando los términos resulta:

tang. (a £b4c)= _tang.a + tangh + tang.o—tang.a tang.b tang.e 5,
1—tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang.b tang.c

: Si eambiamos los signos 4 los arcos & y ¢, sus tangentes serfin nega-
tivaz y tendremos:

_ tang.a—tang.b—tang.c—tang.a fang.b tang.c 23)
: 2

tang.
1 4tang.a tang.b+tang.a tang.c—tang.b tang.c

Se comprende’quée empleando el mismo procedimiento obtendriamos
las expresiones de tang.(a+b+ec+d+...) ytang, (a—b—c—d—....)

v CO0S. 3
Como cot.a—=-""", tendremos:

SCN. 3

008, . s.b— 1
cofi (a4 b)= 0os. (a+b) _ cos.a cos.b—sen.a sen.b

sen. (a-+Db) sen.g cos.b-+sen.b cos.a

diviliendo todos Tos términos por sen.& sen.b

cos.a cos.b  sen.asen.b

sen.a sen.b  sen.asen.b

cot: (a4b)= =
sen.a cos.b  sen.b cos.a

+
gen.a sen,b ' sen.asen.b




. : 08, 1
reduciendo, y én virtnd de que _COR%-8 __cot.a, resulta:

gen.a

cot. (a+b)——-92&r_‘£rih_——1...... % e ()
cot.b-+cot.a

Si sereemplaza-+b por—b, y se tiene prosente que cob.(—a)=—cot.a,
ge-tiene:

bow Rkl oqka colb~ 1
' —cot.b+coka

cambiando signos al numerador y al denominador, resnlta:

AV (a—b):ﬂt‘“ cob.b+1

cot,.b—cot.a

Empleando el mismo procedimiento que con la tangente, se pueden
facilmente determinar las expresiones de cok.(a+ b+ ¢), cotu(a—b—rc),
cot. (aztbxctd....)

769.—FORMULAS DE L0S ARCOS M(LrIrLos—Si en la expresion
sen. (a+b)=scn.a cos.h+-sen.b cos.a
hacemos b=a, resultari:
gon. 2 =2 SENIA COS,8 <=srese-vsssse snas(26)
Si‘en lg exprésion:
cos. (a-=b)=cos;a cos;b—sen.a sen.b
hacemos b=a, resultari:
CBE. 2 A=COSBBAN A1 s coess me = o onoane (3T)
Para obtener sen.3 a haremos en la expresion (12) de sen. (a+b),
b=2 a, y tendremos:
sen. 3 a—sen.a 608, 2'a-+86h. 2.4.C08.4
sustituyendo por-sen.2 &y por cos.2 4 sus valores (26) y (27):

gen; 3 a—sen.a (cos®—sen’a)-2 SeN.4.C08.8.€08.3
—gon.a costi—szen®a +2 sen.a cog’a=3 sen.a cos’a—sen’a
—3 sen.a (1—sen’a)—sen’a
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sen. 3 a=3 sen.a—4% ser’a.. . et A b bS]

Para obtener cos.3a, en la expresion (13) de cos. (a+b) harenios
b=2 a, y tendremos:
COE.3 A=—0C08:a C08.2 a—saen.d sen.2 &
Snstituyendo por sen.2 & y por ¢0s.2 a sus valores, se tiene:
c08.3 a—cos.a (cos'a—sen%a)—sen.a 2 sen.a cos.a
— c0S°a—COB. & S0l n—=2 SeN’a COB.Y

— cps*a—3 05,8 sen’a=cos’a—3 C08.a (1—cos’a)

c0s.3 a=4 cos'a—3 €os. Rl A e < (D)

Ampliando este procedimiento pueden obtenerse las formnlas de los
8EN0S y COSEnos de los arcos 4 a, § &, etc.
Si en Ia expresion (20}

tano.a+tang.b
fang. (a+b)=——= cidid Sl

1—tung.atang.b

hacemos &—=a, se tiens

2 tang.a
tang: 2 a= TS . R s el (B0)
o i
i 1—tang’a

Si en Ia misma expresion (20) hacemos 5=2 &, tendremos:

2 tang.:

tang. a+tang. 2 & tang.a+ i - v

1 - 1—tang’a

tang. 3 a= _.1 Song.a
— tane.atans.2a 1—tanga——7 = -
1—g8ng.a1ang S l—bauga

reduciendo los enteros 4 la forma de los quebrados que los acompatiau,
y suprimiendo despues ol denominador 1—tang®a, que es comun & los
dos términos del quebrado, resulta:

, 3 tano.a—~tanch p
tangh 3 a=—————— al o oo e (L)
1—o tangs

Si en la formula (24)

/ : cot.a _cof.b—1
cot. (a+bh)=—— = - —
cot.b +cot.w

hacemos b=a, so tiene:

- cota—1
cot.Ra=m—
2 cola




el s SoaP » . . 7/
Dividiendo todos los términos de esta expresion por cof.a, se le pue- de Ia que resulta:

llc‘ dar otra forma en que suele usarse:

e, .«}a:\]l‘“c”ﬁ-“............ R 1))
2

cof. 2 a=% (cotua—tang.a)

Si en la expresion (31) sustituimos por las tangentes sus valores en

Yara eliminar sen’ w0 tiene signos dife on las mismas ecua-
fingion 06 Iecatatpents Para eliminar sen’$ a, que tiene signos diferentes en las mismas ec

ciones, las sumarémos, y se tiene:

tang.a—= LN 1 +cos.a=2 cos’} a
cot.a

PRI N =

tendremaos: 3 1 3 cot*

cot,.a col a cota

=
e

—eota 3 cot.a
cot®a cot®a
1 3 cotfa—1

cot. 34 coln—3J cot.a

e BRI R

8 cota—1

"

770.—FORMUTAS DE LOS'ARGOS DE LA aTAD.—Para determinar el
senn de un arco en funcion del seno ycosgno de la mitad, sien Ja ex-
presion (26)

gen. 2 a=2 gen.a cos.a
reemplazamos el arco @ por & &, tendrémos:

gen.a—2 gen. dacos. Fa...iiane .l (39

Para determinar el'cozéno'en Tuncion del'zeno y coseno de Ta mitad
de un arco, gi en la férmula (27)

€os. 2 fi=cos’a—Fen’a
reemplazamos el arco @ por# a, tendrémos:
cos.a=—=cos’s a—sen*fa.. ..
Por otra parte (129) 1=sen’} a<-cos’éa
Con el objeto dé eliminar cos"s, que tieve el mismo 8igno en estas
eenaciones, restarémos de la altima ecuacion la (33) y se tiene:

I1—cos.a=2 sen’+ a

Estando expresados el seno y coseno de la mitad por uh radical de
2° grado, implicitamente precedido del signo =, cada una de estas li-
neas tiene dos valores ignales y de signo contrario, habiéndonos resnl-
tado ambas en funcion del coseno de ¢. La razon de esto es, que todo
coseno corresponde & dos arcos [738] que podemos representar por el
arco n.360° 4 a y n.360° —a, en cuyas expresiones 7 €s un pimero
entero cualquiera ghe puede ser nulo. De eonsiguiente, g1 se busca
sen 34 6 cos 4 a en funcion de cos.a, el cilenlo debe dar al mismo
tiempo los senos asi como los cosenos de las mitades de todos los.arcos
comprendidos en las expresiones 1.360° & a y n.360° — a, es decir,
que se deben tener todos los valores comprendidos en

. 360% =a\ . . 3607 £ a
sen. (Il_ 3;"2 - ) 6 en cos. (”—w., )
~

En la prictica, enando se conoce el valor numérico del arco a 6 por
1o menos el cuadrante en que termina, yaliéndonos de ios valores co-
rrelativos del seno y coseno; sicmpre es fileil determinar el signo gue
debe tomarse. Por ejemplo, si a<90%, que as el caso mascomun, 5 < 43,
y como el.seno y.coseno de un srco.menor que 907 gon positives, toma-
rémos para sen. 4 a y eos. 3 a cl'signo + del radieal. Esto es, nuestras

formulus. senda— [1—C084 ¢ cpsda=—  |LHCOSR gon Jas ade-
- .

TR AR i
cuades para el caso en que el arco 2 sea menor qne 50°-
Considerando el triffigulo rectangnioformado por-el radio, el seno
y el coseno, si el dugaloidel centro s menor que 45°% el dngulo forma-
do por el radio y el seno serd mayor que 45°, y coma al angnlo mayor
esth opnesto el mayor lado, resulta que purs arcos menores que 45° el
coseno e mayor que el seno.




a8

Eu las formulas obtenidas, ¢l senoy eoseno de la mitad estin en
funeion de cos.a. Si se quieren deferminar en funcion de¢l seno proce-
deremos como signe. Se sabe que

—sen®t atcos’t a

sen.a=2 sen & a4 cos 3

Si se suman estas dos ecnaeciones, so tiene:
1+ cenia=sen’s a4-2 sen 4 a €os fa-teoss

Si e reaban Ins inismas ecuaciones, se tiene:
i—sen.a=sen’}a—=2 sen$'a cos } a4-cos'y u=(sen 1 a—cos.d a)’..

Extrayendo réiz & las ccuaciones |A ]y [B] resultaz

A/ 1 +sen.a=sen & a+cosds

4/ T—sen.a=sen. % a —cos. ¥ a

Conogiendo Ja suma ¥ la diferencia de/ senk } a y cos:a; la mayor
de estas cantidades serd ignal 4 1a mitad de la snma mag la mitad de
i diferencia, v ka menor # la mitad de lwsnma menes la mitad de la
difereneia (226 V) Asi, pues:

A1 +sen.s + 34/ 1—sen.n

A/T+sen.a —34/1—sei.a

.
D
=
w0
Il

-
Ahe ket

"

{en]
s
L1 I
o

fl

Cuando sén .2 a>co8.3

a=% 4/1 1 sen.a —3A/1—=sen.a

8
=

Cnando sen £ a<cos.3

)

=3 4/ 1 +sen.a 44 [—sens

P
0
o
~
he

Estas expresiones pueden reasumirse en 145 dos siguientes:

+ 3 A/15sfn.a = 4

M=
3 A7/ [ +senn 3

-

Cuyos signos se determinarin conociendo el valor del arco @ y sabien-
do si el seno de § a 65 mayor O wenor que cos. § 4, scgun acabamos de
explicarlo.

771.—TANGENTE DE LA MITAD.—Fundindonos en la expresion [43

gAn A

(129) tang.a=— , fenemos:
Cus, &

tang. 4 a—

Reemplazando por sen. § & y por cos. 1 a sus valores [36] ¥ [3%1y
reduciendo resulta:

tang. 4 11=J_l""”5'"

1 - cos.t

4 esta expresion se le snele dar ofras formas. Multiplicando los dos
términos dentro del radieal por (14-cos.a); se tiene:

__1,"3 1—cos®n Vv

tang: § a— [(I=c038) (L
(1 +cos.a)’ " 14cos.a 1+4cos.a

sep.a
lnego: bang. da— — —— L..iaaeiien S (41)
1+cos.a

Si los términos del quebrado de la expresion (40) se multiplican por
(1—co8.a), resulta:
s Sy {42

sSeln s

Si se quiere determinar el valor de tang. 1 2 en/ fancion de {ang.aq,
procederémos como sigue:

La espresion (30) da: tang. 28— 2 tang.a U'WVEPSID
BiBl i D OE
EUO’Z
ln_C}l U

tVep
Yo 1% : g o8 . £ HAY
teemplazando el arco @ por § a, resulta: _4(,_—0",’!50 R

2 tang. i "4 1625 g S
I—tung*a s MERice
ge trata, pues, de despejar & tang. 1 a de esta ecuacion. Quitando el
denominador, se tiene:

tang.a—tang.a tang¥ a=2 fang. fa
trasladando y dividiendo todos los términos por tang.a, resulta:

1—tangia

tang. a—

2

1—tang® 2 a+
tang.a

tang. 4 a

Despejando & tang. + a en esta cenacion mixta de segundo grado
resulta;

tang. 1 a=— =0 'it\] B G
ang.a Lml“_":lk




=l

S T

AR

PP | il 1=~

b

v v

incorporando el entero al quebrado dentro del radical y sacando fuera
de éste ol denominador, se fiene definitivamente:

1

—

taug.n

o

tang, 3 a=— \/1—4-_[:1113’;1. v 2o ees(d3)

tang.u

De esta expresion, resultan dos valores para tang.j a' segun sea el
signo quo se tome del radical, lo'cual procede de que como hemos visto
(745) todw tangente corresponde igualmente al arcoa y 4 180° + a
siendo como.cg 180° 1a amplitud del peripdo de la tangente; pero cunan-
do se conoce el valor del arco a & por lo.menos el cuadrante en que ter-
mina, desde luego puede determiunarse el signo que debe adoptarse pa-
ra tang. 4 a. Por e¢jemplo, sia < 907, tang. 1 a, lo mismo que tang. a
geriin positivas v la formula eorrespondiente debe ger en este caso:

tang. 3 :x:——.#Al;_+__?__

tung.a  tang.a

1 4+ tangh

e €o%. 8
w49 COTANGENTE DE LA MITAD.—Siendoel valor de cob.ga=———,
sen.a

gos 4 a
coli ! =S 2/
8¢l 3.4

se tiene

reemplazando por €os< § 8 § sen
do, resulta:

a sus valores (37) y (36) y reducien-

o (44)

di'se multiplican los dus términos del quebrado por [ 1 4 cos. a |, re=
stlta:
+08:
eot. 4 a= g heos,s
Sen.g

SR N NS

y si ge:multiplican per [1—(:05.3], se tendrd:
RON. A .
cof. $ a= —— .+.(46)
1—eos.a
Si se quieré el valor decot. 4 a ‘en funcion de cot. 8, procederémos
comeo sigue;
cot’a—
cot. 2a= — =t
< coLa

Formula (32)

61
reemplazando el arco a por § &, se tiene:

cok.® 4
cot, a= f

quitando el denominador: 2 cot.a cot. I a—cot* § a—1

trasladando: 1—cot®  a—2 cot.a cob. § &

despejando’d cot. 3 a4 de esta ccuscion mixta de segando grado, re-
sulta:

cof. $a=cobt.a £ A/ GotatL «-ae soves o ar)

Despues de haber tratado de las formulas relitivas & la snma y dife-
rencia de los arcos, de las de lozarcos miltiplos y de los arcos dela mi-
tad, vamos @ establecer otras expresiones quo ficilmente so deduecen de
estas formulas.

73— EXPRESIONES DEL CUADRADO DE ALGUNAS LINEAS.— Hemos
visto que

c08.2 a=cosii—sen’a.. .. formula (18)

reemplazando por cos’a su valor: 1—sen’s, se tienes
cos.2 a=—1—2 sen’a

1—cor. 2°a

]
~

despejando 4 gen‘a— e e v v e {45)

si se sustituye el valor de senw=—1—cos’a en la misma férmnla (18),
o tiene:

008, 2 a==cosia—1 + costa=—2 Cos'a—1

cos’a=]j_c_aﬂ................(49)

despejando 4 5

Dividiendo la (48) por la (49) y en virtud de que 2°0-% —tang.u, ie-
COS &

salta:

tangtu== 1—cos.
1 +cos.




T = €08.4
Dividiendo la (49) por la (48), yen razon de que cob.a— i

geN. 8
ticne:

.
1-+cos. 2

cot®a— e toh)

i
1—cos. 2 a
Hemos visto (¥29) que
gen®u=1—cos’a
sen®b=1—cos’h

restando estas ecnaciones, miembrod miembro, resulia:

gen*a—senb=—cos®b—cos™. ... .

"4, —~REVACTONES DEL SENO Y/ COSENO DE LA SUMA AL SENO Y CO-
SENO DE LA DIFERENCIA.—En ‘el nitmero 765 hemos demostrado las
signientes expresiones:

formaula (12) sen.(a-+b)==sen.a cos.bh+-sen.b cos.a
(14) gen.(a—b)=sen.a cos.b-—sen.b cos.a
(13) cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen:b
(13) cos. (#—Db)=cog.a eog.b +sen.a senihy

Dividiendo la ecuacion (12) porla (14}, se tiene:

gen.(a+b) . sen.a cos.b+sen.b cos.a

gen.{a—b)  sena cos.b—sen.b cos.n

dividiendo log términos del quebrado del 2° miembro por eos.a cos.2,
resulta:

sen.(a-+h) _fang.a+ tang.b

gen. (a—b) tang.a—tang.b

Si'se dividen miembro § mietibro Ia ecuacion (13) por la (15), se

tiene:

cos.(a+-h) _ cosa cos.b—sen.a sen.b

cos.(a—b) cos.u cos.b-+sen.a sen.b
dividiendé 16s términoa/del quebrado del 2° miembro. por cosidigen.?,
resulfa:

coz.{a4+1b) . ecl.b—tang.a (54)
oot == SVl Fulo ninn W wa s e eeAAE
cot.b+tang.a

Cv:; (‘u——b)

65

Y75, —PRODUCTOS DE LOS SENOS X cosEN0s,—Considerando las £6r-

malas (12) y (14). tenemos:

gen. [a4+h]=sen.a cos.b +sen.b cos.a
sen. [a—b] =sen.a cos.b—sen.b cos.a

Combinando estas férmulas por adicion y sustraccion, se tiene.

sen. [a+b] +sen. [a—Db]=2 sen.a coz.b

gen. [a-+h]—sen.[a—b]=2 gen.b cos.a

De las que resnlta:

gen.a cos,b=4 sen.[a+b]+4 sen.[a—b]......(53)
gen. b cos.a=4 sen.[a+b]—% sen.[a—b] . .....(36)

Las férmulas (13) ¥ (15):

cos.[a+1b]=cos.a cos.b—sen.a sen. b
cos. [s—b]=cos:a cos.b+sen.a gen.b

combinfindolas por adicion y sustracciony dan:

cos.[a+b]+eos. [a—b]=2 cos.a cos.b
cos.[a—b]—eos.[a+b|=R sen.a sen.b

De las que resalta:

cos.a cos.b=1 cos. [B+b] +1 cos.[a—Db]......(57)
gen.a sen.b—4 cos. [a—b]—% cos. |asb]. ... ..(58)

Y6, —SEMA Y DIFERENOCIA DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.—En
el parrafo anterior hemos visto que combinando por adicion y sustrac-
cion las formulas relativas al seno y coseno  de la suma de dos arcos
con las de su diferencia, se tiene:

8en.a €os.b

sen.[a+-b]—sen.fa—b] sen.b.cos.a
cos. [a-+1b] +cos.[a—b]
]

Cr.‘»s.[:t—hj——uus.[;x+h —9 sen.a sen.b

Ahora bien.-si hacemos-a-+b=p, ¥y a—b=q, resultariz (266 V)
a=4[p+al b=3 [p=4]
y snstituyendo estos valores en las cuatro gcuaciones anteriores, re-

sulta:




gen.p +sen.g=2 sen. ¥ [p+qjeos 4 [p—q] ------ (59)
sen.p—sen, q=—=2 sen. 4 [p—qJeos. 3 [p+4q]....... .(60)
cos.r +cos.p=—=2 cos. 3 [p+ qleos. & [p—q]---- - .(61)

cos. (j—cos. p—2 sen. 3 [p+qjsen. § [p—aq)--ev.c-a(62

Debemos haeer notay, que siendo el areo p>q se ticno cos.p<cos.q,
porgueien el 1°= cnadrante al ammentar el arco disminuye el coseno.
Estas cuatro tltimas férmulas saclen ser de uso frecuente, especialmen-
te para haeer adecuadas al empleo.de los logar itmos algunas expresio-
nes trigonométricas, supuesto que una foncion de suma y diferencia se
trasforma en otra de producto.

__sen.a , sen.b

sen.a cos.b-4+sen.b cos.a
tang.a +Htang. b=— .

cosa, cos.b

cos.a gos.b

mong[a bl 1 T (63)

Tuego (12) tang.a+tang.b=_—— ;
COB.y COS. D

sen.a  sen.b _ sen.a ens.b—sen.b cos.a
cos.a cos,b

tang.a—tang.b = —— !
cos.a | ¢€os.b

luego (14) tm‘.g.a——tnng.b———gonﬁfi‘:l)].». Ll i i Seln AR 5ia e (O4)
i cOs. & cos8.b

cos.a , cos.b .~ sen.b cos.a+sen.a cos.b
cot.aFcobib=———t———

gen.a  seo.b sen.a sen.b

lnego (12) cot.a + cobb =S('"'[]_’-—+!ﬂ-. s e et v et TRRDD)
sen.a sen.b

: cos.a cos.b  sen.b cos.a—s
cot.a — cob.b———"—— e s
sen.a  seu.b sell.id sel.

1 sen. [b—a i,
lnego (14) cobt.a— cot.b———._,[_“_]_.. T Oy U A B e ] (11:)
sén.a gen,b

o ko d
i

— RELACIONES ENTRE LA SUMA Y DIFERENCIA DE LAS LINEAS
TRIGONOMETRIOAS.~— Las siguien tes expresiones £ oblienen dividiendo

gucesivamente lag ccuaciones:

s o sen.p+sen.q _ tang. D=1
59 por 60 y simplificando da: Se0-p8ERG 12D 3 Ip- ,l],m
. sen. p—sen.q tang.} [p—1l

.

on
AT

59 por 61
Cos.(+ cOs.p

SEN. P -+8en.¢ .
__l__‘—‘l=cot,:!_, (P—q)--eeruns
CO5.q—Cas. p E

59 por 62

el p—sen.q_ ¢

60 por 61 an

COB.(

60 por 62 BN P8O G0t F (P+q)eesnenos

CUs.q—<Cos. p

61 por 62 €0S.q +CO8.P__.ot 3 (n 4 q)cot 3 (p—§). (52)
€08.—CO8. P ot.3(p+q)eot-3(p—4).(3%)

3 por 64 tang.a-t tang.b __sen.(a<-b)

D g? 1 Getoaln'e s RS
tang.a—tang.b  sen.(a—Db) Ve

L ok sl aobb - FocTie
por 66 cot.a+ cob.b . sen.(b +a) it

mNO

778.—Lias férmulas fundamentales y lag que hemos demostrado en
los parrafos anteriores, 1a8 rennirémos en la signiente tabla con el do-
ble objeto de.que los alummosilag graven en si mMemoria, y para gue,
cousultindols, puedanificilmenteresolver enalquiera duda, En todas
se'ha supuesto el radio ignal 4 1,

Tabla de las principalesformulas de Trigonometrfa rectilinea.

O - COR Y ot s et it aReir e e et s S0 o s e riw eo s Srm'n
=1 L LANEIA e <4 sn eivisvivin e Shine s sssa sane wane s s ne
e ] OO - o vty e asimesa o nostos S iie /oot s ujo an s

sen.a
COB

1

CORRC.0—— — ..
sen.a

COS. 8%

2t e
—4




ange.

SCIv
gOoSs
gen.(

cos. f

Serls

COs {a—D

66

P R

a3 =

Gl
ver.a—=1—c08.4
vor s=—1—EeN. .. «»

b)—sen.a cos.b+ gon. b CoB.a .
b

b S o
a -+ b)y=cos.a cos:b-—sen.a seu.

r—h =—sen.4 cas bh—sen.b cos.a
h)==cos:a cosb +5en.a gen. b

th 4 c)—==sen.a dos. b cose 4 sen.b.cos. R cos.

+ son. @ €0s.a cog,b—Ben.a seb. b &

(a+h4e)=0cos.8C

—COE. D

(a—b—e)—36n, 8 & « Iy coge~—sen.b ep

__con. ¢ coa. & cos h—sen s egU. U 28I,
(a—b—C)—C05.% cos.h ¢

+coa.l

tang.a+fang. b

t“"" a—L -'xi:,.
$ &:mr'_.;c @ang. i

~tanga--tang b-L tsng. o—tang

1 —tang.a tan B ang. & £

fane, g——tang. b—tang

PR e d Ot
@00 Th : ¢ 4 ta
’ 1 —-—t;mu.u:.:.ug;_:.l:fL;-.n;..n..n;

ent.n cot.bh—1

cot.b+cot.a

cobta coblit-1
X !.x—m_ :

Lui )——( nb a

-5 sen.a—4 sen'a

y gen & Sen.C+eo8.C gan.a gen.

o

fen.c.

aa.blcos e—cos. & sen.b sen.c

b Yen.s sen.¢—cos. ¢ sen.a SCil. b

A COB.G~

C.n

s8.0-—c0s.a80u. b seR.C

b..

a tang

tang.c—tang »L.w:, 3

o s tang. b tADEG
7-. :zw btm." ¢

C03:3 8=
2 tang,

1 —tang’a

o .
_ o tang.a—tang

3 eot*fa—I
.2=2 sen. % a.cos. 4 a.

5.8=¢o0s’} a—sen’s 4. ..

L cos®a—3 €088 .u v v

genda—l ST u L
y s -{f\/ltst-n.n

CO8,. 2 = .
= 1 4-gen,.a 1

tﬂ“f' l A= Jl - (08, 8
14+ cos.a

tang, %
tang. &

tang, & ;
lung.z

.‘:) e B d—Jl -+ CO8, ‘t :
1—cos.a

1 + ens.a

TR

cob.d a=

cot. 1 a= sen.a

1—cos.a

e
Vi—8en a




T T T RN S
cot.2 a=coha = 4/ cot’a+1 . S eears

. 1—cos.2 a
gen'a — .;—4—...........

o s Sm o e aeES Quina

14 cos.2a
cosTAa—=———— vt

2
~

1—c0s.2 a

e W e W

- V.‘A-' 8" - --s-.o--;--
sen’a—sen bh=ecos b—Co8"a s«

sen.(a+1b) __tanga<t tang.b @
LZ‘E\::—L)- um;,..s—t ang.b

et e g

st asman nue

COS.| (a-+b) __cot h——tm" a
cos.(: x——h) ~ cob.b 4 tang.
sen.a eos.b=3 sen. (a+b)+ 2 sen. (A=D)d s aennovarmsbnurnes

cos. (n+45) 44 COS. lar, ) TR PR | SRt

3

sen.b cos.6=32 sen. (a+b)—4% sen. (s ) S Ry
3
=23

COS. & COS.

sen.a sen.b=3 CO8. (d-—b) } cos. (AED). coin e viintve SEEsan s

1 > ..-n--nt-.-.a-'..--
gen. p-i-sen. Q=% sen. i (p-+1)cos.z (p—a)-

1
s Pt aon =) o5 (40, oo TR
cos. .4 Go6.p—2 Eo8. & (p+a) c0sd (@) esincniustien T
o o8, p=2 som & (poba) en b (P e ezttt

Sk b gen.(a+b)
conerattane b= ——+-"77-3""%"
tapgat s ¢os.2a cos.by

: b cm(w——h)
tono. g— ANE.0 =——— e NS )
isng.a 5 ¢0s. 8 C08.b

1 gen.(b-+8)
g ot.b= o'a
cobad-¢ Sen.a geLLb

.1 %“(b—‘”
—COL. D= e o el s 0189 S S
7 SeD.a sen.b

gen.p-+sen.q t.njz. L (p H{)

sen.p—sen.q W ing.z \P"‘l)

69

i e q~—i,ang. F(PFq)eeeevesserusne

C08.Q + COs. p

BRD- DI L b (D—a])s a5 oos e o 257
CO8.g—COS, p
Senp—5N-q_ tane. 1 (p=g){iessmannichy
€0S.q +Cos.p e

8en. p—Set. 9 —cot.4 {(p+9).-.
€08.(q—=CO0S.D
€08.q +CcOos.p

—cot.3 (p+1q) cof.? (p—q)...
COS. (—CO08. P '

tang.a4-tang.b __ sen (1-,-!))

tang.a—tang.b sen.(a —b)

cot.a+coth __ sen. (b a)

Cot.a—cot.h  sen. (b—‘x)

Demostracion geométrica de algunas férmnlas generales.

%79.—Como habri podido notarse, valiéndonos de lasrelaciones geo-
métricas en una fizura adecuada, hemos establecido Jas férmnlas lla-
madas fundamentales y las del seno y coseno de la suma de dos arcos,
yen reguida por puros p)ocml.nnwn.nq algebriicos;hemos deducido to-
das las demas; resultando que, siendo las primeras ciertas para coal-
quiera clase de arcus, las iitimas; conforme al cavicier.de los. métodos
analiticos, tienen la mayor generalidad, interpret: indo, como lo hemos
hecho, el significade de les simbolos algebriicos en. los valores correla-
tivos de los arcos’y sus lineas trigonoméirieas.  Los'métodes de 1a geo-

metria especial; envaelven casi siempre, enr oposicion’ de los procedi-

mientos analiticos, cierto espiritu de‘individualidad, lo cnal hace que
log teoremas demostrados por una figura, no se les puede counsiderar
como ciertps, sino pars los casos representados en ella; sin embargo,
como los procedimientos geométricos hacen mas perceptibles las ver-
dades, vamos & demostrar geométricamente, ‘alzgunas de las férmulas
deducidas por el edlenlo, lo cual servird para hacer comprender i los
alomnos, la dependencia forzosa que siempre, existe entre nnos y otros
métodos.




%80.—DADOS BL SENO ¥ COSENO DE U'N ARCO DETERMINAR EL SENOC
Y COSENO DEL ARCO DUPLO.
Sea en Ia fig. 361 O A =1, AB=BOC=
A C=—2a, AD=—sen.a, 0 D=cosa, CE
gen.2a y E O=cos.? a.
Siendo D.F paralela allado © E del trit
¢ A B, ysiendo A D=DC, se tendra
2D F, y A F=F E. (510) Por tanto,
KL TLY gon.2 a=0 E=2D F
a0 cos2a=B 0=0F-AF...

La cneation-queda reducida & determinar las rectas DF,OFyAF
en fancion del seno'y ceseno de A B. Para esto, considerarémos el
tridingnlo \rectangulo A'D 0 que ha quedada dividido “en tridngulos
parciales semejantes & &) por la’ perpendienlar D F 4 la hipotenusa,
(530) y se tiene:

DF:AD:DO:AO despejandoy snstituyendo D.F=sen.& cos.a
OFR:0D:0D:A0O AA 0 E=cos'a
AF:AD::AD:A0O 34 A F=sen'a

Sustituyendo en las ecuaciones ( 1) y (2) resulta:
sen. 2 a=2 sen.4 €0s.8
0og. 2 a=cosh—sen'a

qae.gon las expreaiones: (26) 'y (27) demostradas antes analiticamente.

781.— ENCONTRAR BEL SENO ¥ COSENO DE LA MITAD DE UN ARCOEN
RUNGION DEL COSENO.

En la fig. 362, haremos OA=1, A B==m,
por lo que D O=cos.a es la linea en fancion
de /la que debemos expresar el seno y Coseno
de%

Desde B tiramos las enerdas BA 'y B E ylos

radios 0 Gy O H perpendicalares & sus mitades; tendremos que

A =2AF=2sen.4a
BB =218 G=2F0=2¢co0s, 1a
AD=A0—D0O=1-—¢cCos2a

Por otra parte
DE=0E+ DO =1+ cosa

Qa gabe (537) que una cuerda es media proporcional entre todo el

didmetro y su proyeccion, por lo que

<A D gustituyenda 4 san®t a=2 (1—cos.a)

O zen. .;’“:Ji* LOR. W%
2
“~

4 cos’3 a=2 (1 +00s.a)

cos. f B— il +C :

~ L=

que son las exprasiones (389) y [37)-

2. —T1aDAS LAY TANGENTES DE DOS ARCOS 'Y b DETERMINAR LA
TANGENTE DE Sl SUMA.

Ea laficara 363 tenemos OA =1, AB=a

BC=h,B D=

{anz. (a+-b).

tang.a, B E = tang.b, y AF=

Pirando E G paralela & A F,

fandremos, com-
Patande los tridnginlos semejantes FAO y EG O
BPA - AQ BG :GO

o E G
20 F'A=tang. (ab) =1l (1)
: pi

4 ; ndremos: pues que (eterminar E G 3G O en fancionde BE D y
3 eTel - Y B O v 3 - : :
I: 3. Logrigngulos D B O y D G B son semejantes por ser recti

¥ tener comun ingnlo en Do Comparando sas lados homolog

8¢ Ticpe:

=g tang.a+4fan
inego 2 =50 ang i'

Do

EG:DE B0 :DO

S S e et e y : -
Para determinat el yalor-de G O, considerarémos el Erigngule’ ED O

y ¢onforme al teorema del nium, 534, teudrémos:

DE=E Q4D 02D 0xG 0
I‘C-‘]h‘j indo & G O se tiene:

G.gLE D (F-<TNES B OF ¢ D OF=(D 3]
2 10 200

g0 BOHDOD B2 D Bx
2 D0

‘>

i

ARy

1

P T T -
. =T ST M T




AR

e 1 e

v observando que E (3'——1‘ B?
gue B D=tang.a y que B E

s e
Q== DER WG
2D 0

e o T—tang.a tang. b a
suprimiendo el factor 25 O(;::———JU— ) — . -vasa (2)

austituvendo los valores de las ecuaciones (2) ¥ (3) en la (1), resulta
finalmente:
ta 8 + tang. b

tang./(a +b) = |—
l—l,.mz.‘x muﬂ b

gue eg la expresion (20) deducida analiticamente.
w88 Demostraiemos geomélricamente 1as férmulas Sigu

sen.p - sen.q—2 sen. £ (p+aq)cos. 2 (p—9q)
gon. p—sennq—=2 sen. 3 (p—q) cos. % (p+4)

B En la fig. 364 tomemos A B=p ¥ A C=q, cu-

: * yos SEnO8 seran respectivamente B K v G F,
"Piremos 1a cuerda O B y el radio O'D perpen-
dienlar & su mitad. Por el ; anto P tiremos P M
prr:n ndicul ‘1‘) P N paralela al v n.") A (

'llum,m«u, por. iltimo,

ls inspeceion de la l:guh: xuu.i:’.:

¢ B C=p—q BD=2 (p—~ ) A D=A BB D=p—1 (—9
A D= (p +4q

E—sen.p, O F=tengq D (—sen. & (p+a), B P=sen. z{p—q)
0 G—cos. 3 (p+g), O P=cos. 2 (p—9)

aé_ Ben.p—
2 F

\ — =

L g gen ]\—-2‘7..') sen.p+sen.q
SRR BN p— e

Esto supuesto, vamos & determinar I

na
o

parando.con el trifngulo D G O sucesivamente los frifingnlos
y B N P que son semejantes & él.

PM : PO :: DG : DO lnego Pl S P S

~

—sen.i{p Fq)cos4{(p—q)

2
~

BN : BP:: QG : DO ]xl“‘f"() ];\_. ,]__P_—j:l“*”cuv |l)_—(*\,,'_~--'g1u\_1_ 1)

pasando el 2 al 2? miembro en las fltimas ecuaciones resulta:

(P—)

:
I
3 (P+9)

sen.p+sen.q—=2 sen. ¥ (p+q) eos. §
:

sen. p—sen.g=—=2 sen. 3 (p—q) cos.
que es lo que ge fenia que demostrar

784 —Demostrar geométricamente gne

It NUITLL e "’v_-‘ Senos /" ,’/u,\'
arcos es ¢ sw diferencia,

conmo-la u’.?' entede ta milad de la Swma delos

ImisSmos arcos es & la tangénte de la semi—diferencia.

En 1a fig. 365 sea’ AsB=p; A C=q. Si

+
L

mos A B—A B y trazamos el seno C P y
cuerda B B, tendremos:

(Fig. 585)
B M=R’ M—=—sen.p, C P=N M—sen.q, N B'=—sen.pisen.q
B N==sen.p—sen.q, el arco-C B'==p+q §y B C=p—4g-
Tiremos por el panto € la recta O D paralela & A O y haciendo cen-
tfo en D triicemos in sreo de ¢izeulo eon el radio DE=A0=—1. El

i
ingulo C D B’ tiene por medita el arco! I Q, v porestar su verties
sobré la cirennferencin tiene ignalmente por medida ; T A
B Q=% (p+q)

Por al razon K = (1‘_" :

gente F B Gy tundrumm.

B, luego
Si en ¢l panto E levaniamosla tan-
E (=tang: ¥ (p+a) ¥ B F=tang. & (p—1)

Por ser paralelas las rectas B B’ y F G quedarin corta 1as en partes

proporeionales por las lineas D B, D Ny D B* gae par!
D (526) y tendremos:




snslin:ycluln:

:1:‘.—-:!)

sen.p-h8en.( : fensp=—sen.q i [Aang. i (p+q): bang.

gue 68 lo qne se queria demostrar;.y cuyo principio estd expresado en

laformula (67)-

v 713_5 s ".L‘

NS5 —PROBLEMAS, —L.— Conotiendo ang. 5 deferminar tod
mus lineas trigonomeiricas.
flemos visto, formula.(30) gne

tang. 2 a-

Reemplazando & por ) a,

ang. a—

I—tangi} a
 JY3 fpyiing Tas
una vez.conocida la tangente de &, se( podran determiinar: todas

demas lineas_trigonométricas, como lo. hemos hecho en el mamero

231 ThE, .

I1.— Por medio dela formala:

i

tang.

nicrminar la tangents de 30°, y la de 45°
Para que 3 a sea de 30°

deberd ser a—~60°% y como tanget
s anstituvendo én ki formula v tomando el signo

Wl a7
fratarse de nn. drco menor que 9075 se hiene:

tana. 30°

ane tomo Lhemos visto es gl valor de la tangente de 30%
Para que 3 a gea de 457 necesitarenios hacer a==907 cnya tangenie
jue 3

€s 2§ pero como en este Sﬂpllr's'x) ¢l término - - se convierio en ce-

ar entryg como
8

2 . 1
fil'f’tl"r comun l](' 23] 10:‘ los términos — ! '!”(‘ no lll_}'{z(‘!l:“;
Lang.;

hacer la supogicion de gque tang.a—=o, gino despues de halier trasfor-

mado la expresion

o
e

tang. 3 a——— -
L

para 1o cual introduciremos dentro del radical i tang.a eleviindola al

cnadrado; y ejecutando in division, tendrenos:

tang. % a—
haciendo aliora a=—90" y tang.a=—w,
tratarse de un arco menor que 90°:

tang. 45° = 4 1

111, —Comprobar la férmule tang

citando el arco a—30°, 45°, 60° y 90

Cuando a=30°, tang.a— 1

——

Sustituyendo en la formula se tiene:

e

Cuando a—+45°, tang.a—1. Sustituyendo-en la firmula; se tiene:

tang. 135°=
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Cuando a=—90°, tang.a=—oo; ¥ para eyitar el inconveniente que ten-
drid sustituir este valoren la férmula

3 tang.a—iang.*a

1—3 tapg."a

lo_gue haria infinitos todos sus t&rminos, la trasformaremos préviamen-
tos dividiendo el numerador y denomipador por tang®y, lo cual da

3

o tung’a
tang.3u

v sustituyendorse Liene:

IV -— Demostrar que el producto de s tangenies de los tres éngulos
da un tridngulo es igual & la Suma de las mismas tangentés, Y compro-
baresta teorema cuande el tridngulo s equ wingulo.

Si roprosentamos por Ay By G los fugulos de un triangalo, se sa-
be que

ARy C==180° Juego A=180"—(B+ C)

+ como la tanzente de un Angnlo es igual & la de gu suplemento foma-

da con signo conbrario, tendremos:
tang. (B4 C)=—tung. A

=, o tano B+ tang. @
v como (firmula20) tang. (B4 C)= 5 e e
3 A —tans B tang U

resulta qne bl . D= 7:—(‘:“‘.'3‘..\

quitando el denominador:

targ. 1B 4 tang.C—=—tang A+ tang. A tang.B tang.C

(e
tang. A +tang. B +tang. C=tang. A tang.B tanz.C

que es lo'que se gueria demostrar.

En ¢l easo de ser tridngulo equifngulo, cada uno de sus dngulos val-

dré 60° y s tangente serd iganl & 4/3° Sustitayendo este yalor en la
altima ecnacion se tiene:

VB +43 448 =3 XV3 XV3
33 —A/3"=3V3

cuya identidad de resultados comprueba la verdad del teorema.

Calculo de las tablas trigonométricas.

786, —Bn las formulas que anteceden han quedado cifradas prin-
cipales relaciones que existen entre las diversas lineas trigonométricas
y algnnas fanciones sencillas de éstas, como las del arco duplo, las del
arco de Ja mitad, ete., que preden considerarse como obras tantas Ii-
neas trigonométricas nuevas; pero por NUMETosas y ya iadas que sean
estas relaciones, no pueden aplicarse inmediatamente & nuestro ohjeto
definitivo,-que es determinar ol valor numérico. de los elementos des-
conocidos de an triangulo, gIn0 girviéndonos, como magniindes auxi-
liares entre los lados y los dngulos de un trifingnlo, de los yalores nu-
méricos de las lineas trigonométricas. Estag, ‘como se habrd notado y
se comprendera mejor mas adelaute, llenan las condiciones esenciales
da toda magnitud auxiliar; pues por medio de ¢llas simplificarémos
nuestros calenlos, y existiendo una relacion constants entre la magni-
tnd de un arco y la de suslineas trigonométricas, siempre se puede de-
dueir del valor del arco el delalinea trigonométrica, y reciprocamente;
pero para que con sit émpleo podamos obtener Ia sencillez y facilidad
gue bnscamos en nueskros caleulos, es indjspensable ealeular prévia-
mente y conetruirtablss en las que ecnsten log walores de las lineas
trigonoméltricas o sus logaritmos al lado de los arcos & que cada nna
pertenece,

En eéste capitulo vamos § dar una idea de la:manera con que se han




”~
i

formado estas tablag, onyo trabajo, & somejanza del de los logaritmos,
gt haee una vez para siempre, y contribuye poderosamente & expeditar
las operaciones mecesarias para resolver los tridingnlos.

[Ls magnitudes anxiliares tienen por objeto fucilitar las investiga-
ciones. g.eon dé dos olisessunas que se conservan hasta el altimo resul-
tado, yotfaz gue no constando como dakos en ¢l problema, desaparecen
on el valor do 1a inchgnita. Por ejemplo: al tratar de los volimenes de
los cuerpos hiemos emplesdo comt auxiliar el radio de laesfera para
reemplizar & la relacion dedos ‘volamenes la de upa expresion de esa
linea que sa conserya en 'l expresion final del volamen de la esfera. Lo
cantrario pasa con losfogaritmos gue son anxiliares infermedios que no
constan en log datos del problema, y que sivviendo sclo para simplifiear

ilculos, desspavecen por eompletolen el {iltimo resultado. Las li-

onomeétricas corresponden & esta altima cluse de magnitudes

Ahora bien, sipor una parfe sa inseriben todos los arcos de un cna-
drante de 10 en 107, y al lado dejeada arco se anotan las partes del ra-
dio del circulo-deque =& compoue Bt sénd, su coseno, ete., &€ tendrd
ana idea 46 una tabla de Tas liveas trigonométricas naturales. General-

menteal lado del arco se pongel loigaritmo.del nimero de 1aspartes del

vadio que tiene la/linea trifonométrica,.y entonces tendremos fablua
de los logaritmos de las lineas frigonométricas.

Gomo hemos Visto qué por grande gque sea un arco, giempre: hay
otro < H0° qie tienc Jus mismas lineas trigonométricas con ignal 6 di-
farente/signo, s claro que bastard calcular los valores de las qune co-
rrespondan’ & un cuadrante, Ademas hemos visto, (731—I) que conaci-
do ol geno (de un-arco por medio de las formnlas fundamentales (%29)
pueden determinarse todas las demas lineas trigonométricas; y por ul-
timo (768), como el geno de un arco esigual al coseno desn comple-
mento, resulta que bastiard explicar el modo de obtener el valor de les
gotios, de s areps 0° £45° para eomprender como pueden en segaida
¢ormarsa tablas de todas las lineas de 0° & 90° aplicables & &ngulos de
cualguiera maguitud, .

Esto supuestg. vamos a4 dar unf idea del ]\ro(‘&l?mii'ntu que pneda

earse para construir una fabla de los senosy cosenos de todos los
s de'0? & 45°, demostrendo préviamente algunos prineipios funda-

mentales.

medida que decrecs wn angulo menor que 90°, la relacion

nay enire el areo veclificado qUe le sirve demed da Y S SENO (!P.\‘/:Jl"

ozimdndose mds y mds 4 la unidad, que es sw valor limite.

En la fig. 366 sea el radio 0 A=—=1, la longitu
A B rectificado, la representaremios por
—gon.a, O P=—cos.a y A T—tang

3 P hasta B’ tendremos que

i prolongamos
arco BAB>BDB
v tomande la mitad
EEN 511 [ R

Por atra parte; Ia goperficie del sector A (OB es menor que la super-

ficie'del trifingnlo A T O, esto es:

_ EfN.A8
a< E

CO3 i
dividiendo las desigualdades (1) y (2) por sen.q, s tiene:

8 e
o 1)
sen. &

» cual hsee ver, que 1a relacion del arco ‘4 sn seno, esti compref

1 0] !
1 y— . cantidad que es mayor que la unidad, porque€os.a
CO8.a

es menor qué el radio, excepto enando a—=o; pere como 4 medida que
el fugulo.a disminnye, el coseno crece y se. aproxima { ser igual al ra-
dio, -~ decrece v se acerca més y miis 4 18 unidad, de la gue puede
COS.4
a 1

diferir tan poco come E@ qUigra, y COma Soi— - 68 TRENor que

COs. %
e que l]"l'l'il"‘l/.l'l‘ Y108 a mriede co [ ca agus Flens la
e q 11 & qun Mmenos Y que jucac ¢ NSULETATSE GUE TICRE G

unidad por lfmite.

a A : 7 . . -

——}iene .",’N’l;iﬂ:f.n.”'.'?, cCuUanRdo 6L arco decrece, i

k. ¢
{7“)’

el oy AT
Y88.— La relacion —

unpdaid por limite:

Las designaldades anteriores dan:

a<tang.a y a>sen.a




poniende por el seno su yvalor sacado de la expresion tang.a
tiene:
a>tang.a cos.a

dividiendo per fang.a la/primera y.la dllima desigualdad, resulta:

2]y

3oz tang.a

> CO8.8

a o e
cuyas desigualdades-hacen-ver que la relacton————, Siempre mayor
tang.a

que cos.a, esld omprendide endre 1 y ¢08.a, y fiene por consiguiente la
wnidad porlimite: '

n89.—La difereticia enfre lo longitud a del arco y la de'su seng, es
SIempre Menor quE Aun onario del cubb de .
De la desigualdad-a<tang.a resulta:

4 a<lsén.: a
2 500.4 & cos.g a—zen.a

quitando el denowtinadors } @ cos.
segun la fgrauia (26)

multiplicando esta ecuacion por la designaldad anterior y suprimiendo
el factor comun seh,: a, se fiene:

@ cos's a<sen a @ (l—sen’3 a) <sen.a

O a— sen*s a <seun.n

trasladay 1 —2SETR <f BENS Baes sies assate s o sak3)
trasladando a—sem.a <& sen’s 1

1 P
gen. % 8< :
2

por otra parte como

3
@

elevando al cuadrado gen’y a << — el a)

muliiplicando orden: wdamente las desigualdades (3)y (4) resulta:

3
a. a1
L —8en"z a

a {@a—sen.)
‘ 4

81
goprimiendo el factor sen?a, tendremos:

(’:

C— ST <G5 aim owm SLa s b s’ 5 Malwia s s il D) )}

que es lo que se debia demostrar.

790.—Estos prineipios van & servir para hacernos ver el grado de
aproximacion gue podemos oln!ener al tomar la fongitud de un arco
pequeiio como magnitud de su geno.. Consideraremos ¢l arco de 107 que
es la base de las tablas tl'igunonu.tru:;ts de Callet.

La desigualdad (1)
da

T 2R R e Pt R Y
(3) da genlass q==F Slsria s eattae i(B)

Calenlaremos 1a longitud del areo rectificado de 107, ("uﬂ.ndo el ra-
dio del cirenlo es la nnidad, la eircunferencia—2 z v serd 2 @ y elareo
de 180° sera igual & z=3141 592 653.589 ¥93...... Ior otra parte

180°=180¢ 60" X 60"—648000"
Por eonsigniente 6480007 ¢ 107 ;: 3141 592 653.. . :a longitud arco 10°

de donde 368 110

sustitnyendo este valor en las designaldades (A) y (B), re ~*1bt‘{4',;7‘\

/D, 7

sen.107<0°000 048 481 868 110 ey,

' 7

X
sen:10 >0¢00 048 481 368 110—_':.. , lm,»m

)r;,

3
_';;:0‘0-_‘10 000 000 000 032

Sustituyendo y ejecntaudo 1a resta indicada en la tiltima desigual-
dad, se tiene

gen1. 107> 0000 048
gen: 1O <0000 048 481368 11(

Se ve; pues, que el seno de 10” no comienza & diferir del arco de 10"

8ino en la 13* decimal, no llegando Ta diferencia ui Aun al valor de uns

11

G J B
3 44{:_‘ 7 £ rfSn
Shney.

81 por @ tomamos el valor aproximado 0000 05, tendremos que

I?,‘

*ey

e

-

D R o




anidad deeste érden. En consecuencia, conformindonos con la aproxi-
macion de 12 cifras decimales, vemos que

aro

gen.10"=0000 048 4851 36¢

y si-determinamos ¢l Jogaritme.de este nimero, encontramos que

Jog. en.107=05685 5749

que es el mismo que consta en la tabla:de los logaritmos de las lineas

trigonomeétricas,
Si en' la-expresion. Cos.a= A/I—sen*a sustituimos por a el arco de
10" tendremos:
¢08.107=4/T—0000 048 4812 =0999 999 998 824

seno y coseno de 10°%,

¥y una vez conocidos los valores numéricos del
> por medio

pueden deferminarse los de todos los demas arcos hasta 45
de las formulas.

sen.2 a—2 sen.a cos.a
eos.2 a=cosa—senza
sen.(a+b)=sen.a cos.b+sen. b cos.a
cos.(a* b)=c08.4 cos.b—sen.a sen.b

Conocidos los valores del seno y eozeno de todos los arcos de 10 en
10" hasta 45°, se obtendrian las tangentes y cotangentes por medio de
las f6rmulas:
gen. &
a=—""%  ycot.a=
cos.&
Los valores de las lineas trigonométricas de 45 4 90°%, se determinan
facilmente por ser el valor de enalquiera de ellag, ignal sl de la indi-

recta de su complemento.
En la préictica, algo se simplifican los proced
de explicar; pero no entraremos en los pormenores COITes]

porque nuestro objeto es dar unaidea del modo con que pueden calen-
gtado de

Jarse las tablas trigonométricas y no poner los alumnos €n e
petir un trabajo que estd ya hecho con la aproximaeion que se nece-

imientos que acabamos
yondientes,

re
sila en la préectica.

Como al efectuar céilenlos tan largos y penogos, por una par
y por otra los errores de Aproxims-
iene calcular directamente el valor

te es fa-

¢il que se deslice nna equivocacion,
cion pueden irse acumulando; cony

83
d.t:' un gran namero de lineas trigonométricas, para tener m':.mcrn.: que
sirvan para rectificar los edleunlos hechos. A este fin, se emplean diver-
sos métodos, pero nos limitaremos 4 eitar dos. Pueden calcularse di—
rectamente las enerdas delos areos eorrespondientes & poligonos regu-
lares de cualquier nitmero de lados y la mifad del yalor de nna cuerda
:=,i'r;'l el del'seno del arco respective; y tambien pueden calenlarse las
l!x;r‘:ts triconométricas de nn gran nimero de arcos por expresiones
andilogas & aquellas de que nos hemos servido para fijar el valor de Ias
de 30%, 45° y 60°.  Asi se calenlan los valores de las lineas tri'_'uxm.m-l-
tl:i(‘:i:‘ de 9 en 9 6.de 3 en 37, y se comprueban 6 rectifican lus‘\,u obte-
nidos. }::n cuanto al grado de aproximacion, diremos, que p:.u't":e_endo
como se ha dicho del valor del geno de 107 con 13 cifras decimales en
el limite de los cilenles,- para el arco de 45%, el seno y el coseno difie-
ren del valor exacto menos de } de una unidad decimal, del U"-'.‘x\‘;) r-
den. Si se necesitase mayor aproximacion, serig preciso repetir los eil-

culos, fomando por base de ellos, el arco de 57 d.el de 17

Il:u‘('m_os notar, que no todas las lineas: triconométrieas dan Ia mis-
ma aproximacion para cualquier valor de los arcos. En efecto, para
arco’ pequefios, las variaciones del seno son mucho mas ripidag que las
del eoseno, y por tanto, en la prietica, cuando log angualos tienen yva-
lores que ge acercan i 02, eanviene emplear formulas en que entren los
senos para tener los resultndos con mayor aproximacion, lo cual es cau-
sadela necesidad de trasformar las expresiones obtenidas en funcion
del coseno. Lo contrario sucede cuando los Gngulos tienen valores cer-
canos a 6%

Por dltimo, diréemos que unas veces se construyen las tablas de Jas
lineas trigonométricas refiriendo su longitad al r \dio tomado por ani-
f,i’nvl, y enténces g6 tienen Jas expresiones amadas nafurales do dichas
lineas,; y otras se construyen las tablas tomando los legaritmos de los
valores natarales. 3

: I?n las tablag de logaritmos/de Csllet, paraevitar el mso de caracte-
rigticas negativas, se ha tomado el complemente aritmético de ellas,
por lo cnal al introducireste sistema en loscilenlos, segnnlo n]-‘vi:nnvé
en la segunda observacion al edlculo de los Icg:um,z’nos.-(1337b, debe te-
ngrse presento que se ha omitido tnreatade 10 en cada !“)l_:"'.l'i’.ln -> qn‘e
contiena un complementoaritmético, por loenel es necesario algupas
veces expresar esta operacion sobrenfendida, otras es preciso snprimir
las decenas do la caracteristica, y otras, por Gltimo, ez forzoso ngregar-
le las decenas necdesaring para que el resultado exprese el (‘un‘v}\’;lwl:ltl)

aritinético de 1a earactoristion: Y. ;
aritmético de la earacteristica; procediéndose eon los logaritmos de lis
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priomet s 1o mismoe que lo hemos b ocho con los delos nii-

nqv\fln,,. TV, VIIT, IX, \Hlx\' 11, §338).

Jo tambien suponérse el radio di \,du]e en 10,00€

ed¢

P 0,000,600 de Par-
cn estasnipatesis-laes lomaritmos de las tablas de @allet son los de

16z nfimeros de |éstas partes daliradio que eonticne .'-:v!:: una de lus li-
‘1_\1~ ..i"ﬂ'l omé lll( fles ]\(1(» por hiaber sacado todas nuestras
il & Wannidad, preferimos adoplar la |.m'.c decon-

delas Hneas trigonométricas como pe riene

s farmulas

i Tos nimeros :;:i." gxprosdn sn magpitad en pari g del radio ¢
habiendosertomado para los logaritmos'del seno y coseno los com=

ntos ;uitm[ 08 e sus Cin‘ut)-.';'l'lsllk.'ils.

Dispogicion § uso'de las tabhlas de las lfneas trigenomatrica

ASTABLAS DE-GATLET.— Vamaes & deseribir
de las lineas trigonométrices, de Callet. Lms correspondien-

v:c]m;xl seencuentran dedla pbg (250) 4 la (659)
- out' 1a primera s¢cncunenirvan los logaritmos del
y log.del coseno y eotan-

~ _1)ISPOSICION DE

118s CH dos P
oA tangente de lv” eingo: primeros gt ‘ador,
s 1 de se ""l"_}lx en segun x‘u y en la :-ugun.d parte, de'la

300 /en adelante, cpnstan 108 vitmos de log senos, €0senos,

oiNd O
tanZentes. y cotange de 0.4 90° de 10 en 107,
L las en uns y otra parte tienen doble ent
ta al nimero dé grados inscrito en la et Lhezn

1 los anctados al pié dels 1~‘ ,
rte deJaw tablas se observard plv se ha sefalado el
a ¥ &'la izquierda de eada pigina
=10 estfin én una linea ‘r:nru.rvm.xl, y lossegun-
dria colomma vertical. ‘Woa de las Nanas corre
. arcos de 04 5% y al cosend de 85 4907 y ln otra a
ey cotangente delos mismos srados.” Cuando ge rr>1‘~-<‘w ran
prestos enla w.‘.m,.,x deflas plgings, esiprecizo tod
S colemnade 18 izquierds, ‘cuya numeragion ya
Cuando so-tomsn las indieaciones del pié de la
randos mareados en 1z columna ile Ia derecha.
sde 1a pagina (350) 4 1a (389) sobre las indicaciones de

Jav nnos nameros (491, 398, 296, ,-los euales expre-

i

gan las diferencigsque generalmente bay entre dos fogaritmos i
tos de los que estin en la columna arriba de cada l’l[u-.m ifd.
Exn la segnnda parte de las tablas, considerando la (:hu':x'.u guperi
los grados estdn arriba de cada pigina-desde 0° hasta 44 ; los mi
in anctados en la primera columua yertical, y 10s :vgm;d‘t-:
1 en la signiente, En geguida estdn los logaritnos ﬂx;i SN0,
entey cotangente debajo de sn respectiva anotacio
. ¥ cufang., habiéndose omitido para abreviar la in
Ademas, en las columnas de difereneias constan,las
restande los logaritmos entre los que se encuentran i1v~
tarze que las diferencias de Jos logaritmos de la

C
S Yodie
§.las cotangentes, de lo enal es [Acil darse la

tang. {(a+ h)= ,___..1,,, Loy

cot. (a+h)

y tomando log logar

log.tang. (a+h)—log.tang. a=log.cot.a—log.col, (a+h)

luego cualguiera que sea el valor del arco a y el de 1a diferenci

gegnndo 6 107, la difere ncia entre los logaritmos ﬂ.‘: fas tangente
la

v misma que entre log de lag cotangentes de los arcos a y (a4+h).

Cuando'se consideran dngulos de454 907 estin m:;rv:;ii\);: los r'_-'r;vi‘ :
al pié de-cada plgina, los minutos lo/'estin en la primera ‘colamni de
la 'derecha, y los scgundos de 10 en 107 yendo la numeracion de ‘abaj
para arriba.

Conforme 4 estw disposicion, consultando las graduaciones suparior
& iufdrior fasi ecomo l«w lm.zuq delas lu.un m"u‘rmn:“.h 248, 80 -.‘{- "i".'f
lag tablas de € d”t?' (umu nen los m:
y-cotangente de .

792.—Us0 DE LAS TABLAS Tt:n,ra;w)n'-‘.r;;;- As.—Lios problemas que

12y r'l'wn regoiver gon dos, seme

antes & los que hemos ex

3
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 de los logaritmos de los ninieros: dado un arco, determinar el

-
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garitmo de una de sus lineas trigonométricas; y dado el logaritmo de
ana linea trigonométrica, determinar el arco; pudiendo saceder en uno
y otro caso, que €l ndunero conocido esté 6-mo en las tablas de Callet,
que son lus gue-hemos escogido para dar nuestras explicaciones.

3. —LT.—— PRODEEMA.——Conocido i arco menor que90° determinar

.

‘¢
.
ol Toguriting del senos coseno; tangewte-d cotangente de este areo.

1

o (i, —Sidl arco dadoconsti de gyados, minutos y solo decenasde
sequidos, se encontrarfen Jas tablas. Elvelor del arco puede no llegar
ETS y puede pasar de 45°. Enel primer caso s¢ buscari el ntimero de
erados entre los que estid inseritos en las cabezas de las pfiginas; 108
minutos g6 hallarin en 1a 1* eolumns dé lwizquierda, en la.que los va-
lores van'creciendo | de arriba para abajo; y por ultimo, sin perder el
niumero (e minutes; sebuscarin en la columna siguiente lag decguas
de segundos:. Una-~vez heclio esto en la linea herizontal que pasa por el
niumero de segundos del arco, y dedajo de la anotacion correspondieute
4 lalinea trigonométrica quel se considera, se encontrard el logaritmo
buscado. Por ejemplo: sequiere el logaritmo dél coseno de U"—lf»‘A—th."'
En la pigina (427) se encuentraen la parte alta 6°, y en Iz primera
cslumna. de la izquierda 157 luego hjllamos en la signiente y entre 157
y 162 log 30" Ahorj, fecorriendo el renglon que corresponde & los 30
debajo e la anobacion co-§iy, encontranios ¢l logaritmo 9997 4041 que
es eV buscado,, Esto.es

Joe.cog 62=15"—30"=9:997 4041
o -

Si ¢l arco dado pass de 45° se buscarin en el pié de las péginas los
erados, Una vez hallados estos, los minnios se tomarian.en la col.n mia
da la derecha, en la gne la numeracion crece de abajo para arriba, ¥
las decenas de segundosen la inmediata colowna. En segnida 88 1¢-
corverd Ja Tities en que estih estos segnndos de derecha 4 izqnierda,
v se tomara el logaritmo que esté arribe de Ia anotacien de/la linea
trizonémétricade que se trata. Ses, por ejemplo, busear ¢l logaritmo
del seno de 68°—3'—40” Enla pigina (521) y en su pié se encuen-
tran 63% los minutos y segundog lus tomamos en las eolumnas de la
dercchia, cuya numeracion crece alisubir. Encontrade el renglop qne
corresponde & 68°—8"—40” lo recorr¢mos paratls izquierdas [y en la
v‘_»‘.um‘xm anotada gbajo con ki palabra sinus, hallaremos el niimero
9967 3527, que es ¢l logaritme bascado. Hsto es,

D=0

log.sen, 68°—3 —40”=9-967 3537

87
29 Cuso.— Cuando el areo dado, ademas de decenas de sequndos, con-
tiene unidades y fracciones de segundo, no-se encontrard cn las tablas,
y se procederd para determinar el logaritmo de suslineas trigonomeé-
tricas, segun que se trate del seno yla tangente, & del coseno y la co-
tangente, de la manera que vamos 4 explicar.

Si ge trata de un seno § una tangente, cuyas lineas se ha visto que
crecen al aumentar el arco, se comenzarf por rebajar al arco dado el
exceso que tenga de unidades y fraceiones de segundo sobre el arco
que se encaentra en las tablas, y se buscarfi el logaritmo que corres-
ponde 4 este arco, prézimo menor que el dado, al cual habrt que agre-
garle una parte correspondiente al exceso despreciado por el pronto.
Para determinar 1o que debe agregarse al logaritmo halladoen las ta
blas, notaremos que cuando el incremento de un arco es pefuefio, en-
tre ciertos limites de aproximacion los inerementos de los logaritmos
de las lineas trigonométricas son proporcionales & los de los arcos. ‘En
efecto, en las tablas de Callet se notard, que con excepeion de los lo-
garitmios que se encuentran al principio de ellas, csto es, de los arcos
que ge aproximan & 0y £90°, y de los cuales trataremos luego, la di-
ferencia de los logaritmos es constante para un gran nimero de arcos.
Tsto es; para un incrementode 207, 207, ete., en el arco, la diferencia
entre log legaritmos es doble, triple, etc., de 1a que hay cuando el arco
anmenta 10", Por tanto, podemos en eualquiér caso establecer una
proporcion que diga: 10 segundos, esal czeoso, én segundos y frocciones
de sequndo, del arco dado sobre el encontrado en las tablas; como la di-
ferencia entre los logaritmos correspondientes_d 107, és d la diferentic
que buscamos; 81 llamamos e ol exceso del arco dado sebre el encontra-
do en las tablas, por d la diferencia de las tablas correspondiente &
107, y por z 1o que se le debe agregar al logaritmo hallado en las ta-
blas correspondiente & nn arco algo menor que el verdadero, pedrenios
establecer la signiente proporcion:

.
10”7 re nd sx=""
10

Se ve, pues, que para delerminar U qué sé'ha'dé agregar al logarit-
mo encondrado en las tablas, hay quemwitiplicar el exceso del areo sobre
el que vonsta en las tablas por la diferencia de los logaritmos, Y dividir
el producte por 10. El resaltado expresa nnidades decimales del 7°
orden.

El exceso ¢ debe expresarse en segundos y fracciones decimales de

—~
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segando. Cuando el arco esté indicado en segundog, terceros, etc.,
habré que comenzar por trasformar los terceros, efec., en fracciones de
cimales de segundo.

Por ejemplo: e qniere elipg, del seno de 59°—23"—34” 3

log. sen. 59°—23—=307 —9:934 53 56

Corresponde por-4~ 3 o

it

1og.sen.59°—28"—347 3=9"031 81 10

’

Como 2 ejemplo: determinar ¢l log. de la fang. de 39°—5:

log. tang. 395—b2'—407=0-921 9314, 1. d=428
Corresponde por 57 4 23 42:8%.57 14=R31712

log. tang.39°—-52’'—45” “4=9921 9545

Si s¢ trata de un coseno 0 de una cotangente, cuyss lingas como: 8¢
ha visto.decrecen al anmeatar el arco, \se buscard en las tables el loga-
ritmo que correspondeal arco prizimg magor. que el daido. Bn sequida
o restard del dreo de las dablas ¢l dadoyy el exceso se.m ultaplicard por
la diferencia. correspondionte 107, cuyo producto dividido por 10 so
agregard al lagaritme tomado de lus foblas. Bl fundamentode esta re-
gla'es el/mismo que el de 1a anferior. :

Por ejemplo: sé basca el log. del coseno de 25°—38’—48" 5

log. cos.25°—38°—507=9"954 9542 a—101

corresponde por 17 D 15 50’487 5=1"5;10°1 X176 =1515

log.cos.25 38487 6=0"9% 557

a3

Como 2° ejemplo: determinar el log. de la cot. de 73°—47°—33" 2

Jog. cot. T3°-47—40"=0463 3434 159
corresponde por 67 8 534 407-3; ‘81989 % 6°7°8=233"'80

log.cot. 73047337 2=0"463 3968
Cuando se trata de un coseno 6 de una cotangente, podria tomarse

el logaritmo que en las tablas eorresponde al arco Prozimo menor; pero
enténces habria necesidad de resfar de este logaritmo la diferencia

89

logaritmica fque se caleule debe corresponder al. exceso del arco dado

™ Cuso.—Cuande el arco dado es myy pequeno 6 se aprogimae mucho
@ 90°, el métado anterior no da nna aproxtmacion.suliciente, y vamos
& explicar e6mo es necesariv proceder.

Estando dado el arco en fegundes y fracciounes de seguundos, repre-
sentemos por ¢ la parte entera, y por 4 da parte decimal. Cuando ze
trata de arcos peqn . hemos visto (790) que sin error sensible pue-

de admitirse que sns senos gon proporeionales & las longitudes de los

arcos rectificados; v que losarcosson proporeionales & los niumeros de

segundos de que constens en virtud de lo cual e tiene:

sen. (4

(311 18 ¢ 3 tang.a &

tane.(a+h)_a-+h

6 despejando y tomandolos logaritmos:
gon.a+log. (a+h)—loga. . .. (A)
1)=log.tang.a-+log. (a+h)—log.a....(B)

El logaritme de sen.@ 6 de fang.@ se fomard en Ip primera parte de
P hi H aa 13 2 o N 5 : :
la tabla de lasdineas trigonométricas, ylos logaribmes de (a+ h) yde

a se-tomarin en la tabla de 10s nimeros, y por Iasférmulas (A)y (13)

:ndran los logaritmos de seno y tang. {a+h).
Sea, por ejemplo, determinar el logaritmo de seno 0°—2"—28"7 54
Fste arco, teducido i segundos, es igual 148™54° Por lo'enal, pira
sustituir en nuestras formulas, se tienera=148 y h=0%4, y se tendra
haciendo ¢l eilculo ‘eorrespondiente: ; :

log. sen. 0°—2"—28

log. namero 14354

Menogs log. 148

log. sen. 0°—2—28% 5

Como cof.a




a0

log. cob.a=log. 1—log. tang.a=0—log. tang.a

resfilta que si se “busea el logaritmo de Ia cotangente de nn arco muy
pequenio-serd fiecesario-determinar el logaritmo de la tangente por la
formula (B), len segnidajenmbiarle signo,’y tomar su ¢omplemento
aritmético.

Siise trativsiel Jogaritmo del cosenode nn ar2o muy pequeiio, como

gen.a sen.s

resulta: cos.a— ————,
tang.o

de Ta expresion tang.a= tendrenios:

. s son. (a+h)
CORI (B D = e
tang. (4 +1f)

lnego  log. cos.(a+h)=log. sem (a4 h)—log. tang. (a+h)

parece que bastaria determinar Jos logaritmos del seno y de la tangen-
te de (a4-h) por los procedimicntos indicados para obtenee el de cos.
(2 +1) con'la saficiente exactitud; perol no es asf, pues sien la allims
ecuacion se sustituyen los yalores (A)y (B), resulta:

Tog. €os.(a +-h)=log. sen.a—log. tang

lo‘que da log. eos.(a+h)=log. cos.a

Este resuléado es el que mneatran Jastablas. En efecto, supongamos
que se pida-el logaritmo flel coseno de 0°—2'—28” *54. Kl valorbusca-
do, estara eomprendido entre Jos logaritmos de los eosenos de los arcos

de05—2—207 ¥.0°—2' 307" los cuales,como pucde yerse en fa 2* pur-

)
o
v

. (390) tienen el mismo valor 9:959 9899, Por esta

te de las tablag, pag
razon. debe evitarse el empleo de los cosenos cuando en los edlculosen-
tran Sogalos pequenos.

A5 (nso.— Cuando el arco solamente tiene fracciones dectmales de se-
gundo la férmula anterior no es aplieable, pero entonces se considera-
van las fracciones como gegnnidog de loa cuales se busea ¢l logaritmo en
la primera parte de’la'tabla, de 04 52, y sedisminuye Ja caracteristies
del logarikmo encontrado, fantas unidades comocifras decimales tiene
la fraccion,

2

Por gjemplo: loz. sen. O7° 35=log. gen. 35" —log. 100
: S

. sen. 07 35=4220 6429,

a1

704, —TL Pronnesa.—Estando dado el logaritmo de un seno, de un

7

cosenos-de wna tangenie ¢ de. una colangente, encontrar el arco @ que

.
COrvrespo nde.

19 ¢As0.— Cyande el logariting dado seencuentra en o tabla. Se bus-
ca ésie en alguna de las dos columnas seontiguas que tienen por enc:i-
bezado arriba & abajo la linea trigonométrica i que pertencee el loga
ritmo: Sieste encabezado ostd arriba, se recorreva pars la jzauierda el
renglon en que se encontrd el logaritmo hasta Megar & las decenas de

segundoes, que son las del arco buseado. Se pasard & la primera colani-

na, y si en el mismo renglon hay un udmero, éste serd el de los minu-
tos buscados, y en easo gontrario, se recorreri par: arriba esta colum-
na, y el primer nfimero que se halle ser& el delos minatos, Por altimo,
en la eaboza de )a pigiva y fuera del cuadro estarin los grados. Si por
¢l contrario, el encabezido de la linea trigonométrica estuviese abajo
de la pigina, es necesario recorrer el renglon donde se encontrd el lo-
garibmo para 1 derechaey én la penaltima colnmua vertieal se halla-
rin 108 segundos; en el'mismo renglon 6/un poco mis abnjo, en la il-
tima eolamng, estardn los minutos, y en el pié de lapiagina, fuera del
cuadro, los prados.

Supougamos, por ejemplo, quese pideel arco\cuyo seuno tiene por
logaritmo 9.%17 36 27.  Enconfrarémos este nimero en la pig. (a78)
en Jacolumna que lleva el titulo desseno arriba, porde cual el aico &
que perlenece es 31°—26'—307.

Sea como 2% gjeinplo, determinar el areocuya cotangente tiene por
Jogaritmo 9°721 44 69, Este namero se encuentraen la pig. (356) en
la columona que Heva el titnlo de cofangente en la parte de abajo, por

22 =

lo caal el arco buscadao es; 62%—-13"—50".

20 gas0.—Cuando el Togaritmo dado no se-encuentra exactamente en
lis fablas. que e lo mas commn,. se buscard en lag dos columnus que
levan por-titnlorriba'é abajo la linea trigonométrica’s que pertene-
ce el logaritmo que mias @ le aproxime; teniendo cuidado de tomar el
prbime menor cuando se tratadel seno y In fangente, v el prozimoe ma-
yor para €l cageno y la colan Se verd el arco expresado en grados,
mituios y decenas) de segundos d-gue el Jogaritmo encontradao perte-
- saanofard para despuesagrégarle lo'que corresponda por Ia di-

nece,

a que hays enfre ese loguritmo y ¢l dado. Restando los;dos lo-

garitmos, resulta una diferepeia que llamaremos , y como en arcos

pequetios y dentro de cierfos limites de aproximacion, hemos visto

que los incrementos de log arcos son proporeionales 4 los que tienen
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Hamande 2 la difer

4107, y pore lo que

los logaritmos de
entre dos logaritmos proximos cor
se ha de aumentar al arco 'l“‘"" perieneee al logaritmo hallado en la fa-

bla, podremos-establecer la siguicnte propor

Fundada en este razonamiento: la diferencia de los logaritinos corres-
pondiented 10 es' & la dif

._/'41,_,’;:_' COMmag Il,v" o8 ¢ 3 ReJi SR raee it .:.\'4_.'.« \‘,,'zfm:u (Jue ebenos

forencic endye:el lpgaritmo de las 18y el

agregar al ared de las lablas.

Asi, pues, preseindiendo de log arecs may pequeiios G cereanos £.90°,
en los cusles no se verifica gsta propercion, para ( determinar ¢l nimero
4/1’ S0 /Jl}///l'\‘ / [f l:/((l/u// l{l w"llr,w!’/n rHl. ,/, /” 41-/1”'4" RO l"’ areo ( 41.‘ e
‘perienccsd el 7rwm: o' hallado en L tabla, deberd multiplicarse por 10
la diferencia que iy enire el lpgariimo dada y e de Tnstablasy y divi-
dirse el producte por-la diferencia 'correspondieile & B Algunos
ejemplos aclararin esta regla.

Seapor determinar elarco, ¢uyo seno tiene por log. 9-986.72 88. Por
tratarse deana lined directa cuyo valor crece cuando el arco aumenty,
tomarémos el oo, proxinio menor, quese encuentrd e la phig. (474)
en ld columna vvuﬂ yleuyo valor es, 97956 1250, y el coal perteneee al

arco) 157 —54—=2¥", Dispandrentos el cileulo como sigues

en las tablas 72 o0 (‘ere;p.\m‘]lg A

10% 1= 350

-

Bl areo 4 quacorrespondeellog, dadges ©5 —ad’ 27 I
Bncontrar el areo enya tang. tiéne por log
—0-401 88 78

0-401

rminar el arco cuyo coséno tiene por log.
a linea indircots PRI R
una linea indiregta. buscaremos ¢l Togaribmo
Mo mayor.

1132'. €03, 3 9-979 28

en las fablas ‘9-979 28 65 corresponde

10!

Bl arco buscado 8erf. ..vcicve suvn

Determinar el arco cuya eotangente tiene por log

Por tratarse de nna linea indirecta, cuyo valor decrece :

log. eot, 3

en las tablas 9-242 61
107

El anco buseado

Podria haberse tomado el log. présimo menor con.el cos. y la cob.;
pero entonces tendria (ue restarse el areo correspondignte & la diferen-
¢ia de los logaritmos.

Ser. Oas0i—Cuando el logariimo. dado peréenccd & un sens 0 & una
tangenie, y la diferencia de log logaritmos entre "los que 88 en uenire
68 My conside 1”’/’( debe procederse como Signe. s 3
primera parte de la tabla, donde los arcos varian de segundo es segun-
do, el logaritmo que nas seiaproxi ime ‘&l logaritmo ﬂ.;.:«\, y 88 reduei-
ran asecnndos o crados yaninutos del arco correspondiente. Tilames-

mos & el namero de segundy obtenidos y a+% ¢l pumero exaeto

; de segundos del arco buseado. Al frat

onndos ¥ fI‘.'.l".(.’%

3 caso del problema inyerso al-que nos ccupa, (793) dem

formulag:

1 de ellas
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log. (a+h)==log. sen. (a+h)+log.a—log. sen.a.... ...

loz: (a+h)=log. tang. (a+h) + log:a—Ilog. tang.a

y ¢l valor de (a+h) se determinari por una de estas ecnaciones segun
se trate-llelseno 0 de la Limgente. ,
v Tar G-R62 53 45
St pongamos que se busca el drep enyo seno fiene por log. 6862 83 45
El logaritmo PrEXimo menor en la tubla es 6861 66 61 np‘lc correspon-
de allarco 0722 =80 = 507 =a. * Bl loraritmo de 2, asi como el nu-
€ &l X & oy J -

) - : los G "08 log de=
mere (as- ) los enconiraremos en lag tablas de los viimeros, y 108 ¢

nias en Jas Haeas trignnamétneas, Sustituyendo en la formula (C)cal-

cularemos (a-+h) como.gigues

o sen: (a4 1)=6862 5
76 0¢

logia=1507 =21

S5 62 oF

'
903

Menos log. gen. 07—2'—30 6861 665

21176 U5 97 =log. 150743002

. De una manera anfloga procederiamos. para ung tangente y ann pPa-
r4 una cotangente, supuesto’ que sa logaritmo es ignal y «'?e SIgNo (:ux‘\—
trario al de la. tangente; pero euando, ge trata ll determingr un :u’f:_c)
muy pequeno por medio de sa coseno esimposible hacerlo Co;l_] }1‘.'.'.1‘1-'
sion. - Si e quiere; por ejemplo, conocer ¢l arco cuyo coseno; tieng por

= N g 1 18 (
logr. 9:949 9997, las tablas en sa spgnnda parte muestran gueel mismo

logaritmo perténece . o
’1;1'1 0°-—42--90", lo-que quicre decir que el arco pedido, no puede ob-

3= o ~ L3
4 todos los arcos comprendidos desde 0°—3 —o0

taperse sino con una incertidumbre de 107,
40 Cas0,— Cwando el logaritmo de la linea trigonoméirica tiene una
saracteri®icn menor(quest-eorresponderd ¢ uR Arco MEROE qUE U S
qundo, y se procederd como gicne, Se le agregarin & la ('zl!‘:l('!'.‘l‘lsff(‘:'l
las unidades necesarias para que sea igial 6 mayor-que 4, yseverd a
qug nimero de segnndos corresponde en la primera parte de llus t;{hl:m
de 0 &4 5°, v en segnida se dividirfi o) namero de gegnndos poria um:.l:v.l
:da de tantos ceros como unidades se agregaron & la caracteristica.
emplo, ‘buscamos el arcd cuyo seno tiene por 1:‘>1T'.’L’-'S('-‘J 5345,
.-\gr(r;::uu‘.«) 3 pnidades @ Ia (':1{'11‘3{3‘_3]'?»"{ll‘,.\ quetla 5-862 53456 gue corres-

- . B O
ponde al arco 15”03, cuyomumero habrd que dividirlo por 1000, re

sultando que

795.—VALORES NATUCRALES DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS. —
Ya hemos indicado, que cuando Ia mazaitud de ona linea trigonomé-
trica, se refieve 4 la del radio tomado como nnidad se obtienen los
valores paturales de las lineas trigonométricas, y las tablus de Callet
pueden servir para determinarlos, asi como para téner el logaritmo de

una linea trigonométrica cuando e conoce gu valor nutural,

1° St se trate de determinar el valow natural dela lineq {rigongmé-
irica de un dangulo dado, se buscard su logaritmo én las. tablas de Jus
lingas trigonométricas; y en seguida, en las tublas de los nimeros se
veri i qué niimero corresponde ¢se logaritmao,

Por ejemplo, supongamos qnese trata de determinar el valor natn-
ral del coseno de 60%. En la pigina (569) encontramos, que el log. co-
rrespondiente al coseno de 607, es de'9:698 97 00. En segnida determi-
naremosel nfiimero & que corresponde. Este sera decimal, y siendo 9 Ja
earactevistica, no habrd ningan cero despuesde Ia coma. Ea la tabla
de lps nfimeros, buscaremos & euil corresponde la mantiza del logarit-
mo encontrado; y en lapig. (¥2) hallamos.que perienece 460 000, En
consecuencis, el coseno natural de 60°, es 0'5=4. Hemos tomado el
arco de 60°% con ¢l objeto de que los alumnes vean que el resulta®o de
las tablas es exactamente igual aliobtenido en el niam. 231 prob. X

Aplicando la regla anferior paradeterminar la tangente de 30°, se
encnentra: log. tang. 302=0-761 4394 pigina (570), y este log. en las
tablas de los nftmeros, pig. (85) corresponde 0377 35.

3 =

Luego tang. 302 =0%7 ¥35 del radio.

"

En el namero 731, prob. VIII, enconfbramos gnetang. 30°=%

V3
y para comprobar nunestro resnltado, bastara calenlar por logaritmos la
gxpresion § 4/3

4 log.
Menos log.

cuyo log. siendo igual al de tang.30°%, es ¢lavo que los dos valores serdin
idénticos.

22 SY conocido el valor nalwral de wna linea trigonomélrica, se quis-
re determinar su logaritmo, bastard busearen las tablas de los niimeros
el logaritmo correspondiente &l valor natural conoeido.

o
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Por ejemplo: se busea el log. de la tangente de 23°—32, cuyo valor
nataral es 0°435504. Como el log. de este pumero ¢s 9:638 98 22 esle
seré aproximadamente el logaritmo de la tangente de 237—327 .T.’(‘\i“l-

108 aproximadamente, porque en el valor natural solo hemos estimado

seis cifras decimales:

%06, - OBSPRVACIONES SOBRE/LOS-LOGARITMOS DE LAS LINEAS THI-
6 oM BTRICAS, — Con: ¢l | fifi dew evitar, el*uso de las ¢ -acteristicas
negab an lie tablasde Callet, se hatadoptado el méto 1o de loscom-
Jementos ariboibticas de estas caracteristicas; pero i eausa de‘esto, de-
be tenerso muy presents, al ejecatar operaciones con este sisbema de
logaritmos, todo lo qie dijimos-al tratar delos logaritmos de los nime-
5 (33 ll) y-lo que hunu\ explicado en log problemasen que entran
52338, IV, VIIL, XHI y XIV), pero es im-
'.f., rse en-q lu aavitm0s corrkgponden-& fx‘uu-mu\ decimales
y ¢ufiles| pertenecen i Mameros enterps, para ast saber desde luego en
qué casos deberi “restarse-10 de | I caracteristica, suprimir 6 restitair
s decenas de estas, 6 tomar los logatitmos t'xlek como resulfen,
Como los| walores de Tos senos y cosenos| varian desde 1 hasta 0, sud
aritmos siempre corresponden & fracciones decimales; y en/Jas carac-
“de sus lomaritmos, esth sobrentendidy la restade 10. Tas tan-
sentesson menores que eltadio, desde 0 hasta 457, y sus logaritmos
corresporifen & fracciohes decime yles; pero désde 45° on‘:k-h;l:mt,e, como
la tangente edmayor que T, los logaritmos pertenecen & TUMETGS ente-
o5, v laé caracteristicas que consban en las tablas, son las verdaderas.
[.as cotangentes por el contrarie, son mayores que el radio de eero &
45°. v menores.que-1 de-45 4 90°; por lo que los logaritmos de las
cotangentes de 0 4 45° corresponden & niimeros enteros, y de 45 &4 90°
pertenecen & decimales.
Y. —~APROXIMACION QUE RUEDE OBTE 2 CON. LAS TABLAS. —Si
cxapiinan lag-diferencias logaritmicas dé lag Kneas tr igonométricas

n las tablas de Callet, se nofari que son muy congiderables para‘el

' - Z e
no én 108 arcos lenmo\-: que varian freenentemente; que i mi dida

e ] arco va cre ) ‘() €8 fl~|1x"1t. jas dis lhlll.l\l"l\ S BSLE
“mero de arcos hasta llegar & ser nulas al ..1:lu,.lu.1\1

7 4 o, any Fon
logaritinica eny;

i , - :
medida gue et Vaior ao

97

Para el coseno se ohservan variaciones en sentido inverso, muy pe-
quefias en los arcos cercanos i cero y grandes en log proximos 90°, “Res-
pecto 4'1a tangente y cotangente, sus diferencias logaritmicas siempre
son numéricamente mayores que las del seno y tienen varigciones ani
logas 4 las de esta linea !

Ahora bien, como mientras mayor es la diferencia logaritmica, tanto
mis serd la aproximacion que podemos obtener empleando los logarit
mos de las lineas & que pertenecen: el examen de es ‘
la mayor importancia para la praetica.

Si nos fijamos por ejemplo en el arco de 2°, veremos en la pég. (402
de las tablas, que la diferencia logaritmica del seno de 2
—10"7¢s5 6025. En consecuencia, si 6025 diferencia entre los los
mos de los senos corrcsponde & una de 10" en el arco, cuando la
rencia entre los logaritmos sea una unidad de 7@ orden, Ia difer

entre losarcos la determinaremos por la signiente proporéion:

&
Asi, pueg, usando los logaritmos de Callet en arcos préximos 4 2°

por medio dél seno podremos obteéner la aproximacion de 0™ “0017.
Para el coseno, la difereueia esde 8. Por tanto,

Sz ) s 107 TR 177825

Ia aproximacion sirviéndonos del coseno, gera de 17
veéces menor que gon el seno.

Siendo la difcrencin logaritmiea para la tangente y cotangente
un cilenlo idéntico conduce & que estas lineas daun una apr
fin poco mayor que el seno.

Calcalando la aproximacion que produce la variacion de nna unidad
de 7° grden en la mantiza del lug.mtmu del seéno en arcos de diversas
magnitudes; estableciendo y resolviendo én cada easo nna proporcion
como acabamos de hacerlo, se obtiere la siguiente tabla:

D 20° 409 45° ae 0 2" 897-40P

OPE00L OTOLY 07040 ©° 4047 107 057 07 €12 P 596 57400

Asi, pues, los dngnlos proximes & 907 quedarin mny mal determina-
d o8 por sus seno de la misma manera los dngnlos p
tienén con muy poca exactitud por medio del coseno.

13
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S en PATRTS
e5 1e €l sen 300 § e verse compa
cotangentes dan errores menores que €L.e no como pue I

ranido. Ja sieniente tabla

o =n Qo407
5° 200 40" il : ? 4

l4 07 c015-024023 07 *02 023 07015 07 004 070005
(*;" ‘00 7LD e

3 - - " ey «ible se dsherfi
{ siempre que sea posible se O&
£or eatqy TazONn, €N Ia pret {17¢a siemprt (que =t I ibh : e
il ‘ A ontant OoR ' § ie
terminar los, dngiilodg por sus| Langentes o cotangentes, de'|
erminar log, dngulos po y

i OxE5g X !:5;431:('.
2l seno 0 coseno; cuando €sto nosed POs

ible, v log Angulos sean
h <6 anroximen 4 90° geryirse
s ey ol seno, v onando se aproxXimen 4 JL
fios. debe procuraise usar el seno, ¥ ¢ I

del coseno.

Q “atad 1o 1a me-

xS a S aeno hemos tratado de 14 B¢

T“‘\, ]'vil' l\](l:li'.]. ]l;ﬂ‘t‘!})t\b notar, q 1e-no L,.lh I 5 1" s
1o la cosgeante, seno Ve r80 y coseno Yerso, 1':\1!5'.1(,' s0n 1ncxA=s C

cante, de ¥ sgeatnie, seno ¥ € R RIS S

YO UBQ €5 poco {iecucnie en la pi‘;‘,\.‘t‘.\.:x'.. Por lo demas, como

1

A

sen. A

scono s muy facil determinar los
conocidos-les logaritmosdel seno y Costno, es muy facil dete

- T ax
pues bastara cambiaries 5
aritméticos parg tener los

- 1 signo & los de las
de la cosecante, y secante,
primeras lineas y tomarisus complementos

i Jag niltimas: . =2) el
4 1 jones (¢l seno y coseno VErso tienen €] 1nconyeniente de
A5 eXpresiones (el 5ehe ) ,‘ ENo 7
no ser adecundas al uso de1os logarntmoz. - -
: yotorminar. los logaritnios de1as SISIIGRERE
746, — PrOBLEMAS.—L—Determinar 108 108

lineas:

Sl SR
g —20

§P—10"—39

II.—Deéterminar los

ronomeétricas cayos loga-

ritmos son los signjen

9-424° 6147 log..s
1*978° 3800

9:547 2425 COos.
9568 7602

0-804 3941

0371 7568

€OS.
tang.

tang.

456 2978

cot.

9-229 5384 cof,

I1T.—Determinar ¢l valor natural dé lass

del seno 32°—15"—20”

del cos, 75°—16"—10"

tang. 63°—18'—12243

cobti  R°—25’—307 43

[V.—Decterminar los logaritmosg de las sig lineas trigonomé-

icas cuyos yalores naturales son:

41°—30’=0°66262
259—20"=090383
28°—44°—0*54824

9°—R0"=608444

sen.
COS.
tang,

COL.

V.—Determinar ¢l numero de grados, minntos, etc., de un arco, sa-
biendo que Ja secanfe es igual & 3, y el radio del circulo ignal § 2.

Como lod tamafios de las lineas trigonométrieas se.determinan en
partes del radio tomando éste por nnidad, para resolver el problema
comenzamos por determinar el valor de la secante, én el supuesto de
gue el radio fuera la unidad. En virtud de que las magnitudes de Ias
Imeas trigonométricas son proporcionalés 4:1os radios;, puede formarse
esta proporcion: si cnando el radio es 2, la secante es 3; cuando el ra-

dio gea 1, la

f=
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< : ¢ 1 0 ‘: ™
Entonees ¢l problema ge reduoo & determinar el valor de un arco co
intOnees
nociendo la secante. , ‘
iene: sec.a=— doniendo porsee. s valor
[lamando @ el arco se tiene: SeC.a==x Poniendo |

-

1 despejando, resulta:
€08, 8"

€08.4 — ——

da donde loz. cosa=log.2—1og.3
]Ug.;’:O‘;’}Ol 03000
logr. 3 =0°477 12125

2

3-823 8087 = 5q. 48°-117—28% arco cuya sec. =5
Jog. cos.a=9823 9087 =1log. cos. 487—11 3 5)

<2

5 12
5l - e 12

i co cuy rerso—-- siendo el radio —
VI.-—Determinar-el arco cuyo seno Verso=-z ¢ =

Siendo el sen. wer.=radio menos ¢l coseno, tendremos que
» e . .

1%
el cogseno=—-—
1

i i COse ando el radio =1 por la pro-
Determinaremos enal serie ol coseno cuando el radi ¥ I

porcion:
91
5

: wl Te08A ===

2

73 936

lnego log. cos.a=log.T—lo
=
Jog. i=0£845 09804

low. 12=1657 33250
g4987 16554=log. cos. 8L —=d

: 2
(1] s -~
8 X ‘l i : £e Fersc “aﬂdo Cl l"lle €8 =SV
q“c ..C'r& C'l & CO ue tanC— ;‘bOl‘ -CI]O Verso c ¢ i) 1:

i i ralores limi . correlativos en estos limites
VIL.—Determinar los valores limites y correlativos

101

de las lineas trigonométricas, deduciéndoles de las formulas funda-
mentales. (729)

En 1a férmula gen’a+cosfa=1,
siendo los sumandos esencialmente positivos y no pudiendo seruno de
ellos mayor que la suma, se infiere: 1° que el seno crece cuando el co-
seno disniinuye y reciprocamente, y 2° que el*valor méximo de sen®a 6
de cos®a serd 1, siendo para esto indispensable que la ofralinea sea cero.

En este caso sen.a—=+4/1==1.

Se ve, pues, que el seno puede ser igual & cero y que sus valores li-
mites son +1 y —1 cuando cos.a=0.

Reciprocamente el coseno puede ser cero y sus valores maximos son
+1 y —I1 cnando el seno es cero.

I.os valores limites y correlativos en estos limites del seno y del co-
eno, conforme { la formula gen®a+-cos’a=1, son:

para sen.a=0

gen.a=+1
sen.a=0

¥y Co8.8— -+ 1
cos.a=0
cos.a=—1

sen.a=—1 cos.a=0

En la f6rmula

sen.a=0, ~cos.a=+1 ., fang. 0°=0
sen.a=0, cos.a=—1 ,, tang180°=0
L gen.a—=—1, cog.a=0

[ 208, § dan tapg. 90°=+w
: |
los valores correlativos'y

,s  bang. 2709 =—cocc

La fangente yaria de 0 & +o § & —= ‘en razon directa del seno.

En la férmula
tang.a

tang.a=—+ o0 da.cof. 90°=0
J tang.a=0 55 COL— 0=
] tang.a=0 45 cot.180°——
| tang.a=——® cob 270=0

¢l yalor
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Ta cotangente varia de 0 & + @) 4 — o en razon inversa de la tan-

gente.

En la formula

el valor

3 2
Iia sesante varia de =+ L 14 -t en razon inyersa del

coseno,
1

cosee.a=————
sen.a

En la formuls

gen.a—-+-1 da cose
son.a—0~ 4, cosec. | /[0°=+w
sen.a=—9 ,, cosec. 180°=—»
sen.a——1¢,, cosdc. 2707=——1
La cosccantexaria de” +1 &+ y de-—1 4 —wm en razon:inve

del seno.
Sn la formula gen. vena=—l—cos.a

( cozia—-+1 da sen. ver, 0°=0

cos.a—\l sen. ver, 90°=1

el valor < S
cog.a=—V 5y SEN. VET, o0 =

Lcc:s.zr;ul gen. ver.180"=2

Fl sen0 verso gienipre ¢s positivo.y varia de 042

Enla f6rmula e0s. Yer.a—1—8en.a

[fen.a=2+1 da cos/ver. 90°=0
3 valor \ gen.a=0 s, coB.wer,  07=
el 'valor - 4. 0 0 e el
| gen.a=—0 ,, cos. ver.180 =1
| sen.a=——1 ;, €OB ver,270°=2

El coseno verso siempre es positivo y variade 0 & 2.

Procedimientos para hacer adaptables al uso de los logaritmos slzunas
g

expresiones,

r<Ty" D Jo v ol eodleon O] 3
00,—Para que el cilenlo de los I aplicarse inmedia-
1

tamente & la determinacion del valor numérico de una expresion, se
! : ' 1C 1 expresion, se
necesita que en esta no existan ligadas las cantidades por a licion y
' : ) aniiuad O b L) 148 y
: y en caso Ue haber términos precedidos de los signos &£
v que Ta f6rmula no es calenlable por logarifmos. F ife cago
rara hacor ls y o i 5 ke
para hacer la expresionadaptable al empleo de los logaritmos, se nece-
sita hace 1la < TrIas vaaf 1 - Lus =
gita bacer en ella algnnas trasformaeciones de las que vamos & ocupar-
nos brevemente.
Cuando se tiene Ia diferencia de Jos cnadrados, fundindenos en que
tsta es igual & la suma de las cantidades multipli 1+ por sn diferen
i ) 8 ieren-
cia (251—I11), ficilmente puede hacerse la trasformacion exijidd. Por
ejemplo: '

Si =—a'—b®
tendremos —{a+ B) (a—b)
Tenalmente si a—+/ 1—cos'a

endremos 2e).8 il cosa )
tendremos A=—4/(1+cos.a) (l—cos.a)
daptables al uso de los logaritmos,

Si se fiene ana egpresion con la suma 6. diferencia e los senos, co-
entes y eotangentes, Jag formulas (39) 4 (66) desde” lnero

ot an Q A 1: . ~ g X 2
man estas snmas'y diferencias en BXPresiones ;ui;lp{uhh-g al nso

los logaritmos. Esag formulas puedeiy redsumirse como sigue:
SITnes

gen.psen.q—= sen. % (p=q) cos. $ (p3=q)
e08.§+cos. p—2 cos. .4 (p+q).cos. £ (p—q)

€08.(|—¢0s. p=2 sén. 2 2 (p—9q)

+ar 58 !
tang.a-tang.t

LS S R
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luego cos. @-=sen. g—=2 cos. 45° cos. (45° T @)
cot.az=cot.b= .
gen.a seno . < .
gustituyendo este valor en la ecnacion (2), se tiene:
801.— Consideremos ahora el caso mas general cifrado en una espre- 3 cos.. 45% cos. (45°3
X W08 4+ 5. o X
sion binomia: 0B

x=—=a=xb -
Sustitnyendo por cos. 45° su valor—4/3 (731—IX)
en 18 que se busca el Togaritmo dez, congeiendo los logaritmos de Ios ~

nhmeros posiiiyos @ ¥ b.

8.4/ 2 cos. (45

L . , b e T ST
Sacando ¢ comofactor comun: x==2 ( pe== Ccos. ¢
a

: Y 2 ! 5 e : ¢nya expresion puede calenlarse por logaritmos, como
Esto supuestoy miroduzeamos nn arco auxiliar @ cnya mag . y '
fijurf por la condicion de que se Tenga:
k cos. (45° = @)—log. cos. @
in
=1, e ALY, o
¥ El 1

&

nismo método puede aplicarse §'una expresion palinomia cual-
quiera a==b = c:i ; pues,en efecto, Be podri con el empleo de un
arco anxiliar re ir una unidad el numero de los términos del-poli-

1z ns 1.2 war 1Aacrar fmos
L] 1e0 Icom yrendido entfre cero 'y 90%.8¢ galeniari por logar:tmos, - S N z - i ’
AT i ~ - = . - 3 nomio, con nn ando arco auxiliar se difminuirieste numero olra

Vi Eh . .
yor ld dgrmulas - . v , _ Ao L3 .
I e n nnidad, y eontinuando asi se lograria trasformarla en un monom1io.

log. tang. @=log. b—log. & . A . :
= E\AT55 5 802.—Indicaremos otro método que puede emplearse para hacer
: le al uso de los logaritmos una expresion binomia.

7| valoride z se trasiormaen >
El valordagsaz Supongamos que esta es de la forma:

", BODLGE e0s. @-Lsen. @ 3
=1 tangr@g)=8 | Ldb——r JT——== i o A RO, £
; S CO5. @ - COS. @7

nero'se Liene: saecando g como fa

Ccos. pEsen. g7=—C08. @ +¢08.(90"—@)
tomaremos un areo ansiliar de modo que
conforme 4 las formulas (61) y (62) se tiene:
, ‘ b
ANg @ =— —.eve~
cos. @+ eos. (90°—@)=2 cos. 1 (90" —= @ @) COS. 290 =g—=q) 1< e
—@)
cos. @—coe(90° —@) sen. 2 (90°—@+ @) sen. 1 (30°—@—2 expresion propia para €l uso de los logaribmos.
1. (46°—q)

Sugtituyendo x=a(l+lang @
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6 Jdefinitivamente

expresion igualmente adaptable para el empleo de los logaritmos,

Si sediene <=—a—Db

formariamos un arco-anxiliar ¢ de mopdo que se tenga:

“ J
sen“@p— —
a
O bien

—3a fent@

yendo se tiene: x=n—a sen*g—=a(l—ren )

6| por iltimo X=a cos

formula propia para el uso de los logarilmos,

Resolucion de los trifngunlos rectingulos.

803/ —Vamos & trafarahora d
yealos. @omo ya lo hemos dicho, la régolucion

los élementos desconoei=

¢ la‘resolucion de los triingmlos, co-

menzando,por los rect

de un tridngulo tiene por objeto determinar

cuando paraello hay los datos necesarios, y por reg ola general son
[ficientes Ereg elumentos, coandomno deellos es unrlado.

_\ fn de facilitar el uso de nuestras formulas, y evitar estar repitien-
ntgcionaleebraicade Jos elementos de dos tridngalos, con-
“los dngalog/por las letras mayisculas A; B y C,
angulo por las minasculas

do la repres
vendremos en indicar
v los lados respectivamente opuesios i cada

a. b ve. Ademas, en el caso de ser vec t.[zn;”ilu el triangulo, constante-
mente representaremos el ingulo recto por A, y la hipotenusa por a.

comenzarcmos l‘m!‘ k‘:’!':iu.:‘l:('x Yy demostrar los li,”l(]—

fo-sapuesto,

que sirvende fandamento & la resolugion de los lIA.LlY}_;nilU.: rectin-

804, — PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.—Sea el triingulo rectiingulo

A B C (lig. 36%), y b iendo centro enuno de los vértices B de los dn-

gnlos 11_"1'.1"'"1 ecop un radio B G jgus ;j le 1i a3, tracemos el arco

gaida bajemos la rect ndicular 4 A B, que seri

el -ln)lh. ‘Lx"'h o l: & levan Alnlu ]‘"1*‘1" ndicu-

D. En s

wte del mismo

Jar G H, esta serd la tanger
D F perpendiculure

Porser AC, G H y
serin semejantes los tridngunlos B A C,
s B F D. Asi, pnes, s¢ tiene:

ripotenusa B (f':::, A (.‘gh_, AB=

La
B I',: 'O8, ],\ G 1
Ci

ymparando los 1a 1u~ homolog

:

snltan las sigaientes proporciones:

BC : BD :: AQ : DF sustitnyendo ¢

BC:BD ::AB:
AB s AC: BG:

bas bresipri resion de log bres

guicntes:

1e—1 polenusa 68 al radio, co
._.A,-;,’r(g,"u_
_— /,r.‘ !{‘JV/“"/"/';"Z»\!" &S !UT

adyacente,
B n laedo e8¢ otro lado, como el radio ¢S & i tangente ¢

(',H:"{'\,r’.j .'/ SEF U;u‘[u c'\I,.],.'

Bitos trés teorémas, & las.férmulas que deellos se derivan, sirvén

fandamento 4 1a resolnel inzulos yg, «unides &
teoremas demostrados en geometria, y qoe son: la soma de los tresd
onlos de un trdngulo vale %, ¥ el enadrado la hipotenusaes

£ 1a suma de Ios cuadrados de log cate

Asi,  pues, haciendolel Fradio ignal i Ls anidad en las tres (lbimas
ecndciones, y expresando analiticamente log teoremas de geometria,
& wa la resolucion de ngulos

tendremos 1a8

rectingulos:

'
i
§
&
.
{

3




b—n sen. B..
c—a 008 B......

b=c tang. B. ...

Debemos hacer notar, quesi en-vez del yérfice B tomamos como cen-
tro el otro dngnle, gpltarian formulas andlogas 4 las (A), (B) y (C),
qfie serian: c=a sen:. €, b=a cos,C y c=Db tang C, las cusles pueden
deduecirse flé 1as prinieras cambimndo b en ¢ y'B an C; por lo cual estas
formalas deben-entenderse como expresion de que wa lado cualyuiera
es igual al producty de la lipoienusa por ol seno del angulo opuesto 6
g0t el voseno dal-adyacente, 3 que uw cateln es wgual al producto delotro

tado, por lg tangente del dhyuto opuesio.

Allemplear 10s-Jogaritmos pard el ‘cdleulo de estas f6rmnulas, debe
recordlarse queé al haeer el radio igual con' ln unidad, los logaritmos del
§EN0, coseno, Y- veces la tienen sobrentendida la restade 10
unidades en su caracteristiea, cuya resta es preeiso efectnar para deter-
minar.el vior del lado que se basea, La supresion de 10 u nidades en
Ja caracteristicas equivale 4-To que/hacen varios autores, que eonside-
yando. las deusciones queé se'deducen de niestras proporciones, y supo-
niendo el radio dividido en'10,000.000,000/de partes, restan delasuma
de los/logaritmos de los numeradores ellogaritmo de r, que ¢s/10, eon-

duciendo ambos procedimientos al-miismo resaltado.

305.—('AS0S PARA LA RESOLGCION DE LOS TREANGULOS RE( TANGD-
1.08. — Hemos indieado que el Iir«»‘..slvmtk que hav que rezolver en trigo-
nometria, es determinar tres de los elementos de un triangnlo conocilos
los otros tres. Ahora bien, como cuando el tridngulo es rectimgulo
giemipre sé conoce el &ng cielemdnto thay que agregar
otros dog para bus
mero de easos que pueden presentarse en la resolucion de los tridng
fos rec 0g, serd de combinaciones diferentes que pneden hacer-
se con las einco cantidades B, €, 8, b y ¢, toméndolas de dos en dos.

La formula (51 del nfumero 356 se eonvierte en

”

- ‘:10

\ 3

ibinaciones que pueden hdcerse to-

l'_:fl

>

mando de dos en dog las eantidades B, C, a, b, ¢, un eximen detenido

hace ver que basta distingnir ¢aatro principales:

COMBINACGIONES,
Caso indeterminado conociendo A.
La hipotenusa y un angalo.
La hipotenusa y un cateto.
% b Un cateto y un g.Hli_’fr‘u,
Dos eatetos.
Resnlta, pues, nue aunque pueden presentarse 10 combinaciones di-
forentes con los datos de un friangulo rectingulo, bastard cousiderar

los cuatro e wientes:

1°— Dada la hipolenusa y un dngulo agudo, determinar los demas

1 -
cliementos.

20— Dada la hipotenuza y un cateto, idem idem
Y

: :

)

— Dado un catelo y un dngulo agido, idem idem

4o =—Dados los dos catetos, idem idem

Para escojer con facilidadla férmula gue corregponda al caso que
tenga que resolverse, log alnmnos podrin aplicar Ias giguientes reglas;

Deberd examinarse, 1° si forma & no parte del problema la hipatenu-
88,y 2° 81 no entran como datos ni como inchgnitdados dngules.

Si 1a hipotenusa forma parte del problema, se hard o de la formu-
la (A) 6 de la (B), sirviéndose de la (A) euando el eiteto y el dngulo
que son objeto de la cuestion, tengan ta posicion de opuestos, y se fo-
mard la (B) cuando sean adyacentes.

Si en el problema no entra la hipotenusa, pero si uno de los fingulos
agudos, se hard uso de Ia formuta (C).

Por altimo, si los dngulos no entran como datos ni como incognita,
e tomard la formaula (E)

806.—RECTIFICACION DE LOS DAT(S Y DE LOS RESULTA pos.—A me-

nudoes importante, antes de emprender los enlos necezarios para

resolver un tridngulo, examinar si los datos de la cuestion no envuel-

ven alguuna contradicgion que Juga imposible el problema, asi como

fambien lo e§, despues de haber ejecutado lag operaciones numéricas

necesarias para deferminay el valor de Tos elementos desconocidos, po-
1 1¢

der comprobar los resultades para tener la seguridad de que no se ha

cometido alguna equivoeacion.
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Las condiciones que debe satisfager un tridingulo para ser posible,
son: que un lado cualgniera sea menor que la suma de log otros dos,

ayor que su diferencia; que el mayor lado esté opuesto al mayor

ingnlo, y reciprocamente; que la snma de los tres &ngulos sea 180°%, ¥

en los trdngulos reetingnlos que la hipotenusa sea mayor que cunal-
qniera de~10s catebos, -asl comao_que el enadrado de la hipotenusa se
jenal” & lasuma de'los enndrados de los catetos. Teniendo pre

eéstos principios; serf siempre ficil durse cuenta de si.pneden 6 1o acep-
tarse los dabos 6 los resnltados de I resolucion del trigangulo. Para ia

rectificacion de) Ios resaltados en 1o tridngulos rectingulos, debe te-

nerses

B4 Ot

= DY =+

cuya formula; para hageria aduptable’al uso delos logaritmos, la pon-
dremos en Iax forma:
hE=ai—ci=(a+¢) (a-—c¢)
EirAS.—I.— Resolver un tridngalo rectingulo(fig. 3

o

guicntes:

Para-determinar B ugaremos la. formula (A)

A b=a sen.B, de la que

Para determinar O usaremos la formula (B) b=a c08.C, de la que

|
cos.C= =

i
&

inar¢, ‘emplearemos {a formula (E) 25="1% +

CarcvLe pE B. CarcpLo pe C.

log.

log.

log. sen.B—=19"3
B=— 11°—52°

CALCQULO DE C.

log. (a+1b)=2369 2530

(:’l + b)=23%1 ‘02

(a—b)=154 ‘1R Jog. (a—Db)=2'187 8590

45557 1120

Tomando la mitad; log. 4/(a+Db) (s—Db) =2:218 5560=log.
m
c=189%

CoMPROBACION.— Para rectificacion del célenlo debemos tener B+ C

=90°; y en efecto:

.
..‘“.-_.

R

B=11°—52"—46% 71
C=58"— 7T—1t

B¥€ =90°— 0—0

e

-
C

e e i . AR

-

Para comprobar ¢l valor de #eonocienda préviamente U, lo podemos
caleular por la f6rmula (C): e=b tang.C.

A

CALCULO DE C.
loz.b = 1%601 5168

log. tang. = 0677 0382

——

log.c — 2278 ot0=log. 189 *3135

_—
==
TP

II —Resolver un tridngulo rectingule (fig. 368) con los signientes

datos:

] ———

" 0 =
4935 20

= 35°—14—15"

R

Para determinar b, haremos uso-de lasférmala (A)

s

hb=a sen. B

-

Para ¢ de la (B) —a ¢oS. D
Paradeterminar C, dela (D) C=00°—B
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CALCULO DE b. tdngnlos, en los que, conforme & la ecuacion (A) del pérrafo 804, se

4935 20..cev s

3048

3
}==0-912 0984

ABD ON40 ot ¢ :
3693 3048 1078 tiene:

Dtk 31 1510 I jq.((:,xr'
cr 3+ l oo ] 2 i1 ;')‘;ﬂ I. l..,“‘ls B Ben \ —C¢ 36N

1 4 4558 T, { o000 V3% § o A—C B \

]‘._“.I)...‘......-. ..-( jo o+ 1553 4 ) 4 nE - ' U

log. sen. 39 —14'—1

: : < e decana de la caracteristics
Al gunrarestos logaritmos, rebajamos una decena de la caractenistica

Qs o e 3 » - - -
- de los 1‘:,:,:“‘”_““_,\:’ Si se considera el trignguio ABCen el que el .:!?g!ilo C es obfns ;

por el complemento writmético de lascaracteris e o
LI Sa
del séno y coseno.
e n G D=—A B
h=32347"448 c=—4030'911 I DB G

Carcvrno DE Ci pero como B O D es suplementode B C A, ¥
3

90°—00>—00™ igual y del mismo signo que el seno de su suple:
— B =35"—1+"—157
O =51"—45"—457 I' D—¢. sen, A

B D=—a. sen.

tanto en el caso en que C es agndo, como cuando es obtuso que

125 o2 ¥ Inego . ¢, 8en.. A—4, sen., G

COMPROBACION.—siendo a’=b*+¢
C = y formando una proporcion:
l(-‘_{. 1‘_14.-'1;');:;.".‘391 1295
log. (a—b)=3:319 6789 ,
SRSl & {y S1 dezde ¢l vértice A baifir: 3 1IN
o -~ SN » OR0e EI'bi( y JaJUTramos una

log. (a+b) (a—b)=7210 8064 ! \. 3y TR \ 1 o
: ~ /v perpendicular zobre el lado B U, ob-

a ;¢ sen.A :sen.C

= 5 T Ty R OR 4039 —]0p. ="
Pomando la mitad; log/ (8 + b)a—b)=360s 4052=10g. € e tendrigmos:
(Fig.

-
o — 4030911
G 3 ¢ :b :zenCssen. B

Inego -en general a2e:b senA : 8en. O @ genlB

que es lo que ge {rataba de demostrar.
Resolasion de los tridngulos oblicningulos. Comunmente § gsta s8rie de razones ignales, seles'da la forma de
ecuacion para la resolucion de los tridngnlos, eomo signe:

I PRINCGIPIOS PUSDAVENTALES —Comenzaremos por establecer :
a N ] = [

sen. A" ‘gen.B . sen. ©

2By, TAN.DER . S 1))

v demostrar log principios en que tendremos que fundarnos para resols
% 1

108,

ver los trifingulos ablicudngn
7 Y 5 e holrtlae T
1°  En un tridngulo cualguisra, los lados son proporceor 05 R° Ll euadrado de un lady de un {ridngulo crolguiera es igual ¢ la
senos de los dnqulas :-(.-:f’r,'.w’r'r.\‘.
= x vy i ¥ o W & — o . coepritacoer y . ) : :
en los triingulos rectingulos; represeniaemos por A, os lados por el coseno del angulo gue forman,

g } oS - .5 ¢ J se y - o - | - 4
suma de los cuadradaos de los olros dos, menos. el doble producty de estos

[Lo mismo que
E 3 z ’ A ’ v o = lades 2 re C- > o .
3 y Clos fingnlos de los trifingulos; y pox @, &y ¢ los lades fue respec Hsto es, enla fig. 369 vamog & demostrar que
tivamente les estan-opuestos. AB—=BG'+LtAC v 3
1 -y R even Lo ) F=BC*+tAQC—-2AUOXxBOUOxeos. ACB
Uongsideremos primero el tridngnlo A B C, de la fig. 369, en el que (B Cxeos. ACB
- ' i L 1 Ry Y 2 hater o F srpendict lar N » . - =
el fingalo C es agndo, y desde el vértice B bajemos la perpendicnlar Couzideremos primero el caso en que el dngulo C sea agudo. Confor-
= ~ . nedarda dividideo e o8 triineul rec- ey g
B D al lado-A €, con lo cual quedard dividido en dos triingulos re me al teorema demostrado en geometria (534) tendremos:

i




B =B P+ A CZ2A0xD O
& sustitoyendo: €= atep—2bxD C

ro como en-ebtrrngnlo rectingulo B D @ conforme & la eenacion (1)
[oLfim. 804 D.C=B @ cgs:*C—a. cos. C, eustitnye ndo; resulia:

el—a+b*—2 a. b.rcos,

=

t'.' P == =g

Si considerdmos el t¥ifngiilo A B.C enando el Angnlo C es obiuso,
souiorma al\teorema demostrado en go.eometri:t (633) tendremos:

i e ¥

B C*+A C*+R ACGXOD
B DX O L n vnsaa(R)
ifng eba 3 0 D conforme 4 1a formula (B) se tiene:
en el trigongilo veetdvgulo B € D conforme a/la formuis (L)
0 D=8 (xeos. B0 D==a.cos. B C D
AL,/ vél cuao"a de no ﬁnl'u!n es
=~ cog/ B L _\, lnegu
¢D—=—a.cos. BC A
la ccuacion (%) resulta:
Jph=—=2'a b cos. ©

jon idéntica 4 1a (1) del caso enique C era agudo.

Yol maizmo modo e hemos obtenido ¢ en fancion de & b, ¥ el
i 1 ndo desde ¢l vértice B, la perpent lu"n ar B D al

mos desdoloswortices €y A, oblex wd riamos:

9'a ¢cocos. B
—2be. cos. A ¢ e e (3)

v'ia
: ] oo A 21 da des de s1ts lados, 88 dasw di f.l""’i"'r'(
ool EangBinie L W mitad de ta sumade las (lhy[' us.l],z/;,\f'u‘,. 25 ek
fed 1 su diferencia.

cuacion () tenemos:

a:sen. A b user

ild

fandéndonos en que la snma de los antecedentes es & su diferencia co-
mo la de los consécuentes es & la suya, tendremos:

at+b :a—b :: sen. A +sen.B : sen.A—sen.B
Por otta parte, en virtud de la formuls (67)

sen.p+sen.q tang. i H' +1]

=
o - gotiene reemplazandop por A, yq por B:
bcn.p—aeu.tp t: nw 2 (p——q) &

sen. A +sen.B : sen.A—sen. B :: tang.§ (A +B) : tang.4 (A—B)

lnego a-+b :a—b :: tang. 2 (A+B) : tang.2 (A—DB)
que es lo que se queria demostrar.

45 Si desde ¢l vértice B (fig. 370 ¥ 371) de un triingulo se baja una
perpendicular B D al lado opuesto prolongindolo si fuere necesario, se
tiene que, el kudo sobre el cual cae la perpendicular £s a la sume de los
ofros dog,, come su diferencia s d e"'l diferentia de-los segmentos AD y
D O cuando la perpendicular cas dentro del tridangulo, 6 @ la suma de
los segmentos cuando cae fuera.

25t €8, vamos & demogstrarque

bz e+a::c—a : AD—DC enando 1a perpendicular cae dentro.
b:e+a ne—a : ADHDC cnando la perpendicular cae fuera.

Consideraremos primero el cafo (fig. 370) en
el que la perpendicular B D cae dentro.del
triingulo: Haeiendo cenfro en el yértice B,
desde el que se baja la perpendicular, y toman-
do por radio ¢l Iado menor B O, Lrazarémos un
oirculo y ptolongarémos el lado A B hasta E.
Por la construceion de la figura, tenemos, B.O
—=—BIE=R Gy siendo B D una perpendi-
cular & la cuerda C P que pasa por el centro, lagividird en dos partes
iguales C D=D F.
Ahora, fundéndonos en que dos secantes A C y A E, tiradas desde
unymismo punte; son-reciprocamente proporgionales & sus partes exter-
nag A Fy A @, téndrémos: (540),

AC : AE * AG6 : AF
b:e+az:c—az:AD=DC,...




Si consideramos el caso en que la perpendi-
enlar eae fnera del trifingulo, (fig-371)en yir-
tud del mizmo teorema, tendremos:

AC:AE +AG:ATF

ysustitnyendo b zcta tie—az AD+DO..(J)

que es lo que se queria demostrar.
A estos cuatro principios hay que-agregar ¢l teorema de geornetrias

i\-FB"rC:lb‘()D........................(I_i)

809:—(TASOS PARA LA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS OBLICUAN-
G ULOS. — Buscando, como lo hemos hecho' al tratar de los tridngules
rectangulos, el ntmero de combingeiones que pueden formarse con los
seis elementos de un tridngulo A,'B, O, a8, byc, tomfndolos de tres
en tres, por medio de la formula (5) del namero 356, encontrariamos:

6 EeXDXE
B IEXAXE 5

3 ~AR

i se dan A B y ©, el caso es indeterminado y no debe considerarse
porqne hay una infinidad de trifingulos. con/los datos del problema.

14 0 A8D.— Dados dos dngqulos y un lado, determ inar los.demas: ele-
mentos. Kste caso ofrece nueve combinaciones:

pero como vamos 4 verlo, se reducen & cnatro casos diferentes.

A, B, a AC, a B, C,a
A, B,'b A, G b B, G, b
A Bc | A0 \ B, C,c

Cuando se conocen dos dngulos, el tercero estd determinado porla
relacion
A+ B+C=180°
90 cAS0.— Dados dos lados y un dngulo opuesto & uno de ellosy ofrece
seis combinacsones

a, b, A l a, ¢, A b,e, B
n,

a, b, B ¢, C by ¢, C

ger. o as0.— Dados dos lados y €l dngulo que forman; que ofrece fres
combinaciones

a, b0 —=a,¢B | be A

o . ~ o 3 3 > & -
4° cA80.—Dados los tres lados, deferminar 10s Gngulos, que ofrece
wne 8ola combinacion:

8, b, e,

En el 2° caso, como lo hemos explicado en geometria (443—VIII)
e} . S W 0 3 7 : . %
el problema por regla general, admite dos resoluciones.

810.—PRINER OAS I oy <
810.—PriNER 0As0.— Conocidos dos dngulos y wi lado de un ridn-
qulo, determinar sus demas elementos.

Yara Eanilita skrar Bynls ¥
Para facilifar nuestras explicdciones, supondremos que CONOCEMOS:
A, B ya

pero naturalmente el procedimiento de investigacion, serd el mismo
dun cnando se cambien las denominaciones de estos datos.

Bl tercer dngunlo C, se determinari despejindelo dela ecuacion (K)
que d4:

C=180"—(A+B)

Congeidos los tres ingulos y el 1ado a; 1os lados & y ¢ fe determina-
tin yaliéndonos de la formaula (F) :

a b ¢

sen. A sew. B sem©

que da

asen. B asen. O

-—é}i”-:\ Y e Scxl.;r

En este caso, para que el problema sea posible,

8¢ necesita que
A +B<180°
~ J B . 5 5 O
8I'l.—SEeauNDO, cASO.— Conocidos dos lados dé un tridngulo y & dn-

gulo opuesto & wnode ellog, deferminar los demas elemenfos.
Supondremos que conoeemos

y 0y A

La formala (F).da son, Be— B/fen. A

——

a

Conoeidos los 4ngulos A y B, deila relacion (K), sacamos:

C==180°—(A +B)..
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'-.I‘m.' dltimo, para L]Cf(:r!nil]ﬂr s, nos valdremos del primer principio S I}:‘-? sen. A
cifrado en la formula (¥), y teudremos: i
gl Ahora bien, siendo a=b sen. A, sustituyendo:

——

sen. A ' sen, B=1

3= gn% s nal & o1 st anto B2 E :
Discusion.——Como el valor de B eétd dado por un seno en la ecua- y B—=90° iznal 4 su suplemento I¥. En este cas
5 , . - - 2101 1 OO P == > ol & .
cion (1), ¥ el seno de nu &ngnlo €3 igual y del mismo signo que el Set posicion de la perpendicalar € IV en la figura.
de su snplemento, pueden tomarse patd B, por regla general, dos va- 5°—Si siendo A agndo y a<b se tiene a<b sexn.
Jores: €l que se eneuentre en las tablas, siempre <90°, que corresponde imposible,; En efecto, si dividimos por « los des mien
4 log. sen: B, yel desa suplemento que es nn dngulo obtuso. Sustitni- igualdad
dos estos dos yalores, que llamarsmos B y B', en la ceuacion (2) se ob- a<hsen. A
tendrin dos valores para C; los que sustitnidos & su vez en la ecuacion
(3), dariin para ¢ dos valores. Se ve, pues, que en el segundo caso de tendremos 1<]'_5"~'“' A
la rezolucion. de log frifugulos oblicufingulos, punede haber dos tridin- a
onlos nno satiafacan las condiciones de sroblemas pero hay varias civ- -
galos 1t B atisfagan las condiciones d 1 proulemas pexe l" Ry VALAS CIT y el valor de sen. B dado por la ecuacion (1)
ennstanciasen Ias que elproblema golo ticue una resolucion, y otrasen ‘
qne no admite ningzona.
Aun cnando ya hemos explicado en geomtria (£43—VIID), las dife-

gen. B _b senc A

rentes circunstancias de este problema; volveremos { acuparnos de 36 Sraa o Ein of

ellas pard que los alumnos las tengan presentes en'la resolueion de los N R

triangalos. lo gne es imposible, pués hemos visto que el sena de un fugulo no
1°—8Si el dngulo dado A (fig. 372), en vez de ser agudo fasra récto puede ser mayor que el radio =1. Hn la figura esta circinstancia es-

"4 obtusn, el oiro dngulo B forzosamente seria agudo, (436) y el pro- tarifindicada cnando el Jado B ¢ faera menor que € D, cnya per

blema no admitiris, mas que una soid resolucion; pero enfounees, para dicular tiene por valor hisen. A, y entonees con los datos del problema

que el trifngulo sea posible; es necesario tener a>b para que al mayor 110 podria cerrarse ningun tridngulo.

dngnlo esté opuesto el'lado mayor. G°—Por altime, enandor A <90°% y a <b pero mayor

el problema admitir® dos resolnciones; pues como s ve

o—8i el dngulo.dado A es agudo y se tiene h<a, el problema no :
ionda sor B <A (431), haciendo-centro.en. C trazando un arco.con el radio U B, se cortari el
’ ] X lado opues »Y PRI W T A s (¢ e, 2 : TS
116 podtemos tomar para ol iillglllu bascado el s~1g»'=cuu-ut.0 d6l salor que <0 opnesto en los puntos B y B , resultando dos ilos ACH ¥

T2 & o rhs ~ - p - = S & - 330y ry
para’B dah lns tablas, porqte no pueda ser Gbtuso.  Por 1o demis, €l A € B’ con los datos de!l problema, en los que el &ngulo ABC=180°"—B.

admitird mas gue nnasola resolneion; porque de

&1

% : :
triAngalo Siem pre-es fostble. 'n resfumén:-en el 2° caso /da la resolugionide los tridngalos obli-
a0 Q

30__Sj el fingulo dado A es agndo y 8¢ tiene
b—a, no habri mas que unna resolucion; pues SERA rMPOSIBLE: 1° cnando A=—6>>90° y a<b

cufingulos-conociendo A, a y-& el problema

S0

) -
giendo el triangalo isbeceles, debe tencrse B—A 2oy PASIUP ya<b sen. A

(429), y (tendremos gue lomar, para B gl valor ADMITIRAISOLO UNA BESOLUCION: 1° cuando A==6> 90"
del angulo agnde. 90 cnando siendo A< 90%, 'sea b<la e
4°__Sj. siendo el fingulo A agudo y a<b so g0 ] A<900° .. b 23

tiene ademas que a—Db sen. A, el problemsa mno sdmitird mas: que nna JRehs # A = 80° . S L
sols resolucion. En efecto, hemos visto que el yalor de B ge defermina 2 3/ FESNER N R G

ADMITIRA DOS RESOLUCIONES: Caando A L90% ya<b pero>>

por la ecoacion (1):
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1 T
812.—TERCER

caso.—Dados dos lados y el dngulo que forman, de-

terminar los demas elementos de uwn ridngulo.

Primer progedimieido. Supondremos que conoeemos
a, b y el engnlo C
D5 ecuaeion (K resnlta: A +B—=180"—C
b ]

3 (A+B)=n0°L 0w (1)

~

Condcida 18 niitad dela suma delos ngalos A y B, vamos a '!o‘u‘-r—
minar limitad de surdiferencia, para locual nos valdremos del 3
principio cifrado en la propor jon ().

3 a—Db) tane £ (A B)
a-=b s a—b:: tang & (A+B) : tang.? i;\-—R)'—”»({ 2jan RESE

a-+b

o o e
tiene por complemento =, thng.2 [A+B]—cot. 2 G,
N

ndremos:

g4 [A—B) == et

Una vez deterniinados log valores de 2 (A + B) y # (A —B) por las
formulas (1) 74(2), {aeilmente se caleulari el ml or Lh,l fngulo mayor
qug esel t':‘llti to a1 mayor lado, y el‘del dngalo menor (R66—V). E ~w
g, suponiendo A> B

A=} (A+B)+1 (A—DB)
B=1 (A+B)—3 (A—B)
idos log tres dngnlos, el lado ¢ se determinard por me-
mala (1)
7 _gen.- 0. a
~ sen.A

— wilo procedimiento para resotwer el iercer £aso.
Conforme.al 22 prineipio cifrado’enla formula (G) tenemos:

E—=a'+1*—2 a b, ¢os. C

{Grmula 35) cos, C 5% sen’} C, la expre-
asforma en

si por eos. C
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2 7 ' % {0 piy o1 £ < . ~ 21
S ={a*+b%) (cos C-#sen®d U)—2 a b [eos’t C-—sen’)

ejecuta” , la. multiplicacion ysacando cos’i €y sen’s C eomo factor
se tiene:

c*=(a—b) cos’d C+(a+b)ysen®s C...v.ns.

sacande (a—b)® cos’s O como factor coman, para

lo enal deberd divi-
dirse el 2° término, poresta canfidad tendremos:

¢'=(a—b)" cos’} (5[1 ok A8IEDT BEhS

(a—b ) Cos'3

extrayendo raiz cnadrada

con el objeto de hacer wl-sptuh“e esta férmula al uso de los logaritpios,

introdaciremos un arco anxiliar, haciendo'el término:

a+bh
37 tang.t C=tang. @.........

t—

y entonces: \]I (8 ‘1, tang.*4 C= ll tangi@=sec. g— ——
(a—Dh)? CO8. @

Sustituyendp este valor en la expresion (b) resulta finalmente:

Por medio de las fé6rmulas ([) y (M) se determinad ¢, y una vez
conocidos &, b, O y ¢, valiéndonos de 1a formula (F) so obtendrin los
valores de A y B por las expresiones siguientes:

_ 8. sen.C) C b. gen. O
Sen.A—r— 1 y senB="——__—"— ..

e ¢
Ta ventaja que tiene este procedimiento sobre el primero que hemos

indicado para resolver el 3™ easo, es que pueden reetificarse los cilcu-
los, examinando 81

A+B+C=180°

La razon e esto, es, qneé en el 2 procedimianto se han detérminado
i I

log valores de los dngulos A y B por formulas especiales; mientras que
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en el primer procedimiento hemos deducide esos valores prrm: amente !
de la expresion A +B+C—=1807%, por locaal no podemos servirnos de cos.4 A=

ella para comprobar los cdlenlos: *

Como la diferencia de los cradrados es ignal & la suma de Ius oanti-
811, —GTrARTo. 0ASO.—Dados los tres lados @, b Y ¢ de Un {ridngulo, dades p.‘r su diferencia (251—TI11) se tiene que (beyf—a’={(bic+u)

dotermingr sus tres dngulos. (b+ec—a), por lo cual la espresion anterior e convierte en
EI'2° principio eiffado en la {6rmula (G) dag

Ate -1 — h+e
2 o cos.2 A=— |\~
gt =bi4+c—271 c. cos. A cos.} A \J %!

o ——

-

4bhe

o

- e h h a
despejando 4 208, A== Haréfmvus la suma de los tres lados

-,

S
i

Restando 22 & los dos miembros, sg tiene:

_JJW : : 40— a= 2 (p—i)

Sustituyendo estos yalores en la ecnacion (b); y dividiendo por 4 Ios

poniendo por b*+-2'b¢+¢f su valor (b+¢)* se tiene:
dos términos del quebradoy resnita:

Algunas veces conviene dar ptra forma & las expresi (m“Q(L) y (M)
]m diferir muy pu 0 14 magnitud de @y de 5, lo'en: al tiende & hacer

ntloel denominador del valor de tang. @. En esie caso, de la farmala ) . : 8 . : ‘ v
mlaielideoms ot ¥ ; Por medio deesta férmnla arminaramos el Aneulo A. Cambiando

{4). cacarémos como-factor’ comun 4 (a+b)* sen*s G, i enyo fin divi-

i M 2 p % . AenD zend y reciprocumento tendriamos el -1!1;."[!‘;" .
diremos por esta eantidad el primer termino, y se tiene: A on O :

, @ en'¢ y reciprocamente tendriamos B; perd como hemos v
21 BN -~ - - .

l—h 8 7(_» to (797) que log valorés son mas aproximados cualguicra que sew

macnitud de los &ngulos valiéndonos de'la tangente, vamos A obtonge

extrayendo raiz cundrada otra férmula : v &1a () en la que el dngnlo.esié expresado por
. una tangente,

(a +Db) sen.
3. 003\

despejaremos &
tang.
sustituyendo e¢ste
tendrémos:
. N aen 4 C1'sec. @
c—(a 3+ b) se1:d CA/L + tang @ =(a D) 880,23 C sec.
6 finalmente

o ) Boc e ) oy e L)) Jomo' (1 gy = b— z -+ ¢, cambiando
{ (_u- 7 . -
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By

PRe—

p——t oA

.

loego

reemplazando la diferencia de los cuadraslos por el producto de la’su-

+h—2) (o
SGU.%.\.—_ 5. TN IE] 1 l;L

ma porsi diferéncia

haciendo como fintes

restando sucesivamente delos-dos miembros2b y 2 ¢, resulta:

atc—b=2(p—b)

a+b—e=2(p—¢)

Sustituvendo estos valorés'en la expresion'(¢) y dividiendo loz dos

términos del quebradolpor 4, resulta finalmente:

. (p—h) p—c)

sen.+A :\! -

™ = - (0)

Dividtiendo la-farmula (0) por la (N), y teniendo presénte que
1,8 Ay s
7 = tang. ay tendremos definitivamente:

: r b) (1»»('—)
t;:!ig..-v. A= =5 %

p (p—#)

que es Ja formula que nearemos para deferminar un fngnlo en fupgion
de los tres iados, de preferepeia & las (N) ¥ (), porque se-obfigne mas

roximacion siryviendose de las tange Cnandog el angulo es
i!("{"“,'!‘l ), dal mas aproximacion 1a formula (0) que la (N) sucediendo
16 contrariocaando el valordeléngule se acerca & 900 (797). Caando

ge quicran determinar B'y C, las f6rmulas se
\],ﬁ—:x‘ (p—e¢) LG lx\—.—.i (p—Dh)
tan e = — — v fane.dt CU= : =
tang.3 B b (p=1) ylang.d N p(p=0)
en las que
p—2 (a+b+c)
4 comprobacion nataral y sencilla del cilenlo & que da lagar este

yae Ja suma de los tres Angulos encontrados, se:

teaal & 1807,

25
815.—Este 4° caso puede resolverse de ofro mo-
do. Sea el trigngnle A B C, (6g. 373) y desde el
vértice B, bajemos Ja perpendicular B D al lado
opuesto sobre el que deferminard dos segmentos
A Dy C D que llamaremos z é y. Cuanda i per-
pendicular eac dentro del trid lo, como en la

fignra gque considerames, conforme al 4° principio (808) tendromos:

fa+-c¢) (n—ec)
b:a+te i a—c:x—yque dd x—y——— -”ﬁ K
= D

Conocido el valor numérico de x—y, come b=x+y, podri determi-
narse el valor de cuda nuno de los segmentos (R66—V). Supouiendo que

x sea ¢l mayor, tendremos:

Upa vez conocidos los segmentos « & y, se resolverfin los trifingulos
re¢tingalos B D A y B D C en lgs que, conforme & laiormula (B), se
tiene:

-~
-

o) CO8: C:\‘ y por tltimo, B=180°—(A +C)

Cos. A =

En el casa'de qne la perpendicular B D' caiga faera del triangulo

(fig. 374) conforme al mismo 4° priucipio (808) tendremos:

) (c—a)

bize+a mce—a ixtyquedax-

. 74) Qonoeido el valor numérico de la suma de
segmentps, eomo s—y=Dbj; suponiendo gue X
mayor que yy tendremos: (266—V)
e+a) ([e—=s b
x:(__,___ (_ ._l + =
2D 7.
__(e+a) (e—a) b

2b 2
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Una vez conacidos los segmentos resolviendo los tridngulos rectiin- 4° del phrrafo 808, que nos han servido, pira resolver todos los cases
gulos A B Dy € B D pormedio de la formuls (B) se determinarin y cuyucs prineipios quedaron cifrados en las formulas: '

'Ol y y Y QN : O 2 y ,‘:‘___,—-A b
B C D== B A=180"—B CD y B=B L D—A 5“.‘}"\_ -

e
A ser, I3

Se.dele te - o ; 10 perpendics . ds el vbriice
Se.deho tefier presente; ane Hajanda o perpendiculay desde el virkice
b5 I ke ATETHERGAC A0 :a—Db :: tang ¥ (A+B) : tang.3
opuesto al lado mayor casra siempre dentre del iridnguio, Y que el seq- i .

to-manor % s el adgasenteal mayor lado, por ser su proyeccion. bic+a
El primer procedimiento es preferibleal segnndo, porque los angnlos

wabSn ol I8 . 2o fe ap 8  vinorgne s wene la co W aci e 1‘ S o ) 3 5 3 5
estiin dados porunatangente, y porguese ticneia conij robacion de lo 1°—Despejando & cos. A’y de la f6rmula fundamental

. " . - 14
chleulos viendosi A+ B+ C=180%

~r e

L

G.-—RECTIFICACION DE Los DATOS ¥ DE LOS RESULTADOS.—Lo

mismo que indicamos-al fratar delos tridngulos rectangulos (806), es
eonveniente en| los-oblicnfingulos exumingr i los datos ne envuelven se tigne: cos. A= DY

A=
2

F-SRE TS SR

- .

algun absurdo; y comprobar 1oz resultados de los chlculos. Parael pri-

mer objoto, hemog dicho que debe temcrse presénte gneun lado cnal-
quiera sea-menongre Ja suma dé los otros des, § mayor quesu diferen- Suglituyendo este valor en la expresion sen*a—1—eos®a, tendremos:

cia; que al Tado mayor esté opnesto ¢l mayordngulo y reciproeamente;

mos indicado que los del tercer-¢aso; cugnde se emplea el segundo pro-

2 e

v qne lasuma dellos tres sea’de 1807, Para comprobar los ¢ileulos he- r B3 1 ot—nt \ 2
- sen’a—1— .__4_.) :

cedimienta, y los"d¢l cuarto se rectifican Ticilmente viendo &1 1a suma

de lee'tres ditenlos encontradoes da 1807, Respecto al primer case, al % : . =l S ot
& : : Si elevamos al cuadradoel trinomio (b*+¢*—a®) maltipliciudolo por

sesundo v Al tercéro, euando se usg-el primer procedimiento, lo mejor 2
& : : gl mismo nos resulta:

es suponer como datos las mebgnitas y calenlar losotros elementos del
triangnio que-debenresullar ignales 4 las cantidudes conocidas. Gene-

2 3 b } » ‘ J 3 g ¥ D 3
(B P —a") 2 —a"} b o' —2 o b2+ bie

valmente Ta rectificacion se limita & busear el valor de uno solo de los

clementos empleandoun método diferente.
or ejemplo, én el primer caso conociendo A, B, y a, se lia eneon- soglituyendo on la expresion do sen*A y cambiando signos.parn ejeen-
i pues bien:eomo recfificacion bastara buscar tar la resta de las cantidades gue quedan dentro del parénte

uignes

trado ¢l yalorde C; 9y
ol valor de © en.furion e a, b y ¢ por medig.de la formala(F).

817, FORMULA FUNDAMENTAL.—Podemos considerar Ja formula
qued G cifrado el segundo principio (803) como fondamen-—
resolucion de los trizngulos oblicadngulos. En efecto, he-

{isto e particndo'de 1a fhrmula

Aok & Haciendo 18 reduccion dellos térmivos 4 b* c*—2 b*¢* y dividiendo

#=b"+c' =3 becos. A los'dos miembros de la ecuacion por &%, resnlta:

hemos resnelfo el tercer caso empleando el segundo procedimienfo

p;7 Cuarto ¢aso. gen?A —f D i 1D a

i

Vumos ahora & dedueir de la misma formula los principios 1°, 3°y as
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Ahora bien, si fomamos laecuacion
b —a*+c*—2 accos.B

. g ; . e BT S
Despiejando & cos.B.y sustituyendo en la'ecuacion: sen'B—1—cos'B,
ge tiéne:

_datet—(a+

5(511113:1—(f’+- : =

“Zac 4a'c
éleyando al cnadrado (8*-+€%—bY y sustituyendo, se obfiene:

At (gt b 2 at 2.0 b2 b ¢Y)

Anz it ——
gcn I)——“"‘ — U 78 M

— e

ejecntando la resta indicada, reduciendo y dividiendo por b* los dos
miembros, resulta:

—at B2 athi 2 a2 bie?

. ®)

vcomo los segundos miembros de las ecuaciones (1) y (2) son iguales,
se infiere que

.- ssp"&
b*

. gen. A sen. B
0 gne —_———"
a b

que es lo que se queria demostrar.
30__Deduciremos igualmente por medio del cilculo, de la formula

ngr.

(G) el 3= principio cifrado en la expresions:
a+b? ;2 tang. 3 (A+B) s tang.d (A—B). e resvies (H)

se tiene:
ac. cos.B....n
ab. €08.C.svivesavene(3)

Sumando las ecoaciones (2) v (3)

b+ =2 a*+ b +-¢°

snprimiendo en los dos miembros b

lanivs por 2 @ y x!n"\}'{‘.‘:(!;di) & a, so tiene:

a=¢, cos. B+b. cos.

Sumando las ecuaciones (1) y (3)

2ae cos.B—2 ab. cos.C

b+ ¢% dividiendo los términos res-

c. cos, A—2 a b. cos. ¢

suprimiendo

tantes por 2.5 y « (-,~!n*ju:\'h_l a &, se obhiene:

b=—=¢. cos. A+a. ¢

Sumaudo fas ecuaciones (4) y (5)

ps dog miembros a*+¢*, dividiendo

los términos res-

a + b=c¢ (¢os. A +c0s. B) +cos.C (an+h)

trasladando y despejandog

et {cos. A -+cos. B)

Restando de la ecoacion (

zl—]r:(’ {cos, ];a|;~ .\, —CO8. (. 1-2—!")

Dividiendo la ecuacion (6) por la (7)

34D

#+b ecos A4coss B ( 14cus. O

AU e - s M el S 7 2
g—Db  cos. B—cos, A" 1—¢os €

sastitnyendo los valores de les dos factores del
forme 4 las formulas (72) y (44)

.

gegundo miembro con-
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atb_ 1 (A4+B)cott (A—B)eot} C..onnno(8)
a—b i~ :

Como A +B+0=180°; § (A+B)=30°—% €,y por tanto:

cot- 3 C—tang.2 (A+DB)

o Q) lag ~Fe aontos o
sustitnyendo este valor en la ecuacion (8) ¥ los de las cotangenies €n

fancion de las tangentes:

a-+b tano ™ (A +B)

2Ll thE{ (A+ B)tang £ (A—B)

v simplificando resulta por alfimo:

a-+b rang L (A+B)

a—b | tung3 (A—B)

que es la expresion del 3% prinéipio qiie Nes propusimos dedueir.
i . A \ o = te el4°/princl 10 (Rnﬁ) cifrado en
4o Vamos #=sacar finalmente ¢ principlo. (oto '

proporcien

a—b/: X—¥
- = 44 2 9 gk
de la ecuacion L_hit e —2 bie. cos. A

Trasladando b® b==c¢’'—2 b c. cos. A

jiferencl y» los enadrados, y g2acando ¢ co acLor
reemplazando la diferencia de los cuadrados, y sacando ¢ como facks

eomun:
(a+Db) (a—b)==¢ (c—b cos. A—Db cos. A)
En ol tridngnlo rectingulo C D A (fig. To).se
tiene: (B)
y=Db. cos. A
x=BA—-—DA=c¢c—3}
x=—c—bhlens. A

Qustitnyendo los valorea de e—b cos.A y de b, cos. A en la ecnaciod
otnl ot Yo - ~

1) resnlta:
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(a+b) (a—b)y=c (=—)

formando una proporcien con estos enatro factores, se obfiene:

¢c:a+b :a—b :x—y
que es lo que se queria demostrar,

818.—DEDUCCION DE LAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS RECTAN—
GULos.—Siendo, como son; los tridngulos rectingulos un caso particn-
lar de los fridngulos oblicndngulos, naturalmente es m

uy sencillo de-
ducir de lag férmulas que nos han ser

ido para resolver los triingulos
oblienfingulos las que establecimos para los rectingnlos: pero, por ejer-
cicio las sacaremos directamente de la formula (G) infroduciendo en
ella las condiciones de los trifingulos rectingunlos. Esto es,

A=90° B=90"—C, cos.A=0, ete.
Si en la formula (G) a’=

sustifuimos eos. A=0

resulta: a’=Db*+¢" comprobacionde la.... o ivuiiiiei(E)

Decimos que comprobamos esta férmula; y no que Ia deducimos, por-
que en geometria nos fundamos en ella para estublecer el teoremaque
sirve de base 4 la formula (G).

Para deducir Ia expresion b=a. sen.B de los triangulos rectangulos,
de la f6rmula:

¢'=a*+b*—2 ab.cos.C
eliminaremos ¢* y cos. U sustituyendo/zus valores:
a*=Db3}-c*
¢03:C=¢05.(90°—B)=sen. B

con lo que se tendré:
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13¢
suprimiendoc® ¥ dividiendo por 2 ¥, resulta finalmente:

En la fig. 376, el 4ngnlo D C A=4 C=00"—Ay
b a. sen. B.... formula.. oo coennene

g TS g A N .
3 P P

AD=%c=DbzgendC

29 (nso.—Nados a, 6 ¥ ermi 1
: ' . , 2 sa, b v A, determinar los demas ele-
Para dedneirla expresion eé=3a. coe. B de les tridngnlos recténgulos, mentos A

en la f6rmaly

=

Por ser isdsceles el tridngulo, se fendri B=A

= b TS

b—a’+ ¢*—24 ¢. eos. B 2 B 907—A
y como fintes

.-

—}
s ¢—0D
eliminaremos &:a* sustitnyendo sn valor 3er.

——
=S -

Caso.—Dados a, b y C, delerminar los demas elementos (fig. 376).

a*=b*+¢ct A=B=90"—}

2 ¢=b sen.3 C
| . . P A SRS N And 12 0 ovon E y - ~
o/ que da LE=pr 2 ¢*—2 d ¢ cos. B 4° Caso.—Dados a, by ¢, determinar los tres fingalos.
Congiderando el tridingolo rectingule A D C (fi

8 o. 376) de la formu-
suprimiendo 0y dividiendo por 2¢, resulta: 1a (A); resulta:

c==n. coE.B ....f0rmuld, . eiieeanneen e D) gen. £

W= ; Una vez conoeido @, se tiene: A=B=090°—3% O
Dedueirémos la expresion: b=¢. tang. B, dividiendo la ecuacion (A) 2

{ 32 ¢ el 4 o o ayr o L4 - - >
por la (B), lo caal da: 820.—Antes de ocuparnos de los problemas numeérieos relativos & 1a

resolucion de los fridngulos obliendngulos, pondremos la sigmiente

b gen.B

¢ cos B

Tahla de las férmulas para 1a resclucion de los tridngulos.

b—=¢ tang. B, quees la formula, ... (C)

TRIANGULOS RECTANGULOS:

B b=—a sen. B ce—a sen. O
§19.—FORMULAS PARA LA RESOLUCION DE TOS TRIANGULOS TSOSCE- om0

c=a cos. BB
LEs.—Igualmentees facil-deducir de las formulas generales de lostnan- =

3 b=¢ tang. B c=b tang.C......
] | andi £ 1Ay los e 3()o_ (3 . €
galos oblicufingalos las correspondientes al case en que el trl.l.lglj.lt) sen 3=00"—( | G=90°—B . %.
isOsceles, cnya circunstancia estard indicada por la doble condicion de a—=beie2...
que A—DB y a=Db; pero vamos 4 indicar ofro pm(ru‘_lnniuntu mucho mas TRl ANGGLOS OBLICTANGULOS:
gencillo que puede seguirse para resolver los n'i:mgu\u.s izbsceles, y el f b :
cual eongiste en descomponerlos ln'm'u.ulnemc en dos ftrifingnlos rectan- o3y T T
gulos icunles, ¥ resolyer esfos en seguida. ol e - 7
= - . 9 'belcos. A b%=a* + ¢*-2ac.cos. B, =2+ b2 ab.cos.0.

atb ra—b = tangd (A+B) - tang L

> . - E P == = Lang. g (A ) stangid (~\—I

er. (lyso.—Dados A, B y a, determinar los demas elementos. a = 8 gty
1 Caso—Dados A, B y . ] fiz. 370 b:c+axc—a:AD—DC.....

fig. 371 b:c+azc—a:AD+DCOC

o o e el s heeoles. giendo A=B ap tiene a==Db.
Por ser el tridngulo isosceles, siendo A B, se tiene a=—D A+ B+ C=180°




—

.42_
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Para eleuarto caso

p=4i[a+b+c)

-

Para el tercer caso tang.@=-

{a—Db) cos.2

GOs.¢

Dip—a)
s 1/ = oy 7
cos: 3 A \] b B

=0 (p=0)
sen) 3 A=Nt"T o

b o

pIL8) (e
tang. 3 ‘\_—J e -

Vi

-
<
-3

W

m
a—934973

ey

k
85t
' X

\(“

w

(%}

n;

1%

Y

Cirncuro pE A

B— 49°-18"-19"" ‘34

0= 95°-14=49 %5

144 33— 9 ‘09 loga - 3993 4244 log.: 31093 424

t 3 R0 S ey o = a8
180 = 0— 0 ‘00 log.sen.B= ¢ o — 9998 1

A=— 35°-26!-50" ‘81

Clfomenzaremos por

‘;_v-:n}

Para los trifingalos isoscéles, siendo:

A=B (ya=Db,se tendra: |4 C=90"—A ¥y i c=b sen.2 €

$91.— PROBLEMAS. —I,— Resalver| wn | {ridnguio oblicudangulo en el

die 26 conocen dos angulos Y-an ladt, euyos.yalores son:

RB=L490-—18"=197"34
C=959—14"—49 ¥75

deferminar A, enyo valor es: A=180"—{ B+O)

@GAtcoLo DE b CALOULO DE G«

a |01 3 a sen., O
= B G

gen.A sen. A

¥

13891 6006
3953 loo.sen.A— 9-763 39

P
a9

y 4 4
4109 8103 log.c = 4*'228 2000

—16312401

m
b— 12870869

35
Como comprobacion calenlaremos el lado « conociendo A, By

A =35°—26'—50" <1
B=49 18 —19 ‘3
=
b=12876'8G9
El valor de « se tendrd por la f6rmula:

CAiLCULO DE a.

log.b 4109 8103
]L'g.:'(‘!I.A = 3

m
— 3993 4244 de donde a=—9849°72 que ez el valor que

teniamos antes como dato.

IL.— Resolver wn tridngulo oblicudngulo en el que se conocen dos la-

dos Yy el gngulo opuesto Guno de ellossDeni

Determinarcmos A por la formula:

gen, Bua

sen.A=- —-
b

log.sen. B= 91499 5338
21

log.t — 37831 8212
13°831 3750
log. 4003 4364

loo.cen. A= 9827 % lorqne d& A—12°—17

Estando dado A por un seno, podriamos tomar para el valor de este
dnealo el encontrado en las tablas $2°—17—23" *4, 0 su suplemento;
pero siendo el lado opuesto a<(b, tambien A deberd ser menor que B,
por cuya razon nopodremos tomar para-A el vilor del augulo obtuso.

Una vez conoeido A, calcularemos (O por Iniférmula

G—=180°"—(A 4+ B)=180"—(129°—4 1’35 *2)—50"—

El lado ¢ se determinari por la formula:
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CEAPTLIA

XL F P

: 855

YT POV A

a ren, G

log.s

loz. ¢

13716 0165
Iog.s ! 9827 93386

m
loz.c 34890 0779

lo que da e=776386
Para comprobacion del edlenlo snpondremos conocidos:
| m ; -
c—1763°86; (=50°—18—=247\‘Q, v A—42° 17237 ‘4
y calenlaremos @ por T formula:

0165
1953

L -
8212 qne da a=078924,

valor igual al
date l'!'”:li!i‘.'(l de nuestro },r(,\.‘“\,"u.

LY. —Resolver un tridngulo oblicudngulo en el que se conocen dos la-

dos b ol dngnlo que forman. Dean
“!ll - ’ - 1 m

a—434°32 Para preparar el eélenlo tendremos a-+b=81477
m

b=380'45

(=5H4°—37—32" D 1 (=27

(A+
I (A~

Q

a—b= 53:8¢
Cualcularemos primo:‘rn B)=90°"—1 0= -m° _~)7°_1:,;'__4,, *435)
- B—62°—41°—13

Para calealar (A—DB) nos serviremos de Ja férmula (2) del bercer
Ccaso: (‘1‘.‘)

—Db) cot
tang. ~(-\—!.,_lf,,,l” e

.- ath
(a—Db) =1731 3470
2C=0286'9949
24018 3419
=2911 0350

=0-107 3089 lo que da

TUna vez conoe y 2 (A—B), determinaremos el valor

A y de B. debiendo se \ l ]n.( ser a>h
A—680—417—18% <75 + 1°—17—44 *900—69° — 58 =58>

B—62°— 41 137 95— (1°—17—4:L7 ‘90)=—55"—23" 2878

Para doterminar ¢, haremos uso dela f6rmulaz

a sen.C

S een.A
. = 2637 8098
o sen. C= 9911 3641
2549 1“»;)
log.gen. A— 9-972 9358

log.c — 2576 2351 que da c=376

Para ejercicio de los alumnos, y eomo c-mnpml»-.\r':nn del edlenlo an-
terior, resolyeremos el mismo trifingulo empleando el segnndo proce-

dimiento para el tereereaso explicado-en el nim. 813, Tauemos:
b—380°45,

y C—=54"—37—32'5

.

Gomeénzaremos por determinar el arco auxiliar @ por Ia formula (L)

! ath e
tange. g=——— tang. = U
a—Db e

24911 0350

tang.p = 0802 que da ¢

ido! @ determinaremos ¢ por la formula | M)

(a—Dh) cos. 2 ¢
c— —

COS. @

1931 3450
9948 6645
116800115
G-103 7764
m-
que da ¢=376:908

18
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Una vez cone sa, b0 y ¢, determinaremos A y B por las for-
mulas:

con.B _}» gen., ©

C

CAncUro DE A, CAircurno pE B.
log.a — | 2637 8098 log.b — 2580 2976

Jog. gen.C="9'911 34l log. sen.U= 3641

1245491939
log.c 2576 2351 log.c
Il);:' DYk S5 lx‘:_f.f‘\'l‘x. B— 9:915

69°—a8’— 568" 10 B=55"—23'—28”

28
Como comprobacion de este procedimiento, debe tenerse que

A4B+4 C=180"
A=H9 = RRIE 5N
])l 5D ——e

C=i4

130°—060 —00 ‘09

la peanetia diferéncia de 07209 procede de que las tablas de los Jlogarit-
{ t { -

os ¢stin calenladas solo para lossarcos de 1 ) en 107, y enel cilénlo

hemos-dlevado i aproximacion hasta centésimas de segundo.

IV = Dlados los tres lades de un tridngulo, dete rioinar sus tres dn-
qulos

m

=

Debiendo usar la f6rmula P (814) pax: ivereste caso, preparare-

mos el cilculo de la manera sig

])::]{ilq'.’-t‘.'ii

py v = b i &

50804 —bh— 37002 p—e= 20*'703
0 I { I

p= 108879

139
Las férmulas para determinar los &ngulos, sou:

| _
{(p—Db) (p—¢)
tang. 3 A=y~ p (p— ) :

log (p—a)=
3885 6199 log.(p—e)—=1°317 3947 3'023 3353
log.p —2035 T45¢ log.p

log. (p—a)=1705 9406 3°741 6865 log.(p—b)

Agregamos 10 pura
extraer raiz (1)9143 9334
Tomando la nyitad:
A —9-571
A : —

40°—5H3’

log. tanz. %
3

) {p—Hh)
<)
9406

3274 16

- 1 et QO B 2 1406
gl (p—0)=13173 ROl 1406

amos 10 para exira¢r ralz (1) 9:921 0252

—1
2 L0

Pomando 3 log. tang. + C 9650
1 (—49

L 937 __5b

k C=84,—47—01

Como egmprobacion del efileulo debemos ter

oo 557 — 589" 0%

metia diferc neia de 07 ‘04 I"l'ﬁ"tr"!(,‘, e
clos, Bino aproxi
doproecdimiento qué hemos

: - 1l 'Y ¢ lac ki
yara el S0 de 1a resolucion deé los trianguios ODUC

I
Conocemos log tres




140

Tomuremes la fig. 377 para fucilitar nues-
tra explicacion. Desde el vértice € opnesto que da
ohie

A0

N

R e i

al lado mayor, que es ¢, !)Hj.‘ll’l‘lll-l:i la perpen- L.og vatores do los & rilos tienen I-.mim-[’] iz difereneias con los

B

dicular C D que caerd dentro del tridngulo, nidos por €l primer método, tante porgue los logaritmos no son ente-
y el segmento mayor = quedara contiguo al ramente exactos; euanto porque nna veéz han sido dados por sus tan-
1

lde b> s3t0'es, 4 adyacente al dngulo A, pentes, y otra por sus cosenos; dindo resnlfados mas aproximados el

Estosnpuesto, tenemos: primer procedimienfo, porque generalmente tambien lo son fos loga-
ritmos de las tangentes.

m
Suma de loz segmentos x +y=—c—87811
V. — Resolver un tridngulo isasceles
Confornie al enarbo principio (308) se tiene: noce el lado ¢ desigual & los otros dos, y el-a@ngul

m
£ —82:95 v =482 —45"—16 4

: Sean: ¢—823 : :
: )
b/ i\a Considerando el triangnlo rectingnlo €' A conoee-

c , 3 5 %
moz el eateto - y el angule opuesto 4 G, ¥ tratamos de
i : . )

sustituyendo

g determinarla hipotennsa b yel ingnloA. A este fin nos

log./(b+ a)=2¢111 7564

NnGa aeryire s-de-das formulasd
log. (b—u)==1%140 0993 gerviremosdedas formulas

g, (x—y)=1"308 3003 x—y 20338

despejando

Una vez conocida la sumu'y la diferencia de los segmentos:

K74 20338 > A15195 —1F 50
el mayor x=—=" L S eVas0 _nai0ns log. 41 125 —1¢614 1059
E Jog. sen. 3 C =961 6599

ST aa m

log. b —14G98 4260 lo que da b=99:0

(o X 209338 ooiman

el'menor y=="— — 28 3355 3%
- ~) -
2 >

v como el trifingulo es isdsceles, B serfiignal 4 A, y ¢

Ahora podremos resolver los tridngnlos reetingnlos A'C Dy B G D

VT Dados los tres ladas de un tridngula
di desde el vEr

para determinat los dngunlos A y B por medio de las formulas:
L = minar su altura, buje
G085 eos B x B Si consideramos el tridngulo recténgulo A D B
T 14528 1085 de que forma parte la altura B D buscada, tendre-
og.y ——= 1 Ubo

log.a —1°761 7024

mos que
D B=—c. sen.A

log. cos. B=0766 4041

e 5 P
il ! yor la formula 34
B—54°—16'-6" *44 por . -

3 : . : S - —2 gen.4 A.co
Congcidos A y B se determinarii € por medio de la relacion: sen. A sen.4 A.c




-l
==

1 AP
o

s A

™

A

2

CFAPILE
e Y™

=

T

gustibuyendo por sen:Z A y por cos:4 A sng valores expresados en
;._umulu: (N) v (O) se tiene:

sen. 2

vt b S I S N in s Y5
sustituyende en Ia (1) 'y simplificando, resulta definitivamente:

9

B-D— l"\l; ”‘l ;,—:; U'i_i" lf';i;

y como P _ (a+b+e)

v altara B D en funcion e losibres lados.
N 1L.— Detormanar ol radio de wn circulo, conoctendo el la 10 & del
l;“:-:('//j,‘ w0 (27} wilitero A B O V?:.’j. .\(J) trsorii

Por el vértice A y el centro O del eirenlo ti-

remos 1a reeta A O D que serd perpendicularal

lado © B, por tener los puntos Ay O equidis-

antes de los extrergos C y B. 8i trazamos Ia

recta € O E, por pasar por el centro y ser per-

pendicular & la cuerda A B, dividird el arco

A E Ben dos ]1‘utws ignales; y coma los dngu-

losACEyE iv ienen uw,w(,tumu»n por

medida Ia mitad de' A E y de l 3, resulta que

Ia‘recta O divide en dos \paries igaales ol ang ul 0 ; B del trifingn-
To. Ahora bién, como este esequilitero, cada uno (‘\' sus angulos val-

dri 60%; yien gonsecuen eia el dnculo O ¢ D=30".

Consideran:

{
i
i

o el triangzulo rectangnio C O D, del que forma parte el
radio. 0 C buscado,segun la formula (B) se tiene:

C D=C0.¢cos.0CD
. 22—t > CD
despejanido G O—=2_% 5
; ¢oz,0-C D

1

1do y iendo presente que el e08.30°—=%,/3, tendremos:

VIIL—Determinar el valor del arco = por medio de la expresion!

Como g. sen.x—=log.a—log.b, tendremos:

log. 375=2574 0313

—log. 863=2936 0108

0205=log. se

Nos hemoz gervido del complemento aritmético, porque
ealenlado los logartmos de las lineas trigonp métricas; y despues de ha-
ber restado los logaritmos de los nimeros hemos buscado en las tablus
de las lineas triconométricas, en la columna de los senos, 4 qué arco

corresponde el resultudo. Para que el problema sea posible, debe tener-

se a<b, snpuesto que el seno siempre es menor que ¢l radio, igual 4 1.

L ; | B S » 7 A AT
IX.— Resolver un tridngulo conoociendo el dngulo B, el lado agyacen-

te a, 4 lg suma de los otros.dos lados ¢ su diferencia.

Representando por 2p el perimetro a-+b+-c del trigngulo, conforme
& la formaula (P) tenemos:

(p—8)(p—=¢) Wil 'I(p—-;;]u’p——!;p
tang: 1 C=Ny =

ang. 4 B= — = )
tang B ~ P (p—b) af < ~ p (p—<)
multiplicando miembro & miembro estas ecuaciones, y dividiendogla se-

g*'\l;\A:x por la px'.‘.nrz';t‘ se tiene r::-::}nj'('tl\;nm nte:

tang. =t tang. 2 C cot. 4 p—f

p p—=C
de las cnales so despejaria 4 tang. 2 O para b\- er ugo de Ia primera
enando ge conoce lasuma b+e
cuando ge nos dé b—c. En efecto, como se conoce @ 8
(b-+c) ficilmente determinaremos fp=%+(atb-tc) yi p—a, gue son
Jos valorés que entran junto con B en la primera expresion. Cusndo
ademas de'a se nos da (b—=e); tendremos:

a+(b—e¢)=a+b—c+ec—e=3 p—2 ¢=2 (p—¢)




3 a 4+ {(b—e)
e la qLe p—Cc——— { CLlels

)

que son los valores que junto con B entran en la seguzda expresion. Superficie da los tridngulos.
Una vez Congcrdos @, By C; se pueden deteravinar log demas ele-

mertos del tridngulo conforme al procedimienio explicado para el pri- 822 —FORMULA FUNDAMENTATL.—En gceometria hemos wvizto (50-

mer esso ($10) que la drea de vn triingolo tiene por valor fa mitad del produeto de

base por sn altnr:; de consiguiente, si representamos por & la bas

X. —Resolver un //'/«in{/’lfu en eligie se LORNCe SU P rimetro{a+h-+ec) de eunlquiera de los dos fridognlos de la fig. 381, por y su altura B D

o das bres dangules. y por s la superficie del trifngulo, en general tendremos:

En el'niny. 814 hemos dejado demostradas las formulis (N):

2

L i, % |7 pero considerando el triin
[;‘ T “' ¢ . a c’—b l't“[;l!i:"'lr‘l A i’.h contorm

formula (A). tenemos:
1 C JP(P”
2P nb

piultiplicando estas ecnaciones se tiene:

por lo que sustitnyendoy resulta

® s—%bceen.A...on.s.

-
L3

qne eonsiderarcmos como formula fundamental, para dedueir
(p—b)(p—=) lag diferentes expresiones relativas a los easos de q

& Yamos d

-
=i A

PILLAC

b e nos.

: : : 3 das 823.—CASOR PARA DETERMINAR LA SUPERFICIE DR UN TRIANGU
Por otra parte, en¢l mismo phrrafo la f6rmula (O) la: 8§23 { PA R ERMINAR LA STUL % DEUN TRIA

= § 2 2 amA

—Para ¢l cilenlo de la frea de un tridugule, distingnifemos los mi

A

v Sy mos casos que para so resolocion.
(p—b) (p 1° Dadosaos dnguloz y un lado, determinar la snperficie de un {ridn

b e

o
gulo.

[

2° Dados dos lados .y el angnlo opnesto & uno de ellos.

3 - ? oo infietaque: 32 ados dos lados vy el &ngul P mal
multiplicando los dos miembros de esta ecuscion por P so infiere que: 3° Dados dos lados y el &ngulu que forman.
a i 42 Dades los tres lados.

824, — I CAs0.—Supongamos eonogidos 108 dngulos
do b.
En la férmnula fandamental
despejando & &= *'C,_,;"'):l(;l'“cv.’,; 7! a=% bensem AL o LA - Y
o conocentos ¢, pero pedemos detérminar en
lo mismo que hemos determinado @ pueden obtenerse b y ¢, 6 emplear expresion:
Y

alguno de los procedimientos explicados para los cuatro casos de la re-
solncion de los tridngulos oblicuéngnlos una vez conocido el lado a.
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Ademas, =

De la expresion (F) &
sen.

de su suplemento, el valor d

|} .
= ge infiere que

A sen. B

a sen. B B.sen. A
—y iy sen, Bi=t=

sen. A a

ituyendo en la ecuacion (2), en la parte que estd dentro del pa-

Z 3 bsen*;

A a = réntesis, por &y por—— > St

s sen. Al sen. a®
gen. (A £0)

20 X80, —Para e Blecer la formula correSpona

o
: —2 SEN. 4 — 205 A *53\,‘1—:“1'1")
(ie connceInos A&, y £

fa formula fund

&

3 b sen.A (;"‘_",‘:ﬂ‘_’““; A +a C-:;s.]’.)

3 L ik valor de ¢; que es desconocidogren funcion
tendremos-que sus &

TR
T('ﬁ‘ti\j"" X

incorporando el entero al quebrado y sacando e como facior comun,
dea. by A, # euyo fin de la expresion

- g¢ tiene:

- -

a—b o —2b el cos A

i g « doanaiaremos
- < + 90 arado col eSpecio & ¢; des yejaremos
que es una esaacion mi xta de ¢ grado con respecto & ¢, i

esta cantidad eom0 signe:

reduciendo y teniendo presente, formulas (12) y (14), que
c—92 bhicos, A.

A4 - ' sen.B cos. Astsen.A cos. B=sen. (BA)
= i 3 3 1 | S > 2
= DCOS.A.=% ) ]

» — beog.AE \./;x-‘_r_lrf { 1—cos®

resulta finalmente que

= b eosiAvE A/ bt sentA

r EAPILL
i 5 . § o LAt s

siendo = A ab sen. (B-A)
Yo N). o8 tiane®
anstitnyendo éste valor en laiecuacion (Q), se tiene

Y R

El deble gigno que contiene 1a expresion de Ta superficie, indica, co-

mo lo hemos explicado, al ocuparnos del segundo easo de 1a ré¥lucion
o e de los ftridingnlos, que cuando se dan dos lados y el éingulo opuesto &

B arn oue es consenienta trasformar > - /.y = “igeitg

f5rmula que resuelve el problema, pero que es" Cony l‘. biot uno de ellos, puede haber des tridingulos gue satisfagan el problema.

2N 1 T los dooagitmos, fon este ohjeto; 7 ;

4 fin de hacerlajadaptable : : : : BER TN “J\ T Porlo demas, en la prictics, enando ge sabe que.debe fomarse el

ahnd o RN Y nul icarcmos.y gividl- -

sqGaremos &' [uexa 2 S i o N d s1Zno -+

+- degen. (ALB); este easore reduce alsigniente; pues como se
remos ¢l término b habrd notado, es preciso comenzar por determinar B, y entdénces se co-

nocen &, b, A, B, y por consiguiente:

C=180"—(A+B)
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v como el seno de un ingulo es ignal al de su suplemento, la sezunda
de las formulas (5), se trasforma en

s=4%absen.C
que es la fandamental.

8926, 3% CAso.—Deferminar la superficis de un tridngulo en el que
se conocen. dos ladosa, by ¢ angulo € que forman

L4 Fvesolncion de este caso, se hace por medio de la férmula funda-
mental (Q) que hemos demostrado en el-piatrafo 822

s=+absenC....ciseeeres
897, 40 0as0—Determinar la superficie de un trigngulo, dados sus
ires lados a, 0.y c.
En la formula fondamental
s=14 a b sen.C
gustitniremos el valor de sen.C=2 sén.¥ C. cos.} C
g=a b sen.2 C. cos.1 C

y se trasforma en

Ahora, reemplazando por gen.d C y por cos.k € sus valores en fun-
cion de los tres lados, formulas (V) (N)que son:

—

y (p—un) (|:—l)-) z! Lﬁ‘p:t{
gen.2 C :J‘L—’—""’ == cos. 2 C=w ==\

ab ab

resulta:

en la que, como se gabe, p=2

La rectificacion de los cilenlos para obtenerla guperficie de un trian-

gulo, generalmente se hace determinando Ja misma guperficie yalien-

dose’ de otros datos, 6 se resuelve el tridingulo tomando como dato la
4rea encontrada y dos de los elementos del tridngulo. (831 IV y V)

Q98 — SUPERFICIE DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS.—Siendo los
triangulos rectingulos nn caso 1\:xx'ticuiur de los oblicufingnlos, para de-
terminar su superficie, bastari emplear Jas formulas anteriores, hacien-
do en eollas las modificaciones consignientes i que uno de los angulos
valga 907; pero es mas geneillo el pr-'w(-din1i0|1tn, fundindosd en que 81
se considera uno de los catetos & como bage. el otro ¢ serk la altura del
tridngulo; y por tanto, la superficie de un tridngulo rectangulo estard
expresada por A :

s=3be
Ahora bien, como (804) b=—a sen.B—a cos.C—c tang. B—c cot.C
Sustituyendo por & sus diversos valores, se tendri:
s—1he=1ac. sen.B=} ac cos.0=1} ¢® tang. B—=}% ¢ cot.O. ... (T)

déhiendo hacerse nzo de una de estas cingo expresiones segan sean los
datos qua se tengan para calcular la superficie.

899 — SEPERFICIE DB UN TRIANGULO EQUILATERO.—Cuando se tra-
ta de un triangalo equiliitero, se tiene al mismo tiempo:

a=b—¢ y A=B=C.

Ademas, el valor de cada dngulo es de 60°.

Con estas condiciones, ecomo en-los tres primeros casos, formanp par-
te de 10s datos an lade y algan fugulo, los bres se redueen 4 unp solo
que es, dado un lado y el dngu 1o de wun tridgngulo equildtero, determi-
%aT SW SUPLTTicie.

La formula fundamental

g=3 a b sen.C

se trasforma en s—3 a*sen.A ...

gerd la que nos servird para resolver los fres primeros casos.
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Para cuando se nos dan los tres lados, tendremos que

Para un tridngulo rectingnlo:
p=32 (a-+b+e) se trasforma en

a ¢ sen.B=1} a ¢ cos.C=3
- 3a
r—%a, y p—a=—p—b=p—e="——a=_
p=%a, y p—a=p—b=p—c ——B=
2 2

Sustituyendo estos valores en la férmula (T)

T e, e T T 831.—PrOBLEMAS. —I.— PDeferminarla suj
s=Vp (p=a) (p—b) (p—¢) 3531.—PROBLEMA ua

el que se conocen dos angulos i wa lado,
ge tiene: A= 9°— T—137°6
C=87"—14 —19»3

A+ 0C=96°=21 —332 ‘9

i la£6 1i ; La formula correspondiente & este ¢

que serd la-f6rmula correspondiente al caso en que se nos dé uno de A
: N . sen. A sen.O

los lados ¢ de un fridngulo equilitero. pr5¢ -

> = - =8y iy -+ . S - gen. (A +(
Por lo demas; Jas formulas (V) v (X). son idénticas. En efecto, sien- SeneE )

P

do el triangulo equilitero, A—60° y sen. A=—34/3.

Sustitayendo este
valor en Ia expresion (V), resulta:

T

Porser A+C 16°0—21—32"" ‘9, sen. (A ) =¢oa. =21
lozib —229% 9136
log. b 2297 9136
ge—=1 g Sis

/ log. zen. A — 9200 U5TT
== 0Z. BCMN.L L

log. sen.C —0-999 4954 '=2379

At

A

1 E-.\

™~

como en'la formula (X).

Tog sen (A +C)=9997 3196

—10RE

wl'¢
L
B
o =

- : > ~> log.2 —0:301 0300
830.—Reasamiremos las diyersas expresiones de Ia drea de un trian- 2 S o -
3 3 y Scd 0N Oy

gulo en-la siguiente log. s = 1)3:497 03

I1.— Conopidos dozlados-de wit tr
{erminar st SUPETHiLie.

r~NO 3 { O
%8, b=1049"%

- i Sean: a=—=454
Tabla de las férmulas de la superficie de un tridngula. !

I.a formula correspondiente &

- sen sen. O
1o Dados A, € y b R T
< 2 sen. XA +0)

2¢003
3093
3020 9990
b san:A 323
a,byAl senB=="""25;ys=labsen(A +1
¥ (1)5¢804 1128
N o ’ nog loe.2 —0:301 G300
, by C s—4 sen. O Q) . 2

1 ; e s ) : =4 Vo ate da.e=301 816°58
a; by e p=4(a+b+e) s=pip—a)ip—b)(p—C)-...- (T) g 9 3 1o que da ¢ 1
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- s Tovile . & NP '} y ~
reslados de un trigngulo, deterninar su Superf

304, b=49875 y c=063"043

La formula eorrespondiente, es: sr—'\"’l)"(rlrvHu) {(p—b)
m

ac= 3994

b ="4918%5

&= 63943

p:gfrlil)ii

c=065'943

p—b=35"731 p—c=2L'0

b=49*8%5

m, od.

9 lque da s==1367

IV.—Resolver un {ricnyulo conociendo S & 3, un lado ay

wn dngulo
Pe la formaul: g=1 & bgen.C

despejarernos 4 b que es desconocido

asen. O
nna vez conocidos a, b y G, el problema se trasforma en resolyer nn
ingilo dados doe lados v el dngnlo que forman, que lo hemos expli-

4 (812) al tratar del 3° caso.

wlver wik i Tieigulo conaciendo s superficid 8-y dos de sus an-

gulos Ay B

El 3 angalo ge ealenlard por medio de la expresion:

formula (R) da:

los otros dos lades se ealenlarin porférmulas anilogas

g, sen. (A +13)

sen, Asen. B

832. —PornicoNoMeTRIA,— Hemos dejado indicado (723) que I'“‘“VH'
do descomponerse un poligono eualquiera en triingnlos, los prohiemas
de poligonometria se reducen 4 los de ty sta, en cfecto,
concebir que desde el vértice de un poligono se firan diagonales i to-
ligono, ludos,

dos los otrus, pura comprender que los elementos del p
L

fingulos, diagonales y superficie, pueden sucesivamente 1rse determi-
nando enando se conocen los datos necesarios para determinal los de
los trifingy esti compuesto el poligono. Enla prictica

ralmente lo que se hace es, medir un lado de un trifingulo y todos los

forman el po

fingnlos de los friangulos que )

culan los elementos desconocidos por me formulas que hemos

establecido al tratar de log eazos de los tridngalos oblicndngulos. Aun
nando por cste procedimiento general pueden resolyerse todas lascues-
tiongg de poligonometria, terminaremos el estudio dela trigonometria

congiderando alginos ¢asos particulares de los poligones.

433 PoricoNos REGULARES.—Cuande el poligone que se consi

, es preciso conoeer lalongitudid de uno de gus lados y el nii-

mero de fogulos de que consta, En geometria hemos explicado (465)

eémo puedd determinarse el valor de eafda uno de los fingulos del poli-

gono regular, por lo cusl no nos ocuparemos ahora gino del caleuloide
su superficie.

E

La Area del.peligono. regular A.B D
(fie. 382), cuyo numero de lados snpondremos
que sea ;- serd ignal i tantas yeces el trifingn-

lo A C Beomo/lados tiene, Esto‘es,
I,[:H:l‘\l:l‘.u l "1 lado A B del ]‘il”;
sneule A G B, en.el centro del poligono tendremos:
sup. triangulo A C I

En el triingulo rectingnlo A C H
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y sustituyendo por (u+2z) y por (s-+y), D'y D, vesul

D. D7 sen. A
=1 72 He 1 (! : = o S :
cn Feot, 2 U Cuoando ¢l enadrilatero sea rombo, las diagonales se co

. . - - x 5 dngnlo recto v serd sen.A=1, por lo gque tendremos:
pero.como.ebiingnio Cen.el centro de un peligono regnlar es igual i o . 2 ROR SUP RN

360° 1 X > -
—y:se-tiene finulmente: sup. del rombo=32 D, D’
i )

s=4n.F cot; I»l_""' ] Si ge trata de un cuadrado, ademas de tenerse sen.A=1 se fendrd
I

D=y e

R34, —CuADRILATERO.—Considerarémos. varios casos para determi- gap. del cuadrado=4 D*
nar la superficié de nu cuadriliter

> / 31.e nadrilatero foera rectd ] 1Y—D’ v
# y 19 Daduslos otratro lados a, b, ¢y d y 1os dn- Si el cuadrilitero fuera rectingnlo D=D"y
I o A
P .r’,'iv/:,‘,\' M ¥y N |_ﬁv_!_. 383,

1ed¢

gue Jorman ¥especi o= ’ e

; gt o Sl sup. del recti wenlo=42 1

s dos primeros y s '_'"r,\* ULLLInasS. -
4

105/ 1a diazonal P O, 1

a superficie del
!

835.—TRAPRCIO.— Vamos ¢ determinar
ikiters seriigual & Ia suma de las &

Yo

. y
CONROCEBRIUAD [ ma

A RE

N

»~

¢ sus cuatro lados.

Eu Ja fiz. 385 supondremos que lns bases paralelas son Jos lndos ¢

TPirando la recta M N paralela al lado ¢, nos resultarda un 3
RH ] > O —1 5 b sen.N . : ’ - . .
sap. M=1a'h sen.M cuya superficie llamaremos  y que tiene la mismaaltura & que el tra-
gup: PO N=% ¢ d sen. N pecio. Bepresentaremos el perimetro del trapeeio por
la spperficie del cuadrilitero

v

TL

p j'i’-:l-i-h o d

Z
1

2

ab .k:»:n..\! t1ed i('l:..\\—

y su superfigie por S. | El perimetrodel friingulo M N O lo haremps
e I : il 3 . ional & 2 p’. Esfo snpuesto:
20 “Thadas Tas-dos  diggonales (;]_r 353) P O= D. MN —D y. el an I i

e forman BA N=A, deli yininar la SUPE ’;:'!‘

e del cud _"" r..:,ll- o,

i T s pe 2 I = sup. del trapecio
s superficie del cuadnlitero es izu; [al

: suma de las superficies de
los euatro triancalos P AN, N A O, 0 A My MAP. Llamanido
y log segmentos PA v A Odeladisggonal PO, y2

g r EA

y.2 los de la M N,

Forme A laformuli (Q)) representando por s la| superficie del cua-

drilitero, y recordandoque los Augulos optestos al vértice son izuales,

y que el seno de an dngulo P A N es igual al desu suplemento N A O,
se tiene:

s=—1x. u.sen.A+3ny. sen.A-+2yzsenA -1z x sen. A

gacando como factor comun @ % senlA, asi’'como 4y

s=—1 gen. A [x (u+2z)+¥y (a+2)]

s=4 sen. A (u+2z) (x+y)
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: La firea del trifingnlo M N O en funeion de sus tres lados, formula
('T"), es:

Por otra parte 2p=at+btectd

2 pr=b—a+c+d

i

sstando la dlfima eeunacion deda que antecede

&P 2 lr‘f*:} a

de donde p=p—a
Sustitiryendo este valor en la ecuscion (2), se tiene:
s—A/(p—=a)| i\——hj (P—a—c)(p— a—u)

134

Reemplazindo este valor en Ia ecuacion 1), resulta finalmente:

o= -t b

'\"1»[‘ =5 u) (|vV ~]':'_‘, !A_V

b—a

un paralelograe-
1'.'",’;'/’2(’ M ','/Uf_’-"/'.‘/" 1, determingr 1 fiC1e.

Sirtiramos la diagonal O P, (fig. 386G) qoe-

N@ura dividido el ;»:u'.d\-'m;_f:':*.nmc,'h dos triin-

los ignales, en los que, por ser Ia fignra

puraleléogramo, el angulo M—=N asi como

los Tndos opuestos.  En eongecncneia 1a su-

perficie del parslelégramo serd ignal 4 la

suia da lade log tridngalos que To fornian,

g=+absen.M+21absen. M
s—a been. M

que es la expresion que busciibamos.

TRIGONOMETRTA ESFERICA.

—e} 99§ P

Definiciones y propiedades de los triingalos esféricos.

837 —CiRCULOS MAXINOS, n plano, sea cnel
fuere su direccion, corta siempre la esfera segun

un circulo que zeneralmente es de rnitud va-

yiable y se l¢'llama circulo menor; pero ¢ ndo el
]"‘i‘-Y'-” pasa por el centro de lae sfera, hemos di-
cho (681) que su dnterseccion con la superfieie de
ella determina un circulo, con A BDE{Ge. 387)
l,"u" se H:in’:l r'z’/'r uio //I:I'r f'lu-':. :\ Causa (]v’ que no

hay ofro mayor entre todos Tog que puneden trazar-
gé en la superficie de 1o esfera.

Todos log circitlos| mdzimos A B DESA 6D ECBFE et
tienen las propicdades: des ouales, parque tiencn el mismorra Tio:=u
centro o8 el de la esfers y la dividen en dos partesign

Se Hama polo de un ¢ trendo. sen O No MAXIMO, Lrazal ro la esfe~

ra, el punto de la supe riecie de la misma esferaequidistal letodos los
puntos de su-cireunferencia. Cada cireulo tieneg dos polos, que S0 Ias
axtremmdades del didmetra da lalesféra perpendicnlar al plano del cir-

culo. Los polos del circulo C'B F ¢ gon los puntos A v D.

839.—TRIANGULO ESFERICO.—BI B corta nna esfera por tres planos

que concurren en ol centro reseltara un triedro O A B (fig. 388) cu-
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Todos log circitlos| mdzimos A B DESA 6D ECBFE et
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ra, el punto de la supe riecie de la misma esferaequidistal letodos los
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sfera, snscaras AO B, AOC y BOC, son
miximos, y sus Angnlos diedros, o rmad o Rbr e

caras, tienen por aristas los radios. Por tiltimo ese triedro defermina
gobre Ia Su e rhicie de la esfera nna ﬁ<__r_y:;~-l ABCO. limitada DOR brer G100
de civculos.miéximos, que es un tridnguleo esférico. y

Fiosdanonlas planos/dell triedro formados Roridod e ads
metlida los arcos delos réspéctivoscireulos “J",U‘im”»:‘
S L‘;U i:i.: aristas! 2 155 Al

el triangulo esierico:

extremid

esto es, Jamedida del dnsalo plano A O.C es el areo A G, la del angu-
lo A O Bles ¢l arco A B, ¥ la del {’{;‘:'l‘.}n B O Ceselarco B C. K

En cuanto 4'los 4dr gulos diedros formadas por la 11 seceion de dos

planes en lus aristas A 0, B O y € O que vienen i determinar los dn-

glll"s del ??l'ifll!g!ifo esit m A, en B y en (), se ha visto (619) gque an

diedro trene por miédida el angnlo plano corres-

pondiente formadopor dos perpendicnlares le-

vantatlas &t lainterseccion .comun en ¢l mismo

punto. eontenidn cada nna de las perpendicula-

res en uno de los planps del diedro. Por tanto,

Ia medida del diedro sezun A O serh el dngulo

D' A E formadp por las tangentes levantadas en

elipunto’ A respeefivamente 4 los arcos A B y

1te temar por medida del diedro A @, 6-lo que

es lo migmo del dingulo A’ del tridngule esférico, el arco BT €* que re-

! alo A, hasta qoe ten-

zan 907 y/enreunir ¢bn nn arcostas extremidades B y (7. En efecto,

por serde 90° dos arcos A-B’ y A C° lasrectas B0 y (2O serdan per-

pendiculares {laurista A O del diedro en el punto O, y por ser B*¢?

la medida del dngulo B” O € correspondiente al diedro, lo serfl de éste.

Lastuperficie del triingulo A'B © no'es'plana, sino que es una por-

de Ja de la esf

g i o A et A s By v X
ama trianguloesferico la fgwra limitada POTETe:
ULDS TRATVINOR €1 WL Superficie de una esferd.

gulo son los Angulos, los lados y la super-

No consideravemos sino los tridngulos esféricos | cnyos lados sean
menores que 1807, y para simplificar supondrémos @l radio de la esfera
i 1a nnidad.
anewlo del trifmeule féric iene por medida la del dngulo

» que forman o nen los arcos del é&ngulo.

Los lados del tridngulo son arcos de circnlo mé
te se estiman en gradosy fraceion
tambien, en partes del radio; y ‘
carlos. eonociendo s yalor en grados y I

fera que se considera.

Si representanios por 7 el radio de

do, v por I1alongitnd del arco @ en metros; la s

aa

0

elras mayusciiias

{1
{

it

t

rRERGULO,.

entre las Iineas LrigOnNomieiricas de

14

a ¢l lado de frt

5 Sr1e 9=y |
""“llll!k r1CO €sv
angEt -

159

imo ceneralmen-

i
eg de grado; pero pus den mg dirse
onlarse su longitnd, esto es, rectifi-
la maznitud del radio de la es-

la esfera expresado en metros, por
imado en grados y fraceiones de gra-
jcnienle proporeion nos

1

¢ - J
14 & conocer el valor de {

‘-.!i:‘l]

: Ingic AT
mMpPre gesignar
i !

A,

calos por las mi
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tro log elementos mismos de un triaf
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840.—PROPIED

1imos los tres vér

| centro O de la esfera résu

tenaldal dilos triedros,

.
7 eases . de |
rig, seran aphical

1 —Cada uwno f
In cumit de los ol

3 4
3 4

BOr 00} elor 1° ¢

1 trad rgulo esjert

ADES DE

L
oht)

¢’ = a1 § c
| Vug;!\‘a-h ozferieos '!»-"1 a8

-amente opuestos i los

naseulas a, b y'c.

ERIcA.—La
laciones giue ex

3 L1es

r medid

lia v llega & conocersé mo os la rek
lgl)ln !»-f-'-"ilji_‘, sino la que exist

le eros elementos.

{03 TRIANGUTOS BESFERTCOS. — (Jomo si reu-
tioes A. B v C (fig. 388)de un trifinoulo esiérico con
t1ces 0\, 3 g, 2 g : 3
alta uniiriedro, es claro que laspropic duades

gue hemos demostrado en geome-
i

. J r
les & los by 08 esiericos,

le I 4
lie 41 st it [istas propie-

08 dos 1 »

| trifponlo-esférico quedarin cifradas en las s
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2*—La suma de los tres /[:ilt/h‘/:/,w I‘;;’{(}i:‘(.\‘ ES MENOT e cualro recios.
D)
a+ b + ¢ < 360°

a9 s 3 7 on°
S’—Cadaydngulo plawo ésamenor gue 180°,

En efceto, restabido/migmbro f.miembro Ias desionaldades

a4+ b4-e<3607
b4e>a

1360 —a

trasladando % a<360°

~

obtendremos

. b 3607 .
y por dltimo a<< ", esto es, a<180°
2

40 3190 7 3 - 3 -
1°— T sumade los dngulos diedros  es waijor que 2y menor que b
angulos rectos. (633)

A+B+E>2 rectos 7 A-B+0<6 rectos.

&"—Ellagdo mayor estd opuesto al miaijor dngulo y reciproeamente

Deeimos quesi B> A se tendrid b>a./ En efecto, &i en el vértice B
(6iz. 389)teonstruimos el fingulo A B P=—A; 4 cansa de serel dngnlo
B>A; elarco B D caerf dentro del ingulo A B C, y eéncel tridngulo

A B'D por ser A=A B D, se tendré:
BT == R

Por otra parte B DD C>CB
y sustituyendo AD+DC>B O
o bien b>a

q'le es lo gne ge gueria demostrar.

Reciprocamente gi b>>a, setendrf B> A, En efec-
B no puede/ser igunal i A, porque entonees infe-

ririamos fue lados designales estarian opnestos a dngulos ignales; tam-

* Para demostrarlo, bastaria reunir la mifad ¢ wco A B

!
resaltirian dos tridngulos igaales, por tener x]w.\ H;-'!r,» y un &ng

pectivamente ignales.

poco puede ser B< A, porque résnltaria el absurdo de que sl menor
dngulo estaria opuesto el mayor lado.

841.—TRIANGULO SUPLEMENTARIO.—Hemos visto (1i33) que si des-
de un punte O (fig. 390) tomado en el interior de un triedro O baja-
mos perpendicfilares O’ A, O' By O’ C & sus tres enras y hacemos pasar
planos por estas perpendieunlares, resulta un segnndo triedro 0, cuyos
,g  angulos planos son respectivamente suplementos
" de los &ngulos diedros del triedro O, y enyos die-
0 : dros son suplementos de los fngulos planocs del
‘H triedro O.

Aplicando esta construccion 4 un tridngnlo es-

férico, se comprende gqune siempre es posible obte-
- £

(Plg. 300 ner ofro coyos lados sean suplementos de los 4n-

gulos del primero, y cuyos &ngulos sean suplementos de los lados del
primero. Esto es, representando por A, B y C los fingnlos y pora, & y
¢ los Tados del primer trifingulo, y por A’, B'y C' los fingulog y por
a’, o' y.¢' los lados del segundo, tendrémeos:

a’=180°—A A’=180"—2a
b’=180°—B B'=180"—b
¢'=180"—C C'=180"—c¢
A este segundo triingnlo A’ B"O’ suplementariodel primero A B C
se le llama fambien fri@ngulo polar; porque trazando sobre la esfera
un tridingulo de.cuyos lados sean sus polos respectivos los dngulos del
primer triangnlo, resnltan dos tridangulos guplementarios.

A En efecto, sea A B O (fig. 391) un tridogu-
lo esférico. Prolongnemos A B hasta D, de
modo que A 1)=90°; prolonguemos A C has-
ta E para tener A E=90°, y si por log puntos
D y E y porel centro dela esfera hacemos
pasar un plano, tendrémos el eirculo miximeo
B” C’ del cual serk A su polo, por distar de
todos sus puntos 90°. Prolongando los lades
3 A y BC hasta G y F para que se tengan

vig 1) B G=B F=90° y haciendo pacar un plano

por estos ‘puntosy por el centro de Ia esfera, determinarémos el arco

A’ O’ de circulo méximo, cuyo polo es B. La misma construccion nos

conduce & determinar el arco A’ B’ cuyo polo es C. Siendo por cons-

truccion los yértices A, B y C, polos de los lados del tridngulo A° B’ U,
21
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vamos & demostrar que reciprocamente fos vértices de este son poios
de los lados del primer tridngulo A B C. Estando todes los puntos del
arco A’ C7 & 90° de B, eate pnntmliﬂ:u'é 90° de (7, y estando todos los
puntos del arco B’ € 4 90% de A, este punto distard 90% “deé C"y por
tanto €7 serk el polo del.arco A B. De ignal maners se demuestra que
A’ és.polode B C y que B’ lo.es de A C.

Ahora bien, siendo A D=90"y A E=00°, el arco D E gera la medi-
di del dngulo A (838)

Fsto es; A=DE
B BE=90° y G* D=490°
D =} B—B! D=B! E—~(B’ ¢'—D €
susfituyendo A=00°—(a/—80%)=180"—=a'
luego a'=180—A,

Ademés tenemos

Asi se demastracia que b'=180"—B y que ol=180°—C,

Siendo A" H=90%y A' F=907, el arco H Fsers medida del Angulo
A’ (B38)

Esto es A=HF

M F=BF4+HB=BF+(H0C—BO)
A’=90° +907—a

luego A'=180"—a

sustituyendo

y do la misma manera se deniosfratia gue
B'=180°—b y que ¢'=180"—¢.

Deba notarse que de los dos polos que fiene cada uno de Tod'ardos’se
toma el que queda en el hemisferio que se considera.

g49.— Bn el estudio de In h'igom»moh'i:-| gsférica sepuirémosel mis-
mo método que en la trigonometria rectilinen: trataremos primero de
Jds formulas fandamentales’en las ‘gue oatén cifradas las principales
relaciones que existen ertre las lineas trigonométricas de log elementos
de los triangulos esféricos, nos oeUparemos en segnidade la resolueion
do los triangalos rectfingulos, luego de la de los eblicnangalos y por
4ltimo de Is determinacion de la sapel fiote del tridngnlo esférico:

Pobemos hacer notar qie puede resolverse an tridngulo esférico €o-
ndciendo sns treg Angulos, sin que sea ngcesufiv, ecomo en los trdnga-
los rectilineos, conocer un lado; lo ecual ficne por cansa gue la Sums de
los Gngulos de un tridngulo plano constantemente es igual & 180°%,
miéntras que en 108 tridingulos esféricos la surna de sus angitlos puede

variat entre 2 y 6 angules rectos.

Relaci
asion entre los dngulos y los lados de un tridngulo esférico

843 —l)e I 8 1 ] €8 que ede or 8 )
. ‘s “”“CC‘ L'(”HIIHI‘ICi”l [ 2 ( b can
"3 : { { 1€ {U o '] n f L ¥
X ' U ’ narse ¢ £
Llll«l']h’ﬂ_ COom -})”)dili‘\ 11“‘. 4 en -4 gefuan l'l f"l!'"lul" (‘; ) -
5 ot U a (oot

G m_m(m—1) (n_\—'.’)....un—n +1)
n 1.2 .3.....1n

0. 6XaXEX3 8

(‘
¢

cunatro son las relaci 1
: a son las relaciones diferentes que pueden existir entre 1
: ‘ s 8 X18 S

)8 &ngales de'tin trifingnlo esférico v sons ok el o

ang : Y son:

I* Euntre los tres lados y un angulo

2 F, o a” b

2* ‘Eutre dos ladog i los §

ad o 08 4ng : sfos
3% Entre dos Iado:) el "mr"huullw“b “P"%*O;-
)8, ;s 0 comprendi y :

By g prendido yuno de los fngulos

N
4* Enfre un lado y 10s tres &nzulos

844. —RELACION BNTRE LOf
(tig. 392 RELA [ON ENTRELOS TRES LADOS Y UN ANGULO.—Sea A BC
: o \l.‘M) un trihngulotrazado sobre nna esfera cuyo centro e (')‘ s
yo radio supondremos igoal & I i Padi e
guis : gual & la unidad., Pudiende ser el lado a de cual-
guiera muagritud; supondrémos menores que 90° los lados 7 ‘ b’j_‘
P '.’. 34 i o -‘. o
zando log -w.hos 0 A 0.8, yO C, las tangentes A'Diy A IZ/ r ln
gando O B, y OC y tirando la recta D H, tendrémos: TN

A D=tang, ¢ y A E=tang. b
! 3 ({ D=sec.c. y O E= sec. b
X ingulo B A D=A y angulo E O D=a
3

\E .
> Los trifingalos EO D y E A D dan (808 2%

B .| D E=E 0°+-D 0*~2 E 0xD 0 cos K O D
e DE=E A*+ DA™ 2B AxD Acos EAD

sngtitnyendo: J=30p ! spe:’
y D-Ei=sec ! b4-gec:® c—2 'see. bisec. ¢ cos. &

D Ei—t; 3 K g gt
E ang' b+tang® c—2 tang b. tang c. cos A

'O £ 1 DO ROT :
restando la segunda ecaacion de la primera para elimingr & D E* re«
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cordande gque ESeC.” a—=1+tang® 8,

CO e

1
por_sec t=——, por tangb— —— ¥
cOs €

P
Sr

i

9 o3 &
At e IS TS
cos b coste

S ——
-

e =
=
g

——— o

e

o=cos b ep3 c—ees.a+

cos.a=co0s b co8 c+sen

f6rmula fundamental de la trignuom
{radas las relaciones que existen enty
triangnlo esférico.

845, —GENERALIDAD DE LA FORM
cer la f6rmula (1) hemos gonside
lor, y hemos supuesto.-que tanto b
mos i demosirar que dicha formuls
de estogJados, b 0 ¢.0ct

17 Supengamos com

Py

A AL

FILLA
A T

=%

mog ahora ¢>90%y b
log arcos . BAy B G-d

pen diehos arcos v que

:

b<90° por el sapuesk

j por Bang C ———-

encuentren en B, cone

y snstitoyendo por Ecc, h=——
cosb

sen e
- “ resulta:

cos C

9 sen b. Ben €. Cos A

cos b. cos ¢

feduciends, dividiendo por 2y guitandolos denominadores, resulta

sen' bl 8en . €08 Aj

b, sen c. cos A....(1)

\etria-esférica en la que estén ei-
a los. tres lndos y an dngunlo de un

ULA PRECEDENTE.—Fara est able-

rasio que/pueda tener @ cnalgnier va-

como ¢ eran jnenores que 907, va-
» subaiste igualmente cuando uno

ando ambos.gean mayores o ignales &4 90,

o fintes a=>0< que 90°, y haga-

~90°, ' Si prolongames (6 393)
e cirenlos maximos' husta que 8¢
ibienda los dos planos que contie-

saean por el mismodiametro B 13
)

se ve.que B A B’=B C B’=180° y que el angulo B=D.
Considerando el tridngulo B’

A C, tendrémos que B'=B
iy § ¢ K90 por sersn suplemento

¢>90. En consecnencia 1a formula (1) serd aplieable al
triangulo B A Cy tendrémos:

'

cos.a’=cos b cos ¢ +sel b sen ¢ cos BT A C

siendo a’=180"—4; ¢=180—e;. B

coseno de un-@ngulo es ignal al de
y snstituyendo, resuita:

cos,.a=—cos b, cos.C

que es'la formula (1)

* A (=180°—A; recordando que el

sn suplemento con signo conlbrario

+sen b sen ¢ cos A

aplicable al trifngulo B A Cen el quoe =90°
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20 Sean ahora (fig, 394) 5>900° y ¢>90° . v
ner g cualquier \'::‘nur }Pt‘)()][:):;r?‘? u: : >A“)1 pudle:xdo il
que se encaentren en. A’. En Sl frifi(.mq ) ; 4 A (J bty
que tanto b’ como ¢’ son menores ;]:&l‘-‘) .‘l. B Sinal
L s que un cuadrante, ten-

e0s. a=cos. b’ cos. ¢’ +sen. b’ sen, ¢’ cos. A’

b'=—180°—b: ¢’=180°—¢; A’

)y =18 by ¢’=180°—c; A’=A; recordando que el co-
(rig. ) 8900 de nn Angalo ¢& igusl al de su suplemento con gig-

no contrario, y quo ¢l senio de un fingulo es igual al de su suplemento

sastituyendo resulta: ) ’

c0s. a—cos. b.cos. ¢c+sen,. b gen. ¢ cos. A

que es la formula (1) aplicable al tridngaio B A € en el que los lados
&y ¢ son mayores'que 90°. 7
Como si en la (fig. 392) suponemos gue uno de los lados 4 6 ¢ 6 que
ambios gean iguales & 90° desarrollando el cilenlodel parrafo 844 ob
tendrémos la formula (1), Tes : b1 -
g 1z a (1), resnltd que esta es gen ] i
triangulo esférico cnalquiera gne Sci:l la m:-mnﬁxd C('ir(:l]s?*ﬂll'ﬂimm"e b
De 14 f6rmul 3§ } 3 i Sopai
De ula que se ncaba de establecer so obiienen por simple cam-
bio de letras otras dos formulas semejantes; resultando usi las tres
ecuaciones: s

c08, a=coz, b cos. c+sen. b sen. ¢ cos, AT

|

¢os. b=cos. 4 cos. c-+son. 2 sen.ecos: B

|
cO8. C—c0s. & ¢os. b4-8en, & sen. b cos. O]

qune sa deben considerar como fundamentales de la trigonometria esfé
100y D A 2 = )
rien. Butre los clementosde un trifngulo esférico no puede existirana
. .. l.‘ - - - X d

relacion distinta de la precedente, porque si esto fuera posible, despe
- .4 - 53 . > By % » v ‘ 3 7
Jf%?!]"(! ‘lus "augnlm A, B, y O de esa relacion diversa, asi como de lag
Srmulas (1) se obfendriz : 4 : 1
et ) A0 para log angnlos A, B, y C dos valores di-
1t:ltll es, lo cnal es un absnrdo. De las f6rmulas (1) se pueden dedu
cir otras mmclias que es indispensable conocer, 'y que vamos & obtener
sucesivamente. -

846.—RELACION ENTEE D0S LADOS Y LOS ANGULOS OPUESTOS —Pa-
ra obtener una relacion, por ejemplo entre a, &, A y B debemos elimi-
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nar & € y ¢ en las ecnaciones (1) lo cusl puede lograrse de diversasma-
neras, pero yamos @ indiear el siguiente procedimiento.
De la férmula ¢1)
CO8. a=—c08. b cos. c+sen. b sen. ¢ cos A

despejando &

c08. a—~cos. b cos. ¢
L W a—cos. b cos. ¢

sen. b gen. ¢
snstituyendo este yalor ¢n la expresion

gen.? A—=1—cos.” A

. 08, a—¢08, beos. ¢\ 2
se tiene son:t A=l 08 0s.beos. ¢
gen. b sen. ¢

sustitayendo- la diferencia de los cnadrados por el producto de la su-
ma por la diferencia de las cantidades, resulta:

208. a—€08. b/ Cos. ¢ cos. a—C08, b ¢o8. ¢
gen. *A—{14C os. 2 A A L -
sen. b sen. ¢ sen. b gen, ¢

incorporando los enteros & los quebrados y multiplicando'los denomi-
nadores, esta expresion se trasforma en las signientes:

gen.’ A—

(sen..b sen. ¢+ cos. a—cos. b cos, ) (sen., h sen c—cos. a+cos. b cos ),
sen.” b sen.’ ¢ "

- A___[cos. a—coa(b4-¢)]. [cos.(b—c)—cos. a]
sen.’ b sen.’ c

sustituyendo la diferencia de los cosenos por sus valores (776 1. 62)
sen.t A—

4 gen. 3 (a+b+ec)sen. 2 (b4 c—=a)sen. 1 (a+b—e)sen. 3 (a+c—b) (¢)

sen,” b sen.

hieiendo ‘el mismo eklenlo con Ta formala

co8: h—008 il LO5. .0+ 5en: A Sen; ¢ cos. B
ge encuentra:
gen = l;i

4 sen. & (a+b-+¢)sen. 2 (a+e—h)sen d (s +h—c)sen. b

S 8 8en.te

dividiendo la ecuacion (e) par la () se encuentra:

{

847 — E! mismo cileulo aplicado 4 la formula
cos, C=—cos. A 608 b +sen. & sen. Bioos. €
condueciria al resaltado

gen, b sen. e

gen. B sen. C
y. por-tanlo se tiene finalmente:

|saen, a seN.. 5 8tn, C

Shad = s (D
sen. A

gon. B sens Ol

La formula (2) expresa que log senos de los ladog soi propore ionales
& los senos de los dngulos opuestos.

848.— La f6rmula (2) pueda obtenerse directamente de la ficura co-
mo sighe: Bajemos del punto G (fig. 395) aua perpen licular C D al
plano A O By del'pié D tiremos en el miismo ‘planc, D P perpendica-
lar £ O A y D Q perpendicular & O B. Siéndo el plano C D P perpen-
dienlar 4 O A si tiramos G P estareeta serd perpendicnlar d O A,
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Igualmente siendo ¢l plano @ D Q perpendicnlar 4 O B la recta € Q
serd perpendicular 4 O B.

Considerando el trifingunlo C D P rectingnlo en C D Py el trigngu-
lo € D Q rectangulo en C D Q se fiene:

CD=CPsen.CPD
CD=CQsen. CQD

igualando se tiene:

C Psen,C'P D=C Qsen. CQ D....(b)

considerando que C P—sen. b, que C P D
—A, fque C Q==sen.a y que: C Q D=B, y
sustituyendo en la ecuacion (b) resulta:

gen. b sen A==sen. a sen. B

gsen, b sen. 4
trasladando BETL, D4 LISeN/%

sen, B | sens A

que es la formula (2)

849, RELACION TENTRE DOS LADOS, BL. ANGULO ¢UR FORMAN Y EL
ANGUGLO OPUESTO & UNO DE ELEOS. —Si buscamos nna relacion entre
a, b, C y A tendremos que eliminare y B entre las cenaciones (1) y (2).
En la ecuacion

. Goss d==co¢. b ros. o4sen. bisen: ¢icosi A

sustitairemos COS. C—008. it cos, b+sen. a sen. b cos. C

~Seh. &
gen. c=sem C———=
gen. A

10 que da:
03, a==tos: b (cos. & eos, b-=cn. & -seny b 008 G)+

sen. b sen, asen. Ceos. A

sen. A

cOS, a—ro3. 3 costh-+sen.afan, beos. bcos.C+sén. bsen. a sen.Ocot. A

169
cog: a (1—cos.® b)—sen. & sen. b (cos. b cos. C+sen. C cot. A)

08. asen,®* b
il hadin __l=cos. b cos. C+sen, Ceot. A
son. 8 sen. b

y por altimo
cot. a sen. h—cos. b cos. € +sen. € cob. A

Por célculos idénticos, 6 por simple permutacion de letras se puaden
obtener otras cinco férmulas semejantes y se tienen seis ecuaciones co-
rrespondientes & ella, que son:

cot: a sen. b—cot. A sen, C==cos. b.cos. U
cot. b sen. a—cot. B sen. C=cos. a cog, C
cot. b sen. c—cot. B sen. A=—cos. ¢ cos. A
cot. ¢ sen. b—cot. C sen. A=cos. b cos. A
cot. ¢ sen. a—cot., © sen. B=—cos. a cos, B

cot. a sen, c—gots A sen. B—eos ccos- B

850,—RELACION ENTRE UN LADO Y LOS TRES ANGULOS.—Para de-
terminar nna relacion entre a, A, B, C'aplicando al tridngulo suple-
mentario (841 fig. 391) A’ B* €' la formula fundamental, tendremos:

cos a'—eos b’ cos ¢’ Fsen b’ sen ¢’ cos A’

Como a'—180°—A : b’—180°—B; ¢@=180°—C y A’—=180—a; susti-
tayendo resulta:

—cos A—cos B cos C—sen B sen C cos &
cambiando signos
cos A=—=—cos/B ¢og O+sen B 'Een'C cos &

aplicando ¢l mismo procedimiento & las otras formulas (1) ¢ per sim-
ple eambio de letras resultan las tres relaciones.

cos. A=—=—cas. B cosi C-+sen. B een. U cos, a
cos. B——cos. A cos. O+sen. A gen. Cicoe.'b 3.

cos. U=—cos. A cos. B +sen. A sen. B cos.c




sen b—scn a sen B ’

Sn.eamki2)

sen e—senasen )
Formulas relativas 4 los tridngulos rectingulos

Ea formula 1* de las (3)

851.—Les triingulos esféricos puedén tener los cot a sen b—cot A sen C=cos b cos C
tres dngulos rectos, dos, 6 solamente uno; pero es

infitil considerar los casos en que el tridngalo tie- cuando A=90° da:
ne dos O fres rectos, En efecto, si snponemos que
los fingulos Acy B \(fig.  396) sean rectos, los dos

planos A O C'y A O B, serin perpendiculares en-

'.-'. Nw_ & = e L.

il

= 1

gen oL 3 .

; 3 —=C03. b COB (
tang a

tre'si, y sucederdt 1o mismo eon los planos C O By

A-O B; de consigniente, 0 O es perpendicular &

tang b—=tang a cos C....(7)

-t

A O B, y serfin rectos 163 ingulos rectilinéos C O A,
0/0 B; esto es, a—b—907, asi como A y B. Por
(P =6 : . : - ’
otra parte, vor ger C O perpendicnlar A0 A y &

i 3 ; o z e 2 o T AO anrtl Re—dre
0 B, el éngulo € estardi medido por el angulo rectilineo A O B y se cot a sen:c—cot A sen B=—cog ¢ccos B
tiene C—c.

-

La 6° formula<de las (3)

-

£ e

X
Al

A% s

Si los tres dngulos son rectos, los radios A 0, B 0 y €' O, seréin per-
pendiculares entre si y se tendri a=—=b—c—=90°.

En uno y otro caso no hiay problema que resolver.

cuando A—90° da:

o

B ULL

cot & gen c=—cos ¢ cos B

<

852. —FORMULAS DE L0S TRIANGULOS RECTANGULOS. —Supondiemos
que A—90°. La hipotenusa serfi a,y los lados del fingalo recto serdan

by e

A

o bien tang c—tanga cos B ...(7)

o e
s eV A

La 3* de las formulas (3)
Recordando que seno 90°%==1, que cos 9¢°=0, qne tang 90—= . que

cob 40°—=o0 y sustituyendo en las férmulas rpspectivxs' (1) 2) B) y.(4)s

obtendrémos las correspondientes & los tridngunlos recténgulos.
Lu formaula (1)

P PR

T A

cot b gen c—cot B sen A==cos ¢ 03 A

da, si A=90° cot b sen c=cot B
¢0s a=—cos hecog ¢ + sen b sen ¢ cos A 5'bien tang U—sen ¢ tang B....(8)
{ _:g(,‘. P o b f P £ 5 ar » 03
cuando A=90° se convierte en 1a formula finica: De la 4* de las f6rmulas (3)
COB A== cot ¢ sen b—cob C sen A=—cos b.eos A
La férmula (2)

Caando A=20° setiens:

are T ARt ST o | S cot ¢ sen b=cot C
sen A sen' B sen C .

. il A 7N : s
ecnando A=—090" o bien tang c==sen b tang G...(8)
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De la 2* de las formulas (4)
¢0s B——cos A cos U+sen A sen U cos b
cuando A=—90° se tiene:
cos B=cos been C. e .(9)
De la 3% de las f6rmulas(4)
cog B=—cos A cos B+sen A sen B cos ¢
cuando A=90°'sa obtiene:
eos O—cos ¢ sen B..,..(9)
De 1a 1* de las formulas (4)
cos A——cos B cos C+sen Bigen C cosa
Cuando A==90" se tiéne:
cos B eos C=san Bsen C cos a
4 bien la férmula anica:
cos a—¢obt B eob . C .. .(10)

En lasseis formulas diferentes que acabamos de obtener; estin cifra-
dos 1os signientes prine¢ipios:

cos. A=—cos b cos ¢

expresa que el coseno de la hipotenusa es igual al producto de los cose-
nos de los catetos.

sen:b==sen a sen B )
..(6)
sén/c=sen a sen € ‘

/

expresan que el seno deun lado es igual al seno de la hipotenusa mul-
tiplicado por el seno del dngulo opuesto al lado que se'considera.

tang: b=—=fang. a cos. C)
tang. c—fang. a cos. ISS

expresan que la tangente de wn lado es igual al producto de la tangen-
te de la hapotenuse por el coseno del angulo adyacente.

153
tang. b—sen. ¢ tang. B )
tang. c—sen. b tang. U )

o Teretn dol EANRO
expresan que la fangenie de un lado es igual al producto del sopo del
otro lado por la tangents del angulo opuesto al primero.

cos. B=cos. b sen. €
, (9

cos. CU—cos. ¢ sem. L)

duct coseno del
expresan que el coseno de un dnguly es igual ¢l pro Tucto del cosen
lado opuesto por el seno delolro angulo.

cos. a—cot. B cot.

N 1 wrodnecto de
expresa que ol coseno de la hipotenysa es igual ot producto de
tangentes de los dngulos oblicuos.

853.—DISCUSION DE ALGUNAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS REC-
TinGurnos.—En laférmnia

COS. a—CO8s. b cos. ¢
pneden hacerse lag sighientes hipotesis:

< 90 cog, b tiene Sigﬂo’f' ] ) . . n AL
b IAC.‘,‘Q, a tendrd signo+y & <90

[/; \QU

{
Mo =00
{0
{

o> 90°

[l)-f)(.l"’ v a>90°
(<90
g b<90° —y a>90"
‘?. > 91')" 5 ¢ f ¥

De lo cual se-dedaee la signients regls. Cuands los ladbs dt‘ﬂf”__f“"
lo recto son de la misma cspecie, {a /“‘f”"“""”" g o5, AT QU0 A l
onando 8s08 lados son A8\ ISR ESPE: e, Jo hipotenusa €3 mayor:-gue
90%

UNIVERSIDAD pE Ny
EVO LE
en. e tang. B BIBLIOTECA gnyer "Té:iAA

“ALFONSO Reyggr
1240, 1625 MONTERREY, Mexace
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vemos que tang. b, es el producto de dos factores, y.¢omo uno de ellos,
senm, ¢, siempre es pogitivo, & cansa de que ¢ < 180°, tang, b tendri el
mismo signo que tang. B. Cuando tang. & y tang. B tengan 8igno +
serdn & y B menores que 90°, y cuando tengsn signo — serin & y B ma-
_\uws.que 907, luego uw lado dol angulo reelo siempre es de lo misma
especie que-el-dangulo opuesto.

Ea fgrmula

00s. a—¢cet. B cot. ©

discutida lo mismo que cos. a=¢0s. b eos. ¢ conduce & la consecuencia
de que cuando los dngules' B, C son dz la misma especie, la hipotenusq

s mmenor que 907 pero que cuandv son te distinla especie, la hipotenu-
8@ 85 Mayor que 90°. :

804, —TRASFORMACIONES DE LAS RORMULAS DE LOS TRIANGULOS
REOTANGULOS.—Las formulas anteriores pueden trasformarseen otras,
que es conyeniente conoeer, porque los resultados son més aproxima-
dos sirviéndese de los logaritmos,

De 1a f6rmula

despeiando 4

cos,'b

y Sl‘““(ll)ci\u’! estz valoren la (‘xpr{':‘iun

tang: 4 g—‘\]l—(”* ¢
14+¢oB. ¢

resalta:

¢os. ‘b—dns, a

coss b4-cos.a

=,/tang. % (a—h) tang. 3 (a+h)

por trasformaciones idénticas ge obtiene tang
formula’cos. a—ros. b cos. ¢ tesultan las signientes:

tang. 2 ¢—=- 4y/tang. 4 (a—h)

fang. - b:—f-\/;ang. f (l‘__.‘_-’ mn}?} (,‘_*_{) )

De la formula

sen. b—=cn. a sen. B

ge oblienc

por olra parte
1—cos. | 907 4 ‘\l -" Sen, o

tang. % (90°+ ll)—‘Jl + Cos, [907 4 ‘;] JI-——‘.CH. a

sustituyendo la expresion (a) en esta formula, se tignes

}‘1 ). sen. b Bl YR .
b

sen. B gan, B-+-sen.

ang., [45° 41 al=—+ Sl s —
fang. {353 ‘! = 3 N sen. B—sen, en, b

|__sen.
J sen. B

!tzm".

: o s mmeran
bien tang. [45°+3 u]=i-\}m"g_ ] (FrveeT])

De manera que de las férmulas (6) se obtienen:

ltang.3 [B++b] ltang. # |

tang. [45°+ 2 n]-——=—_l:J;;mg (B—b] 2 JG&;’;.'{((C‘

- st
se alteran cuando én ellas se reemplaza el

Como las formulas (6) no ¢
lado « por el fingalo B, y B por 4, asi como cuando sereemplaza a por

O y C por a, pues se tiene:

gen. b==gen, & sen. B—zen. B sen. &
gens c—seny a sep. U=een. C gen. a

haciendo esta permutacion en las formulas (12) que se han deducido

de las (6) se obtiene:

ltang. & (—n-i:r) |
tang. [45°+4 B]——T\jtnu»f lr"\_iirb)l

h,nng (t\-§ )4

tang. [46°+4 2 Cl=+ |iang. 4
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Por cilculos andlogos, tuye desarrollo recomendamos al lector que
ejecute, pueden obtenerse las formualas siguientes: =
De las formulas tang.b=tang.a cos.C, tang.c—tang.a cos. B
se obtiene:
Lgen, | ‘l—")r ]
. N
tang. 2 C=+ |sen. (a+b) I

veones (14)

l—aT’x—_—\i

tang. 3 B=+

gen, (a<-c)
J

De las férmulas
tang.b=gen.c tang, B, tang, c—sen.b tang.C
se obtiene:

: fSen, [B -Hl]\
tang. [45°41 ¢]= * ‘«).T[I,’v——b]
W

tang. [457+4 éb]zi\jwl} f(.r_—_r:]

Lasformnlag (9)

cos! B=¢osd. b sen. C

cos. C=cos. ¢ sen. B
coabL cos: B L SN 5 e C”,S.‘,Q____
o8, [80°—C] cos. [90°——B]

sustitoyendo en la formula
tang.® 1 b_]_‘ 08, l‘
thne. 2 1 b= COS. (90°—0)—cos. B
Op Sl 5

cos. (90°—C)+cos. B

_2een. 3 (90° +B—0) Js[IH—( ‘)O‘“

tang. %

un chlenlo semejante con el valor de cog, ¢ conduce al resullado

‘ B+O7 1, 3\
tang. 3 e=+ Jmng' (4:) = ) tanb.(_z__.;d )

cos. B
=t e
COS.

Ahors, sustitnyendo el valor de scn.C= la ecnacion (9) en
la formula:
14 8en.C
tang.(45°+1 0)=_ |i—sen.C

ga tiene:

13 ¢os. ,g 3-+b) cos. i (H—b)
tang. (45°+4-2 C):J._o:.. b—toa. l; JJZLT 3 (7 : f gen. - (B——h)

tang. (45°+% O)=+ J:}@YTE (B+Db) cot. 2 (B—Db)....(16)

__cos. C el
2= - conduee flaformula:

un chlenlo semejante con el valor sen,
COB, C

tang. (4a B;~—4Jh0t L‘(T’N“-( “—L] ML a e (10)
La formula cos. g—=cot. B cot. C ge trasforma en:

cos. B cos, O
€08. a=— = —
gen. B sen. C

sustituyendo este valor en Ia expresion:

[1—co8. 8 =g
tang. 2 a= |iFcos. & da:

lgen. B sen. (.'i—gn_-:._ 3 cos cos. CT___ i;'&?:i(,“i}n
tang. 2 37:\1—3‘:717]} sen. O-+cos. B coss C J cos (B—0)

y por tltimo

[cos. (180°—B—0) :
tang. ¥ a= 4 J" 08, (B—0 (162)

855 ——FOuurTas DE T0S TRIANGULOS RECTIHATEROS.—Se dice que

un trifngnlo esférieo es recitlatero cnando nno de sus lados esde 907,

Si pow imazmanios un tridugulo de estaespecie A B C en'el que ‘el
23




NG

oA
== ; S
= S S

o
e

L § = e

-
&JL I B

e
b
™~

= "_;E*f?f"l'?’?‘ﬂ

CEA

=

lado a=90°, el triingulo suplementario A” B’ C” seri rectangulo en
Aplicando f este tridngulo Jas formulas (3) & (10),

<z o ;
ros, 8’==cos. b’ eos. ¢

gen. b’=sen. a’sen. B’

y snstituyendo!ew' estas formnlas los/valores:
& =180-—A: b’=180—B; e’=180°—C;
A?—=180%—a; B’=1809-—h,.y G'=180°—¢

se obtendrén lag sigunientes formulas, correspondientes i un trikngnlo
reclilatero quegon:
cos. A=—cos. B eos. U..L.. .~
sen. B==gen, A sen. by
gen. C=sen. A sen. ¢y
tang. B—=—tang, A cos. ¢ |

tang, C=—tang. A cos. b )

A20)

¢ o s ‘,
tang. gen. U tang. b%
sen. B fang. ¢ )

—cos. O sen. b))
. A——cat.beok C.uc... (22)

A cuyaa férmulas seles puede hacer gufrir trasformaciones andlogas
4 las.que en el parrafo 854 hicimos experimentar 4 las de los trifinga-
l6s recténgulos. Las formulas 17 4 22 pueden deduggirse iguslmente de
las (1), (2); (3) ¥ (4) haciendo en ellas a=90°

Uso de los 4ngulos anxiliares en Ia Trigonometria esférica.

856.—Las formulas generales (1) 4 (4) no son adaptables al uso de
los logaritnios; pero pueden trasformarse, sirviéndose 'de un arco auxi-
liar, en ofras que sean adecuadas pard el empleo de estas magnifudes.
En efecto, esas formulas son de la forma

P=M cos. a+ N sen. @........(A)

siendo « uno de los seis elementos del tridngulo, y M, N, P represen-
tando funciones monomias de las lineas trigonométricas de tres ele~
mentos diversos de e. St ge designa por @ un fngulo auxiliar, fal que

—

tang, «pz%. e ey )

escogiéndose la tangente porque esta linea puede tener toda clase de
valores, y se sustituyc N por su valor M tang. @ en la férmula (A), y

en. g
portang. @, — P, se convertir en

P cos. @=M cos. (a—@)...... (O)

De lo expuesto resulta que introdueiendo el areo auxiliar @, 1a f6r-
mula (A) puede ser reemplazada por el sistema de las f6rmulas (B) y
(©) caleulables ambas por logaritmos.

Por ejemplo, la formula fandamental

€08, a=c08. b cos. c+sen. bsen. ccos. A........(1)

puede hacerse caleulable por logaritmos por medio de un arco anxiliar.
Sacando cos, & como factor comun

cos.a=—cos.b (cos.c+sen.c tang.b cos. A)
introduciendo el arco auxiliar @, haciendo
cot. ‘g=tang. b eos. A......7.(D)

gustituyendo resulta:

. C08. ¢ Ben. @ ¢03.C+4-8en.c cos,
cos.u———cns.b(cos.c+een.c CO8P N —sos,bf 2P LC & ?
sen. @ sen, @

y por altimo
cos, a=—"08 0 SENAPHC)veni s van (E)
geu. @
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Pérmulas generales calculables por logaritmos.

857, —FORMULAS PARA DETERMINAR LOS ANGULOS EN FUNCION DE
108 LADOS — Vamos & trasformar las formulas (1) para hacerlas adap-
tables al uso de los logaritmgs, y por tanto propias para la resolucion de
los problemas de la trigonometria esférica.

De la primera de lag férmulas (1)

cog. . a—cog. b cos. c--sen. bisen. ¢ sen. A

go obtiene:

Cop, A=Coem e Ava
gen.b sen.c

sustituyendo este valor en 1a férmula [770]

21 A ] —cos. A

S
2

~

ge tiene:

1-_CO8. a—ucos. b'eos, e

A sen. b sen. ¢ gon. b sen.c+ cos.b cos.c—co0s8.a
sen’s A= —= e A TR S —
e 2 2 sen. b gen. e

N c's san 4 Fh-——e-tg )|
(a1 An Eom 1ol —cuna sbad fbe—c-vd] o
L 2sen. b sen. ¢ gen. bisen.

haciendo, como en los triangnlos rechilineos,
a+bie=2p

restando de los dos miembros de esta ecuacion sucesivamente 2¢y 2 b,
ge obtiene:
a+b—e=2 p—2¢, a—b+e=—Rp—2b

sustituyendo estos valores enel de sen’2 A y extrayendo raiz, resulta

Sustituyendo ahora el yalor

08, a—co0s. b cos. ¢
cog. A= 05 el c

gen.

181

en la formula | 770]

A 1+4cos. A

92
~

y por ¢l mismo procedimiento de oflenlo’se obtiene:

TER=l el 2 AL
lsen. p sen. |[p—=a
cos. 3 A=< T ]..
- ™ gen. bsen. ¢

Dividiendo [23] por [24] resulta:

sen. [p—b] ;(_Tt_\—[ p—=c)

ot A— =
teng.2 & gen. p sen. [p—a]

Dividiendo la (24) por la (23) resulia:

—_sen. peen. [p—a) ]
cot. ¥ A= J:{n [p—Db] sen. TE kN (20)

N. B.—En todas estas f6rmulas, el radical debe tomarse con el sig-
no més, en razon de que A<180° y de que las lineas trigonométricas
de los éngulos agudos, 3 A, son posifivas.

Q58— FORMULAS PARA DETERMINAR LOS LADOS EXN FUNCIOM DE LOB
iNGuros.—De la formula (4)

cos.A=—cos. B cos. C-+sen, Bisen. € cos. a

ge obtiene:
cos. A+ cos. Beos. C

~ sen. B sen. C
gustitnyendo este valor en las expresiones:

1—cos8. &
=
2

~

gen.” § &

y por medio de operaciones idéntices & las que hemos ejecutado en el
pérrafo anterior, se obtiene, haciendo:

pP=} [A+B£0]




—-co8. P cos. [P—A]
gen, B sen. C

sen. 1 a=wng ca=nsamwlo1)

cos, [P—B] cos. [P—0] o
sen. B sen, C vessena(28)

COB. 2 a=N]

¢ 2 _J —cos..P eos. (P—A)
fRge 0= cos. (P—B) cos, (P—C0) *°

lcos. (P—B) cos. (P—0)
cobtFa=N —cos. P eos. (P—A)

Los valores de las expresiones anteriores, en las que cos. P estd afec-
tado del signo — dentro del radical, ne' son imaginarios, come 4 pri-
mera vista pudiera creerse, pues sabiendo que

A+BH+0>2x90°
A+B4C<6x90°
resnlta: HA+B+0)=P>090°
P <38.90°

y como el coseno en _los arcosde 904 270° es negafivo, resulta gue
— co05. P es una cantidad positive, y por tanto serdn reales los valores
dados por las firmulas precedentes.

Por medio-del trifingnlo suplementario pueden deducirse estas ena-
tro férmnulas de las (23), (24), (23) y (26). Por via de ejercicio de la
f6rmula

sen. (p—‘))As.cn. {p—e)
sen.p sen. (p—a)

tang.2 A:J Ao i e (AD)

vamos & deducir Jas (29) y (30).
En el triingnlo suplementario, tenemos:

A=180"—a’ a—180°—A” p—a—00"—(P'—A%)
B=180°—V’ b=180°—B’ p—b—90"—(P’—B")
C=180°—¢ c—=180°—C’ p—c—=90"—(P"—0")
P=270°—p’ p—=270°—P

183

sustitnyendo estos valores en Ia formula (25), se tiene:

ey : \l.w-n. [90°—(P—B7)] sen. [80°—(P'—C')]
tang. (90°—4 &)= sen, (210 —P) sen. [80°—(P'—A%)]

08, (P—B) cos. (P—C')

s A 30
—cos. B” cos, (P'—AT) (39)

" J —CO}?:‘P;; Gos. (P‘—j‘_}:
2 8 =Ncos. (P—B) cos. (P—0)

Nos hemos limitado & establecer las formulas que d:m'un ingnlo A
en funcion de los 1ados, y las que dan un lado a en funcion de los &n-
gulos; pero asi como hemos determinado el dngulo A y sa lado opues-
to, bien sea procediendo sobre la respectiva formula fandamental, 6 por

: i ” - -
gimple permutacion de letras, puneden obtenerse cuatro formulas idén-

2 Y. . ’ LY
ticas ¢n el fondo & 1as «(23) 4 (26) para determinar el angulo B6 C, y
cnatro formulas como las (27) & (30) para determinar los lados by e.
Por ejemplo:

== 4

- * —
l Sl (J5-%) sen- =)
taog. 1 B gen. p sen. (p—b)

es formula correspondiente & la (25) para el dngulo B, y
J—_—uus. P cos. (P—C)
tang. 2 =Nl cos. (P—A) cos. (P—B)

es la gorrespondiente & Ia (29) psra el lado c.

859.__FORMULAS PARA DETEREMINAR LOS LADOS, EN FUNCION DE
LOS ANGULDS ¥ DEL EXCES0 EsrERico,—Hemos visio que la suma de
los tres fingules A-+B+ O de un trifingulo esférico, es mn_vo‘r’ que 2 ﬁn.-
gulos rectos y menor que 6. Ahora bien: se Uama excesd esferico la (_h'
Sferencia que hay entre la suma de los {rgs dngulos deun _trzungulu Y
180°.

Si representamos por ¢ este exceso, tendremos:
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=A4B+0C—180°
y como A+B+C=2P
=2 P —180°
de donde 1 e— — 90°

sustituyendo por P su valor en Jas ecunaciones (27), (28), (29) y (30),

recordando que cos. (90“ + %):— sen._e)_.,
~

y que * cos.(ﬁO" + %—A )=— sen.(%— A)=sen. (A——;—)

8¢ obiiene:

sén.3 £ 8en.(A—2 &)
sen, 4 3=J—- B senI0 T (31)

4rn (B—.l é)h(n (b—& &)
den, B son. O

Lz sen. (A—4 ¢)
u(l —l»é)\(,ll (C—% &)

sen. (B—2 &) Sen. (('—h 2)

sen. 1 & sen.

860.—ForMULAS DE DELAMBRE. —SI en la férmnla

+BA A 3 3 /
sen, ( A+B ) i o GRS e 608
2 2 2 2 2
sustituimos porsen. + A, eous: £ A, sus valores de las férnmlas (23)y
(24), y sus correspondientes por sen.2 B y por cos.2 B, encontraremos:

2

[ A+B ~L" (p—hb) BT (p —t ) l\?u_.ﬁfjn.(p—bj
o ( 2 ¥ gen. b sen. e » 4T seina gende |

Isen. (p—=) gén. (p—2) l“on peen. (p—-q)
+ sen. & sell. ¢ : sen. b sen, ¢

ejecutando la multiplicacion:

A+BY\__sen. (p—b) | 'sen. P sen.(p—<)
gon. = :
2 sen. ¢ J ge1l.a sen. b

~

sen. (p—a) !sen. p sen. (p—e)

+
gel. ¢ J sen. a sen. b

comosegun la férmula correspondiente & la (24)

| sen. p sen (p—¢)

-_J sen. & sen, b

sustituyendo se tiene:

gen. (‘l:.ﬁ) sen: (P—=h) o0, § 01500 (P=®) 056 § C

SC‘I] c seén. ©

sen. (.Aj_!i):”’_*"'g_c(sen. (p=b)sen. (p*—s\)‘)

~ geu. ¢

De acuerdo con la formnla: [776 £ (59)]

gen.a+-sen. =2 sen. 4 (8+b) cos. % (8—Dh)

sen. (p—b)+sen. (p—a)==2 sen. 1 (2 p—b—a) eos, 4 (p—b—p+8)
=2 sen. 3 (a +b+c—=b—a) cos. $ (a—b)

2 gen. 4 ¢ cos. 2

(a—Db)
sustitnyendo en la ecuacion (a)este valor y el de
sen, e=2sen gecos 4 e S[70 T (34)]

ge tiene:

gen. (A'*‘P ) oeon ¥ 0 gy, % ¢ cos. & (a—h)
2 2 sen, )

1'ccos fe

AL .
sen, (_\ '_E) 00y )“'( o 4 (a—h)
' cos. J c

v

24




de donde por ultimo:

son. 3 (A+B)__cos. 4 (a—=b) (35)

cori 2 © cos. & ¢

logas heehas con las expresiones de sen. 2 (A—B),

Operacignes o
& lag signientes férmulas:

cos, 3 (A+B) yeos. 2 (A—B) conducen

sen. ¥ (A—DB) __ sen. Plawb) - s (36)
cos. 1 C sen. 3¢

cos. 3 (A+B)_ coa. 3 (a-1D) @37

gen. 3 C Cos. 2.6

0 2 (A= . ¥ fath
Cxps.z(.\_lil: sen. 3 (a-i-b . [381

gen.. 2 C sen. z ¢

Estas férmulas notables, gque encierran los seis clementos del tridn-
gulo esférico, fueron desoubiertas en 1807 por Delambre.

861.—ANALOGIAS DE NBPER,—Si dividimos ordenadamente las f6r-
malas [35] y [37] obtendremos:

_cos.  (a—b)

sen. & (A-—{-_B'Lsen. £ cos. 4 (a—b)
cos. 2 (A4B)cos. 2C cos. 2 (a-}-b)

2
2

de donde

eosr L (@=h) " [39]

tang. 4 (A--B)=cot. 2 C PR
SHfY ! “ cos. $ (a-+Db)

dividiendo 1a [36] poria [38] y despejande & tang. 3 [A—B], resnlta:

G 3 AR Rl aot 3 022 Tl
SR = sen. £ |a-b]

oeene [40]

Dividiendo I1a [38] por la [37] 'y degpejando § tang<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>