personas competentes, sino gque con ¢l uso de ellas durante algunos afios
se han obtenido buenos resultados en Ia ensefianza.

Suplicamos 4 nuestros eolegas, se sirvan reprodueir el anterior certi-
ficado, en honor de una persona que, como el Sr. Contreras, coopera
con empefio 4 lainstruccion de la juventad.

(Diario Oficial, Octubre 26 de 1878).

Setiores redactores de' La Libertud,

Agradecerémos mucho 4 vdes. se sirvan publicar en su acreditado
diario el certificado siguiente: : 5

Los que suscriben, antiguos profesores de la Escuela Nacional de
Agricultura y Veterinaria, certifican: que durante Tos afios de 1875 ¥
1876, han dado Ia clase de primer curso de matemiticas siguiendo co-
mo obra de texto la del Sr.. Ingeniero Mannel Maria Contreras, con
notorio aprovechamiento de los alumnos, como consta por las ealifica-
eiones que obran en los libros respectivos de exdmen. Como constan-
cia extendemos el presente en México 4 21 de Octobre de 1878.— Ma-
nuel Cordero.—dJosé C. Sequra.— Vicente U. Alecardz. )

Sefiores redactores de LZa Libertad.

Suplicamos encarecidamente & vdes. se sirvan insertaren su ilastra-
do diario el certificado adjuntos:

Como directores de establecimientos de instruccion primaria y prepa-
ratoria en esta capital, certificamos: que en nuestros respectivos cole-
gios y durante varios afios se han adoptado como obras de texto parala
ensefanza de matemdticas los tratados de aritmética, dlgebra, geome-
tria y trigonometria eseritos por el ingentero Mannel Maria Contreras,
¥y que con ellos se han obtenido buenos resultados en la instruccion y
aprovechamiento de los diseipulos.

México, Octubre 18 de 1878.— Adrian Fowrnier, divector del Licto

_Franco—Mexicano.— Ricardo Rode, socio director del Rode’s English
Boarding. School. — Emilio Katthain—A. Bracho.—Emilio G. Baz,
dircctor del istitnto Anglo—Franeco-Mexicano,— M. Soriano.—.José
Saturnino Yarzz, director del eolegio Hispano—Mexicano.

(La Libertad, Octubre 22 v 81 de 1878).

TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

INTRODUCCION.

723.—Al ocuparnos en geometria de los trisingnlos, hemos visto r_;fi-c,

jor regla general, cuando se conocen tres de los el?trxc'zutos deun ﬁl"lt::i 1?-
ulo, pueden determinarse grificamente _]os fiealta}s, y lcon ese] m< ivo
explicanios en qué casos la cuestion admite uns o varias: 1eso ucmnfs
y enfndo es indeterminada. Bl objeto definitivo de ]g!. trigoun}mctnc
rectilinea, es resolver analitica y numéricamente los mismos p::o.ﬂemaﬂ
+ ademas determinar la superficie de un tridngunlo cuando se tienen los
datos suficientes. s : e

Bl protedimientomsado en trignnometf-m, tiene nna gran S‘Ihlp\f.»rgom=
dad sobré’el que explicamos en geometria, por el empleo de dlf'ﬂ‘lbjl.,
para el estudio y fundamento de las euestiones, y porque 1‘09;.\.1\10.1}-.0
éstas aritméticamente, se puede aléanzar un grado de aproximucion
muecho mayor qne-al hacerlo grificamente.

Para resolver de un modo general el problegm de que se ocnpa‘la
triconometria, en el que comunmente hay tres incognitas, se necesita
conocer las relaciones que existen entre los lados, los 4ngulos y:.la su-
perfinio <o un trinngnlo pars establecer ires ecmaciones con cgnatc}adeg
diferertos o lus qoe entron i inchonitas, y ademas se presten & una

it sa fheil De agui nace naturalmente, la necesidad de

livorsus reluciones que existen entre los elementos




3 R 2 = 3
de un tridngulo enalquiers, y buscar ¢l mejor modo de hacer entrar en
los cilenlos los dngulos.

En geometria hemos visto que & los dngulos se smstituyen los arcos
del circalo que Tes son praporcionales; y en trigonometria, con la mira
de facilitar las especnlaciones, los arcos estdn representados por varias
lineas rectas que con ‘ellos tienen relaciones constantes, y las cnales se
Haman lineas trigonométricas, De este modo, 4 la comparacion de los
angulos, se susfituye la de lineas rectas. Para comprender que este
método es posible, basta reflexionar en que la magnitud de una cuer-
da, fija completamente el valor de un arco enun circulo dado. Ademas
de la cuerda, hay otras lineas trigonométricas Hamadas seno, tangente,
ete., que pronto daremos 4 conocer; pero todas ellas, o mismo que Ia
cuerda, fienen una relacion fija con el arco, de modo que éste 6 el in-
gulo pneden determinarse por una linea trigonométrica ¥ reciproca-
mente. - El método que hemos explicado para determinar la relacion
del didmetro 4 la cireunferencia, inseribiendo & ésa sucesivamente po-

. Migonos regulares de 4, 8, 16, etc. lados, y determinando el valor nu-
mérico de éstos, da una idea de la posibilidad de construir una tabla
en la que se tenga la correspondencia entre los dngulos ¥ las magnitu-
des de las cuerdas, ¥ cuya tabla podria servir para pasar de los angulos
& sus cnerdas y reciprocamente,  Si por otra parte se conocen las rela-
cienes que ligan los Tados ¥ los 4ngulos de un tridngulo, facilmente se
concibe que pueden Hegarse 4 determinar en él, los lados por las cner-
das de sus dngunlos y reciprocamente. Lo que decimos de la cuerda, es
aplicable 4 las demas lineas trigonométricas que vienen 4 ser magniti-
des aaziliares, para resolver el problema general de determinar nnos
por ofros los elementos de un triingnlo, Como acabamos de indicarlo,
con el intermedio de las Ifneas trigonométricas, el problema se divide
en dos partes distintas; una, que’ es la construceion de las tablas que
expresan la correspondenciz entre los valores de log arcos y sns lineas
trigonometricas, puede hacerse préviamente una vez para siempre 4 fin
de obtener el ingnlo por la linea trigonométrica; y la otra, que lleva
por mira determinar los elementos de un tridngulo dado por medio de
Iag relaciones que los ligan con las lineas trigonométricas de sus dngu-
los, hay neccsidad deejecntarla aritméticamente en cada caso prictico,
pero con suma facilidad-despues de construida la tabla de las lineas tri-
gouométricas. Esfe procedimiento es andlogo al de los.logaritmos, en
el que nna vez para todas, se ha calculado una tabla representando los
niumeros en ella contenidos, - por las diversas potencias de un nfamero
constante, y -despries un problema numérico se resnelve ejecutando
operaciones correlativas, pero mucho més sencillas con los logaritmos
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préviamente ealenlados, y los cuales solo han servido de intermedio en-
tre los datos y el resultado final del problema. El. uso de lfas t:}?l{?sqrii
las lineas trigonométricas tiene, adem‘ua‘, ']a venta]a'de co_nelu-cu e::u:
lncgdﬁ un valor numérico: objeto definitivo de las investigaciones tri
gonométricas. ' = =
Como en algunos casos, una linea t|-|gon.om.etrxca es poco f ?mp‘ffl-'
to para representar un ingulo con la suﬁc:qn:e cxactitnd, hay ]J(?.(.,‘t.‘:tl-
dad de servirse de varias lineas trigonométricas; y como muchas veces
hay ventaja en reemplazar las relaciones de unas h_ncas por }.ns_ que
existen entre otras, conviene en el estudio de la tngmwn}ecrnf, i\’u-
mentar las lineas trigonomeétricas y dar un gran de:%urrollo i !itt::% m‘j- ?sﬂ-
tigaciones de las relaciones que existen entre las diversas lineas tx 1:5?.-
nométricas y sus mas simples funciones, tanto por ser esto de notm:.,t
utilidad para poder resolver ficilmente las cuestiones en que ‘e:;tran
magnifudes angulares y deteriminar los elelr_wutog dcsconocu‘ioa ﬁe E-J'li
trifingulo, como porque sirve de base & multitud (!e_especulacwne: ted
ricas y pricticas en las otras partes de las matem:mca?. .

Resulta, pues, que la trigonomefria tiene que estudiar las reli’\c:011les
geométricas que existen entre los lados y los éngulos de un tmn.l’gu 0,
conocer las diferentes lineas rectas que pueden 1'eetftp¥azar 4 los dngu-
los y gervir para fijar su magnitad, es&?blecer el nimero necfass\rw ‘de
lineas trigonométricas, conocer las relaciones que existen entle’u:_m:] y
otras, y construir tablas que ficilmente dlen los \'e_ﬂorea de los dngulos
conociendo los de sus lineas trigonométricas y viceversa; teniendo la
trigonometria por objeto definitivo Ia resolum_on f]e los problemas en
que entran magnitudes angulares y-la deferminacion de los elementos
de nn tridngulo. :

La resolucion de un tridngalo y el conocimiento (?e‘ las formuh}s
trigonométricas, es de la mayor importancia en matemiticas, t;-mto.pur
su inmediata aplicacion 4 los tridngulos, eunanto porque pudiendo des-
componerse un poligono cualquiera en triangalos, resu‘lta qiie Ia‘sl‘cues-
tiones de poligonometria se reducen & problemas de trigonometria. :

Creemos que lo expuesto es bastante para hacer comprender Ia si-

guiente definicion:

4. — La trigonometria tiene por objeto resolver los prﬂZ‘Zemrr-.? J‘P?ﬂ'«
tivos & las magnitudes angulares, y determinar los elementos descono=
cidos de un tridngulo.

En un trifngulo consideramos sus lados, sue fingnloa y su soper-
ficie,




Resolver un triingulo esicalcular los valores numéricos: de sus ele-
mentos deseonocidos, cuando para esto tenemos los Tatos suficientes,

El problema de que casi siempre se oenpa la trigonometria, es: co-
nocidos tres de los elementos de un tridogulo, determinar los demds.

725.—Teniendo que figurar en nuestros cflculos los dngulos cuyos
valores son proporecionales 4 los arcos, y debiendo reemplazarse para fa-
cilitar las investigaciones, los arcos por ofras magnitudes auxiliares,
Hamadas:lineas trigonométricas, que tienen relaciones fijas con los ar-
cos y los fingulos, &ntes de ocuparnos especialmente de las:lfneas tri-
gonoméfricas daremos, en general, una idea de las funciones circu-
lares. ;

Se llama funcion, toda expresion analitica gue contiene dos cantida-
des variables, en la que el valor de unade éllas depende del gite se asig-
¢ ¢ lu ofra. Por ejemplo: la snperficie del eirculo es una fancion del
radio; porque como hemos visto, estando representada la superficie del
circulo por la expresion analitica

it e

& cada valor que tenga § le demos al radio 7, corresponderd otro de-
terminado para la superficie s y reciprocamente. -Son pues r y s eanti-
dades variables, pero cuyes valores cambian correlativamente segun
una ley ecifrada en la formula s=z r*
©26.—LINEAS NEGATIVAS X POSITIVAS.—Hemos dejado indicado
(R68) que los signos + y — tienen la notable propiedad de indicar ana-
liticamente la oposicion de sentido de que son suseceptibles eiertas ean-
c tidades. Sisobre mna linea recta 6 curva K C (Fig. 345) con-
g sideramos eomo positivas Ias medidas tomadas arriba de A en
2 la direecion indicada por Ia flecha, las medidas en sentido ¢on-
trario se considerariin como negativas. Las magnitudes AB, y
2 BC de 3 y de 7 milimetros, irdn precedidas del signo +, ylas
E AD, DE y EF respectivamente ignales & 5, 2 y 4 milimetros,
estardn marcadas con el signo —. Si snponemos un mévil que
partiendo del punto A subié 6 mm., en seguida bajé 10, Tuego
subid 8, y por ultimo bajé 7 mm., su distancia al pnnto de partida es-
tari espresada por la ecunacion:

{Fig. 815)

x=+6—-10+8-%

X=—3

jue quiere decir que ¢l movil gnedaba 3 mm. abajo de A por estar
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el resultado precedido del signo —. Igualmente, siconvenimos eh con-

giderar como positivas las distancias medidas 4 la derecha de un plano
6 de una recta, serdn negativas las medidas en direceion opuesta. Es.
de notar que el sentido en que se estimen los signos de las cantidades
es enteramente arbitrario, pndiendo haberse considerado en el caso de
nuestra figura como positivas las distancias tomadas abajo de A, en di-
reccion contraria de la indicada por la flecha; pero entonces serian ne-
gativas Jas medidas hechas hicia arriba.

En ¢l cireulo de la ficura 346, si tomamos el
punto A como origen de las medidas hechas
gobre la circunferencia y consideramos como
positivos los arcos medidos en el sentido en
que se mueven las manos de un reloj de A hé-
cia B, D, F, G indicado por 1a flecha, seré ne-
cesario reputar como negativos y preceder del
signo — 4 los areos, como AG, AGF tomados

iz, 348) en direccion opuesta. En la misma figura, si

convenimos en considerar como posifiva la tan--

genta AT tomada arriba de A, estimaremos como negafiva la tangente-
A T’ que se mide para abajo de A,

Lineas trizonométricas.

:
n2v. Se Uaman lineas trigonoméiricas ¢ las rectas que tienon ine
dependencia constante con el arco, de tal manere, que conociendo ung
cualquiera de ellas, se puede delerminagr el arco d que corresponde y
Tectprocamente.

Por ejemplo: dado el arco A B, (fig. 347) la rects
B D bajada desde uno de sus extremos B perpendi-
cular al radio O A que pasa por el otro extremo A,
es una linea trizonométrica que se lama seno del ar-
co A B 6del ingulo BC A, Como alarco A B ne
puede corresponder mas queunsolo seno B D, en el
cirenlo cuyo radio es A C, resulta gne hay una rela-
cion fija entre la magnitad del arco y la de su seno. Si'conocido el se-
no B D, quisiéramos grificamente determinar Ia magnifud de su arco,
vn el punto C Jevantariamos una perpendicular B C i_gual.al geno (_]a'
do B D, v tirando por su extremo E unapazalela & A © su inferseceion.

2

(Fig. 347)




-con la circunferencia deferminaria el otro extremo del arco A B que
tiene por seno & B D.
S’ 728.—DIVERSAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.—
Considerando el arco A B (fiz. 348) acabamos de
ver que la recta B D es su seno. Tangente es la
perpendioulor AT levantada por uno de los extre-
mos del areo, al radio gue dermina en este punto
A haste que encuentra al redio C B prolongado
que pasa por ¢l ofre estremo. Si por el punte B se
tira la tangente B'S, la parte 8 C eomprendida
B entre el extremo S de la tangente y cl centro del
-cirenlo se llama secanfe.™ La recta A D, comprendida entre el extre-
mo A del arco y el pié D del seno, se llama seno verso del arco A B.
En restimen, las lineas {rigonométricas directas del arco A B con las
abreviaturas con que comunmente se les indiea, son las signientes:

B D=sen. A B

A T=tang. A B

S G=sec. AB

A D=sen. ver. A B

El complemento del arco A B es B E y conforme 4 las definiciones
anteriores B D’=D O serf el seno del arco B E, E'T” serai su tangente,
S’ O su secante, y E D’ su seno verso; pero al seno del complemento
de nu arco se le lama coseno, 4 1a tangente del complemento cofangen-
{e, 4 la secante del complemento eosecante, ¥ al seno verso del comple-
mento coseno verso; por lo enal Zas lineas trigonométricas indirectas
del arco A B con las abreviaturas nsadas, sern las siguientes:

DC =cos. AB

E T°=eot. A B

S’ C =cesec. A B

E I’=cos. ver. A B.

720, —F6RIMULAS FUNDAMENTALES,—Vamos 4 determinar las rela-
ciones que existen entre las diversas lineas trigonométricas de un mis-
mo 4ngulo y el radio del circulo, que generalmente so toma igual 4 la
mnidad cen el fin de simplificar las férmulas,

Considerando ¢l tridngulo recténgulo B D C, (fig. 348) y en virtud

# Varios autores toman como secante Ia recta C T gue es igual & 8 C por ser
iguales los trifingulos rectingulos SBC y T A C; no haciéndolo nosotros para
evitar los inconvenientes que tal sistema presenta para fijar el signo de la secante:
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de que el conadrado de la hipotenusa es igual 4 la suma de los cnadra-
dos de los catetos, se tiene;

5 B ¢*=B D*+D ¢

sustitnyendo los valores de esas rectas, represen-
tando por r el radio del circulo, y llamando « el
arco A B, resulta:

r*—sgen-a+cos’a

5D Considerando el trifingulo rectingulo S B C, se
{ElgiuE) tiene:

S C=B ¢*+B &

gustituyendo los valores de estas rectas y atendiendo 4 que por la igunl-
dad de log triingulos SBC y T A C (384) B S=A T=tang.a, resulta:

sec’a=r"+{ang’a
Considerando el triingnlo rectingulo S’ B O, se tiene:
S' =0 B*+B S8*

Atendiendo & que por la igﬁaldad de los:tridngalos 8’ B C y T E €
(384) B 8’=E T’=cot a, y sustitnyendo lozs valores de las ofras rectas
resulta:

cosec’a—=r+cot’a.
L )

Siendo B D paralela & T A, el trifngulo B D C serd semejante 4
T A C(514) y 4 su ignal S B C. Comparando los lados homologos de
los dos primeros tridingulos, se tiene:

AM oAU BB DG

sustituyendo tang.a : T :: sen.a i C0S.a

I.8en.a

Inego tangia=—rt
= COS.8

Comparando los lados homélogos de los frifingulos S BOU y BD C,
se tiene:
B B el T e 31,
sustitnyendo S€C.& + I T i eos.a

de donde

Comparando los lados homdéloges de los triéngulos BD O y S'B G+~




12
que son semejantes por ser rectdngulos y tener ¢l fngule =B O D
como complementos ambos del mismo &ngulo B € 8, se tiene:
S’ §$¢c:B0C=BC:BD
sustitnyendo coseca : T i I I Sen.d

r:!

luego COSEC.a——
sen.a
Comparando los lados homélogos de los triingn-
los semejantes B D € y T E C, se tiene:
PURSEEG D 0SB D

{Fig. 5:8)

gustituyendo cot.a :r i:cos.a :sen.a

luego - potia=—— 0%
2 sen. &
Por filfimo, comparando los lados homoélogos de los triinguloes seme-
jantes ™ E C y T A G, se tiene:
THE:BC=AC:AT
cot.a : r 2t T : tanga

a

sustifoyendo

luego cof.a=
VRS tang:a
e : x <

Como se habrfi observado, para sacar las cinco Gltimas formulas, se
ha eomparado el tridngulo de que forma parte la linea trigonométrica
cuyo valor se busca, con el tridngulo B D € en que enfran el geno y co-
seno, excepto en el @ltimo caso que el tridngulo de que forma parte la
‘cotangente se compard con aquel en que entra la tangente. Ademas,
1a primera razon la hemos formado siempre con la linea trigonométyi-
¢a cayo valor buscamos y el radio. La segunda razon, naturalmente
gnedari determinada por los lades homologos.

Para determinar el seno verso, basta observar, que
gustituyendo gen.ver.a—r—eos.a

Para determinar el coseno verso, observaremos, que

ED'=EC-CD’

v como O T'=E D sustitbyendo, ¢

CO3.TOrI.A=I1-—F&CH,H

13

Para mejor fijar en la memoria de los alnmnos las ante
las, que son de muy frecuente uso, las pondremos & eontinfini

L]

r*=sen’a+cos’a
sec’a—1"+tang'a
cosecia=1% -cot’a

r.sen.a
CO3.4

tang.a=

Bec.a— —13___
C08.4

2
cosec,i—m——
S€1. &

T. COR.A
cok.a=

sen.a
r!
tang.a
3

cot.a

cob.a=

de esta se deduce: tang.a=

8en.Yer.a=r—Ccos.a
-
Cos. Ver.a—r—sen.a
Hemos dicho que generalmente y con el fin de simplificar las férmu-
las, se hace ¢l radio del eirculo al cnal se refieren las liness trigonome-

tricas ignal 4 la unidad. Sien las f6rmulas anteriores introducimos la
condicion de

r=1
se trasformaréin en las signientes, que son las que més & menudo se usans
1=8en?A+C0S™: s icnunnsnnana(l)
s - e
seca=14fang® 8. .geeeeaieana(2)

coseca=1 4ot v e rasinanis-(3

tang.a — AP PTE ST W 1]

cos.a

s
o SSTupo Y

MONTERREY




cosec.a=———..
sen. &

3.4
eot,a—=:"02

SEN., &

cot.a=

———————3 344 vasE tasa BEas

tang.a

1

SaDT O s S
cob.a

S B ()

sen.ver.a—I1—Cos.a...........-(10)
COB.NEL.A—=1—560,8. ¢ . saess s - - (11)

#30.—NOCIONES SOBRE LA HOMOGENEIDAD.—En dlgebra (241) ex-
plicamos 1o que se entjende por grado de un térming, y por expresio-
nes homogéneas: anora haremos notar, que al trafar algebréicamente
nna cnestion de geometria, cada literal, por regla general, reprezenta
una linea: de modo que ¢ no puede introducirse en los cilenlos, 81 no
es refiriendo la magnitud de la linea que representa 4 la de otra que
implicitamente se ha tomado por unidad, como el metro, la pulgada,
etc., 6 4 1a de ofra linea & conocida. En el primer caso, ¢ representa

- a
un nfimero concreto de metros, pulgadas, etc.;y en el segundo,%
J

ser4 nn namero abstracto, al cual se podri sustitunir la relacion de ofras
magnitudes ¢, y 4 & condicion de que se tenga 1a écuacion %:Tcl.

No entrando en Ios cilculos sino expresiones homogéneas, como to-
das las operaciones y combinaciones que por las reglas del cileulo se
ejecuten con ellas, como rednccion & nn comun denominador, adicion,
sustraccion, multiplicacion, division, elevacion & la 1oisma potencia y
extraccipn de raiz del mismo grado, conducen & nn resultado homogé-
neo; resalta que cuando no se ha tomado como unidad una de las Ii-
neas que entran en la cuestion, ¥.cada una de ellas se represénta por
nna literal, todas las expresiones del céleunlo, sea en su origen al esta-
blecer las ecuaciones fandamentales, sea en las intermedias 6 en las de-
finitivas; tendrin que ser homogéneas.

Para plantear un problema valiéndonos de las relaciones geométri-
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cas que forman parte del enunciado, no podemos hacerlo sino de dos
maneras: estableciendo prdporciones, 6 ecuaciones., En el primer caso,
siendo homogéneos los términos de las respectivas razones, lo serdn los:
miembros de lus ecnaciones que de ellas resulten, sea dividiendo cada
antecedente por su consecuente, 6 formando & igualando los productos
de extremos y medios. Si se forma una ecuacion, habri que expresar
la ignaldad de extensiones lineales por medio de términos de una di-
mension, 6 la equivalencia de valores superficiales de dos dimensiones
como =%, ab, 6 de voliimen indicados por términos de tres dimensio-
nes como r’, abe.

Bstando las ecuaciones fundamentales de un problema formadas de
términos homogéneos, como todas las operaciones que con ellos se ha-
gan, tienen que ser iguales para que no se altere la ecnacion, se infiere
que cuando se ha representado por una letra cada una de las lineas que
entran en un problema, las expresiones todas del célculo serfin homo-
géneas.

Al contrario, cuando por simplificar los cileulos y las formulas fina-
les, alguna de las lineas que forman parte de la cuestion, se ha tomado-
por unidad, el resultado podrd dejar de ser homogéneo, en razon de
que siendo las diversas potericias de 1 ignales 41, el grado de cada uno
de los términos en que entra esta linea puede resultar disminuido una
4 varias nnidades.

Por ejemplo: en las f6rmulas todas que hemos sacado representando

el radio por r, y las demsis lincas de la figura por sus respectivas ano-

taciones, sea fund4ndonos en que el cuadrado de la hipotenusa es igual
4 la suma de los coadrados de los catetos, que es una expresion de equi-
valencia de superficies, & en la comparacion de friingulos semejantes,
hemos obtenido resultados homogéneos, tales como

2

r’—sen’a+cos'a

sec’a=r'+tang’a

URINERSEAD DE WUTVD LEOA

tang.a = L. ECTs0 BIBLIOTECA UNIVERSITARIA
&E “ALFONSO REYES™

2
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Lang.a

pero cuando hemos tomado el radio del eirealo igual & Ia nnidad, estas
mismas formulas se han trasformado en
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1=—sen’a+cos’s

sec’a—1+ tang®a

Sen. &

tang.a = :
COB.&

cob.a=
tang.a

cuyas expresiones no son ya homogéneas.

Sin embargo, como en este nltimo caso se sabe cuil es Ja Iinea del
problema que se ha tomado igunal & la unidad, basta multiplicar los
términos por una potencia adecnada de esa linea, que en nuestro ejem-
plo ha sido r, para tener desde Inego las férmulas que se habrian obte-
nido gin hacer esa simplificacion,

Asi, pues, en lo de adelante para facilitar los eflculos supondremos
el radio ignal & 1, y cuando sea necesario restituiremos el valor de r
suprimido, multiplicando por una potencia adecuada de r los términos
que lo necesiten, para hacer todos Jos de nuestras férmulas de igual
grado.

Repetiremos que el grado de un término de la forma entera se esti-
ma por el nimero de eus Tactores literales; que el de una fraccion se
determina restando las dimensiones del denominador de las del nume-
rador; y que en un radical hay gue dividir por el indice del radical el
grado de la expresion que estd dentro del signo. Sin embargo, debe-
mos advertir que algnnas veces al estimar las dimensiones de un tér-
mino, no se llevan en cuenta algnnos factores aun cuando sean litera-
les. Esto se hace cuando alguna literal estd representando un coeficien-
te numérico. Por ejemplo,-si x=n.a representa un arco miltiplo de a,
como n esté en lugar del coeficiente 1, 2, 3.... la expresion X—n.8 se-
4 homogénea, aungue aparentemente el 2° miembro tenga-dos dimen-
siones.  Fsta 'observhcion es igualmente aplicable al caso en que una
linea trigonomdéttica venga & hacer ¢l oficio de coéficiente. Por ejem-
plo: gen.30°=4; y si en una expresion representamos 30° por m, sen.m
no debera eonsiderarse como factor, porque estd en lugar del conficien-
te 3; pero por regla general, las lineas trigonométricas representan li-
peas, y lag expresiones en que entran deben ser homogéneas por indi-
.car resultados de operaciones idénticas hechas con términos del mismo
grado.
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%31.— PROBLENAS. —L— Delerminar todas las lineas irigonoméiricas
e funcion del seno.
De la formula (1) n° 729 resulta cos.a=4/1_zen’s

tang.a= aena

cos.a 4/]—sen’n

cos.a A l—sen’a
seu.a sen.a

col.a=

1 1

e =

COS& o/1—sen®a

{6) vcosyec.a::..__1 -
Een.&

(16) gen. vera=1—4/1 _sen®a
= {11) = cos. ver.a=1—sen.a
TT.— Deferminar todas las lineas trigonpmétricas en funcion del vs-

SR,
De la formela (1) n° 729 resulta: sem.a=4/ 1—cosa

14) e ___q/l—-cos A
CO5.8

o A __  coma
2/ lﬂos'u

1

sen,d  q/1—cos'a

sen.ver.a=1-—cos.a

cosver.a=1—4/1—cos®s
B




11— Determinar todas las Uneas trigonométricas en funcion de lo

tangenie.

Hemos visto que

el A=t
tang.a

sec’a—1-t+tang%a..

sec.a =4/ |+ tanga

cosec’a—=—1+cot’a

cosec.a= ! fof -
~)

1
cosec.a=——,
sen.a

i
lnego OB e e
5 see.d  4/'I ttang'a
s 1
sen.ver.az*—cos.n:l—ﬁ::__T?
v lttanga

cos.ver.a—l1—sen.a=1—

IV.— Deferminar ¢l valor de la tangente en fi
las ofras linees trigonometricas.
En funcion del seno:

s
fang.a=

1 S it LLD)
Delicoseno: tang.a=

1
e la cotanzente: tang.a———
De la cotangente g T

19
De la secante: como, sec’a=1+tang®a

se tiene: tang.a=./secta—1
16 5 1
cot.a  a/cosec’a—1

como, sen,ver.a—l1-—cos.a

De la cosecante: tang.a=

Del seno verso:
se tiene: cos.a—1—sen.ver.a

: ; T T
sustituyendo en (b) tang.a= ¥ 1—C¢o

COB. &

ey G A%
resulta tang.a= V1 —{(1—sen.yer.a)’
1—sen.ver.a

Del coseno verso: coImo, Cos.ver.a—1—sen.a

ge tiene: gsen.a—I1—cos.ver.a
tang,a: __B(‘II.EL_

sustitnyendo en (a)
A/1—sen’a

1—cos.ver.a
resulta: tang.a= - ~—=CO%

A/ 1—(1—cos.ver.a)"

V.—Determinar el valor del seno en funcion de cada una de las ofras
lineas trigonométricas.

Al regolyer los cuafro problemas anteriores, hemos hallado ya el va-
lor del seno en fancion del coseno y dela tangente; cayos valoresson:

Se.a=4/1—cos’a

sen,a=
v/ 1+ tang®a

Para tenerlo en funcion dela cofangente, sabemos que: (f5rmulas:
6y3)

1
gen.a=—_____ y cosec’a=1+4cot’a
cosec.a

1

luegos semaso ..
4/ 1 +cot’a

“Para determinarlo’en funcion dela secaife
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fop e s 4 porque todavia no hemos explicado los signos de las lineas trigono-
cos.a  4/]—sen'a ¢ métricas.

clevando al cuadrado'y quitando los denominadores: £ VII.—Duda la maguitud r del radio (fig. 350) y la s de la secante,
: deferminar grdficamente el dngulo & que corresponde.

sec*a—secia senfa=1 Témese A O—r: triicese un arco de circulo in-

' definido; prolénguese el radio C A y tomando

C S=s, desde el punto S tirese la tangente S B,

cuyo punto de contactp determinard el fngulo

i _ a/Fecta—] ¥ B C A buscado.
ey S £ Ta determinacion del punto B se hace con miis
—ir - . 2 :
e ; f - exactitud grificamente valiéndose del seno 6 del
ara la cosecante tenemos: (Fig, 350) coseno, porque estas lineas cortan el arco proxi-
A mamente en una direccion perpendicular, mien-
: sen.a ! tras que el punto de contacto, por finas que sean las lineas, se confun-

de en mayor extension con la circunferencia.

despejando 4 sen’a y extrayendo raiz, resulta:

fmego sen.a=——— .
. G053 ‘ VI .—Determinar el valor de todas las lineas trigonométricas del

Para el seno verso tenemos: arco de 30°.

sen.ver.a=1—ces.a=1—4/1—sen’a Si el arco A B (fig. 351) es de 30°, B D serii el seno de este arco.
o/ T—senta—1—Ben.ver.a . Prolongando B D hasta B’ por ser el radio C A perpendicular 4 la
S F s : cuerda B B’ la dividiri en dos partes ignales asi como al arco B A B’
elevando al cnadrade  1—sen“a=—(l—sen.ver.a) : (475), por eonsiguiente el arco B A B’ serdde 60°, su cuerda B B’ igual
senfa=1—(1—sen.ver.a)* al radio (497), y el seno B D de 30° igual & la mitad del radio. Se vé,
= pues, que el seno de un arco cualquiera es igual dla mitad de la cuerda

sen.a=,/1— 2 : .
‘ Lol EeR T ) . del arco duplo, y en el easo de ser el arco de 30° siendo el radio 1 ten-
Para el coseno verso tenemos: 5 drémos

<le donde

eos.ver.a—1—sen.a gen. 30°=4
delaque sen.a=1-—ecos.ver.a cos. 30°=4/T—sen'30° = NI

V1. — Construir grificamente un-arco dada lg longitud del radio, § . tang.30° =sen.30i=_5" ,—_=,1_=,§\/—3
1a de s coseno. * c02.30° 24/3 4/3

Sea r (fig. 349) la longitud del radio, a la de su

coseno. Haciendo centroen’CyconunradioA C=r | Ay ol elgd 73

ge trazars un arco de magnitnd indefinida. Sobre tang. 30°

el radio y desde el centro hécia A se llevard ana ;

parte C D igual al coseno 4. En el punto D levan- see.'30°= 1 e 1an AR Wi

tarémos una perpendicular y su interseccion con el c05.30 343 4/ 3 I3

arco determinar la magnitud del A F buscado.
Al resolver este problema hemos prescindido de Se ve, pues, que la secante de 30° es doble de la tangente del mismo-

los signos que pueden tenmer el arco y el coseno, 3§ arco
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COREE S0 — = —
sem. 90% "

sen.ver.30°=1—e08.30°=1—%4/3

cos. ver.30°=1—sen.30°=1—3=%

En restimen, las lineas trigonoméiricas de 30% seran:
een‘%()“—.l. =3./5 t —: 1 t.—i/a 8 £ 12
gen.30° =4, cosi=g4/ 3, \@ang.———, co '-—'\/,}, 8EC. =——

3, V3,
cosec. =2, gen.ver,—=1—347 3, cos.ver.=%

Tomando como base que cos.60°=% y siguiendo el mismo procedi-
miento se determinarian con facilidad los valores de todas las lineas
trigonométricas.del arco de 60°; pero supuesto’ que las lineas directas
de un arco son ignales 4 las indirectas de su complemento, tendrémos
que las lineas trigonomélricas de 60° serin:

=il =9
sen.60°=44/3, cos.=4, tang.=4/3; cot-._:/___g:, sec.—R
:
cosec.ﬁO’:.i, sen.ver.—13, y cos.ver.—=1—34/"3

3,

IX.— Determinar las lineas trigonométricas del
wareo de 45° (fig. 351).—Siendo el arco B A de 45°
medida del fngnlo E C A, el tridngulo rectingulo
T A C, de que hace parte la tangente, gerd isosceles,
sapnesto que los fingulos T y T .C A, valdrfn cada
uno 45°. En consccuencia, T A=A O luego:

tang.45°=1
8ec.45°=4/7 + tang’4s° —V1+1=V 2

1 .
gec.a—— 0 cos.a=
COE.8 sec.d

=5 1
cos.b’=—_=% 4/ 2
V2

. o !
en.45°= 4/ Tcor B— V11—V §—, =22

3 .. 1
cos.ver.45% =1—sen.456” =1——

~

3

En restimen, pare el arco de 457 las lineas trigonométricas seran:

cen.43°—cos.— = . tang.45°=cok.=1, see.40°=cosec.=4/2
7 = 3 N &

. 1
en.ver.45°=cos.ver.—=1—

V2

X.— Construirwn grgulo de30, de kb y 60 grados.

Para construir el dnzulo de 30° nés bastarf tomar una recta igual 4
la mitad del radio, la eual nos representard el seno del arco buseado, y
el probléma se eonvierte en este otro: conocidoel r dio y el seno, deter-
minar el arco, cuya resolucion hemos indieado (727).

Si el angnlo que trata de construirse es de 45°, tomaremos Ia tan-
cente 6 /1a cotangente de la misma magnitud que el radio.

Poriiltimo, si-el ingnlo qne trata de construirse es de 60°, tomaré-
mos su coseno igual 4:da mitad del radio, y procederémos como en el
problema VL

Valores correlativos entre los arcos y sus lineas trigonométricas.
.
732.—Vamos & examinar los diversos valores que pueden tomar I
lineas trigonométricas cnando se hace variar el arco @ qae pertenecen
desde 0% hasta + o y desde 0° hasia — =, considerando sus signos,
sus maguitudes y los valores que les son correiativos en arcos meneres
que 90°.

Para facilitar la inteligencia de este importante, punto, que S6ryira

de fundamento no solo 4 las especulaciones de la trigonometria
tambien & otros ramos de las mateméticas, considerarémos, SuCesivi-




mente, cala una de las lineas trigonométricas observande sus variacio-
nes al pasar el arco por sus diversas magnitudes.

733.—VATORES €ORREEATIV0OS DEL SENO.—Sien la fig. 352, toma-
mos el punto A como erigen de los arces, considerande como positivos
10s medidos en el sentido A B €.... indicado por la flecha, fque e3en
el que se mueven las manitas de un reloj), y negativos los arcos medi-
des en direccion opuesta, al moverse el lade B O girando al rededor de}
punto O, segun se verifigne en un sentido 6 en otro engendrari el
punto B todos los arcos positives comprendidos entre 0° y el w 0 los
negativos entre 0° y — oo 5

Ya hemos visto que el seno del dngalo A O B se determina bajando
desde el extrenio B, la perpendicular B J al otro lado, asi es que con-
sideramog como positives los senos medidos ex el sentido de BaJ, de
arriba para abajo, y repatarémos eome negativos, los que se midan en
sentido contrario. El radio del circnlo lo segnirémos eonsiderando ignal
4 la unidad.

Si el punto B eoineidiera con A, el arco seria nulo y ¢l valor de la
perpendicular B J, & del seno tambien lo seria. Luego el seno de 0° es
cero. Alir aumentando el 4ngnlo en e} primer euadrante entre Ay C,
¢l seno B J continuara siefido positivo é ira creciendo hasta llegar &
ser igual & 1 cuando el arco A C es de 90°.

Al pasar at 2° coadrante el lado mévil dek
dngnle, y tomar una pesicion cualguiera como
0 D, el seno D K decreee; pero como el senti-
do de‘la perpendicular es el mismo que entre
6 ¥ 90°, el seno sigue siendo positive. Al lle-
gar 4 eoincidir el lado mbvil con O F, el an-
onlo y el areo terdrin el valor de 180° y el se-
ne serd nulo. Asf, pues, en ¢l 2° cnadrante,
¢l seno-decreee de + 1 4 0 siendo siempre po-
sitivo, & igual &6 cuando ¢l arco vale 180°,

Al pasar el lade movil deF angulo al tereer cuadrante. como el senti-
do en gne se baja la perpendiealar ¢ L es contrario & agnel en gue se
ha bajado en los des primeros euadrantes, resulta que el seno es nega-
tivo y va ecreciendo desde O basta — 1, teniendo este iultimo valor,
enando el dngulo es de R70%,

Si el lado movil pasa de H, el seno I M en el cnarto enadrante es ne-
gativo y va decreciendo desdo — 1 hasta 0 caando e} arco llega al valor
de 360°.

Si el dngulo eontinda creeiendo en el wismo sentido, el seno vuelve
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4 tomar los valores y signos que fuvo en los éngulos que sox el exceso
sobre 360°. Otro tanto sucederf si-ol dngulo se compone de eualquier
miltiplo de 360° mis nn arco menor que la gircunferencia. Resulta,
pues, que'si & un dngulo se leagrega 360°, 2% 360°, 33607, ... el se-
no no cambia de signo ni de valer, y como se lama amplitud del pe-
riodo de wna linea trigonoméirica, el arco que puede anadirse una o
varias veces al areo 6 que corresponde lalinea irigonométricm sl que
ésta cambie de valor mi de signo, 360° grados serd la amplitud del pe-
riodo del seno. .

734 — Consideremos ahora los ercos negativos, para lo cnal tendré-
mos que suponer que; ¢l punto mévil del dngulo, gira en la direccion
ATHG.... Vemos que en el primer cuadrante negativo — A H, el
seno es negativo o mismo que en el segundo — H F, creciendo y de-
¢reciendo lo mismo gne en log dos primeros cuadrantes positivos. En
el tercero y cmarto cuadrantes negativos, ¥ C 'y € A, el seno es positi-
vo, esto es, tiene signo contrario al que tenia cuando cl arco era positi-
vo, ¥ erece y decrece lo mismo que ecnando consideribamos el tercero y
enarto cuadrantes positivos. En restmen, cuando el areo es negytivo,
el seno es el mismo que corresponde al areo positivo, pero tiene signo
contrario, lo cual se eifra en la siguiente ecuacion:

gen.(—a)=—sen.a

%35, Véamos qué relacion existe entre log senos de los arcos suple-
mentarios. Blseno del angnlo A O D es D K. Elsuplementode A O D
es D O F. ‘El arco D F=A B, por ser arcos del mismo eirculo com-
prendidos entre paralelas, y como el seno de A B, quees B J=D K,
por lados opuestos del paralelogramo D J, se infiere que el s¢i0 de un
dngulo es igual y del mismo signo que el de su suplemento.

De la inspeceion de la figara, resnlta ignalmente que el seno del ar-
co A CF G=180"+-F G es el mismo que el del arco F @, pero toma-
do con sigho contrario, Siseguimos agregando al arco 180°% el seno
va teniendo el mismo valor absolnto, pero alternativamente cambia de
signo. En consecnencia, llamando & un arce cualquiera o, se tiene que:

sen.a=sen.(180°—na)

sen.a——~ren. (180°+a)

%36, —THaremos notar, que cuandorel radio del cirenlo se ha tomado
igual 4 1a unidad, todos los valores que puede afquirir el seno, estin
comprendidos entre + 1 y — 1 euyos limitesnopuede sobrepasar. Pa-
ra aleanzar éstos Iimites; basta que el &ngulo cambie 1802, pasando de

g 4




