30 Como la secante es positiva en el 1° y 4° cuadrante y 2 =sec. 60°
1a secante igual 4 2 corresponderd 4 los arcos de 60° y 360°—60 =300°
¥ 4 toiles los que resulten de agregarles n, veees 360°%

IX.—;A qué arcos corrcspouden: 1° cotangente — — V3 ¥
cos. — 3 4/27

1° Considerando Tos arcos positivos, teniendo presente gue la cotan-
gonte es negativa en el 2° y 4° cuadraiies, que cot. 30° = A/3 ¥ que
el perfado dela cotangente es el arco de 180°, resnlta que los arcos i
quepertenced cob.——4/3 seran: x——30° +n. 180° Los arcos nega-
tivos que tienen la misma cotangente, serdn —x= —30—n. 180°.

95 J.0s atcos a que perfeneee cos. =3} 4/3 seran + 450y £ 315° =
4860°—15 v todos los que resniten de agregarles £ n. 360°.

J'6rmulas generales de las lineas trigonométricas.

~35.— FORMULAS RELATIVAS AL SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS
AREOS. —— Conocidos los senos y cosenos de dos arcos ay b, se trata de de-
terminar la expresion del seno y coseno de la suma y diferencia de estos

arcas.
Sea A B=—a(fig. 360) y BC=b; tendremos AC=a-+b

BD—sen.a, D O—cos.a, C E=sen.b, E O=—cos.b
C H=sen. (a-+b), H O==cos. (a +b)

Por el punto E, pié del seno del arco C B, firé-
mos B F perpendicular § AO y E G paralelad este
radio, y nos resultaran los trizngulos EF 0.y EG C semejantes &
B D O, el primero por ser EF puralela & B D y el segundo por ser los
Iados de B G C perpendiculares 4 los de B D O. De la inspeccion de
la figura resulta:
¢ H—sen. (a+b)=E F+C s )
H O=cos. (a+b)=O0F—EG ....... {B)

Vamos & determinar los valores de las cuatro rectas, E F, € G, 0 F
v E G, en funcion de los senos y cosenos de ¢ y de'd, 4 cuyo fin com-
pararemos los tridngulos EF 0 y EGC con su semejante B D 0.

Asi, pues,

47

EF:EO0=BD:BO0 6 EF:cosb ::sen.a:m, luego RF:M
-

_sen.h coRa

CG:CE::DO:BO CG:sen.bi:cosa:r CG=

ros. a cosb

OF:E0Q0::DO:BO OF:cosb:cos.a:r (3] F:_)T‘m

_sen.a'sentb

EG:CE:+=BD:BO EG:senb:sena:r EG:-.-—W;

Snstituyerdo los valoves de estas cuatro lineas en 1as ecuasiones
(A) y (B); resulta:

sen.a cos.b+sen.b cos.z
gen. (a+b)= en.a cos.b+se cos.a

cos.a cos.h—sen.a sen.b

r

cos.(a+b)=

v

v haciendo r=1, como anteriormente, &4 fin de simplificar nuestras
formulas: :

gen. (a+b)=sen.a cos.bLsenb cosia ... (12)

cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b....(13)

Como las formulas que anteceden se han gacado geométricamente de
una fignra en la que se ha sapuesto a- b<90° y en la que los arcos son
positivos, vamos & demostrar analiticamente que son aplicables & todos
los casos cualesquiera que sean los valores de dichos arcos.. Para llegar
4 osta conclusion general demostraremos: 1° que Jas expresadag formu-
las subsisten para todos los valores de a y de b comprendidos entre 0%y
90°; 2° que subsisten igualmente cuando 4 cualquiera de los arcos se le
agrega 90%; 3° que son aplicables para todos Jos valores positivos de los
arcos; y 4° que lo son igualmente para los valores negativos.

1°.— Las férmulas (12) y (13) subsisten para fodos los valores de ay
de b comprendidos entre 0° ¥ 90°.

Habiéndose establecido estas formulas para el caso en que a+b<90°%
vamos & suponer que se tenga:

a+b>90°

Scan &’ y b’ los complementos respectivos de a y de b, tendremos:




a=g0°—a’

b=90"—b?

Sumando estas ecnacienes: a-+-b—180" (&’ +b"). Asi, pues, (a+b)
es siplemento de {a’+b’)

Despejando a’+ 1’ —=180"—(a +b)

y como (a+b)>907 se infiere a’+ b"<90°, por lo cual las f6rmulas (12)

v (13) serin aplicables para los arcos a’ .y b’. Esto es,
sen. (o’ +b’)=sen.a’ cos.b’-+sen.b’ cos.a’

y como el seno de un arco (a’+b) esigual y del mismo signo que el
de su suplemento (a+b), y el seno de un arco-es ignal al coseno de su
complemento y reciprocamente, sustituyendo en la dltima expresion,
resulta:
sep.(a+D)=cos.a sen.b+cosb sen.a

ordenando sen.(a-+b)—=sen.a cos.b+sen.b cos.a
lnego la formula (12) snbsiste enando (2 +b)>90° lo mismo gue cuan-
do era menor quae 907

Siendo aplicable la formuls (13) demostrada geométricamente para
los arcos a’ ¥ b’ tendremos:

cos. (2’ +b’)=cos.a’ cos.b’—sen.a’ sen.b’

‘omo ¢l coseno de un arco (a'+-b’) es igual al coseno de su suple-
mente {a+b) tomado con signo contrario, y el seno dé mn arco €s
ignal al coseno de su complemento y reciproeamente, sustituyendo,
resulfa:

—¢0s.(a+b)=sen.a sen.b—cos.a cos.b
cambiando signos  eos.(a-+b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b

luego la formula (13) subsiste para el easo en que (a+b)>90°%
423 8 ! i
2°— Las formulas (12) y (13) subsisten igualmente cuando & cual-
quiera de s arcos a 6 b se le agrega 90°.
Por 1a hipbtesis. las formulas (12) y (13) siendo aplicables 4 los ar-
gos a y b, se Liene:
sen.(a+4b)—sen.a cos.b ¥ sen.b'cos.a
coe. (a + b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b
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Si 4 uno de estos arcos, @ por ejemplo, le agregamos 90°, tendremoe:

a’—a +90°

de donde a=a—90°

Sustitnyendo en las f6rmulas anteriores, se tiene:

gen.(a’+b—90%)y=sen.(a’+—90%) cos.b +sen.b cos.(a’—80%) ... . (A)
cos.(a’ + b—90°%)=cos.(a’—90°) cos.b—sen.(a’—90°) sen b....(B)

Fundindonos en que sen.(—a)=——sen.a y en que cos.(—a)=—cos.a,
y en que sen (90°—a)==cos.a y en que cos.(90°—a)=sen.a, tendremos:

sen.(a’ +b—90°)——sen.(90°—(a’+ b))——cos. (a’ +b)
gen .(a’—90°)——sen.(90°—a’)——cos.a’

cos. (a’—90°)=co0s.(90°—a’)=sen.s’

€08.(#’ +b—90°)=c0s: (90°—(a’+b))==sen.(a+b)

y sustituyendo se trasformard

la expresion (A)en  —cos.(a’+b)——coe.a’ cos.b+gen.b sen.a’
cambiando signos:

y la (B) en

cos.(a’+b)==cos.a’ cos.b—sen.a’ gen.b
sen.(a’+b)=sen.a’ cos.b-+cos.a’ sen.b

luego las formulas (12) y (13) subsisten ignalmente cuando & uno de
los arcos @ se le agrega 90°, y se trasforma en a’,

3°— Las formulas (12) y {(13) son aplicables para todos los valores
positivos de los arcos a y b.

Supongamos, en efecto, qae los arcos positivos ¢ y & contengart res-
pectivamente el primero 7z cuadrantes y el segundo n cuadrantes, de
medo que

a=—m.90°+a’
b=n.90° -+ b’

Como &’ y b’ son ambos menores que 90°, para ellos serdn aplicables
las formulas (12) y (13), y se tendra:

gen. (8’4 b’)==sen.a’ cos.b’+sen. b’ cos.a’
cos.(a’+b*)—=cos.a’ cos.b’—sen.a’ sen.b’




SRR e

Ahora bien: como segun el prineipio 3°, estas férmnlas subs:stf?ulsr
sucesivamente se agrega a4a’ o b’ una, dos, tres.. s etc.,ve’ccs, 9({)) ;_lfi-
sulta qne sobsistirdn para el caso en que o' se c_onwerisa en a +1‘n 90 _34
y b’ se cambie en b’ +n 90°=Db, en consecuencia las formulas (12) y_(ld)
son aplieables 4 dos arcos posibivos, cualguiera que sea su maguitud.

4o Las férmulas (12) gy (13) son tambien aplicables para cuando
a y b son negatives. :

Supongamos que cualgniera de estos arcos, & ambos sean negati-
vos, y designemos por m Yy % niimeros husmnte. gl‘&}mr_les pm'fx qne
m,360°—a—a’ y 0.360°—h="' dén los arcos @& yb posntn‘os.’ Para es-
tos arcos serin aplicables las formulas, (12) y (18) y 8@ tendri:

sen. (a’+b’)=sen.a’ ces.b’ +sen.b’ cos.8 . ... --(12)

sustituyendo por a” y b’ sus valores:
a’=m.360°—a y =n.360°—b
sen,{{m+n)360°—(a+b}]:aen.(m.360"—3)003.(11.360“-—4}}
+ sen.(n.SGO“—b)cos.(m.BGO‘”-—a)
Recordando que sen.m.360°—a——sen.a
y que cos.m. 360°—a—= +cos.a

tendremos:

—sen.(a+b)=—sen.a cos.b—sen.b cos.a
y cambiando signos resulta:
sen. (a+b)=sen.a cos.b+sen,b cos.a
que es la formula (12) aplicada 4 los arecos negativos a y b.
Ahora cos. (2’ + b’)=cos.8’ cos.b’—sen.a’ sen.b’....(13)

gustitnyendo:
cos.[(m—+n)360°—(a+ b)]=cos.(m.360°—a)cos. (n.360°—b)
—sen.(m.360°—a)sen.(n.360°—b)
i) cos.{a+b)=cos.a cos.b—sen.a sen. b
que es la formula (13) aplicada 4 los arcos negatives.

En consecnencia, Ia generalidad de las férmulas (12) y (13) queda
completamente establecida,
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De paso haremos nofar, que como se habri observado al tratar del
2° principio, la formnla.(13) puede deducirse dela (12) y reciproca-
mente reemplazando @ por 90°+a, & & por 90°+b.

766.—SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ARCO0S.—SI en lasg
formulas (12) y (18) reemplazamos +b por —b, y recordamos que
sen.(—a)=—sen.a y que cos.(—a)=cos.a, tendremos:

gen.(a—b)=sen.a cos.b—=sen.b cos.a........(14)
cos. (a—b)—=cos.a cos.b+sen.a sen.b........(15)

767.—SENO Y COSENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE VARIOS ARCOS.
—>Si en la formula (12) reemplazamos el arco & por &+e¢, tendremos:

gen.(a+b+c)=sen.a cos.(b-+c) +sen.(b+c)cns.a

poniendo por cos.(b+c)y sen.(b+c) sus valores conforme 4 las for-
mulas (12) y (13) se tiene:

gen.(a+ b+ c¢)=sen.a{cos.b cos.c—sen.b sen.c) +(sen.b cos.c+sen.c
cos.b)cos.a '

gen.(a+b+c)=sen.a cos.b. cos.c+sen.b cos.a cos.c+sen.c cos.a cos.b
—sen.a sen.bsen.c......in ...,

Si en esta formula reemplaziramos el arco ¢ por ¢ +d, ficilmente ob-
tendriamos la espresion del sen.(a+b+e+d), y se concibe el procedi-
miento que habria que emplear para ebtener el seno de la suma de un
nimero cualquiera de arcos.

Ahora, si en la formula (13) reemplazamos 4 por §+c¢, tendremos:
cos. (a-+b+-c) +cos.a cos. (b+c¢)—sen.a sen.(b+c)
poniendo por cos.[b-¢] y por sen. [b+c] sus valores, se fiene:

cos.[a+Db+c]=cos.a [cos.b cos.c—sen.b sen.c]—sen.a [sen.b cos.c
+zen.c cos.b]

cog.[a+b+c]=cos.a cos.b cos.c—cos® sen.b sen.c—cos.b sen.a sew.c
-G08 O RO BN DN, St et e Rk v s s M aw s o vepsis s sas ] LT]

Si en las formulas [16] y [17] cambiamos signos & los arcos & y c,
resulta:




sen, [a—b—c]=sgen.a cos.b cos.c—sen.b cos.a cos.c

—sen.c cos.acos.b—sen.a sen.b gen.c .......[18]
cos. [a—b—c]=cos.a ¢0s.b cos.c—C0s.a sen.b sen.c

+cos.b sen.a sen.c-+cos.c sen.a sen.b...

Do esta modo pueden obtenerse lag expresiones del seno y coseno de
la diferencia entre un arco a y un namero cualquiera &, ¢, d....

768, —TANGENTE Y COTANGENTE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA.—
Hemos visto [729] que

Een.a

tang.a————, lnego
COB.8

i Tioh __sen.[a+b]
ag.[a-+D] cos.[a+b]
poniendo por sen.[a+b] y por cos. [2+1b] sus valores [12] y [13]

gen.a cos.b-+sen.b cos.a
cos.a cos.b—sen.a sen.b

tang. [a+b]=

dividiendo todos los términos por cos.a cos-b, se tiene:

gen.a cos.b sen.b cos.a-
cos.a cos,b = cos.a cos.b
tang.[a+bj= cos.a cos.b sen.a sen.b
Cos.a cos.b  cos.a cos.b

2 Een.a
reduciendo, y teniendo presente que m:tang.a, resulta:

tang.attangh - 0 (90)

tang:[a+Db]= 1—tang.a tang..b

Si en esta expresion cambiamos +b por —Db, y recordamos que
tang. [—b]=—tang.b, se tiene: _

tang.a—tangb 1913

tang fe—bl= 1+ tang.atang.b

Si en la formula [20) reemplazamos el arco & por o+¢, tendremos:
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tang.a+tang.[b+c]
—tang.a tang.[b+c]

tang. [a-i—b-i—c]—]

poniendo por tang.[b +¢] su valor

tang. b+ fang.c
I—tang.btang.c
tang.b+tang.c
1—tang. b tan gT:

tang.a+

tang.[a+b+ec]=
1—tang.a

incorporando el entero al quebrado, tanto en el numerador como en el
denominador

tang.a—tang.a tang.b tang.c-+tang. b+ tang.c
1—tang.b tang.c
—tang.b tang.e—tang.a tang.b—tang.a tang.c

1—tang.b tang.c

tang.[a+b+c]=;

multiplicando el numerador y el denominador por (1—fang.b fang.c)
y ordenando los términos resulta:

tang. (a+b+c)= tang.a+tang. b+ tang.c—tang.a fang. b tang.c 22
1—tang.a tang.b—tang.a tang.c—tang.b tang.c 2

Si cambiamos los signos 4 los arcos & y ¢, sus tangentes serin nega-
tivas y tendremos:

tang.a—tang.b—tang.c—tang.a tang.b tang.c 93)

tang. (a—b—e)=
1 +tang.a tang.b+tang.a tang.e—tang.b tang.c

Se comprende 'que cmpleando el mismo procedimiento obtendriamos
las expresiones de tang.(a+b+e+d+...) y tang.(a—b—c—d—....)

COSB.
Como cot,a=_§i, tendremos:

gen. 3

cof (a+b)— cos. (a+b) _ cos.a cos.b—sen.a sen.b
sen. (a+b) sen.g cos.b+sen.b cos.a

dividiendo todos los términos por sen.a sen.b

cos.a cos.b  sen.asen.b
sen.a sen.b sen.asen.b
sen.a cos.b  sen.b cos.a
gen.a sen.b @ sen.a sen.b

cot. (a+b)=




reduciendo, y en virtnd de que _C0%:3 __cot.a, resulta:
Eeh.

G (ae A e e Tl ()
cot.b +cot.a

Si se reemplaza-+-b por—b, y se tiene presente que cob.(—a)=—cot.a,

se tiene:
bt gy LR o0k Dr L
—cot.b+cot.a

cambiando signos al numerador y al denominador, resulta:

cot. (a—b):ﬁf'iﬁ oot + 1 s 3 S o U )
cot.b—cot.a

Empleando el mismo procedimiento que con la tangente, se pueden
facilmente determinar las expresiones de cot.(a+b+c), cot.(a—b—¢c),

cot. (atb*exd....)
60.— FGRMULAS DE LOS ARCOS MULTIPLOS,—Si en la expresion

sen. (a+b)=scn.a cos.b+sen.b cos.a

hacemos b=a, resnltard:
gon, 2 A—=2 Se1.8 COB suerassnvsosnass(26)

Si en lg expresion:
cos. (a+b)=cos.a cos.b—sen.s sen.b

hacemos b=, resultara:

008, 2 A—COSB—BON MR-« caconsne « =ononss(21)

Para obtener sen.3 a haremos en la expresion (12) de sen. (a+b),

b=2 a, y tendremos:

L
sen. 3 a—sen,a ¢os. 2 a-+sen. 2 a cos.a
sustitayendo por sen.2 & y por c0s.2 & sus valores (26) y (27):
gen; 3 a—sen.a (cosa—sen’a)+2 Sen.4.C08.a.C08.4
—gen.a costa—sen’a+ 2 sen.a cos'a—=3 gen.a cos’a—sen’a

—3 sen.a (1—sen®a)—sen’s
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sen. 3p=3sema—4 senfA. ... aein .. .s e s )
Para obtener cos.3 a2, en la expresion (13) de cos. (a+b) harenios

b=2 a, y tendremos:
Cog8.3 a—cos.a CO8. 2 a—sen.a gen.2 a

9 a sus valores, se tiene:

£

Sastituyendo por sen.2 a y por cos.

cos.3 a—cos.a (cos'a—sen’a)—sen.a 2 sen.a €os.a
— cos*a—Cos. & Sen’n—2 sen’a COs.&
— cos*a—3 cos.a sen’a—cos’a—3 ¢08.4 (1—cos’a)
0085 a=4 cos’a—3 COS.8.srrven-snne SR e R A

Ampliando este procedimiento pueden obtenerse las formulas de los

genos y cosenos de los arcos 4 a, 5 a, elc.
Si en la expresion (R0)

tang.a+teng.b

tang. (a+ b):g_..’“-__'{—_ﬁ_-_._

1—tang.atang.b

hacemos b==a, se tiene
2 tang.a (30)

fanp e
P 1—tang’a

Si en la misma expresion (20) hacemos 5=2 &, tendremos:
2 tang.a

tang. a+tang. 2 & ftangat ————
1—tang
2 tang.a

1—tang’a

tang. 3 a= =
1—tang.a tang.2 a 1—tanga
reduciendo los enteros 4 la forma de los quebrados que los acompafian,
y suprimiendo despues ol denominador 1—tang’a, que es comun & los
dos términos del quebrado, resulta:
3 tang.a—fang’a
tang. 3 a:di,__rﬁ— e L)
1—35 tanga

Si en la formula (24)
cot.a_cob.b—1

cot. (a+b)=————
aTh cot. b+ cot.a

hacemos b=e, so tiene:
cot?’a—1
2 col.a

cot. 2a=




Dividiendo todos los términos de esta expresion por cof.a, s¢ le pue-
dzi dar otra forma en que sucle usarse:

cot. 2 a=1 (cot.a—tang.a)

Si en la expresion (31) sustituimos por las tangentes sus valores en
funcion de la cofangente,

tang.a=_ !
coL.a

tendremos: 3 1 3 cot’a 1
1 Tcot.a  coba  cotta  cova.
cot.3a 3~ cota 3 coha
I—735% cotla | cof'a

1 3 cot’a—1
cot.3 a~ col’a—3 cot.a

lnego cot’a—3 cot.a

T e e
3 coffa—1

R T By e

770.—FORMULAS DE LS ARCOS DE LA MITAD.—Dara determinar el
geno de un arco en funcion del seno y coseno de la mitad, sien la ex-
presion (25)

sen. 2 a=2 sen.a €os.a
reemplazamos el arco @ por § a, tendrémos:

gen.a=2 gen. 2 C0s. $a.... 0000 ... (3D)

Para determinar el coseno en funcion del seno y coseno de la mitad
de un arco, si en la f6rmnla (27)

cos. 2 a—cosa—sen’a
reemplazamos el arco ¢ por % ¢, tendrémos:
cos.a=c05%} a—eena. ... il (39)
Por otra parte (729) 1=sen® a=-co
Clon el objeto de eliminar cos’} a, que tiene el mismo signo en estas
cenaciones, restarémos de la ultima ecuacion la (35) y se tienc:

1—cos.a=2 gen’s a

/
de la que resulta:

sen. %a-_—\ll*‘cc‘“-"............ e (00)
2

Para eliminar sen’} a, que tiene signos diferentes en las mismas ecua-
ciones, las snmarémos, y se tiene:

1-+cos.a=—2 cos’} a

de la que resulta: cos. ¥ a— ll"'c“s-i‘__ S e SRR YT )
~ 9 :

Estando expresados el seno y coseno de la mitad por uh radical de
22 grado, implicitamente precedido del signo =+, cada una de estas li-
neas tiene dos valores ignales y de signo contrario, habiéndonos resul-
tado ambas en funcion del coseno de ¢. T:a razon de esto es, que todo
coseno corresponde & dos arces [738] que podemos representar por el
arco n.360° 4 a y n.360° —a, en cuyas expresiones 7 s un pimero
entero cualquiera que puede ser nulo. De consigniente, si se busea
gen 1 a 6 cos 3a en funcion de cos.a, el cileulo debe dar al mismo
tiempo los senos asi como Jos cosenos de las mitades de todos los arcos
comprendidos en las expresiones n.360° + a y n.360° — a, es decir,
que se deben tener todos los valores comprendidos en

360° X ¢ 5 .».'.c:‘i._
gen, (”‘ ‘3"3 * r‘) O en cos. (Lif’z_(a)

En la préctica, cuando se couoce el valor numérico del arco a 6 por
lo menos el cuadrante en que termina, valiéndonos de ios valores co-
rrelativos del seno y coseno, sicmpre es ficil determinar el signo que
debe tomarse. Por ejemplo, si a<90°, que es el caso mas comun, <49,
y como el seno y coseno de un arco mMenor qne 90° gon positivos, toma-
rémos para sen. 4 a y cos. 3 a ¢l signo + del radieal. Esto es, nuestras

formulas, sen 3 a— [1—C0S.4 y cosda— L+cos.& gon las ade-
~ ) ~ )

cuadas para el easo en que el arco ¢ sea menor gne 90°-

Considerando el trifihignlo rectdngnlo formado por el radio, el seno
y el coseno, si el 4ngulo del centro es menor que 45°, ¢l 4ngulo forma-
do por el radio y el seno serd mayor que 45° y como al ngnlo mayor
¢stft opnesto el mayor lado, resulta que para arcos menores que 45° el
coseno es mayor que el seno.
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En las formulas obtenidas, el seno y coseno de Ja mitad estin en
funeion de cos.a. Si se quieren determipar en fancion del seno proce-
derem os como sigua. Se sabe que

—=sen’tatcos’t a
sen.a—2 sen 4 acost a

Si se snman estas dos ecnaciones, se tiene:

1-+sen.a=sen’j a +2 sen 4 a cos £a+ecos"s a—(sen Ja+tcosta)..[A]
Si ge restan las inismas ecnaclones, se tiene:

i—sen.a—sen’} a—2 sen & a cos § a+cos’ a—(sen 1 a—cos.} a)t.. [ B]

Estrayendo reiz 4 las ecnaciones [A] y [B] resulta:

A/ T +¥sen.a=sen % atcos.da
A/ 1—sen. a—sen. 3 & —Ccos. 1 a

Conociendo 1a suma y la diferencia de sen. } a y cos} a, la mayor
de estas cantidades sera ignal & la mitad de la suma mds la mitad de
Ia diferencia, y la menor & la mitad de la suma menos la mitad de la
diferencia (226 V) Asi, pues:

en. g =3 /1 Fsen.a + %-V'l—seu.n
os.4 a=}% 4/Ttsen.a —3/1l—sen.a

{
( son. + a—4 o/TFsena —3v/1_sonn.
(

Cuando sen 3 a>cos. a.. 5

Cnando sen 3 a<lcos.§ a..

eos. 4 a=—4 /1 tsen.a +44/1—sen.a

Estas expresiones pueden reasumirse en las dos siguientes:

+ % A/T+sen.a + 3 A/T—861.8 +a0:a--(38)
5=

cos, % 4/T+een.a 3 A/ 1—sen.a

Cuyos signos se determinardn conoeiendo el valor del arco a y sabien-
do si el seno de & a es mayor & menor que cos. § &, segun acabamos de
explicarlo.

771.—TaNGENTE DE LA 3ITAD.— Fundindonos en la expresion (43
a0 gPn ¢
(729) tang.a— i,__}_ tenemos:
Cus, &

Yeemplazando por sen. 4 a y por cos. 1 a sus valores [36] y [371 ¥
rednciendo resulta:
tang. 3 a— 1—cos.a | s e 20)

1+ cos.a

4 esta expresion se le suele dar otras formas. Multiplicando los des
términos dentro del radieal por (14 cos.a), se ticne:

tang. % 3=J( I—cosa) (1 —i-{:ua-:‘i!.}___‘\/ cos% ___'\/ sen’s
(1L+cos.a)’ * 1+cos.a 1-+cosa

luego: tang. §~u=_jff‘_'“__ it 8 b S U ¢ D)
1+cos.a

Si los términos del quebrado de la expresion (40) se multiplican por
(1—eos.a), resulta:

tang. 4 0

sema

Si se quiere determinar el valor de tang. 2 aen funcion de fang.a,
procederémos como sigues

La expresion (30) da: tang. 2a— ZI0NLR, UMVERS@,
D

De
fBUOqu u Nueyp LEoy
Reemplazando el arco a por § a, resulta: “ALFG??CO ERSITARI
> foq b £
tang.a— :_1“3’15{‘_“%;3 21625 gy ¥ES™

1—tang*sa s MELi0p

se trata, pues, de despejar &4 tang. L a de esta ecuacion. Quitando el

denominador, se tiene:

tang.a—tang.a tang®} a==2 tang. i a
trasladando y dividiendo todos los términos por tang.a, resulta:

1—tung’a

2

1—tang' 2 at
tang.a

tang. £ a
Despejando 4 tang. ¥ a en esta ecuacion mixta de segundo grado
resulta:
1 =higl
tang. da—— =
tang.a




incorporando el entero al quebrado dentro del radical y sacando fuera
de éste el denominador, se tiens definitivamente:
Sty

tang. $ a=—————
2 tang.a  tang.a

s )

De esta espresion, resultan dos valores para tang.3 a segun sea el
signo quo se tome del radical, lo cual procede de que como hemos visto
(745) toda tangente corresponde ignalmente al arcoa y a 180° +a
siendo como ¢g 180° la amplitud del periodo de la tangente; pero cuan-
do se conoce el valor del arco a § por lo menos el cuadrante en que ter-
mina, desde Inego puede determinarse el signo que debe adoptarse pa-
ra tang. 4 a. Por ejemplo, 51 a < 90°, tang. $ a, lo mismo que tang. a
serdn positivas y la formula correspondiente debe ser en este caso:

2 1 1

tang. fa=————+———4/ 1 4 tang'a

fung. a tang. 4

: cos.a
u%9 _ ({OTANGENTE DE LA MITAD.—Siendo el valor de cot.a= e
Ben.

se tiene cot. 4 a =

eos £ ¢
e §

1
&
reemplazando por cos. 4 4 y sen $ a sus valores (37) y (36) y reducien-
do, resulta:

cot.f}:s=J_l_j"_f“S- e S e S R )

1 — cous. a

8i se.multiplican los dos términos del quebrado por [ 1 4 cos. a ], re-
“sulta:

y si se.multiplican por [1—cos.a], se tendra:

sen. A
cotf. 4 a= e e ot e
1—ens.a

Si se quiere el valor de cot. 4 a en fu neion de cot. a, procederémos
como sigue:

Férmula (32)

61
reemplazando el arco a por § a, se tiene:

‘ —
cot. pctoktda—1
2 cot. 3 a

quitando el denominador: 2 eot.a cot. }a=cot* s a—1

trasladando: 1=—cot? 3 a—2 cob.a cob. § @

despejando'a cof. 4 a de esta ccusncion mixta de segundo grado, re-
sulta:

cob. 3 a=cot.a £ 4/ cotta+1l ---- (47)

Despues de haber tratado de las f6rmulas relativas A la suma y dife-
rencia delos arcos, de las de losarcos miltiplos y de los arcos dela mi-
tad, vamos 4 establecer otras expresiones que facilmente se deducen de
estas formulas.

773.— EXPRESIONES DEL CUADRADO DE ALGUNAS LINEAS.— Hemos
visto que

c08.2 a=costa—sen’a.. ..formnla (18)
reemplazando por cos’a su valor: 1—sen'a, se tiene:

c08.2 a—1—2 sen’a

despejando & gen’a— 1_023‘ 22 s seveseAt)
gi se sustituye el valor de genfi=—1—cos®a en la misma férmnla (18),
se tiene:

cos, 2 a=cos®a—1 + cos’a=2 cos’a—1

despejando & cos’n=Lfc_°:;E£ et i AD)

Dividiendo la (48) por la (49) y en virtud de que m—ﬂtnug.n, 18-
COR a4

sulta:

1—cos8. 2 &
T e e S e (1]
e 1+cos. R & ( )




Dividiendo la (49) por la (48), y en razon de que cot.a——22 | ge
Een.a

tiene:
%
5 9
ot s aa AelnYy
1—cos. 2 &
Hemos visto (729) que
gen*a=—I1-—cos’a
gen’b=1—cos’h

restando estas ecuaciones, miembro 4 miembro, resulta:
gen’a—sen’b—cos*h—cos™a. . . . ..

7%4.—RELACIONES DEL SENO Y COSENO DE LA SUMA AL SENO Y CO-
SENO DE LA DIFERENCIA.—En el nimero 765 hemos demostrado las
siguientes expresiones:

formula (12) gen.(a--b)=sen.a cos.b+sen.b cos.a
(14) gen.(a—b)—sen.a cos.b—sen.b cos.a
(13) cos. (a+ b)=cos.a cos.b—sen.a sen.b
(15) cos. (a—b)=—co&.a cos.b+sen.a sen.b

Dividiendo la ecuacion(12) por la (14), se tiene:

gen. (a-+b) _ sen.a cos.b+seén.b cos.a
gen. (a—b)  sen.a cos.b—sen.b cos.a

dividiendo los términos del guebrado del 2° miembro por cos.a cos.b,
resulta:
sen.(a--b) _ fang.a+tang.b
gen.(a—b) tang.a—tang.b

Si se dividen miembro & miembro la ecnacion (13) porla (15), se
tiene:
cos.(a+h) __cos.a cos,b—sen.a sen.b

cos.(a—b) = cos.a cos.b Fsen.a sen.b
dividiendo los términos del quebrado del 2° miembro por cos.q sen.b,
resulta:

cos.(a+b) __eot.b—tang.a (54)

cos.(a—b) -eot.b+tang.a

63

%5.— PRODUCTOS DE LOS SENOS X cosENO0S.—Considerando las for-

maulas (12) y (14), tenemos:

gen, [a+b]=sen.a cos.b +sen.b cos.a
sen. [a—b]=sen.a cos.b—sen.b cos.a

Combinando estas férmulas por adicion y sustraceion, se tiene.

sen, [a+b]+sen.[a—b]=2 sen.a cob
sen. [a+h]—sen.[a—b] =2 sen.b cos.a
De las que resulta:

sen.a cos.b—=1 sen.[a+b]+% sen.[a—b].. .. (5

3)
)

3
sen.b cos.a=—3 sen. [a+b]—3% sen.[a—b]...... (o6

Las formulas (13) ¥ (15):

cos.[a+b]=cos.a cos.b—sen.a gen.b
cos. [a—b]=cos.a cos.b +-sen.a sen.b

combinfndolas por adicion y sustraccion, dan:

cos.[a+b] +cos. [a—b]=2 cos.a cos.b
cos.[a—=b]—cos.[a+b]=R sen.a sen.b

De las que resalta:

cos.a cos.b—} cos. [a+b] +3 cos.[a—b]......(57)
sen.a sen.b—4 cos.[a—b]—4 cos.|a+Db]......(38)

%76.—STMA Y DIFERENCIA DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.—En
el parrafo anterior hemos visto que combinando por adicion y sustrac-
cion las formnlas relativas al seno y coseno de la suma de dos arcos
con las de su diferencia, se tiene:
sen.[a+b]+sen.[a—Db]=2 sen.a cos.b
sen.[a+b]—sen.[a—b]=?2 &en.b cos.a
cos. [2+b] +cos. [a—b]=2 cos.a cos.b
cos.[a—b|—cos. [a+Db]—R sen.a sen.b

Ahora bien. si hacemos'a-+b=p, y a—b=q, resultari: (266 V)
a=% [p+ql b=3[p—]

y gnstitnyendo estos valores en las cuatro ecnacionce anteriores, re-

sulta:




|
i
i
4
1
1
i

gen.p +sen.q=2 sen. } [p+njeos. 4 [p—q] -«---- .(59)
sen.p—sen.q—=2 sen. 3 [p—q]cos. 3 [p+gl.ere..--(60)
co8.q + cos.p=2 cos. 3 [p+qlcos. 4 [p—q].... «s-.(B1)
cos.q—cos.p=2 sem. 3 [p+qlsen. 3 [p—ql...--- -(62)

Debemos hacer notar, que siendo el areo p>>q se fiene cos.p<cos.q,
porque en el 1~ cuadrante al aumentar el arco disminuye el coseno.
Hstas enatro filtimas formulas suelen ser de uso frecuente, especialmen-
te para hacer adécuadas al empleo de los logaritmos algunas expresio-
nes trigonométrieas, supuesto que una funcion de suma y diferencia se
trasforma en otra de producto.

sen.a . sen.b sen.a cos.b-+sen.b cos.a
tang.a+tang.b— - + GG SR e Lo
cos.a cos.b cosa. cos.b

luego (12) tazzg.a%—tang.bzml xie S h P et O 3)
cos.a cos.b

sen.a sen.b  sen.a cos.b—sen.b cos.a
tanga—tangb="" ——_= il
cos.a cos.b cos.a cos.b

lnego (14) mng.a—tnng.b=%n'{““b]-.. Gl S e SRS (L)

cos.a cos. b

COE. & +c03.h __sen.b cos.a+sen.a cps.b

cot.a+cot.b= 2
gen.a sen.b sen.a sen.b

lnego (12) cot.a i—cot.b=5w'[b+a] ERE I SR S e D (1))
* sen.a sen.d

cos.a cos.b _ sen.b cos.a—sen.a cos.b
cot.a — cob.b—"—"— =
gen.a sen.b sen.a sen.b

teiego (14) otin— cotb =R PRl Lot ie s na Gran (66)
gén.a sen,b

77.— RELACIONES ENTRE LA SUMA Y DIFERENCIA DE LAS LINEAS
TRIGONOMETRIOAS.—Las signientes expresiones se ebtienen dividiendo
gucesivamente las ecuaciones:

sen.p +sen.r_[=tang.{;_llﬂl' B

59 por 60 v simplificando da:
e 2 5 sen.p—sen.q tang.} [p—9

&

65

59 por 61 £en.pE5eN9_tang.d (p+q) <o+ =--(68)
cos.q-+ COs.p i

59 por 62 sen.p t8en.q .o+ e sre s (109
€0B.q— COS. P 1—9) - (62)

60 por 61 SeR. P SN fang.d (p—q)-«een-ee.(70)
COE.q + COS.p =~

60 por 62 i et S B e T : 7
ek cot. 3 (PFq)-seee--a--(71)

61 por 62 €08.q T CO8-P___ 5t 1(n 4 q)c (D
p rmae cot.(p +q)cot. £(p—q)- ..,.)

63 por 64 tang.a-+tang.b_ sen.(a+b)

tang.a—tang.b  sen.(a—Db) ;

cot.a-bcot.b _ sen.(b+a) (74
s as e s rnas i

65 por 66 = :
cot.a—cot.b  sen.(b—a)

778.—Las férmulas fundamentales y las qne hemos demostrado en
los parrafos anteriores, las reunirémos en la signiente tabla con el do-
ble objeto de que los alumnos lag graven en su memoria, y para gue,
consultandola, puedanidicilmente resolver eualquiera duda. En todas
s¢ ha supuesto el radio ignal 4 1,

Tabla de las principales formnlas de Trigonometrfa rectilinea.

ek R P R e T e e s ST e h S el S e e
gecta—l - 4angla it e g senn el et a s s e e v ma e
T e Ty B 1y o e e e G S S s

sen.a

tang.a=
COS.3
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