) S a

rEvaE A

& definitivamente

expresion ignalmente adaptable para el empleo de los logaritmaos.
Si se tiene x=a—Db

{omariamos un arco anxiliar @ de modo que se fenga:

- b
senp— —..
a
o bien
b==a sen’p

sustitnyendo se tiene: x—a—a sen*@=a(l—sen’®)

O por altimo XA COR D s o ame (4]

formula propia para el uso de los logaritmos.

Resolucion de los trifngulos rectdngulos.

903.——Vamos & tratar ahora de la resolucion de los trifingulos, co-
menzando por los rectingnlos. Como ya lo hemos dicho, la resolucion
de un tridngulo tiene por objeto determinar los elementos deseonoci-
dos, cuando para ello hay los datos necesarios, y por regla general son
datos suficientes tres elementos, cunando uno de ellos es un lado.

A fin de facilitar el nso de nnestras férmulag, y evitar estar repitien-
do la representacion algebraica de los elementos de los tridingulos, con-
vendremos en indicar los dngulos por las letras mayfscalas A, ByGC,
y los lados respectivamente opuestos 4 cada dngulo por las mintisculas
a, by c. Ademas, en el caso de ser rectangulo el tridngulo, constante-
mente representaremos el angulo recto por A, y la hipotenusa por a.

Tsto supuesto, comenzarémos por establecer y demostrar los princi-

pios que sirven de fundamento 4 la resolucion de los tridngunlos rectin-

gulos.

S04, PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.—Sea el tridngulo rectingulo
A B O (fig. 367), y haciendo centro en uno de los vértices B de los dn-
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gnlos agudos con un radio B G ignal al de las tablas, tracemos el arco
G D. En seguida bajemos la recta D ¥ perpendicnlar 4 A B, que seri
el seno del @ngnlo B, y levantando la perpendicu-
lar G H. esta gerd la tangente del mismo angulo.
Porser A C, G H y D F perpendiculares 4 A B,
serin semejantes los triingnlos B AC, B G Hy

5 B ED. Asi, pues, se tiene:

(Flg- %7)

La hipotenusa B C=a, A C=h, AB=¢, BG=BD=r, D F=sen.B.
B F=cos.B y G H=tang.B.
Comparando los Tados homélogos de los tridngulos semejantes, re-

snltan las siguientes proporciones:

z a Een. B
BC : BD :: AC : DF sustitnyendoa:r ::b :sen.B delaque st
p

; acos. B
BC : BD:: AB : BEF a:r:c:cosB c— —l—(-rl_----v

e tane. B
c:bur:tang.B Pt =
=

AB:AC::BG:GH

Hstas tres proporeiones son la expresion de los tres principiossi-
guientes:

19— ZLa kipotenusa es al radio, como un lado es ak seno del dngulo
apuesto.

90 La hipotenusa es al radio, como un lado es al coseno del angulo
adyacente.

3¢ T lado es & otro lado, como el radio es ¢ la tangente del dngulo
opuesto al segundo lado comparado,

Tstos tres teoremas, 6 las formulas que deellos se derivan, sirven de
fundamento 4 la resolucion de los tridingulos recténgnlos, unidos & los
teoremas demostrados en geometria, y que son:la suma de los tres an-
gulos de un tridngulo vale 1507, y el enadrado de la hipotenusa es ignal
4 la suma de los cnadrados de o= catetos.

Asi, pues, haciendo el radio ignal & la unidad en las tres fltimas
ecnaciones, y expresando analiticamente los teoremas de geometria,
tendremos las signientes formulas para la resolucion de los triingulos
rectéangulos:

Sy S T SRR L
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De que A+B+C=180° cuando A=30°, se deduce:

B0 = oy

e B R B
A =D+ C issaconessanns

Debemos hacer notar, que si en vez del vértice B tomamos como cen-
tro el otro Angulo, resultarian formulas anflogas & las (A), (B) y (C),
que serian: c=a sen.C, b=a cos.C y e=b tang.C, las cnales pueden
deducirse de las primeras cambiando b en ¢ y B en C; por lo cual estas
formulas deben entenderse como expresion de que wn lado cualquiers
es tgual al producto de la. kapotenusa por el seno del dngulo opuesio o
por el coseno del adyacente; y que un catelo es squal al producto del 0iro
tado, por la tangente del drgulo opuesto.

Al emplear los logaritmos para el célenlo de estas férmulas, debe
recordarse que al hacer el radio igual con la unidad, los logaritmos del
geno, coseno, y 4 veces la tangente, tienen sobrentendida la resta de 10
unidades en su caracteristica, cuya resta es preciso efectnar para deter-
minar el vaJor del lado que se busca. La supresion de 10 unidades en
la caracteristica equivale 4 lo que hacen varios autores, que conside-
rando las eeuaciones que se'deducen de nuesfras proporciones, y supo-
niendo el radio dividido en 10,000.000,000 de partes, restan de la sum:
de los logaritmos de los numeradores el logaritmo de 7, que es 10, con-
duciendo ambos procedimientos al mismo resultado.

805, (As0S PARA LA RESOLGCION DE LOS TRIANGULOS RECTANGU-
1.0s.— Hemos indicado que el problema que hay que resolver en trigo-
nometria, es determinar tres de los elementos de un triingulo, conocidos
los otros tres. Ahora bien, como cuando el tridngnlo es rectingulo
siempre se conoce el dngulo A recto, 4 este elemento hay que agregar
otros dos para buscar los otros tres desconocidos; de modo que el ni-
mero de casos que pueden presentarse en la resolucion de los trifingu-
Jos rectingulos, serd el de combinaciones diferentes que pueden hacer-
se con las cinco cantidades B, G, 3, b y ¢, tomdndolas de dos en dos.

La férmaula (5) del nmero 356 se convierte en

y aungue en efecto son diez las combinaciones que pueden hacerse to-
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mando de dos en dos las cantidades B, €, a, b, ¢, un exiimen detenido
hace ver que basta distingnir caatro principales:

COMBINACIONES.

B, C Caso indeterminado conociendo A.
B,ayC,a La hipetenusa y un dngnlo.

a, bya,c La hipotennsa y un eateto.

B, b; C, ¢; B, e; €, b Un cateto y un éngalo.

b, ¢ Dos catetos.

Resnlta, pues, que anngue pueden presentarse 10 combinaciones di-
forentes con los datos de un tridngulo rectingulo, bastari considerar
los euatro casos siguienies:

1°—Dada la hipotenusa y un dngulo agudo, determinar los demas
clementos.

2o Dada la hipofenusa y un cateto, idem idem

3o Dado un cateto y un dngulo agudo, idem idem

4°— Dados los dos catetos, idem idem

Para escojer con facilidad la formula que eorresponda al casoque
tenga que resolverse, los alumnos podrin aplicar las siguientes reglas:

Debers examinarse, 1°si forma 6 no parte del problema la hipatenu-
sa, y 2° i no entran como datos ni como incdgnita los Angules.

Si la hipotenusa forma parte del problema, se hard nso de la formu-
la (A) 6 de la (B), sirviéndose de la (A) cuando el eatetoy el angnlo
que son objeto de la cuestion, tengan ia posicion de opuestos, y se to-
maré la (B) euando sean adyacentes.

Si en el problema no entra la hipotenusa, pero si nno de los dngulos
agudos, se hard uso de la formula (C).

Por altimo, si los 4ngulos no entran como datos ni como incognita,
se tomard la formula (E)

806.—RECTIFICACION DE LOS DATOS Y DE LOS RESULTADOS.—A me-
nudo es importante, antes de emprender los cdleulos necesarios para
resolver un tridngulo, examinar si los datos de la cuestion no envuel-
ven algnna contradiccion que haga imposible el problema, asi como
tambien lo es, despues de haber ejecutado las operaciones numéricas
necesarias para determinar el valor de los elementos de sconocidos, po-
der comprobar los resnltados para tener la seguridad de que no se ha
cometido alguna equnivoeacion.




Las condiciones gque debe satisfacer un triingule para sex posible,
son: que un lado cnalqniera sea menor que la suma de los ofros dos,
} nayor que su diferencia; que el mayor lado esté opuesto al maym'

dngnle, y reciprocamente; que la suma de los tres 4ngulos sea 180°,

en los tridngulos rectangnlos que la hipotenusa sea mayor que cus zl-
quiera de los catetos, asi como gue el cuadrado de la hipotenusa sea
ignal 4 Ja suma de los cnadrs ados de los catetos. Teniendo presentes
estos ]n ineipios, serd siempre fieil darse cuent: a de si pueden 6 no acep-
tarse los datos 6 los resultados de la resolucion del tridngnlo. Para la
rectificacion de los resnltados en los triangulos rectingalos, debe te-
nerse:

B+ €C=90°

v a*—h* - ¢*

o

enga tormula, para hacerla adaptable al uso de los logaritmos, Ia pon-
dremos en la forma:

b—a*—¢’=(a+¢c) (a—¢)
807.—ProBLEMAS.—I.—Resolver un tridngulo rectéingulo (fg. 368)

con los datos siguientes:

m
a—194:07
h—390

Para determinar B 1
A b=a sen.B, de la que

emos la formula (A)

b
8

gen. B—

Para determinar C usaremos la formula (B) b=—a cos.C, de la que

b
coki=——
&
L
Para determinar ¢, emplearemos la formula (E) 2* =1 + ¢ de

la que

— "\‘:11@) )_ El.: l_n-}'

Carcuro nE B. Carcoro pE C.
Jog. b = 17601 5168 log. —1*4.1}1 5168

fog. a — 2287 9381 log. : = 2°287. 95584

log. sen.B= 9:313 558+ log.
B=— 11°—52"—46" °1

CALCULO DE C.
m
(a+b)=23L 02 log. (a+b)=2:369 2530
(a—b)=154 12 log. (a—h)==2°187 8590

4557 1120
Tomando s mitad; log. 4/(a+b) (a—b) =2 %78 5560=log. c

m
c=189:9135

COPROBACION .— Para rectificacion del cileulo debemos tener B+ C
=90°; y en efecto:

B=11"—52"—46" 1
=78°— T—13 9

B+C =90°"— 0—0

Para comprobar el valor de ¢ conociendo préviamente C, lo podemos
calenlar por la féormula (C): c=b tang.C.

CALCULO DE C.
Jog.b — 1601 5168
log. tang.C—- 0677 0392

T P m
log.c — 2978 5560=Ilog. 189 9135

I —Resolver un trifngulo recténgule (fig. 365) con los siguientes
datos:

a

B
Para determinar 3, haremos uso de laférmula (A)
b=asen. B

Para ¢ de 1a (B) —a cos. B
Paradetermivar C, dela (D) C=90°—B

e St

B et 1

£t reu-Twee A

o -
L

Al

i
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CArLcuro DE b. CALCULO DEC.
log. de 4935 R0........ 3693 3048 log.a — 3693 3048

loo. sen. 35°—14>—1572...9°761 1510 log. cos.B=9:912 0984
gz, .

log. b - es e (1)3454 4558 log.c  (1)3:605 4052

Al sumar estos logaritmos, rebajamos una decena dela mrawte}'lst:ca
por el complemento aritmético de luas caracteristicas de los logaritmos,
del seno y coseno.

b=—2947448 c—4030-911

Carcuro DE C.
90°—00°'—00"
—B=35"—14'—15"

C —54°—45'— 457

CoMPROBACION. —Siendo a™==h*+¢® debe fenerse:

log. (a-+b)=3891 1275
log. (a—b)=3319 67 8¢

(a—+Db)=7782648

(a—b)=2087:752
log. {a+Db) (a—b)=7'210 8064

Tomando la mitad; lc‘g'HI'/C;:‘.[;:]-(:‘;.;._,—_‘I)}=3‘605 1039 —log. ©

m

c.— 4030911

Resolusion de los tridngulos oblicuingnlos.

808.— PRINCIPIOS PUNDAMENTALES. —Comenzaremos por esfablecer
demostrar los principios en que fendremos que Iuncarnos para resol-

y
<

er los triingulos oblicndngulos. ; ’
19 En un tridngulo cualguiera, los lados son preporeionales ¢ los
senos de los éngulos opuestos.
Lo mismo que en los tridngulos rectingulos, representazemos por A,
B v C los dngulos de los tridugulos; y pora, 6 y ¢ los lados rjue respec-
tivamente les estin opuestos.
Consideremos primero el trifngulo A B C, de la fig. 349. en‘oll que
ol dngulo © es agndo, y desde el vértice B bajemos la p_c:'penrucnhw
B D al lado A €, con lo cual quedard dividide en dos tridngulos rec-
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tingulos, en los que, conforme & la ecuacion (A) del pérrafo 804, se
tiene:

B D—A B sen.A—c¢ sen. A
B D—B U sen.C=a sen.C

Si se considera el triingulo A B € en el que ¢l dngnlo C es obtuso,
tendremos:

B D=—A B sen. A—csen. A
B D=—B O sen. B€CD=—= sen. BCD

pero como B G D es suplemento de B C A, y el seno de un dngulo cs
ignal y del mismo signo que el seno de su supler

lemento, (733), se tiene,
tanto en el caso en que C es agndo, como cuando es obtuso que

B D—c. sen. A
B D=—a. sen. C
Inego 3 ¢. sen. A—a. gen. ¢

y formando una proporcion:
a:c sen.A :senC

Si desde el vértice A bajiramos una
perpendicular sobre el lado B C, ob-
tendriamos:

t A
(Fig- 369)
¢:b::sen.Crsen.B

Inego-en general a:c:b:sen.A :sen.C :zen.B

que es lo que se trataba de demostrar.
Comunmente 4 gsfa série de razoues iguales, se les da la forma de
ecuacion para la resolucion de los tridngulos, como sigue:

a e i ¢

sen. A gen.B  gen. 0
2° El evadrado de un lado de un tridngulo cualguiera es tgual ¢ la
suma de los cuadrados de los ofros dos, menos el doble producto de estos
dos lados por el coseno del Grgulo que formai.
Esto es,. en la fig. 369 vamos 4 demostrar que
AB—BC+AC-2.ACXxBCxcos. ACB

Counsideremos primero el caso en que el angulo C sea agndo. Confor-
me al teorema demeostrado en geometria (934) tendremos:

i

o e Y.




AB—BC+AG2ACXDC
& sustitoyendo: ¢=a'+b*—2bXD C

pere como en el fridngulo rectangulo B D € conforme i la een: weion (13)
del nam. 804, D C=B 0 cos. C—=. cos. ¢, sustitnyendo, resulta:

a+b—2 3. b. eos. C... st s ()

Si consideramos el triangilo A B C cnan do el Angulo € es obtuso,
conforme al teorema demostrado en geometria (533) ¢t endremns:

A B=—B ¢*+A C*+2 ACXOD
T 12 bXC D caeeees e (2)
en el trifngulo rectingulo B C D conforme 4 la formula (B) se tiene

O D=B € xcos. B C D=a. cos. BCD

pero como B € I} és st uplemento de BCA, 'y el cogeno de un dngalo es
sewal al coseno de sn suplemento tomado como signo contrario, (740)
ge tiene que cos. B € D=—cos. B C A, Tnego

CD——sa.cos. BCA
do en la ecuacion (2) resulta
A=a+b*—R2abeos C

exnresion idéntica 4 1a (1) del caso en que C era agudo.

Del mismo modo que hemos obtenido ¢ en funcion de &, 5, y el
angnlo tap iesto O bajando desde el vértice B, la pe:pomhcu.laz B D al
Jado A C, si lo hiciéramos desde los vértices Cy A, obbendriamos:

hi—a*rc’—2 acocos B
a’=b*4c'—2 be cos. A § eatits g A e ()
v 1a demostrada ¢ —u*+b"—2 a b cos. C)
i gulo, la-suma de dos de sus lados, es & su r]afm'ﬁzv(f(
£OMmO la tangents de lo mitad de la sunia de los dngulos opuestos; s 4 lo
tangente de o mitad de su diferencia.
Bn virtnd de la ecnacion (P) tenemos:

a:se.A b sgenB

il5

fund4ndonos en que la suma de los antecedentes es & su diferencia co-
mo la de los consecuentes s 4 la suya, tendremos:

a+b : a—b :: sen.A +sen.B : sen.A—sen.B
Por otta parte, en virtud de la férmule (57)

gen.p+sen.q_ tang.t (p+q)
gen.p—sen.q Ldl)}: z (p—q)

se tiene reemplazandop por A, y q por B:

sen.A+sen.B : sen.A—sen, B 33 tang.i (A +B) : tang.§ (A—B)
luego a+b :a—b :: tang. 2 (A+B) : tang.2 A—B)........(H)

que ¢s lo que se queria demostrar.

4° Si desde el vértice B (fig. 370 y 371) de un tridingulo se baja una
perpendicular B D al lado opuesto prolongéindolo si fuere necesario, se
tiene que, el lado sobre ¢l cual cae la perpendicular ¢s 4 la sume de los
olros dos, come su diferencia es & la diferencia de los segmentos A Dy
D C euando la perpendicular cae deniro del tridngulo, 6 4 la suma de
los segmentos cuando cae fuera.

Esto es, vamos 4 demostrar que

b :c+a ::c—a: AD—DC cuando la perpendicular cae dentro.
b:o+a ::c—a: AD+DC cuando la perpendicular cae fuera.
Consideraremos primero el cago (fig. 370) en
el que la perpendicular B D cae dentro del
triingulos Haciendo centro en el wértice B,
desde el que se baja la perpendicular, y toman-
do- por radio el lado menor B C, trazarémos un
eirenlo y prolongarémos el lado A B hasta E.
Por In cou;;truc'clon dela figura, tenemos B G
—a—B E=B G, ysiendo BD una perpendi-
cular 4 la cuorda O F que pasa por el centro, Tagividir& en dos partes
ignales C D=D F. '
Ahora, fundindonos en que dos secantes A C y A E, tiradas desde
un mismo punto, son reciprocamente proporeionales & sus partes exter-
nas A Fy A G, tendrémos: (540),

(Fig. 370}

AC : AE * A& : AF
¢ sustituyendo: bretanc—a:AD=DC............(D
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Si consideramos el caso en que Ia perpendi-
cular cae fuera del triangulo, (fig. 371) en vir-
tud del mismo teorema, fendremos:

AC:AE:zAG:AFE

ysustituyendo b : ¢ +a e—a: AD+ DC..(J)
(Fig. 371) .
que es lo que se queria demostrar.
A estos enatro principios hay que agregar el teorema de geomelria:

A+B+C:180°........................(K)

809-—CASOS PARA LA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS OBLICUAN-

GUL0S.— Buseando, como lo hemos hecho al tratar de log trifngules

rectdngulos, el namero de combinaciones que pueden formarse con log

seis elementos de un tridngulo A, B, C, a, byec, toméndolos de tres

en tres, por medio de la formula (5) del namero 356, encontrariamos:
CG_ BxbHx4 _90

4 @X3
pero como vamos 4 verlo, se redncen 4 cnatro casos diferentes.
Si se dan A B y G, el caso es indeterminado y no debe congiderarse
porque hay una infinidad de trifingulos con los dates del problema.
1 gA80.— Dados dos -éngulos y un lado, determinay los demas ele-
mentos. Este caso ofrece nueve combinaciones:

A, B, a A, C;a B, C, a
ABb | A 0b I'B0CDb
A, B¢ ll A, G e \ B, C,c

3

Cnando se conocen dos fingulos, el tercero estd determinado por la
relacion -
A+B+C=180"

90 cas0.—Dados dos lades y un dngulo opuesto & uno de ellos, ofrece
seis combinacsones

8 b, A ﬂ.,c,A | b) C:B
a,b,B a, C,C b’ C’G

ger. o 4s0.—Dados dos lados y €l dngulo que forman; que ofrece Ires
combinaciones

ﬁ,b,O"‘ﬂ;C;B l b,C,J}L

O pAp 3
4° cAs0.—Dados los tres lades, determinar los dngulos, que ofrece
une sola combinacion: ;

a, b, e.

En el 2° caso, como lo hemos explicado en geometria (443—VIII),
el problema por regla general, admite dos resoluciones.

S a o =3 A -y -
810.—F RIMER 0480.— Conocidos dos dngulos y un lado de un {ridn-
gulo, determinar sus demas elementos.

Para facilitar nuestras explicaciones, supondremos que conocemos:
A,Bya

pero naturalmente el procedimiento de investigacion, serd el mismo
dun cuando se cambien las denominaciones de estos dafos.

let;erc-er angulo C, se determinari despejindolo dela ecuacion (K)
que da:

C=180"—(A+B)
Conocidos los tres dngulos y el 1ado , los lados & y ¢ se determina-

vin valiéndonos de la férmula (F)

a b c

sen.A  sen. B sen.C
qne da

_asen. B a sen. O
sen. A o isemA
En este caso, para que el problema sea posible, se neeesita que
A +B<180°

811.—SEGUNDO CAS0.—Conocidos dos lados de un tridngulo y el dn-
gulo opuesto & uno de ellos, determinar los demas elementos. 2
Supondremos que CONoCemos

a, by A

La féormula (F) da son Pt 25004

a
Conocidos log 4ngnlos A y B, dela relacion (K), sacamos:

C-LE180°2(A EBY oo




Por filtimo, para determiuar g, nos valdremos del primer principio
cifrado en la formnla (F), y fendremos:

a gen, C
Rl
sen. A

cemenm

PiscusioN.—Como el valor de B estd dado por un seno en 1a ecna-
cion (1), y el seno de un &ngulo es igual y del mismo signo que el seno
de sn suplemento, pueden tomarse parad B, por regla general, dos va-
Jores: el que se cncuentre en las tablas, siempre < 90°, que corresponde
4 log. sen. B, yel desn suplemento que es un angulo obtnso. Sustitui-
dos estos dos valores, que llamaremos B y B’ en la ceunacion (2) se ob-
tendran dos valores para C; los que sustitnidos & gu vez en la ecnacion
(3), dardn para ¢ dos valores. Se ve, pues, que en el segundo caso de
la resolucion de los tridnvgulos oblicuingulos, puede haber dos tridn-
gnlos que satisfagan 1as condiciones del problema; pero hay varias civ-
cunstancias en las que el problema solo tiene una resolucion, y otrasen
que no admite ningana.

Aun cuando ya hemos explicado en geometria (443—VIII), las dife-

rentes circunstancias de este problems, volveremos 4 rocuparuos de
ellag para que los alumnos las tengan presentes en la resolucion de los
triangualos.
_ 1°—Siel angulo dado A (fig. 372), en vez de ger agudo faera recio
4 obtuso, el otro ingulo B forzosamente seria agudo, (436) y el pro-
blema no admitiria mas que una sola resolucion; pero entonges, para
que el tridngulo sca posible, es necesario tener a>b para que al mayor
angulo esté opuesto el lado mayor.

90__Sj ¢l Angulo dado A es agudo y se tiene b<a, el problema no
admitird mas que unasola reselucion; porque debiendo ser B<A (431),
no podremos tomar para el dngulo buscado el suplemento del ralor que
para B dan las tablas, porque no puede ser obtuso. Por lo demas, el
triingnlo siempre €8 posible.

3o__Si el fingulo dado A es agndo y se tiene
b—a, no habra mas que una resolucion; pues
siendo el triangulo isoeceles, debe tenerse B=A
(429), y tendremos que tomar para B el valor
del Angulo agudo.
4°__Si. siendo el fingulo A agudo y a<b se
fiene ademas que a—Db sen. A, el problema no admitird mas que una

sola resolucion. En efecto, hemos visto que ¢! valor de B se defermina

por la ecuacion (1):
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begen. A
sen, B———
&

Ahorsa bien, siendo a=b sen. A, snstitayendo:
sen, B=—1

R - e 1 =
y .‘u'—iﬂ;'{_' ignal 4 su suplemento B’. En este caso, el lado C B toma la
posicion de la perpendicular C D en la fizura.

5°—Si siendo A agndo y a<b se tiene a<<h sen. A, el problema 8
imposible. En efecto, si dividimos por @ los dos miembros de la des-
igualdad ;

a<besen, A

tendremos 1<b gen. A
&

y el valor de sen. B dado por la ecuacion (1)

b = A
gen. =500 A

&

se trasformaria en gen. B>1

lo que es imposible, pues hemos visto que el seno de un dngulo no
pua‘ulo ser mayor que el radio =1. En la figura esta circunstancia es-
taria indicada cuando ¢l Jado B € fuera menor que G D, euya perpen-
dicular tiene por valor bsen. A, y enténces con los datos del problema
no podria eerrarse ningun triangulo.
6°—Por tltimo, cnando A<90°, y a<b pero mayor gne b sen
el problema admitird dos resoluciones; pues como 5e ve €4 la fig.
haciendo centro en € trazando un arco con el radio O B, se corfard e
lado opnesto en los puntos B y B’, resultando dos trifinguloss AC B y
A U B’ con los datos del problema, en losque el dngnlo AB'C=180°— B.
En resiimen: en el 2° caso de la resolucion de los trifingalos obli-
cudngulos conociendo A, @ y § el problema
SERA IMPOSIBLE: 1° cnando A—06>90° y a<b
TR Nt 1 y a<b sen.A
ADMITIRA SOLO UNA RESOLUCION: 1° cuando A=62>90°
99 enando siendo A <907, sea b<a
ge o G A0 b=a
42 5 5 A<H0" a—Db, sen. A
ADMITIRA DOS RESOLUCIONES: Cuando A <90°; ya<b pero>b sem.
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812.—TERCER cAsSe,—Dados dos lados y el dngulo que forman, de-
terminar Tos demas elementos de un Iridngulo.

Primer progedimienifo. Supondremos que conocemos

a, b y el dngulo C
De 1 ceuacion (K) resulta: A + B—180°—C

, o . ©
4 K;\.-{*B):q()’ Ty EEEn (1)
.&
Conocida la mitad de la suma de los
minar la mitad de su.diferencia, para
principio cifrado en la proporcion (H).

4ngalos Ay B, vamos 4 deter-
lo cual nos valdremos del 3°&

a+b:a—b :: tang 4 (A+B) s tang.2 (A—B): (a==b) t\m_r;i (255450
J

(6
¥ como 2 ['A + B] tiene por cemplcmento__, tang.2 [A+B]=—cot. 2 C,
Sustituyendo tendremos:

) —bjecot.2 C
« tang.2 [A—B]= (@ s e 5e(2)
g2l 5 a+b
TUna vez determinados los valores:de 2 (A + B) y 2 (A — B) por las
f6rmulas (1) y (2), ficilmente se calculara el valor del angulo mayor,

que esel opnesto al mayor lado, y el del ingulo menor (%b—‘» ) Esto
es, suponiendo A>B

Una vez conocidos log tres dngulos, ¢l Iado ¢ se determinard por me-
dio de la formula (F)

1
sen. A

_Segundo procedimiento para resotver el tercer caso.
C mfux me al 2° principio cifrado en la formula (G) tenemos:
—=a’}h’—2 a b. cos. €
=

Si multiplicamos (a*+b) por eos® 2 O +sen®
istituimos su valor, (f6rmula 35) cos. C—cos
sion anterior se trasiorma en

O=1; y si por cos.
C—sen’s L la expre-

Dol Tl
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¥

*=(a*+b°) (cos*} O-+sen®} C)—2a b [cos’t C-—sen?} C]

ejecuta”  la multiplicacion ysacando cos®s C y sen’} C como factor
se tiene:

o’=(a—b)’ cos’} C+(a+b) sen®

sacando (a—h)? cos’} O como factor comun, para lo cnal deber divi-
dirse el 2° término, por esta cantidad tendremos:

¢*=(a—Db)* cos’} L[l f_"h_l”u BeIE
(a—b)f cos'3 C
extrayendo raiz cnadrada

c=(a—b) cos.} C\]x+(“+£_;_xanmo.... iy S R RS
S

con el objeto de hacer adaptable esta f6rmula al uso de los logaritmos,
introduciremos un arco auxiliar, haciendo el término:
ath,

ST tang.d C=tapg. @ ... cns.
a—

s e ),

5 - & )
y entonces: JL-'- x tang.-ﬁ — ]L tang’@p—sec.g—=———
a—b COS. @
Sustituyendo este valor en la expresion (b) resulta finalmente:

= A oot

Por medio de las férmulas (L) y (M) se determinard ¢, ¥y una vez
conocidos a, b, € y ¢, valiéndonos de la formula (F) se obtendrin los
valores de A y B por las expresiones siguientés:

a. sen.O b. sen.
i A DG y son, B b: BeRO

c C

ol de

TLa ventaja que tiene este procedimiento sobre el primero que hemos

indicado para resolver el 3° caso, es que pueden rectificarse los eéleu-
los, examinando &l

A+B+0=180°

La razon de esto, es, que en el 2° procedimiento ge han determinado
los valores de los dngulos A y B por férmulas especiales; mientras que
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en el primer procedimiento hemos deducido esos valores precisamente
de la expresion A +B +C=180°, por lo cual no podemos servirnos de
clla para comprobar los cdleulos. *

814, —CuaRTo 0AS0.—Dados los ties lados @, b y ¢ de un trigngulo,
determinar sus tres dngulos.
EI 2° principio eifrado en la férmula (G) dag

a=b'4+c*—2 b c. eos. A

/ . b? 4 ef—a®
despejando 4 cos. A=

—_————

{1 4-cos. A 2 Ibe+ brrot—a?
cost A=y - -

2 : oo " 4be

poniendo por b*+2 b c+-¢* su valor (b+c)? se Liene:

% Algunas veces conviene dar otra forma 4 las expresiones (L) y (M)
por diferir muy poco la magnitud de a y ded, lo cusl tiende & hacer
nitlo el denominador del valor de tang. . En este caso, de la formala
(a), sacarémos como factor' comun & (a+b)* sen®; C, 4 enyo fin divi-
direinos por esta cantidad el primer término, y se tiene: :

Sy o e BT AN s S (“_"h}g“‘)se'% Ck
¢’=(a+b)sen’} (.-(L 1 (TJWIE'T% G

extrayendo raiz cuadrada
4 a—bpreot’s G
-—(a+b)sen.t C l ¢ (a—D) T
c=(a+b)sen.d \lfbww

introduciendo un arco auxiliar @ de modo que

a—1 :
tang. (,u:‘,ffcm..{rG‘...........................(L)

a-+ 0D
tendrémos:

c—=(a+Db) sen.4 CA/1+ tang’@ =(a +b) sen.3 C sec.

~

6 Gnalmente

et

cos.4 :\:J" b+d)p—a
Z ibe
Como la diferencia de los cnadrados es ignal 4 la suma de Jas canti-
dades por su diferencia (251—I1I) se tiene que (biey—a’=(b+ec+u)
(b+c—a), por lo cual la espresion anterior se convierte en

cond A= JILFTE) (o)
4be

Haréfmos la suma de los tres lados
atbtec=2p
Restando 2a 4 los dos miembros, se tiene:
b +c¢c—a=2 (p—a)

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (b), y dividiendo por 4 los
dos términos del quebrado, resulta:

Por medio deesta férmula determinarémos el &ngulo A. Cambiando
A en B, g en b y reciprocamente tendriamos el dngulo B. Cambindo
A en C, @ en e y reciprocamente tendriamos B; pero como hemos vis-
to (797) que los valores son ‘mas aproximados cualquiera que sex |a
magnitud de los dngualos valiéndonos de la tangente, vamos & obtener
otra férmula andloga & la (X) en la que el ngnlo-esté expresado por
una tangente. A este fin de la f6rmula

+-6* —2 b e. cos A

. g

despejaremos 4

sustituyendo este valor en la expresion (36)

|1 —i+08., A\ =
sentA=wl"—"T5—

Como (b —¢) = b*—
—(b—e)y=2 b c—b*—¢%;

——— P ——
i i S A N P P

Wit

g




HALF

<
nh
(< |
=
<
iR
~

: —(b—
luego aeucﬁA:J—ﬁ)‘E—“—

reemplazando la diferencia de los cuadrados por el producto de la”su-
ma por su diferencia

(e-—EJ-‘-() (ac—h)
The R (o))

haciendo como futes
at+bt+e=2p

restando sucesivamente de los dos miembros 2 b y 2 ¢, resulta:

atc—b=2 (p—b)
a+b—e=2 (p—0¢)

Sustituyendo estos valores en la expresion (¢) y dividiendo los dos
términos del quebrado por 4, resuita finalmente:

I||-—]r] ( )4(]
sen. 3 A= J b Ol

Dividiendo la férmula (0) por la (N), y teniendo presente que
gen. & s Ay AL
= —taug.a, tendremos definitivamente:

CcO0Ss.4
p—b) (p—©)
fang.4 :'\:J _T"u;-a) B

que es la f6rmuls gue nsaremos para determinar un dngulo en funcion
de los tres Iados, de prrfoxom.m 4 las (N) y (0), porque se-obtiene ma-
yor aprosimacion sirviéndose de las tangentes. Cuando el angulo es
pequeiio, da mas aproximacion la férmula (0) que la (N) sueediendo
lo contrario enando el valor del Angulo se acerea & 90° (V97). Cuando
se quieran deferminar B y C, las t6rmulas serdn:

p—a) {I—C) H\——a)__iji—:‘lj)
tang.3 B= J P (l;—b)‘ y tang.3 O=N} p (p—o)

en las que
p—2 (a+b+c)

L comprobacion nataral y sencilla del cilenlo 4 que da logar este
caso, es, que la suma de los tres ingulos encontrados, sea igaal & 180
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815.—Este 4° caso puede resolverse de ofro mo-

do. Sea el triangnlo A B C, (fig. 573) y desde el

vértice B, bajemos la perpendicular B D al lado
v opuesto sc_*bre el que determinftr:’t d'r;s segmentos
A Dy C D que llamaremos z € y. Cuando la per-
pendicular cae dentro del triingnlo, como en la
figura qne consideramos, conforme al 4° principio (808) tendremos:

(Fig. $73)

q L i
b:ate::a—ec:x—yqueds x—y— {8+ o) fec)

b
Conocido el valor numérico de x—y, como b=x+y, podri defernii-
narse el valor de cada uno de los segmentos (266—V). Suponiendo que
x sea el mayor, tendremos:

! +_{:‘._"11)(.

2D
__(a ——0)(1-—-(‘)
., b

Upya vez conocidos los segmentos z & y, se resolverfin los friingulos

rectingulos B D A y B D C en los que, conforme 4 la {6rmula (b), se
tiene:

X
cos.A = o) Cos C_-‘; y por tltimo, B=180°"—(A +C)

En el caso de que la perpendicular B D caiga foera

del triangulo
(fig. 374) conforme al mismo 4° principio (808) tendremos:

+a) (e—
b:c+a:ic—a:xtyqueda ‘{er—(—ij—-lb(— )

&, B4 Conocido el valor numérico de la suma de los
(Fig. 574) e
gegmen o8, como ‘;-—\-—-—IJ S} ‘OI]!LlldO que X s€4

mayor que y, tendremos: (266—V)
f(’J-a\ (c—'}_}
R b 'e
(cn+q1 (e—a) b
R 202
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