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y como el seno de un aogulo es igual al de su suplemento, la segnnda
do las formulas (S), se trasforma en

s=3% a b sen.C

que es la fundamental.

826.—3 CAs0.— Determinar la superficie de un tridngulo en el gue
se conacen dos lados a, by el dngulo C que forman.

La resolucion de este caso, se hace por medio de la f6rmula funda-
mental (Q) que hemos demostrado en el parrafo 822

s:&nbsen.c..........................(Q)

8217.—4° Caso.—Determinarla superficie de un tridngulo, dados sus
tres lados a, by ¢.
En la formula fundamental

s=2% a b sen.C

gustituiremos el valor de sen.C=2 sen.} C. cos.2 C

; Bty 10 1
v se trasforma en g=a b sen.2 C. cos.z C

Ahora, reemplazando por sen.} C y por cos.2 C sus yalores en fun-
cion de los tres lados, formulas (0) y () que son:

(]).—-a) (p—-b) ; _p_{_P—"C\}
sen.3 U-"—JF’,&‘L g ab

resnlta:
s=4/p (p—=) (p—Pb) (P—C)--nevnensnns =)
en la que, como se gabe, p=2 atb+tc)

La rectificacion de los cilenlos para obtenerla superficie de an trian-
gulo, generalmente se hace determinando la misma superficie valien=
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dose’ de otros datos, 6 so resuelve el triingulo tomando como dato la
&rea encontrada y dos de los elementos del tridngulo. (831 IVyV)

898, SUPERFICIE DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS.—Siendo los
tridngulos rectingulos un caso particular de los oblicufngulos, para de-
terminar su superficie, bastari emplear las formulas anteriores, hacien-
do en ellas las modificaciones consiguientes 4 que uno de los angulos
valga 90°; pero es mas sencillo el procedimiento, fundéndosé en que 8l
se considera uno de los catetos & como base, el otro ¢ serd la altura del
tridngulo; y por tanto, la superficie de un trifngulo rectingulo estard
expresada por

Ahora bien, como (804) b=a sen.B—a cos.C—c¢ tang.B=c¢ cot.C
Sustituyendo por & sus diversos valores, se tendré:
—1hc—3}ac sen.B=}ac cos.C=Lc¢ tang. B=3 ¢ cot.C.....(U)

debiendo hacerse nso de una de estas cineo expresiones segun sean los
datos que se tengan para calcular la superficie.

899, SUPERFICIE DE UN TRIANGULO EQUILATER0.—Cnando se tra-
ta de un tridngulo equilitero, se tiene al mismo tiempo:

y A=B=—C.

Ademas, el valor de cada éngulo es de 60°.

Con estas condiciones, como en los tres primeros casos, forman par-
to de los datos un lado y algun &ngulo, los tres s6 redueen 4 uno solo
que es, dado un lado y el dngulo de un tridngulo, equildiero, determi-
nar su superficie.

1.a f6rmula fundamental

g=1aDbsen.C

se trasforma en s—1u*gen.A...... e et s )

serd la que nos servird para resolver los tres primeros casos.

ol T i
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Para cuando se nos dan los tres lados, tendremos que
p=3 (a+b-c) se trasforma en

p—§a, Y p—a=p—hb=p—c=

Sustituyendo estos valores en la férmala (T)

s=+/p (p—a) (p—b) (p—0°)

A e
se fiene: SL-J Q"’{ =

2
=LAl g e s e R

que serd la formula correspondiente al caso en que se nos dé uno de
los lados ¢ de un fridngulo equilitero.

Por lo demas, las férmunlas (V) y (X). son idénticas. En efecto, sien-
do el triangulo equilitero, A=60° y sen.A—34/3. Sustituyendo este
valor en la expresion (V), resulta:

s—La*y/3

como én la formula (X).

830.—Reasumiremos las diversas expresiones de la drea de un tridn-
gulo en la siguiente

Tabla de las formulas de 1a superficie de un tridngulo.

sen.A. sen.C
s—1 b? R

o Dados A, C vl Safety — v eaa
teBaflen b sen. & A +C)

T b La R

22 a,byA sen ,B:E‘_Sq""'\ ; ys—%absen.(A£B).... (5)

a
3° a, byC s—%3absenC......... (Q)

4° a, by e p=i(atb+te) s:v;){p*—a)_{—i]:—b)'\p-;(fj. LA

Para un fridngulo rectingulo:

1 I 1

s=11b c—1 a ¢ sen.B=} a ¢ cos.C=} ¢* tang. B—; ¢t cot. €

Para un iridngulo equilitero:

sisedaa s—} a? 4/ 3 —4 a? 5en.60° .. .. .(X)
531.— PROBLEMAS. —1.— Deferminarla 8 uperficie de un tridngu loen
el que se conocen dos dngulos y un lado, cuyos valores son:

A= 9°— P—137 6 £
37°—14 —19 3 b—198%7

A +0=96°—21 —32 9

La formula correspondiente 4 este caso, es: (R)

R sen. A sen.C

S:TZ } = - —

sen. (A+C)

Por ser A +C —96°—21’—327 ‘9, sen. (A +C)=cos.

loz. b —=220% 9136
log.b —2997 9136
log. sen. A —9-200 0577
log. sen.C —0-999 4954
log.sen.(A 4+ C)—=9:997 3196
19.’(-:-"‘)‘ —0<301 0300

loo. 8 e (1)3:497 0307 que da
z.
L. — Conocidos doslados-de wn tridngulo y el dnguld que jormaz; de-
terminar su superficie.
i

Qg yis O AR 1
Sean: a—98478, b—104954 y €=49"—18°—15

T.a formula correspondiente & este caso, es:

g=iab Gizas

]ng, a —92:003 3392

loo. b —34020 9990
.

log. sen.C =9°879 7746

(1)5°804 1128

Ménos log.2 =—0301 0300
L m. cd

log. s —5593 0828 lo que da s—391 816°38
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HE—Dados los treslados de un tridnguls, deferminar su Superficie.

3 T o
Sean: a=—>57'394, b=49875 y ¢=63°943

La formula correspondiente, es: s=A/p (p—a) (p—b) (p—=¢)---(T)
57-394
49875 p="85606 P=85608 p=85606

63943 a—>H7‘394 b=498%5 c=165943

p—a—28212 p—b=35'131 p—c=21°%63

— 1032
1450
1553
14335

"Fomando £ de 6271

ol o m. cd-
— 3135 8509 que da s=136726
}\‘___)“)!_,1.,?‘_, y o 1o conociand . a of A R
. VESOLVEr UNR ITIURYULG CONOCLENA0 SU SUPETficte S, UR lado a y

wun anguio C.

De la férmula
3k ] e e
despejaremos 4 & que es

a sen. C
y una vez conocidos a, b y C, el problema se trasforma en resolver un
triangnlo dados dos lados y el 4ngulo que forman, que lo hemos expli-
cado ya (812) al tratar del 3°= easo.
V..— Resolver un tridngulo conociendo s superficie 8.y dos de sus dn-
gqulos A y B.
Bl 3% angnlo se caleulard facilmente por medio de la expresion:

C=180°—(A+B)
La férmula (R) da:
B s_rhr?_._;\ gen.C
sen. (A +C)
S = sen {:\:7{7}
&E‘:le‘}.:l;kln_u & Soh A :éll.U_—

3

los otros dos lades se calenlarin poriérmulas andlogas

[2 5. sen. (B+1t)

sen. (A +B)

)
2= sen.B sen.U : =~Jw—aul-i-. Asen B

839 PorigoNoMeTRIA.— Hemos dejado indicado (723) que pudien-
do descomponerse un poligone eualquiera en tridangulos, los prohlemas
de poligonometria se reducen 4 los de trigenometria. Basta, en cfecto,
concebir que desde el vértice de un poligono se tiran diagonales 4 to-
dos los otros, para comprender que los elementos del poligono, lados,
4ngulos, diagonales y, superficie, pueden sucesivamente irse detezmi-
nando cnando se conocen los datos necesarios para determinar los de
los tridngulos de que esté compuesto el poligono. Enla prictica gene-
ralmente lo que se hace es, medir un lado de un tridngulo y todos los
ingulos de los triangulos que forman el poligono, y en seguida se cal-
culan los elementos desconocidos por medio de las formulas que hemos
establecido al tratar de los casos de los tridngnlos oblicndngulos. Aun
cuando por este procedimiento general pneden resolverse todas las cues-
tiones de poligonometria, terminaremos el estudio de la trigonometria

considerando algunos casos particulares de los poligoncs.

833, PoricoN0S REGULARES.—Cuando el poligono que se considera
es regnlar, es preciso conocer la longitud 7 de unode sus lados y el nfi-
mero de ngulos de que consta. En geometria hemos explicado (465)
¢6mo puedé determinarse el yalor de cada uno de los &ngulos del poli-
gono regular, por lo cual no nos ociiparemos ahora sino del edlculo de
su superficie.

La &rea del poligono regular AB D s
(fig. 382), euyo nimero de lados snpondremos
que sea 1, serfl igual 4 tantas veces el tridngu-
lo A C B como lados tiene. Esto es,

s=n. ACB

(Fig. 881 IlamandoZel lado A B del poligono, y C el

fngulo A C B, en el centro del poligono tendremos:

sup. tridngulo A C B=}IXHOC

En el tridngulo rectingulo A C H




0
C H=—A Hxtang. C A H=2 1. cok. ]

lnego, tridngalo A G B=!PFcol :C

-1 n P eot, 4 C

pero como el dngunlo G en el centro de un poligono regular es igual 4

360°
=22, se tiene finalmente:

n
: - 180° °
s=%+n F colu LL : ‘J
n

834.— CuADRILATERO.—Consideraremos varios casos para determi-
nar la snperficie de nn ct‘.;aih'ii;i! ero.

Dadas los enatro lados a, b, ¢ y d y los dan-

P, - r/szm My N (fig. 5\)) gue forman respectiva-
mente los dos primeros iy los dos dltimos.

Si tiramos la diagonal P O, la superficie del

cuadrititero serd igual 4 la suma de las dreas de

los trigngulos P 0 M y P O N, pero (§22—Q)

sap. PO M= a bsen.M

y sup. PO N=4 c d sen.N
luego Hamando s la superficie del cuadrildtero
s=3absen.M+1cdsen N

9° Dadas las dos dingonales (fig. 383) P O=D, M N=D’
gulo que forman P A'N=A, determinar la superficie del f‘mn?ﬂ.mff;m.
La superficie del cuadrilifero es 1gu al 4 la suma de las superficies de
los euatro tridngalos PA N, NA O, OAMyMA P. Llamando z é
g los segmentos PA y A O de la diagonal P O, y 2 yu log de la M N,
conforme 4 la formula (Q), representando por s la superficie del cua-
drilitero, y recordando que los 4ngulos opuestos al vértice son iguales,
y que el seno de an angulo P AN es igual al de su suplemento NAO,

se tiene:
X.u.sen.A+tuy senA+lyzsenA+dzxsenA
sacando como factor comun 4 £ sen. A, asicomo iz y d y

g=1sen. A [x (u+2z)+y(u+2z)]

=4 sen. A (u+z) (x r\)
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y sustitnyendo por (n+z) y por (s-+y), D' y D, resulta:

s=1 D. D’ sen.A

Cuando el eunadrilatero sea rombo, las diagonales se cortardin en
dngulo recto y serf sen.A=1, por lo que tendremnos:

sup. del rombo=2 D. D

Si se trata de un cuadrado, ademas de tenerse sen.A=1 se tendrd

D=D)y £
sup. del cuadrado=4% D"
Si el cuadrildtero fuera rectiingnlo D=D" y
sup. del rectingnlo=4% D*sen. A

835.—TRAPECIO.— Vamos ¢ determinar la superficie de un trapecio
conociendo la magnitud de sus cuatro lados.

En Ja fig. 385 supondremos que las bases paralefas son los ladosa y &.
Pirando la recta M N paralela al lado ¢, nos resultari un tridngulo

cuya superficie llamaremos s’ y que tiene la misma altura 7 que el tra-
pecio. Representaremos el perimetro del trapecio por

2 p=at+btet+d

y su superficie por S. El perimetro del triingulo M N O lo haremos
ignal 4 2 p’. Esto supuesto:

sup. del trapecio
sup. del trifingulo

despejando & e
b—a
a

sustitnyendo en la primera ecuacion,




(T?a drea del tridgngnlo M N O en funcion de sus tres lados, férmula
)5 €8s

5’:/\/71;’4-{1;'413 4-._21) “:'_—c) (pP—d) cennvncnnnnnas (2)
Por otra parte 2p=atbtetd
2 p’=b—a+ec+d

restando la nltima ecuacion de la que antecede

2p—2p=Ra
de donde p'=p—a

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2), se tiene:
s'—+/(p—a) (p—D) (p—a—c) (p—a—d)

r Yo % 2 e E =g -

Recmplazando este valor en la ecuacion (1), resulta finalmente:

el e s e

=V (p—=) (0—b) (p—a—0) (p—a—1) .. -.... 3)
siendo p—3(a+b+c+d)

836.—PARATLELOGRAMO.— Dudos dos lados a y b de un paraleliyra-
mo 3 el dngulo M que forman, deferminar su ._\'»;pf-;-',fir‘[g.

Si tiramos la diagonal O P, (fig. 386) que-

N Qard dividido el paralelégramo en deos frifin-

gulos ignales, ea los que, por ser la figura

paralelogramo, el angulo M=N asi como

los lados opuestos. . En conseenencia la su-

perficie del paralelogramo serf igual & la

suma de la de los triangulos que lo forman.

—

o p—

labsen.M+2absen.M
) s—a b sen. M

que es la expresion que buscibamos.

TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Definiciones y propiedades de los tridngulos esféricos.

837.— CirCULOS MAXTMes.—Un plano, sca cusl
fuere sn direccion, corta siempre la esfera segun
un circulo que generalmente es de magnifud va-
iable y se le lama circulo menor; Pero cuando el
plano pasa por el centro de la esfera, hemos di-
¢ho (681) que su interseccion con lu suj erficie de

ella determina un cireulo, con A B D E (fig. 387)
que se llama cfrculo mdzimo, & cansa de que no

(Frg. 380 hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-
se en la superficie de la esfera.

Todos los circulos mdzimes A B D B, ACDF, ¢BFE, ete.,
tienen las propiedades: de ser ignales, porque tienen el mismo radio; su
contro es el de la esfera y la dividen en dos partes ignales,

Se llama polo de un circulo, sea 6 no méaximo, frazado sobre la esfe-
ra, el punto de la superficie de la misma esfera equidistante detodos los
punios de su circunferencia. Cada circulo ticne dos polos, que son Jas
extremidades del didmetro de Ia esfera perpe 1dienlar al plano del cir-
culo. Los polos del circalo C B F Eson los puntos A y D.

838.—TRIANGUL0 ESFERICO.—SIi se corta una esfera por tres planos

_que concurren en ¢l centro resultara un triedro O A B C (fig. 388)cn-




