(T?a drea del tridgngnlo M N O en funcion de sus tres lados, férmula
)5 €8s

5’:/\/71;’4-{1;'413 4-._21) “:'_—c) (pP—d) cennvncnnnnnas (2)
Por otra parte 2p=atbtetd
2 p’=b—a+ec+d

restando la nltima ecuacion de la que antecede

2p—2p=Ra
de donde p'=p—a

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2), se tiene:
s'—+/(p—a) (p—D) (p—a—c) (p—a—d)

r Yo % 2 e E =g -

Recmplazando este valor en la ecuacion (1), resulta finalmente:

el e s e

=V (p—=) (0—b) (p—a—0) (p—a—1) .. -.... 3)
siendo p—3(a+b+c+d)

836.—PARATLELOGRAMO.— Dudos dos lados a y b de un paraleliyra-
mo 3 el dngulo M que forman, deferminar su ._\'»;pf-;-',fir‘[g.

Si tiramos la diagonal O P, (fig. 386) que-

N Qard dividido el paralelégramo en deos frifin-

gulos ignales, ea los que, por ser la figura

paralelogramo, el angulo M=N asi como

los lados opuestos. . En conseenencia la su-

perficie del paralelogramo serf igual & la

suma de la de los triangulos que lo forman.

—

o p—

labsen.M+2absen.M
) s—a b sen. M

que es la expresion que buscibamos.

TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Definiciones y propiedades de los tridngulos esféricos.

837.— CirCULOS MAXTMes.—Un plano, sca cusl
fuere sn direccion, corta siempre la esfera segun
un circulo que generalmente es de magnifud va-
iable y se le lama circulo menor; Pero cuando el
plano pasa por el centro de la esfera, hemos di-
¢ho (681) que su interseccion con lu suj erficie de

ella determina un cireulo, con A B D E (fig. 387)
que se llama cfrculo mdzimo, & cansa de que no

(Frg. 380 hay otro mayor entre todos los que pueden trazar-
se en la superficie de la esfera.

Todos los circulos mdzimes A B D B, ACDF, ¢BFE, ete.,
tienen las propiedades: de ser ignales, porque tienen el mismo radio; su
contro es el de la esfera y la dividen en dos partes ignales,

Se llama polo de un circulo, sea 6 no méaximo, frazado sobre la esfe-
ra, el punto de la superficie de la misma esfera equidistante detodos los
punios de su circunferencia. Cada circulo ticne dos polos, que son Jas
extremidades del didmetro de Ia esfera perpe 1dienlar al plano del cir-
culo. Los polos del circalo C B F Eson los puntos A y D.

838.—TRIANGUL0 ESFERICO.—SIi se corta una esfera por tres planos

_que concurren en ¢l centro resultara un triedro O A B C (fig. 388)cn-




vas arisfasson radios de la esfera

; AOCyBOC, son
‘ ¥ sus dngulos diedros, formados por las
caras, Lienen por aristas los radios. Por Gltimo ese triedro determina
sobre la superficie de la esfera nna fignra A B C, limitada por tres arcos
de circulos méximos, que es un tuuzwn]o esférico.

e eircnlos midzimos,

Lios dngulos planos del triedro formados por dos radios tienen por

medida los arcos de los respectivos circulos miximos, que pasan por las

extremidades de las aristas, y que son los lados del triangulo esférico;
esto es, la medida del dngulo plano A O C es el arco A C, la del angu-
lo A O Beselarco A B, y la del dngulo B O C esel areco B C.

En cuanto 4 los angulos diedros formados por la interseccion de dos
planos en lus aristas A O, BO y C O que vienen 4 determinar los dn-
gualos deltridngulo esférico en A, en B y en €, se ha visto (619) que un

diedro tiene por medida el angnlo plano corres-

pondiente formado por dos perpendiculares le-

vantadas & la interseccion .comun en el mismo

punfo, contenida eada una de las perpendicula-

res en uuo de los planos del diedro. Por tanto,

la medida del diedro segnn A O serf el dngulo

D' A-E formado por las tangentes levantadas en

el punto A respectivamente 4 los arcos A B y

s ignalmente tomar por medida del diedro: A @, 6-lo que

es lo mismo del dngulo A del triangulo esférico, el arco B’ €” que re-
sulta de prolongar los lados A B y A C, del 4ngulo A, hasta que ten-
gan 90° y en reunir cbn nn arco las extremidades B’ y (-’. En efecto,
por ser de 90° los arcos A B’y A 7 lasrectas B0 y C’ O serdn per-
pendiculares & la arista A O del diedro en el punto O, y por ser B’ ¢
a del angulo B* 0 €’ correspondiente al diedro, lo serd de éste.

La superficie del Lrum'mlo A B C no es plana, sino que es una por-

cion de la de la esfe

DEFINICION. — Se Hama tridngulo esférico la figura limitada portres
wrcos de circulos mdaaimos en lu superficie de una esfera.

Loz elementos de un trifingulo son los dngulos, los lados y la super-
ficie. ;

No consideraremos sino los triangulos esféricos cuyos lados sean
menores que 1807, y para simplificar supondremos el radio de la esfera
i;.::t:d 4 la unidad.

]
I

Cada dancmle

gwlo del trifingulo esférico tiene por medida la del 4ngulo

dro que forman los planos que contienen los arcos del dngulo.
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axir 1e ceneralmen-
Los lados del tridingulo son arcos de cirenlo méximo que g :
sy fraceiones de gr afo; pero pueden medirse

1larse su lun"nml esto es, rectifi-
a mag =mtud dui radio de la es-

{e ge estiman en grados
tambien, en partes del m{lm y calcul
carlos, conociendo su valor en grados y 1
fera que se considera.

1 representamos por ¥ el
a el lado de triangulo esférico estimailo en los y Ir e
y por 1 lalongitud 1 del arco @ en metros, la siguiente proporcion Nos

1 radio de la esfera expresado en metres, por
grados y fraceiones de gra-

do,
dari & eonocer el valor de 7

360°

0 bien

3 ) I sienare () 13 gnil B f € tri o108 esTerieos Pol las
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ngalos por las minasculas a, by e.

e

_ DEPINICION DE TRIGONOMEERIA ESFERICA.— La irigonome-
fi'f" (‘-"r'."i‘a‘l‘r:‘ tiene por frf’ﬂ‘('fu‘ 1° conocer lasve laciones t[(r]; existen entre
Ios elementos de wn tridngulo esférico, y &° dados tres de estos l"]-j J{;a 72~
fos. delerminar por ine dio del edleulo los olros ii'{.-,.\', 0 la swperficie del
tricngulo.

A menndo lo que se estudia y llega & cone
tre log elementos mismos de un triangulo e=

\

entre las lineas trigonométricas de esos elementos.

cerse no es la relacion en-
rico, sino la que existe

[ARGULOS EsFERICOS.— Como si reu-

340.—PROPIEDADES DE LO3 TRI RICH ‘ it
los tres vértices A, B y C (fig. 388)de un mzmgmo esférico con
nimos los 3 £ : :
AT 1e las pr v ades
el centro O de la esfera resulta un triedro, es claro que las pwmuh}m
y casos de igua ddad de los triedros, que hemos demostrado en geome-
as0s ae |
tria, seran aplicables 4 los tri dh:u‘m esféricos.
R “ ( y 373 O3 . FTAr D
1°— Cadn uno de o3 an nado. por dos aristas es menor que
— e A f po grsids e Bad
la sumd .-{}- los oiros dos y m - gque su diferentia, (b)) Estas propie
L suUm & % 5 j
dades aplicadas al {rk angt 10 es hw o quedarin cifradas en las siguien
€ (&2 ] I!r s L £ L3

tes designaldades:




R°—La suma de los tres dngulos planos es menor que cuatro rectos.
(530)

a+ b+ e < 360°

8°— Cada dngulo plano es menor gue 180°.
En efecto, restando miembro & miembro las designaldades

a+b+e<360°
b+te>a
obtendremos a<360°—a
trasladando 2 a<360°
i 260°
¥ por altimo a<_ S esto es, a<C180°

4°—Ln suma de los dngulos diedros es mayor que 2y menor que 6
dngulos rectos. (633)

A+ B4+C>2 rectos Yy A+B+0<6 rectos.

8*—Fl lado mayor estd opuesio al mayor dngulo y reciprocamente.

Decimos que si B> A se tendrd b>a. BEn efecto, si en el vértice B
(fig. 389) construimos el ingnlo A B D=—A; 4 causa de ser el dingulo
B>A, el arco B D caeri dentro del 4ngulo A B C, y en el tridngulo
A B D por ser A=A B D, se tendra:

Bi—A D

Por otra parte BDED C>CB
y sustituyendo AD+DC>BO
o bien b>a

que es lo gue se queria demostrar.

Reciprocamente si b>>a, se tendri B> A. En efée-
e to, B no puede ser igual 4 A, porque entonces infe-
ririamos que lados desiguales estarian opuestos 4 ingulos ignales; tam-

* Para demostrarlo, bastaria reunir la mitad del arco A Bean D y
resultarfan dos triingules ignales, por tener dos lados y un dngulo res-
pectivamente ignales.
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poco puede ser B<A, porque résultaria el absurdo de que al menor
dngulo estaria opuesto el mayor lado.

841.—TRIANGULO SUPLEMENTARIO.—Hemos visto (133) que si des-
de un punto O’ (fig. 390) tomado en el interior de un triedro O baja-
mos perpendicilares O’ A, O’ By O’ C 4 sus tres caras y hacemos pasar
planos por estas perpendicunlares, resulta un segaundo triedro O’, cuyos
dangulos planos son respectivamente smplementos
de los fingnlos diedros del friedro O, y cuyos die-
dros son suplementos de los dngulos planocs del

triedro O,

Aplicando esta construccion 4 un trifingulo es-
férico, se comprende que siempre es posible obte-
ner ofro cuyes lados sean suplementos de los én-

gulos del primero, y cuyos angulos sean suplementos de los lados del
primero. Esto es, representando por A, B y C los fingulos y pore, & y
¢ los lados del primer tridngulo, y por A, B y C' los 4ngulos y por
a’, o’ v ¢' los lados del segundo, tendrémos:

a’—=180°—A A'=180°—a
b’=180"—B B/=180°—b
c¢’=180°—C G'=180°—c

A este segnndo tridngnlo A" B" G’ suplementario del primero A B G
se le llama tambien #ridngulo polar; porque trazando sobre la esfera
on tridngulo de cuyos lados sean sus polos respectivos los dngulos del
primer tridngnlo, resultan dos tridngulos suplementarios.

Al En efecto, sea A B C (fig. 391) nn tridngu-
lo esférico. Prolongunemos A B hasta D, de
modo que A ID=90°; prolonguemos A C has-
ta B para tener A E=90°, y si por los puntos
Dy Ey porel centro de la esfera hacemaos
pasar un plano, fendrémos el eircnlo méiximo
B” O’ del cual serd A sy polo, por distar de
todos sus puntos 90°. Prolongando los lades
BA yBC hasta Gy F para que s¢ tengan
B G=B F=90° y haciendo pasar un plano
por estos puntos y por el centro de la esfera, determinarémos el arco
A’ €’ de circulo méximo, cuyo polo es B. La misma construeccion nos
conduce & determinar el arco A’ B’ cuyo polo es C. Siendo por cons-
truccion los vértices A, B y C, polos de los lados del tridngulo A’ B’ C,

21
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vamos 4 demostrar que reciprocamente los vértices de este son polos
de los lados del primer tridngulo A B C. Estando todos los puntosdel
arco A’ G’ & 90° de B, este punto distard 90° de (7, y estando todoslos
puntos del arco B’ @ 4 90° de A, este punto distara 90°'de C"y por
tanto €’ serd el polo del arco A B. De igual manera se demuestra que
A’ es polo de B C y que B’ lo es de A C.

Ahora bien, siendo A D=90"y A E=90°, el arco D Eserila medi-

da del 4ngulo A (838)

Fisto es, A=D E
Adem#fs tenemos B’ E=90° y C' D=90°
D E=B' E—B/  D=B E—(B’ ¢'—D (618
gustituyendo A=90°— (a’—90°)=180"—a'
luego a'=180—A.
Asi se demostraria que b'=180°—B y.que ¢'=180°"—0C.

Siendo A’ H=090° y A’ F=90°, el arco H F serd medida del dngulo
A’ (838)

Esto es AS=FRH

H =B F+HB=B F+(H c—B 0)
sustituyendo A'=90°+90°—a
lnego A'=180°—a

y de la misma manera se demostraria que

B'—180°—b 'y que C'=180"—c¢.

Debe notarse que de los dos polos que tiene cada uno de los arcos g0
tom3 el que quedaen el hemisforio que se considera.

849.— Fn el estudio de la trigonometria esférica seguirémos el mis-
mo método que en la trigonometria rectilinea: trataremos primero de
las férmulas fundamentales en Tas ‘que estén cifradas las principales
relaciones que existen entre laslineas trigonométricas de los elementos
de los tridngulos esféricos, nos senparémos en segnida de 1a resolucion
de los triangalos rectingulos, luego de la de los oblicuéngalos y por
&ltimo de la determinacion de Ia snpe: ficie del trizngulo esféricol

Debemos hacer notar que puede resolverse un tridngulo esférico co-
nociendo sus tres Angulog, sin qlie s¢a necesario, como en los trifingn-
Jos rectilineos, conocer un lado; lo cual tiene por cansa que la sums de
los Angulos de un triangulo plano constantemente es igual & 180°%,
miéntras gue en los tridngulos esféricos la snma de sus angulos puede
yariar entre 2y 6 fingulos rectos.

Relasion entre los 4ngulos y los lados de un tridngulo esférico

84-;.—')‘3 l l 1nce llbl a e (]119 ']uedell ’Hllnﬂ.l BG COn 6 al=-
as qu €e Cor naciones c
fpl es c mb € d
.4 e 4 4 eonr f I
d&d 28 CO e d S d en 8 :ll 1 ]-'}. O m!lh (006)

L

G m__m(m—I1) (m—2)....(m—n+1)
n ? S RG S

Cﬁ:6x5x4><3m
4. 1X2x3xX4L

coat 0 BOI & I ! -

I 1 1 S reraciones lhi(’l(‘llt{‘s q“e ]ued eX18Lr (‘Ilfle IOS IBdOS ?
- I en -.ti

103 a“gnI“S fle un t[la- |g“}0 ebfﬂ[lcﬂ v Son

a g
1* Entre los tres lados y un angulo
9a T = ;
2* Eatre dos lados y los &ngulos opuestos.

& 1 £ onlo eom ¥ (1] de 03 n ul{!S
a 0:, OI -“1: I (<] [ i
3' EO;III‘B lllIS l d < plcudldﬂ un I ﬁ g

4* Entre un lado y 1os tres 4ngulos.

(ﬁfé;&;}]{ﬁn.&gﬂos ENTRELOS TRES LADOS Y UN ANGULO.—Sea A BC
g. 392) un triingulo trazado sobre nnae ;
: )  brazs sfera c¢uyo centro es O -
yo }'urfm snpo'ndremoa igual 4 la unidad. Pudiendo ser el ]adoad; {);{cuz
q-m.eimlmagmhcd, supondrémos menores que 90° loglados 4 y ¢ T:za-
Zan raidi ' 3 Bty
f t]O o8 rédios O A.. 0B, yOC, las tangentes A Dy A E; prolon-
gando O B, y O C y tirando lu'recta D' E, tendrémos: :

A D—tang. ¢y A E=tang. b
; ({ D=sec.¢ y O E=— sec. b
dngulo E A D=A y ingulo E 0 D=a

Los trifingulos EO D y E A D dan (808 29

D E.’zlf O+DO*R2EO0xD0Oco= EOD
i =E A*+ DA 2E AxD Acecos EAD
sustitnyendo: D E*=sec.? b+sec.” c—2 sec. b.gec. c cos. a

D E*—=fang® b +tang® c—2 tang b. tang c. cos A

restando la seg N =2 ks .
segunda ecnacion de Ia primera para eliminar & D E* re.

vl

. . i - e
i 1 1 et - 2 e - M ) P S

R 3 g o
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s : 1
cordando gue sec.” a=litang & ¥ sustitnyendo por sec. !).:___B
08

1 ; ge eIl C
por sec = , por tang b= — y por tang ¢ _ SCIC resnlta:
CO8 e

4 9 co3 a 9 gon b. sen €. cos A
g S a0 BOIRE, T —
cos b cosc cos b. CoB €

reduciendo, dividiendo por 2y quitandolos denominadores, resulia:

o—cos b cos c—€es.a- 8en b. sen e. co8 A}
cos.a=—cos b cos e-+sen b. sen C. co8 A1)

¢5rmula fundamental de la trigonometria esférica en la que estén ei-
{radas las relaciones que existen entre los tres lados y un 4ngulo de un
‘triangnlo esférico.

845.—~GENERALIDAD DE LA FORMULA PRECEDENTE.—Para estable-
cer la formaula (1) hemos considerado que pueda tenera enalquier va-
Jor, y hemos supuesto que tanto b comO ¢ eran IMenores que 907, va-
mos 4 demostrar que dicha formula subsiste jgualmente cuando uno
de estos lados, b0 ¢ 6 cuando ambos sean mayotes O iguales & 907,

1° Supongamos como intes a=>6< que 90°, y haga-

fhos ahora ¢>9¢7y b £90°. 'Si prolongames (fig: 303)
Jog arcos B Ay BGde circulos méAximos: hasta que 8
encuentren en B, concibiendo los dos planes que contie-
nen.dichos arcos ¥ gne pasan por el mismodidametro B 1B,
se veque B A B'=B C B’=180° y gque el dngulo B=DB%
Considerando el triangulo Bf A C, tendrémos que B’=B
b<90° por el sapuesto, ¥ ¢’<90 por sersu suplemento
e>90. En consecuencia 1a formula (1) sera aplicable al
triangalo B' A Oy tendrémos:

cos.a’=cos b cos o' +gen b sen ¢’ cos B* A C

siendo a’=180°"—2; ¢=180—e;. B A C—=180°—A ; recordando que el
coseno de un gngulo es ignal al de su suplemento con signo contrario

v sustituyendo, resulta:
cos.a—=cos b. cos c+sen b sen ¢ cos A

que ¢s 1a formula (1) aplicable al trisngulo B'A Cen el que ¢>90°
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2° Sean ahora (fig. 394) 5>-90° y ¢>>90° pudiendo te-
ner g cnalquier valor. Prolonguemos A B y A U hasta
que se encuentren en A’. En el trifingulo A’ B 0, en el
que tanto b’ como ¢’ son menores que an cuudraut;! ten-
Jdremos: ,

c0s. a=cos. b’ cos. ¢’ +sen. b’ sen. ¢’ cos. A’

b’=180°—h; ¢’=180°—c; A’=A; recordando que el co-

(g ) 88D de nn 4ngalo & igual al de su suplemento con sig-

no c.ﬂm;rurm, y que el seno de un dngulo es igual al de su sup!ementﬁ
sustituyendo resulta: :

cos. a—cog, b cos. c+sen. b sen. ¢ cos. A

que es Ta formula (1) aplicable al tridnguio ‘B A€ en el que los Jad
b y ¢ son mayores'que 90°. [i e
Como si en la (fig. 392) suponemos que uno de los lados b 6 ¢ 6 que

ambos sean iguales & 90° desarrollando el cilenlo del parrafo 844 ob-
tepriré.mns la f6rmula (1), resulta que esta es general y aplicable 4 un
tridngulo esférico cnalquiera que sea la magnit:ud de sus lados

; De 14 formula que se acaba de establecer se obtienen ‘por sim-ple cam-
bio de. letras otras dos formulas semejantes; resultando- asi las tres
ecnaciones:

¢0s, a—cos. ) cos. ¢-+sen. b sen. ¢ cos. A

cos. b=cos. a cos. c-+sen. a'sen.ccos. By ........(1)

|
cos. G—=cbs. & ¢os. b+-gen. asen. b cos. U]

que se deben considerar como fundamentales de la trigonometria esfé-
rica. Entre los elementosde nn tridngulo esférico no puede existir nuna
relacion distinta de la precedente, porque si esto fuera posible, despe
- - 7 5
isfndo {os dngulos A, B, y C de esa relacion diversa, asi gomo de las
ormulas (1) se o i 4 a i 1
o 1) btendrian para los 4ngulos A, B, y C dos valores di-
erentes, lo enal es un absurdo. De las formulas (1) se pueden dedu
cir otras muchas que es indispensable conocer, y que vamos 4 obtener
gucesivamente.

846.—RELACION ENTRE DOS LADOS Y LOS ANGULOS OPUESTOS.—Pa-
ra obtener una relacion, por ejemplo entre a, &, A y B debemos elimi-
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nar & O y ¢ en las ecnacionet (1) lo cnal puede lograrse de diversas ma-
neras, pero vamos 4 indiear el siguiente procedimiento.
De la formula (1)

cos. a=—cCos. b cos. c+sen. b sen. ¢ cos A

despejando 4

COs, a—COS. s
Ack s a—cos. b cos. ¢
sen. b sen. ¢

sustituyendo este valor en la expresion

gen.? A—1——cops.® A

] 1 o8 L 3.0\ 2
ge tiene pen tA i iaaf SO0 008 beos. ¢
gen. b sen. ¢

sustituyendo la diferencia de los cnadrados por el producto de Ia su-
ma por la diferencia de las cantidades, resulta:

08. a—CO8. 08, 08, a—co08. b cos. ¢
gon.? A {1 4. C08. 3—CO8 b cos. ¢ {_co8 cos. be
sen. b sen. ¢ sen. b sen. ¢

incorporando los enteros & los quebrados y multiplicando los denomi-
nadores, esta expresion se trasforma en las signientes:

gen.’ A—

(sen. b gen. ¢4-cos. a—CO8. b cos. ¢) (sen. b gen c—cos. &+ COs. b cose).
gen.* b sen.’ ¢ ¢

T a—coa(b+e¢)] [ces.(b—c)—cos. al
gen.* b sen.’ ¢

Ben.

sustituyendo la diferencia de los cosenos por sus valores (776 £. 62)

son.? A—

4 gen. 1 (a+b+c)sen. 2 (btc—a)sen. 1 (a+b—c)sen. 3 (ac—b) (e)
sen,? b sen.’c :

héaciendo el mismo cileulo con Ta formula

cos. b—cosi 4. ¢08. ¢+ sen. a sen. C COs,
se encuentra:
gen.? B=

4 sen. 2 (a+b+c)sen. 2 (a+c—b)sen $ (a+b— c)sen. 3(b+te

Fa il 3) (@)
gen.” a sen. C i

dividiendo la ecuarion (¢) por la (d) se encuentra:

ren. A igen.? a

sen.* B sen.’ b
éxtrayendo raiz y trasladando resulta findlmente:

gen. a gen. b
sen. A sen. B

847.—El mismo efleulo aplicado & la férmula
e08, C—¢cos. a Ccos b+sen. agen. b.cos. €
conduciria al resultado

sen. b sen. ¢

gen. B * gen. O
y por taulo se tiene finalmente:

sen. 8 gen. b gen, ¢

sen. A sen. B sema@

La formula (2) expresa que los: senos de los lados son proporeionales
& los senos de los dngulos opuestos.

848.—La formula (2) puede obtenerse directamente de la figura co-
mo sigue: Bajemos del punto C (fig. 395) una perpendicular C D al
plano A O B y del pié D tiremos en ¢l mismo plano, D P perpendicu-
lar £ O A y D Q perpendicular & O B. Siendo el plano G D P perpen-
dicalar &4 O A si tiramos G P estareeta serd perpendicular a0 A,
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Igualmente siendo el plano C D Q perpendionlar & O Bla recta € Q
serd perpendicular 4 O B,

Considerando el tridngulo C D P rectingulo en C D P y el tridngn-
1o € D Q rectiingulo en C D Q se fiene:

¢ D=—CPsn.CPD
CD=CQesen. CQD

ignalando se tiene:

C Psen.C PD=C Qsen. CQ D.,..(b)

considerando que C P—sen. b, que C P D
(Pl 2053 =A, que C.Q—sen.ayque C QD=B,y
sustituyendo en la ecuacion (b) resulta:

gen. b sen A=—sen, a sen. B

trasladando S b sen. a
sen. B sen. A

que es la férmula (2)

849 RELACION ENTRE D0S LADOS, EL ANGULO QUE FORMAN Y EL
ANGULO OPUESTO i UNO DE ELLOS. —Si- buscamos una relacion entre
a, b, C y A tendremos que eliminare y B entre las ecuaciones (1) y ().
En la ecnacion

. cos, a—-co¢. b cos. ¢+sen. bsen. ¢ cos. A
suetituiremos

c0S, c—=Cos. # cos, b+sen, a sen. b cos. €

sen. a&

sen. e=sen, 0———
sen. A

o que da:
cos. a==cos. b (cos. & cos. b+scn. a sen. b cos: )+

sen. b sen. asen. C cos. A

sen. A

c0S. A—Ccos. 4 cos’b+sen.asen. b'eos. beos.C+sen. bsen. a sen.C cot.A
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cos. a (1—cos.® b)—sen. asen. b (cos. b cos. C+sen. C cot.

08. %
&iﬁeu=cos. b cos; C+4sen, Ceot. A

sen.- a sen. b
y por altimo
cot. a sen. b—=cos. b cos. € +sen. O cof. A .

Por cilculos idénticos, 6 por simple permutacion de letras se pueden
obtener otras cinco formulas semejantes y se tienen seis ecuaciones co-
rrespondientes & ella, que son:

cof. a sen. b—cot. A sen. C=—cos. b cos. C ]
cot. b sen. a—cob. B sen. (—cos. a cos. C l
cot. b sen. c—cot. B sen. A=—cos. ¢ cos. .
cof. e sen. b—cot. C sen. A—cos, b cos. {
cot. ¢ sen. a—cot. C sen. B=—cos. a cos. l
cob. a sen. c—cot. A sen. B=cos. ¢ coa. J

850.—RELACION ENTRE UN LADO Y LO3 TRES ANGULOS.—Para de-
terminar una relacion entre @, A, B, C aplicando al triingulo suple-
mentario (841 fig. 391) A’ B’ C' Ia formula fundamental, tendremos:

eos a’—cos b’ cos ¢ +sen b sen ¢’ cos A’

Como a'—180°—A; b’—180°—B; ¢'=180°—C y A’—180—a; susti-
toyendo resulta:

—cos A—co3 B cos C—sen B sen C cos a
cambiando signos
cos A——cos B cos U +sen B sen C cos a

aplicando ¢l mismo procedimiento & las ofras formulas (1) 6 per sim-
ple cambio de letras resultan las tres relaciones.

cos. A——cos. B cos. C+sen. B sen. U cos. ¢
cos. B——cos. A cos. C+sen. A gen. C cos.

cos. U=——cos. A cos. B+sen. A een. B cos.




Formulas relativas 4 los tridngulos rectdngulos.

(Fid. 396.)

851.—Los tridngulos esféricos. puedeén tener los
tres ingulos rectos, dos, 6 solamente nno; pero es
infitil considerar los casos en que el tridngalo tie-
ne dos & tres rectos, En efecto, si suponemos que
los angunlos A y. B (fig. 396) sean rectos, los dos
planos A O Cy A O B, serin perpendiculares en-
tre 51, y sucedera lo mismo eon los planos C O B y
A O B; de consiguiente, C O es perpendicnlar &
A O B, y serin rectos los dngulosrectilineos C O A,
C O B; esto es, a—b—90°, asi eomo A y B. Por
otra parte, porser C O perpendicnlar A 0 A y 4

O B, el angalo € estard medido por el dngulo rectilineo A O B y se

tiene C—c.

Si los tres dngulos son rectos, los radios A O, B 0 y O O, serin per-
pendiculares entre si y se tendrd a—b—c—90°.
En nno y otro caso no hay problema que resolver.

852.—FORMULAS DE L0S TRLANGULOS RECTANGULOS.—Supondiemos

que A—90° La hi
bye.

potenuga serdl @, y los lados del dngulo recto sern

Recordando que seno 90°=1, que cos 90°=0, que tang 90—, que
cot ¥0°—o y sustituyendo en las formulas respectivas (1) (2) (3) ¥ (4),
obtendrémos las correspondientes & los tridngulos rectangnlos.

La f6rmula (1)

€08 a—co8 b cos ¢+ sen b sen ¢ cos A

cuando A=—90° se convierte en la férmula finica:

La férmaula (2)

conando A=90" da:

cos a—cos b ecosC........(5)

gen a_sen b sen ¢
gen A sen' B sen O

L

gen b—sen a sen B
A

sen ¢c—sen a sen-C

La formula 1* de las (3)
cot a sen b—cot A sen C=cos b cos C
cuando A=90° dn:

sen I
B0 Y —cosbcos €

tang a
tang b—tang a cos8 C....(7)
La 6° I’érﬁm]a de las (3)
cot a sen-c—cot A sen B=cos ¢ cos B
enando A—90° da:
cot a sen c=cos ¢ cos B
o bien tang c—=tangacos B ...(7)
La 3* de las f6rmulas (3)
cot b son c—cot B sen A=—cos c cos A
da, si A=90" cot b sen c=cot B
6 bien tang b—sen c!tang B....(8)
De la 4* de las férmulas (3)
cot ¢ sen b—cot C sen A=cos ’b_ces A
Cuando A=200° se tiene:

cot ¢ sen b=—cot C

0 bien tang c—=sen b tang C... .(8)




De la 2* de las f6rmnlas (4)

cos B——cos A cos C+sen Asen Ucos b

cuando A—90° se tiene:
cos B—cos b gen C. e .(9)
De la 3* de las férmulas (4)
cos C——cos A cos B+sen A sen B cos ¢
cuando A—090° se obtiene:
cos C—cos csen B....(9)
De 1a 1° de las f6rmulas (4)
cos A—-—cos B cos C+sen B sen Ccossa

Cuando A=90° se tiene:

cos B cos C—sen B sen C cos a
6 bien la formula Gnieca:
cos a—cot B cot C ...(10)

En las seis férmulas diferentes que acabamos de obtener, estan cifra-
das los signientes principios:
cOos a—CoS b cos €. ...(D)
expresa que el coseno de la hipotenusa es igual al producto de los cose-

nos de los catelos.

sen'b=sen a sen B
% e ()

sen c—sen a sen (

7

expresan que el seno deun lado es igual al seno de la hipotenusa mul-
tiplicado por el seno del dngulo opuesto al lado que se'considera.

: == : 1
tang, b—tang. a cos. € )

( SEen ey
tang. e—tang. a cos. B

expresan que la tangente de wn lado es igual al producto de la tangen-
fe de la hipotenusa por el coseno del angulo adyacente.
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tang. b=—sen. ¢ tang. B a

tang. c—sen. b tang. Cg

expresan que la langente de un lado es igual al producto del seno del
otro lado por la tangente dél dngulo opuesto al prumero.

cos. B—cos. b sen. G'{
cos. C=cos. c sen. BS

expresan que el coseno de un dngulo es igual al producto del coseno del
lado opuesto por el seno del otro angulo.

cos, a=—cot. Beot. C....

expresa que ¢l coseno de la Tupotenusa es iquai al producto de las co-
tongentes de los dngulos oblicuos.

853.—DISCUSION DE ALGUNAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS m:_c:-
Tixeuros.—En la formula

cos. a—cos. b cos. €
pueden hacerse las siguientes hipotesis:
S 3<90° cos. btiene signo+ |

vos. @ tendrf signo+y a<90°
ac<9(|°' COS. ¢

g 5>90° cos.

{ e>90°
Sb>90'°

i

( ¢<90°
\' b<90°
l ¢>90°
iguie : Twando o8 s del dngi-

De lo cual se deduee la signient® mg!‘a. Cwanda los lados as %c‘?
1o recio son de la misma especio, la hipotenusa es MEnOT qué S5 5 y
onando esos lados son de distinta sepecie, la hipotenusa es Mayor-gue

90°.
En la formula

+y a<90°
» —y a>80°

o> 907
45 Wy y

tang. b=sen. ¢ tang. B BIBLIOTECA UNIVERS
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vemos que tang. b, es el produocto de dos factores. ¥ como uno de ellos,
sen, ¢, s;empre es poeitivo, & causa de qne ¢<<180°, tang. b tendri el
mismo signo que tang. B. Cuando tang. 3 y tang. B tengan signo +
serdn 4 y B menores que 90°, y cuando tengan signo — seréin & y B ma-
yores que 90°%, luego wzlado dél dngulo recto siempre es de la misma
especie que el dngulo apuesto.

La formula

¢os. a—cot. B eot. €

disentida lo mismo que cos. a=cos. b cos. ¢ conduce & la consecuencia
de que cuando los dngulos B, € son de la mismua especie, la hipotenusa

o,
es menor que 9075 pero que cuando son de distinta especie, la hipotenu-
S@ es mayor que 90

854.—TRASFORMACIONES DE LAS FORMULAS DE LOS TRIANGULOS
RECTANGULOS.—Las férmulas anteriores pueden trasformarseen otras,
que es conveniente conocer, porque los resnltades son més aproxima-
dos sirviéndose de los logaritmos.
De la formula
cos. a==cCo0s. b cos. ¢

despejando 4

COES. c:‘CO::. H?
cos, b

y sastituyendo este valor en la expresion

tang. 4 c= I—cos. A
LFcos ¢

Shgeil o8 08, b—v(m. a
‘30~- a \Icr)a. b+cos. a

cos. b

=q/tang. 3 (a—b) tang. £ (a+b) [777.£(52)]

por trasformaciones idénticas se obtiene tang. 2 b, de manera que dela
formula cos. a—cos. & cos. c resultan las signientes:

tang. £ e=+ /tang. 3 (a—b) tang. § (a1 b) iy
e an s aes Lk

tang. § b=-+,/tdhg. 2 {(a—c) tang. 3 (a+c)

De la formula

sen. b==sen.

. gen.b (3)
se obfiene e S S R
sen. B

por otra parte _ :
:i-w(-.ra.-:_].()()’+u1__ {1 +sen. u
tang. 3 (90° +“)—Ji +cos.[90° +-a] JL——:‘G‘H. a

sustituyendo la expresion (a) en esta formula, se tiene:
3 /

., 8en. b 3
s sw; 15 [snn. B+sen. b

tang. [45°+4 al—+ =~ien. B—sen. b

= ! gen. b
J SLI'I. 3

ltang. £ [B+b]

6 bien  tang. [45°+% al=+ }tan 1 [B_b] (TVI[67D)

De manera que de las formulas (6) se cbtienen:
tan [B+b] ltang. [_C__-«}—_u;} (12)

tang. [45°+1 a]— +\lmn T *Jﬁﬁﬂgw

Como las formulas (6) no se alteran cuando en ellas se reemplaza el
lado a por el éngulo B, y B por a, asf como cuando se reemplaza a por
C y C por @, pues se tiene:

sen. b—sen. a sen. B=gen, B sen. a
sen. c—sen. a sen. C==sen. C sen. a

i 5 formulas (12 se han deducido
haciendo esta permutacion en 1as formulas (12) que se ha

de las (6) se obtiene:

[tang. £ ang. .». (n+h) \
tang. [45°+3 Bl—+ |tang. 3 (a—D) |
i L5

lt.uh;: o (u-!—(’\' f

tang. [45°+3 Cl= !\l.aug %(a—-—c‘)}l




Por cilenlos anilogos, tuye desarrollo recomendamos al lector que
ejecnte, pueden obtenerse las formulas siguientes:

De las formulas tang.b=tang.a ¢os.C, tang.c=tang.a cos.B
se obtiene:

| Sen, (awh“ﬂ
tang. 3 Cﬁ‘l‘\l sen. (a+b) l

it T S e (14)
| Sen. (a—¢) :

tang. 2 B=+ |gen. (ato)
De las formulas
tang.b==sen.c tang. B, tang. e—sen.b tang.C

ge obtiene:

lsen. [B+ h]]

tang. [45°+1 c]—=+ ]E‘m

0 % 150:1.7[7(: +¢]
tang. [45°+1 b]=iJ§en. [G—e]
Las f6rmulas (9)

. B=cos. bsen. C
. U=cos. ¢ sen, B

cos. b—_ 0. B
¢os. [90°—C]

sustitnyendo en la férmula

bz__l—c-os. b

tang.*® ] STt
g 1-+cos. b

tﬂ.l}g.g EI h— COB. (QOC—C)—COS. B
cos. (90°—C)+cos. B

—2 gen. 1 (90°+B—C0) sen. 4 (B+C—90°)
2 cos, 2 (90°+B—C0) cos. £ (B+C—90%)

l o, B—C B0 y.a
tang. 1 b=+ \]tang. (4,; + -m;-a__) tang. (7:T"__40 )_”(15')

un calculo semejante con el valor de cos, ¢ conduce al resultado
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- i Pl B0 B+0 .o
twg.éc:-‘,—\]mng‘ (4:)-— - )tang.( = —45 )......(15{)

: cos. B .
Ahors, sustituyendo el valor de sc:n.Cz_—-E dela ecuacion (9) en
cos.

la formula:

{1+ 8en.C
tang.(456°+2 C)= |1—gen.C

ge tiene:

[cos. b+cos. B__ 2 cos. 2 {_l?_%—_b) cos. ¥ (B—b)
tang. (45°+1 C):Jcos. b;FJE.-ﬂ_J:E—sén. 4 (B+Db) sen. £ (B—b)

tang. (45°+3 C):-._thut, I (B+Db) cot. 2 (B—b)....(16)

. cos. C AR :
un célculo semejante con el valor sen.B= ~ conduce laférmula:
COS,

»

tang. (45°+% BY—+ Jcot. ; (U—‘r(.::l cot. 2 (:Y

La formula cos. a=cot. B cot. C se trasforma en:

cos. B cos. C
COS. a=

~ sen. B sen. C
sustituyendo este valor en la expresion:

il—cos. a ;
tang. 2 3=\11+cos. & O

|en. B sen. C—cos. B cos. Oﬁg l—{m_(liiu
tang. 2 QZJ zen. B sen. O+cos. B cos. O _J cos. (B—0)

y por tltimo

lcos. (180°—B—0)
tang. 3 a= + |~ cos. (B-

855.—FORMULAS DE [0S TRIANGULOS RECTILATEROS.—Se dice que

<

un trifngnlo esférico es reciilatero cuando uno de sus lados es de 90%,

Si nos imaginanios un trifngulo de esta especie A B Cenel que el
23




