lado a=90°, el tridngulo suplementario A’ B> €’ sera rectangulo en A.
Aplicando 4 este tridngulo las formulas (5) 4 (10),

eo8. a’—¢os., b’ eos. ¢
gen, b’=—sen. a’sen. B’

3

cos. a'=cot, B’ eot. C

y snstituyendo en estas formulas los valores:

a’=180—A; P’=180—B; ¢’ =180°—C;
A’—180°—a; B’=180°—h, y C’=180°—¢

ge obtendran las signientes formulas, correspondientes i un triangulo
rectildtero que son:

cos. A—=—cos. B eos. U

sen. B—zgen. A sen, b)

sen. C=sen.-A sen. 05
tang. B—=—tang. A cos. ¢

= & g
tang, C=—tang. A cos. b

tane. B= gen. O tang. b
=) =

%........(-ae)

tang. C=" sen. B tang. ¢

cos. b=cos. B sen. ¢

%........(-31)

cog. e=cos. U sen. b
cos. A——cot. beok €.uu.....(22)

A cuyas formulas seles puede hacer sufrir trasformaciones anilogas
4 1as que en el parrafo 854 hicimos experimentar & las de los trifingu-
168 recténgulos. Las formulas 17 4 22 pueden dedwgirse igualmente de
las (1), (2), (3) y (4) haciendo en ellas a=90°

Uso de los 4ngnlos anxiliares en la Trigonometria esférica.

856.—Las formulas generales (1) 4 (4) no son adaptables al uso de
log logaritmos; pero pueden trasformarse, sirviéndose de un arco anxi-
liar, en otras que sean adecnadas para el empleo de estas magnitudes.
En efecto, esas formulas son de la forma

P=—M cos. @+ N sen. a

siendo « nno de los seis elementos del tridngulo, y M, N, P represen-
tando.funciones monomias de las lineas trigonométricas de tres ela-
mentos diversos de a. Si se designa por ¢ un ingulo anxiliar, tal que

T

N
A R e
P (B)

escogiéndose la tangente porque esta linea puede tener toda clase de
valores, y se sustituye N por su valor M tang. @ en la formula (A), y

sen. -
por tang. @, P se convertiri en
COB. @

P cos. =M cos. (a—@)........ (€)

De lo expuesto resulta que introduciendo el arco auxiliar @, la fér-
mula (A) puede ser reemplazada por el sistema de las férmulas (B) y
(€) calculables ambas por logaritmos.

Por ejemplo, la formula fundamental

cos. a=—co08. b cos. ¢+sen, bsen. ccos. A........(1)

puede hacerse calculable por logaritmos por medio de un arco auxiliar.
Sacando cos. & como factor comun

cos.a—cos.b (cos.c+sen.c tang.b cos. A)
introduciendo el arco anxiliar @, haciendo
cof. p—=tang. beos. A......7.(D)

sustifnyendo resalta:

9. . @ cos,c+8en. 08,
cos.a=005.b(cos.c+aen.c M)=cos.b(sen By $.© ‘3’)

sen. @ sen, @

y por altimo

cos, a=— 228 b 8en.(@+C) v s+ sos (E)
sen. @




Férmulas generales calenlables por logaritmos.

857,—FORMULAS PARA DETERMINAR LOS ANGUELOS EN FUNCION DE
108 TLADOS. —Vamos 4 trasformar las formulas (1) para hacerlas adap-
tables al uso de los logaritmos, y por tanto propias para la resolacion de
Jos problemas de la trigonometria esférica.

De la primera de las formulas (1)

cos8..a—cos. b cos. c-+sen. b sen. ¢ sen, A
se obtiene:

cos.a—co3,b cos.
oS A 0 008, b cos.¢
gen.b sen.c

sustituyendo este valor en la formula [770]

1—cos., A

sen’s A—
;‘_l

ge tiene:

1_003. a—cos. b eos. ©

gen. b sen. ¢ sen.b sen.c+cos.b cos.c—cos.a
sen’} A= 5 S 5
z 9 2 sen. b sen. ¢

__cos, |b—e]—cos.a_ < gen.} [b—e+-a] sen.3 [asc—b]

sen’l A
2 sen. b sen. ¢ gen. b sen. ¢

haciendo, como en los tridngulos rectilineos,
a+b+e=2p
restando de los dos miembros de esta ccuacion sucesivamente 2¢ y 2 b,
ge obtiene:
at+b—e=2 p—2e¢, a—b+c=2p—2D

sustitnyendo estos valores en el de sen’} A y extrayendo raiz, resulta

sen. [p—b] sen. [p—c] ;
1 —"“\l . ;
gen, 2 A e LT IA23)

Sustituyendo ahora el valor

cos, a—co0s, b cos. ¢

cor. A=— il
gen. b sen. ¢

181

en la f6rmula |770]
1+cos. A

cos.® 2 A— 2
2

y por el mismo procedimiento de cilenlo'se obtiene:

sen. p sen. [p—a]
gen. b sen. e

cos.J:—A——*\l Gasdtes s (24)

Dividiendo [23] por [24] resulta:

sen. [p—b] sen. [p—e] ol
tang.1 A— Jﬂsen. p sen. T I .(25)

Dividiendo la (24) por la (23) resulfa;

sen. p sen. [p—a] _ :
cot. 3 A= \l sen. [p-_b] sen. PR (26)

N. B.—En todas estas formulas, el radical debe tomarse con el Big-
no més, en razon de que A<180° y de que las lineas trigonométricas
de los ingulos agudos, 3 A, son positivas.

858. —_FORMULAS PARA DETERMINAR LOS LADOS EN PUNCIOM DE LO8
AxGULos.—De la férmula (4)

o8, ‘A=—cos. B cos. C+sen. B sen. € cos. a

se obtiene:
cos. A+cos. B cos. C
COB. A=—oo " — = —
gsen. B sen, €

gustituyendo este valor en las expresiones:

gen.’ 3 a=— },:%E_E y cos.’4a= ]-._i'%ﬂ_g_ﬁ

y por medio de operaciones idénticas & las que hemos ejecntado en el
parrafo anterior, se obtiene, haciendo:

P—} [A+B+0]




—cos. P cos, [P—A] ;
sen. B sen. C EER T 1)

sen. 1 a=wy

cos, [P—B] cos. [P—C]
sen. B sen. C

COR. % EESLN

—co8.. P cos. (P—A)
tang. 2 3=J cos. (P—B) cos. (P—C)

cos. (P—B) cos. (P—C) s
—cos. Peos, (P—A) """ (30)

cot.2 A=

Los valores de las expresiones anteriores, en las que cos.P estd afec-
tado del signo — dentro del radical, ne son imaginarios, como & pri-
mera vista pudiera creerse, pues sabiendo que

A+B+0>2%90°
A+B+C<6x90°
resulta: HA+B+C)=P>90°
P<3.96°

5 como el coseno en los arcos de 90 & 270° s negativo, resulta gue
— cos.P es una cantidad positive, y por tanto serfin reales los valores
dados por las f6rmulas precedentes.

Por medio del tridngnlo suplementario pueden deducirse estas cua-

tro f6rmulas de laz (23), (24), (25) y (26). Por via de ejercicio de la
f6rmula

2 |sen. (p—b) sen. (p—o) e
tang.2 A— \l sem.p sen, (p—a) "t '° .(25)

vamos 4 deducir las (29) y (30).
En el trifingulo suplementario, tenemos:

A=180°—a’ a—180°—A’ p—a—90°—(P'—A’%)
B=—180°—b’ b=—180°—F’ p—b=90"—(P"—B’)
C=180°—¢’ c—=180°—C’ p—c=90°—(P’—0")
P=270°"—p’ p=270°"—F

sustituyendo estos valores en Ia f6rmula (25), se tiene:

4 : ‘Jsen. [90°—(P—B")] sen. [90°—(P’—C")]
tang. (90°—4 &)= sen, (270°—P’) sen. [90°—(P—A))]

: Jcos. (PP—B) cos. (P—C)
eot, 3 a'— —cos. P’ cos. (P'—A7)

: J —cos. P cos. (P’_Tt
tang. } 8’ =N RY) o8, (P—0)

Nos hemos limitado 4 establecer las formulas que dan un ingulo A
en funcion de log 1ados, y las que dan un lado @ en funcion de los &n-
gulos; pero asi como hemos determinado el dangulo A y su lado opues-
to, bien gea procediendo gobre la respectiva formula fnnda’mental, 6 1301'
simple permutacion de letras, pueden oht.enersc? cnatro fUl’mlﬂﬁB’ld(‘.H-
ticas en el fondo & lag (23) 4 (26) para determinar el ingnlo B6C, y
cuatro formulas como las (27) 4 (30) para determinar loz lados & y e
Por ejemplo: '

-

*
| EEn. (p—a1§c:\. (p—=c)
tasg. 1 B gen. p sen. (p—b)

es formula correspondiente & la (25) para el Angulo B,y

J —cos. P cos. (P—C)
tang. 2 c=NG5s (P—A) cos. (P—B)

es la correspondiente & Ia (29) para el lado'c.

850, FORMULAS PARA DETERMINAR LOS LADOS, EN FUNCION DE
10S ANGULDS Y DEL EXCESO ESFERICO,—Heémos visto que 1a suma de
los tres fngulos A+ B+ C de un triinguls esférico, es mayor que 2 an.-
gulos rectos y menor que 6. Ahora bien: se llama exceso esfcr‘ii:o la di-
ferencia que hay enire la suma de los ires dngulos de un ‘:'rm?zgu?o y
180°,

Si representamos por & este exceso, tendremos:




=A+B+C—180°

A+B+C=2P

=2 P —180° A+B\__ sen. (p—b) |'sen. p sen.(p—o)
te=— P — 90° aen.( 2 )_ sen. ¢ \] sen.a-sen.b

ejecutando la multiplicacion:

OC

sen. (p—a) !sen. p sen. (p—e)
. : N - . b
sustituyendo por P sn/valor en las ecaaciones (27), (28), (29) y (30), iy NI Ll

recordando que cos. (90° + %):-— sen. =

=—=23

3 comojsegun la férmula correspondiente 4 la (24)

[sen sen (p—o)
. (90° + £ —AY— sen.(E— A)—sen. [ A—E el e ;
¥ que CO8 ( + = A) sen ( 5 A) gen (A 5 cos. 2 C e

se obtiene: snstituyendo se tiene:

; _Jsen.% & sen.(A—3 2) 3 3 : 3
B 2 AN e B s O o (31) sen. (A+ -)=se“' (P—=1) o4, e 53 Sas

Bens AP =) 100 § C
2 sen. ¢ sen. ¢
gen. (B—2 &) sen. (C—3% )
e e e ' L 0

2 S€L. C

a~

(sen. (p—b) +sen. (p—-—a.))

0.4 & sen. (A—1
tang. :}a.—_.gl s ( .%8) PR S T De acuerdo con la formula: [776 £ (59)]
2 sen.(B—3% &) sen. (C—3 ¢) zon 1 i 1 ;

: Isen. (B
cut. 5 a=—v

—21 &) fen. (C—4 &) ‘ ;. sen.a-+sen.b==2 sen. 4 (a+b) cos. 1 (a—b)
sen. 4 egen. (A—2%¢) "ottt 34) sen. (p—b)+sen. (p—a)—=2 sen. § (2 p—b—=a) cos. 1 (p—b—p+a)

=2 sen. 3 (a+b+c—b—a) cos. § (a—b)
—F6 TL) : DE RE.—3i en la for
860.—FORMULAS DE DELAMBRE.—Si en la férmula —2 sen. 1 ¢ cos. £ (a—b)

B A

A B
. — €08.—=- Sen.— CO8. —
5 53 ) 9

A~ a ~

sustituyendo eu la ecuacion (a) este valor y el de

L e - sen, ¢==2sen. 2 ¢ Co8. £ € 770 f (34)]
sustituimos por sen. ¢+ A, cos: 3 A, sus valores de las féormnlas (23)y : = [

(24), y sus correspondientes por sen.2 B y per coe.2 B, encontraremos: R

Bt A-+B cos. 3 C
2 sen. bosen.e . : J SC1. & BEN.C gEN. ( _j)_ = 2 2 sen. # ¢ cos. 3 (a—bh)

A+B ésen.(p—i)) gen.(p —¢) |mcm
8en. ( "‘_—')= TN e

2 Hen. 2 ccos. £ C

|sen. (p—=) sen. (p—c) L"-.en.p gen.{p—a)
+ sen. a sen. ¢ \I sen. b sen. ¢ sen. (_.i—l—B)___(igS_._{r_C

cos. 4 (a—b
2 cos. 3 ¢ e )

-

24




de donde por tltimo:

sen. 2 (A+B)__ cos. 1 (a—D)
cosi 2 © cos. % ¢

Operaciones andlogas hechas:con las expresiones de sen. % {(A—B),
cos. 2 (A+B) yeos. 1 (A—B) conduecen 4 las siguientes formulas:

sen. & (A—B) _ sen. 4 (a—h)
cos. = C sen. 2 ¢

cos. 3 (A4-B)_ cos. % (n-+Db)
gen. 3 C COB. £ €

cos. 2 (A—B) sen. 1 (ab)
sen. £ © gen. 2 ¢

Fstas formulas notables, que encierran los seis elementos del tridn-
gulo esférico, fueron descubiertas en 1807 por Delambre.
361.— ANALOGiAS DE NEPER.—Si dividimos ordenadamente las f6r-

mulas [35] y [37] obtendremos:

sen. 3 (A+4B) sen. 3 C__cos. 3 (a—h)
COs. -%.(A-i-.l'}') cos. 2 € cos. £ (atb)

de dende

e o D e VGRS
tang. 4 (A-+B)=cof. 2 it [39]

dividiendo la [36] porla [38] y despejando 4 tang. 2 [A—B], resulta:

tang. 3 [A—B]=cot. 2 C -
Dividiendo 1a [38] por la [37] y despejando & tang. 2 [a+b], re-
galta:

petes ARl
8200052 [ALB] [41]

Dividiendo la [36] por la [35] y despejando & tang. 3 [a—b], re-
salta:

tang. 2 [a—b|=tang. 3 cs_tm_.%_[:&_:_lﬂ ........
g 4 [a—b=tong. § o S L [42]

Las ecuaciones (39), (40); (41) y (42), son ‘conocida¥ bajo'el nombre
de férmalas 6 analogias de Neper, cada una delas cuales contienecin-
co de los elementos de nn tridngulo esférico. )

Expresiones del exceso esférico.

862.—Vamos & dar & conocer algunas férmulas en las que ficura el
exceso esférico, elemento importante en las aplicaciones de la trigono-
metria esférica para medir la superficie do nn tridngulo, y cuyas for-
mulas servirin para ealcnlarlo en los diferentes easos que haya necesi-
dad de considerar.

283.—EXCESO ESFERICO EN FUNCION DE DOS LADOS ¥ DEL ANGULO
QUE FORMAN.—Hemos encontrado (859, form. 34) que -

; _Jspn. (B—2% &) sen. (C—1 &)
cot. 3 a= sen. + e sen. (A— 2 &)

y por tanto

gen. [A—2L¢e] sen. [C—L ¢
Tl L EEEEsEa g 1
2z

sen. sen. [B—% ¢]

Multiplicindolas y simplificando. queda:

cot: 3. cot, 3 b="e0: [O2 €]
sen, % €

poniendo por seno [C—4 &] su desarrollo

gen. C cos.d e—sen.2 & cos. C:sen. O cot. 3 e—cos. C

cot.4 acot.2 b=
: 2 gen. 1 &




de donde

cot. 3 a cot. 3 btcos. C

cot. £ e=
: sen. C

865.—FORMULA DEL EXCESO ESFERICO APROPIADA AL USO DE LOS
1,0GARITMOS.—Paede obtenerse otra formula para el exceso. esférico en
funcion de tres lados a, b, ¢ y un 4ugulo C, ‘que sea calculable por lo-
garitmos.

Sabemos que $ e=1 [A-FB+C]—90°
lnego .4 e=—cos. 1 [A+B+C]
0 bien
sen, 1 e—sen.  [A—B] sen. 3 C—cos. 2 [A+B] cos. 2 O

sustituyendo por sen. 3 [A-+B] y por ces. 1 |A-+-B] los valores que
dan las f6rmulas [35] y [37] de Delambre, rozulh

(’O‘? 2 C COR, |-c1—-b] SG“‘% C— SC“ '% G COs, fq+h]cog é— (4]
Gos. 1 cos. § ¢

1 o
e—
sen.

__sen. $ Ccos. 1 C[cos. 4 (a—b)—cos. % (a-+b)]
€os. % €

y por ultimo

sen. ©

gen. 2 4 Sem. ;
CoB. % C

=

866.—BXCESO ESFERICO EN FUNCION DE LOS TRES LADOS.—La fér-
mula de Delambre (35)

puede ponerse bajo la forma:
cos. 2 (a—b) :sen. 1 (A+B)::eos 4c:cos 2
de la cnal resulta; (225)

cos. 3 (a—b)—cos.
cos. 3 (a—bj+cos.

2 zen. 3 (A+B)—cos. 3§ C
fc sen. 3 (A+B)tcos. $C

A+B +0C—180°=¢
* 1 (A+B)=90°+1 (¢—0C)
¥y sen. 3 (A+B)=cos. % (¢e—0)

sustitnyengdo este valor en (2) se tendri:

>__cog. 4 (e—C)—cos. 2 C

cos. 3 (a—b)—cos. 1 c_ ¢
§ cos. 4 (e—C)+cos 3 C

c
cos. £ (a—Db)+cos. L ¢

poniendo.por la diferencia y por lasuma de los cosenos sus valores (776)
resulta: )

. sen. 3 C‘— sen. 4 &
sen. +{.H—c—-h} sen. 1 (c+b—a)

CO8. at+c—b) cos. } "I +b—a
{ - J 4 J cos.

tg. 1 (atc—b) tg. & (e+b—a)=lg _5(

De la formula de Delambre (37)

cos. 3 (A+DB)_ eos. #(:1fl)

Tagen. 20 - . coa. i
“
por operaciones anfilogas, go deduce la siguiente:
tg. 2 (a+b+c) tg. (a+b—c)=cot. §(C—F &) tg- F &.... .. ..{e)
Multiplicando (h) por (c) y poniende por a-+b+e=2p, resulta:
to.* } e=tg. 4 p. tg. 3 (p—2a) tz. ¥ (p—b) tg. & (p—=C)

y por altimo:

tg: }e=A4 3 3 p. p. tg. & (p—"::'!'_{g;_ T (p—b)t




férmuls notable que es debida 4 Simon I'Hnillier.

Si el fridngulo es equilitero, como p:%’g‘y

p—a= p—b:p—c:g la f6rmula se convierte en:
a

: == 3a
tang. 4 s._th_Ztg_s%a
867.—SENO DEL EXCESOESFERICO EN FUNCION DE LOS TRES LADOS.

—Hemos determinado Ia formula

gen. E=M sen. $ asen. $b........(44)
€OR. % C

Sustituirémos en la formnula
gen. C=2 sen. £ Ccos. 1 C

los valores de sen. 4 Cy de cos. % C de las formulas (23) v (24) y ob-
tendrémos: :

sen. O— 2 \]sen. p gen. (p=a) sen. (p—b) sen. (p—¢)
sen. a gen. b

sustituyendo los valores de sen.a=2 sen. 1 acos. 1 a,
gen b=2 sen. % b cos. £ b, resnlta:

C—V/sén. p sen. (p—a) sen. (p—b) sen. (p—c)

sen.
2sen. 2acos. Yagen. 2bcos 2 b

sustitnyendo en la (44) y suprimiendo el factor comun sen. Z asen.3b

finalmente resulta:
®

'\/861_1_. p sen. (p—a) sen. (p—b) sen. (p—=c) (45)
2 cos. 2acos. 4 beos 3¢

sen. 4 &=

Resolucion de los triangulos rectangalos.

868.—(CASOS ¥ FORMULAS PARA RESOLVER LOS TRIANGULOS RECTAN-
GULOS.—Ya hemos indicado que en los tridngulos esféricos rectangu-
los no hay necesidad de ocuparse de su resolucion cnando estin forma-
dos por dos § por tres Angnlos rectos (851). Cuando tienen un solo dn-

191

gulo recto, siendo siempre conocido el elemento A=90°; para poder
resolverlos, basta tener una relacion adecuada entre fres de las cinco
cantidades a, b, ¢, B, C, de las cuales dos considerarémos como datos
y una como inc6gnita. Ahora bien: el nimero de combinaciones que
pueden huacerse con 5 cantidades tomadas de 2 en 2, son 10, conforme

4 la formula: (356).

_m (m—1) (n—2)..wfm—n+1) -
y B PR

e

5.4

Sustituyendo © jzﬁ:w combinaciones.

9
~

De estas 10 combinaciones resulfan solamente seis casos diferentes:

1=~ caso: se conocen b_e
2° caso: = a b
3 caso: : & C
4° caso: 35 B
5° cago: = aB
6° caso: = B C

Para la resolucion de estos casos no hay més que aplizar la férmula
que contenga los elementos conocidos y aquel que se busca de las que
dejamos demostradas (852 y 854) y son las signientes:

Entre 1a hipotenusa y dos lados

cos. a—cos. b cos. ¢

tang. 3 e=+4/tang. § (a—b) tang.  (a+b) )
tang. $b=+4/tang.  (a—c) tang. } (a+¢0) )
Entre la hipotenusa, un lado y el &ngulo opuesto

gen. b=gen. a sen. B)
L
{
sen. c=sen. a sen. CJ

| tang. 4 (C+c)

tang. & (B+b) g- 3 (
+J tang. £ {(C—c) """

|
tang. (45° 43 zt)==i-_J




Entrela hipotenusa, un lado y el &ngalo que forman

tang. b=tang. a cos. 0)

- (7)
tang. e=tang. a cos. B

i [sen. (a—b) i
tang. } U=+ sen, EQ-!—b‘,l
[gen. (a—c)

tang. 4 B= ':'Jscn. (a:t0) |

Entre dos lados y un &ngulo

tang. b=sen. ¢ tang. B

Gk

tang. c=sen. b tang. CJ

e [sen. (B+b) |
tang. (4974 { =1 fson. (B=b) |

L el

. (C+e)

tang. (45°+1 b) '—mj

Entre dos angulos y un lado.

cos. B=cos, b sen. C)

¢os. C=cos. ¢ seu. B )

tang. (457+% C)="F+/cot. 3 (B+D) cot. 3 (B—b)

30
tang. (45°+1 B)=1t4/cot. 1 (C+c) cot. 3 (C—c)

Entre dos ingnlos y la hipeténusa
cos. a=—cob. Beotr €. ... (11)

. [os. (180°—B-
< — —
bang. e A 1 ieos. {B—0)

. /(d5)

OBseErvAcIoN. —Cuando se apliquen estas f6rmulas para determinar
uno de loz elementos de nn trifingulo esférico, es preciso recordar que
las hemos establecido suponiendo el radio de la esfera igual & la uni-
dad, y para hacerlas homogéneas debe restituirze r, coyo logaritmo
en las tablas es 10. Si por ejemplo vamos & determinar el valor de la
hipotenunsa por medio de la férmula (5)

Ccos a=cos b cos ¢

cos b cose

debemos poner Cos a——
r

Si vamos 4 determinar un lado por laférmula (6)

sen b=sen a sen B

sen a sen B
debemos poner T g e e
r

y asi en todas las demés f6rmulas.

Nos ocuparemos en particular de la resolucion de cada caso.

869, —PrIMER cAs0o.—Conociendo los dos lados 3, ¢, deferminar la
hipotenusa ¢ y los ngulos B, C.

La férmula (5) da cos a=—cos b cos ¢
_tang b

sen ¢

(8) tang B

tang ¢
8 tang C=—"—=5 —
®) 5 sen b

Repetimos que en las aplicaciones es preeiso hacer homogéneas estas
formulas iutrodaciendo el factor r; v como las incognitas a, B y C es-
t4n dadas por el coseno y la tangeate, no tienen mas que ua selo valor.

Cuando el valor de g, expresado por los eosenos de b ¥ de ¢ no se
obtengs con suficiente aproximacion se calenlarin primero By C y se
empleari la formula (10)

cos a=cot B cot C.
870.—SEGUNDO ¢Aso.—Dada la hipotenusa o y el lado &, se deter-

minarin ¢, B y C por las formulag:
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sen 1 tang b
fen B 202 cos C=215 2

cosb sen & tang a

Pueden calenlarse las incégnitas con méds aproximacion por las for-
mulas

tang 2 c—+ ’\/L;illg‘f;_(?'!"—-b) mlze(_t{- b=

ltang 3 (a + b)

tang(-ﬁ&”-{—i-Bf}:-J}—JE-;;I‘;,—_T"*”
= leang 3

I ey
tang 4 {J:+\J:§em"

sel S sen b

OBSERVACION. —Supnesto que sen B——— —, para que el problema
sen a

gea posible, es necesario y basta que se tenga sen b<sen a, porque

realizindose esta condicion el valor de sen B seri menor que 1, y los

valores de eos e y de cos C estaran comprendidos entre—1y + 1. Tm

desigualdad de que se trata,

sen b<sen &

como es fhcil convencerse con ¢l eximen de una figura, exige que £e
tenga:

Cuando a<90° b<a, 6 bien 5 >180"—a,
Cuando a>90° 5>a, 6 bien 5<180°—a
Cuando a=90°%, necesariamente sen §<C sen a.

Satisfocha la condicion de posibilidad, el problema no admite més
que una sola resolucion aun cnando el angulo B esté dado por su seno,
por que B debe ser de la misma especie que ¢l lado & conocido. (853)
La misma consideracion permite fijar el signo con que debe tomarse el
radical en la expresion de tang (45°+% B).

871.—TERCER ¢AS0.—Conociendo un lado e y el dngulo adyacente
B, se determinarén C, b y a por las siguientes f6rmulaa:

tang c

cos C—cos csen B tang b=sen e tang B tang e
COB
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Si es necesario tener mayor aproximaeion que la que proporciona el
logaritmo del coseno, se calculara el 4ngulo C por una de las formalas:

cot G=C082
cot B

El problema siempre es posible y no admite mfs que una sola reso-
lacion.

872.—CuarTo caso.—Conociendo un lado & y el &ngulo opuesto B
se determinarin C, ¢ y ¢ por medio de las signientes férmualas:

1
gon a=—="oRt D son o—tang b

sen B tang B

Si sé quieren obtener las incégnitas por medio de las tangentes usa-
remos las expresiones:

tang (45°+1 G):::-_fv/cnt, L(B+b)cot 2 (B—b)........(16)

ltang 2 (B + b)

70 1 == ' & g’ TR,
(457 +: 8)_EJLuug 5B ——=b) =

o e EévT__(E:y_'b")‘
($5°+h )=+ |5, (B—b)'"

Cualquiera de los dos sistemas precedentes de formulas puede dar
para cada incognita dos valores suplementarios, y por tanto es necesa-
rio saber cuéles de estos valores son correlativos y deben tomarse jun-
tamente:

1° Si e tiene b=B
resulta gen C—=sen a=sen c=1
¥ por esto C=2—c—00"
y el tridngulo serf birectdngunlo, como puede obser-
varse en la figara 397. En efecto para que sea B=b

es necesario que A O B—e=90°
y que C O B=—a—00°




Ahora bien, siendo B O perpendicolariilavez 4 Ins rectas A O y€C O
lo serd al plano A O C que las contiene, y por lo mismo cualquier pla-
no B O C que pase por B O sera perpendicular 4 A O C; luego C—=90°

Supongamos pues & difrente de B,

2° Sea b<<90°

Como los ngunlos deben ser de la misma espeeie que los lados opnes-
tos se debe tener para que el tridngulo sea posible B<90°, y ademas
b< B para qus sea sen #<1 en la expresion sen :z:“:g; b Satisfechas
estas condiciones, y siendo positive cos &, la eenacion cos a=eos b cos¢
muestra que ¢ y ¢ tienen que ser 4 la vez inferiores 6 superiores 4 90° y
como ademas (853) el ingulo C debe ser de la misma especie quec resulta
que las tres incognitas g, ¢ y C tendrin que ser juntamente obtusas 6 &
1a vez agndas. En resamen tendremos las dos resoluciones signienies:

Primera b<90% B<90°, a>90° e>90° 0€>90°

Segunda b<90°, B<90°, a=180"—a, ¢'—=180°—c, ’=180°—0C

en la primera resolucion las tres incognitas serin mayores que 90°% y
en la segunda todas ellas seréin menores.

3° Seab>90°

Las condiciones de pesibilidad del problema son: B>90° y b>B,
para que fratindose de arcos comprendidos entre 90° y 180° resulte
Eeﬂ_}f-_-:sen a<l.
gen

Una vez satisfechas estas condiciones siendo cos b negativo, la ecna-
cion cos a=cos b cos ¢ muestra que ¢ y ¢ son uno superior y el otro in-
ferior & 90°. Ademés como el ingnlo C tiene que ser de la misma especie
que ¢; resulta que cuando ¢ <90° tanto ¢ como C serdin obtusos, y que
enando a>90° serfin ¢ y C agudos. En restimen tendremos las dos reso-
juciones signientes:

Primera b>90% B>90°, a<90°, e>40°, C>90°

Segunda b>907, B>90°, a’=180°—a, ¢'=180°—¢ C’=180"—C.

Bk facil ver que exceptuando el caso de que 6=3 el
problema admite dos regoluciones cuando el tridngulo es
posible. Sapongamos en efecto que el frifngnlo A B €
{ho- 398) rectingule en A satisfega la cuestion y prolon-
gandao los lados A B y B O hasta sn interseccion en B'se
formari no segundo iridngule A B’ C que satisfaera
igunalmente Ia enestion.
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873.—QuinTo cAs0.—Conociendo la hipotenusa a y e! ingulo obli-
cuo B, se caleularin &, ¢ y C por las formulas

cob. B

sen. p—sen. a sen. B, g c—tang. @cos. B, tang. C—— " —
COB. A

gi el lado & quedase mal determinado por su seno, se calenlarin pri-
mero ¢ 0 C y se obtendria en seguida b por una de las formulas

=l r b ] < —F< X
tang. b—sen. ¢ tang. B, tang. b—=tang. aces. C

El problema siempre es posible y no admite més que una resolucion,
porque la inedgnita & y el dngunlo dado B son & la vez inferioras 6 su-
periores 4 90°.

874.—SExTO CAS0.—Estando dados los dos dngulos oblienos B y O
ge calenlarim los tres lados @, & y ¢ por las formulas

: 8. 08, €
cos. a—cot. B cot, C, cos. b— ol _]?, cos, e=208 ¢

sen. C sen. B
6 mejor, para tener mas aproximacion, por las siguientes:

lcos. {INJ T 3)
Gos. (B—0)

tang. z a—+

ol

g3 = Jt.mg (1:{-(‘ 4-5") tang. ((_’:ﬁ—f- 45“)

Para que el problema sea posible es necesario y basta: 1° que B+C
esté comprendido entre 90° y 270°; 2° que la diferencia B—C esté
comprendida entre —90° y +90°. Cuando estas condiciones estin sa-
tiefechas, los valores son reales y el problema no admite mas que una
sola resolucion.

5 BEC
1bh—+ jtang. (_. -

875.—OEsERVACIONES.—Cuando alguno de los datos estd eompren-
dido entre 90° y 180° se sabe que los cosenos, las tangentes y las cotan-
gentes de estos Arcos son negativas, y para evitar el empleo de logarit-




