A=116°-20"—2.711. Como a>b, debe ser A >B y se toma el fingu-
Jo obtuso.

Comprobacion del calenlo por el del exceso esférico. La férmula co-
rrespondiente es:

sen 1 asen £ b sen
gen § &= G St ¢

" cosiec

3 a=56°—31"—28."3 logsen § a==0°921 2296 A=116"_20'>3 271
1 b=41 —19—44. 2 logseen 3 b=9819 7946, B= 75 —0—51"6
C=70 — 6—59% 2 logsen C=09733061 €= 70—86—59"2

9714 3303 261 —27 —52" 9
1 =37 —27 —15.54 log cos 3 ¢=9'899 7321 —180

1 e——9:814 5982 81.—27 —52: 9
1 e—40°-4F~56./51 & =81 ~—27 —53°02
e—81 —27 -53. 02 Error 0— 0 — 0212

log gen

Superficie de un tridngnulo esférico.

890.—FORMULA PARA CALCULAR LA SUPERFICIE DE UN TRIANGULO
EsEARICo. —Imaginémonos una esfera dividida por el circulo méiximo
H D E G en dos hemisferios, una saperior A IT D E G, y otro inferior
A’H D E G y que dos cirenlos méximos A D A’ Gy A E A’ I se
cortan en los puntos A 3 A’ (lig. 400.)

Vamos & demostrar que e suma de la su-
perficie.de los tridngulos A D Ey A H G
Jformados en el hemisferio superior por los
semicirculos TL A By DA G es equivalente
4 la del huso A DA EA.

Bltridngalo H A'G esignal al D A” E'por
tenerun fngulo igual formado por lados res-
pectivamente iguales. El dngulo A—A’ por-
queambos estén formados por los mism:os pla-

S nos. Bl lado A H=A’ E porque uno y otro
son suplementos de A E, y A G=—A" D por suplementos de A D. Por
tanto si al tridngnlo A D E agregamos los triangulos iguales A HGy
A’ D E, resulta:

sup. A D E+sup. A H.G=sup. buso A DA'E A

Para determinar la expresion de la superfi-
cie de un tridngulo esférico, consideraremos
en la fignra 401 el tridngnlo A B C, Si pro-

f longamos sus lados hasta el ciremlo mfximo

D EX G H I que limita on hemisferio, y ex-

presamos la equivalencia que hay entre la su-

perficie de log trifingulos y la de los husos

formados en loz tres ingulos del triangulo ten-
(vie. 101> droiios

A D E4+H A G=huso cuyo fing. es A

B F G+B D I=huso cuyo 4ng. es B

C H I +0C E F—huso enyo fng. es U
sumando ordenadamente estas ecnaciones vemos que la suma de los
primeros miembros dan Ia superficie del hemisferio mfs dos veces la
superficie del trifingnlo A B C que llamaremos 5. £n consecuencia ten-
drémos,

1 sup esfera+2 s—hugo A +huso B+huso C
3 SUj

Considerando que el huso es una parte de la snperficie de la esfera
cuyo valor depende del nimero de grados del ngulo del huso, su su-
perficie puede determinarse por la proporcion:

4 71 A
60°: A®-: 4 7 1*: sup. hugo A=—— — ___—
3 I p. hus S

sustituyendo los valores respectivos en la ecuacion (1) resalta:

dix't" A -i:r:r’Bl 47:1-9(3'

= Tr+28—
g 360, . Bo0 360

28‘_:4_7_rr

~ (A+B+0)—2 w2
860

8 :g?-‘,._r?(A_+B_5..C)_,r Py g At 157_-;-0 =3
360 180.

vy A +B+C—180°
* et - bt et
y por ultimo E—70 K ( — )

Ahora como ¢l exceso esférico &==A + B 4 C—180°
tendremos:
e
T




que es la f6rmula que generalmente se usa para caleular la superficie de
un tridngulo esférico.

891, — (fAS0S PARTICULARES.—1° Cuando el tridngnlo rectingnlo,

A =90° y 1a f6rmula [47] se convierte en

 B+£6-90°
180

2° Cuando el tridngulo es equidngulo

e=A+B+C—180=3 A—180

y la formula (47) tomard la forma

s—7m 1t M
180

Tn este caso

a0 __fR
si A=90°, s=7 r2 (ﬂ)ﬁ{}_“g):% 7 r2=1 sup. de la csfera.

Si A=120% s=m 1 (&01_&;513_0) =7z r?=sup. de un circulo maxi-

mo—1% sup. de 1a esfera.
3° Si se busca la superficie del tamnaulo polar de A B C
En la férmula

e A+B+C=180
180
sustituyendo los valores A=180—a’, B=180—b’, C=180—=C

2 3 ¥
se tendrd s— o p2 (380—(¥ +bte )
180

haciendo: a’+b +e—=2p’

360—2p’
a - —2T 1’2 s
resulta ( 180 )

sup. de la esfera

s . [360—270 y
Cuando 8=b’=c¢’=80? s=—m=1* (__Jgo_‘._):%

VTS I = T s Ty

892.—APr1cACIONES.—L Oalcular la superficie de nun triingulo es-
férico conocidos sus tres lados.

s=131°2 4y 2inp®
b—=103 —183 —40
c=—49 —32—20 El radio—1

Hemos visto § 889 aplicacion T que con estos datos
E=70°-19" 57" ‘12
sustitnyendo en la férmula (47) se tiene:

s34141 593 101957 12
* 180
ﬂoa_\l(’ 57 > rrey

s RO RS 0430043707
180

haeiendo la division

y por tanto
m. cds
§=3<141 593 %0390 78707=1 227 5166
II. Calcular la superficie de un tridvgulo esférico, conociendo sus
tres Angulos: A—140°, B=—92° 'y C=68° y sabiendo que el diime-
tro de la esfera es de 30 piés
En este caso £:=140°492-1-68—180=120°
y la férmula (47) se convierte en
piés ed. 23
§=3141 593 X 15* X §=471 “23895.

I1II. Calenlar la superficie de un tridngulo equidngulo, siendo el ra-
dio de la esfera de 10 metros y cada éngulo de 120°

e=A +B+(0—180°=180°

£ :
; —x I~ _=3°141 593 X100
y la formula 8 T

da s—314¢1593 metros buadrndos.




Aplicaciones de la trigonometria esférica.

893.—REDUCIR UN ANGULO AL HORIZONTE.—Conociendo el éngulo
P O Q (fig. 402) de dos rectas O Py O Q, quenoestin en un plano
horizontal, y el 4ngulo que cada nna de ellas forma con la vertical O Z,
ge trata de encontrar el angulo P’ O @ formado por las respectivas pro-
yecciones de esas rectas sobre el plano horizontal.

Las rectas O P, 0 Qy O Z forman

un éangulo triedro cnyas tres caras

POQ,POZyQOZ:se conocen. El

dngule P’ O Q' estd formado por las

rectas' O P’ y O @ perpendiculares

ambas & la recta O Z en Tazon de que

esta es perpendicnlar al plano horizon-

tal P’ O Q. En consecuencia el dngn-

lo que se busca es la medida del fn-

gulo diedro opuesto & la cara P O Q.

Si suponemog una esfera cuyo centro

¢s O y cuyo radio sea la unidad, esta esfera cortada por e] triedro en O

determinar4 el tridngulo esférico A B € cuyos lados B G, A CyAB,

son respectivamente la medida de los fingulos conocidos PO Q, P OZ

v QOZ y el angnlo A, que tiene por medida P’0 Q, es el que se busca.

El problema estd reducido pues & determinar el valor de un angulo

de un tridngule esférico en el que se conocen los tres lados, lo cnal se
obtiene aplicando la formula (25)

haies b g s
¢ L A lsen. (p—b) sen. (p—c)
apgidiA— e

Sk | sen. p sen. (p—a)

en la que == (a-+b-}tc)

894, — Conocidus las coordenadas geogrdficas de dos punios, deferni-
nar la distancia que los separa.

Sea (fig. 103) PP’ el eje del mundo que pasa por sus polos, B E’ el
ccuador, G el origen de las longitudes, A y B'los puntos enyas coorde-
nadas se conocen, y son:

B D—latitud de B=l
¢ D=longitud de B=L
A C=latitnd de A=l
& C=longitud de A=L

En el triingulo esférico P B A se conocen
PB=90"—], P A=90°—F y-elfingulo BP A
conya medida es el arco C D=L—1I", ‘Asi pues
el problema se reduce i determinar el lado
A B conociendo dos lades y el 4ngalo que for-
man. (881) Una vez obtenido el lado A B en
gradoz y fracciones de grado se determinari
s longitud 7 en metros & en ofra unidad li-
neal por medio de la férmula

en la que + esla longitad del radio de la tierra. Como 7 r representala
magnitud de la semieircunferencia de un circulo maximo y sabemos
que todo el meridiano tiene 40.000,000 de metros, & y==20000 kilome-
tros, y sustitnyendo en la férmula anterior se tiene:

1000
1200

=3 .AB
Sea como aplicacion determinar la distancia de México & Tehuante-
pee, cuyas coordenadas son con poca diferencia
5 lat,=—19°—26"—00" S lat.—=16"—21'—16"
Méxien Tehuantepee 4
long.—09°—~ 6'—45" {

long.=—=95°—19'—44"
T.0s datos del tridngulo que tenemos que resolver son:

b—90°—(19°—26'—00"=T70°—34'— 0’
a=—=90°—(16°—20'—16")=13"—89'— 44"
G—3°-_ 471" diferencia de las longitudes,

Las formulas para determinar A y B son:

tang. 2 (A B)==cot.3 O cos, 3.(s—b)
cos. 4 (a+Db)
== $3°—39°—44"

b= 70°—24— 0”

a-Fb—144° 13— 44" } (a-ph)=72°— 6'—52”
a—h— 3% {pEakys 1 (a—b)==41°— 39 153"
C= 3°—47— 17 1¢ = 1°—53"—30%




log. otk Cunal
o log. cosi L (a=Db).. .

1481 0883
9999 8415

T1°480 9298

Tog. cos. I(at+h)....
log. tang. 2(A+B)..

94487 3034
1993 A264

1(A+B).. 89°—25—6”<02

tang. 3 (A—B)=—cot, ==

log. cot.
log. sen.

1
2
E 5
2

sen, 3 (a—b)
sen. 3 (a+b)

1:481 0883
(a—b).... 8431 5330

9012 6213

log. sen. 2 (a+b).... 99

log. tang.2 (A—B)...
1 (A—B)...

78 4873

9:934 1340
40°—40'—18” 35

a H%)+,. (A—B)—130°— R
(A—B)—= 48 _44' 43” 57

Lo -
Para caleular el valor de ¢ haremos uso de lag férmulas:

.Usen a 11

sen. A

8519 4682 |

18801 5675 |

9'883 6784 || Tog,

3017 8891 i log.

AR il

ft’lg.
9052 0993 || log. sen.

gen. Csen. b
sen, c———  ———

5
8819 4682
9974 5252

_—

184793 9934
9876 1043

8917 8891
c—4°— 44" 52" 73

Una vez conocido el lado ¢ en grados, podemos deferminar su mag-
nitnd en kilémetros por medio de la formula:

—

)

. 1000 % 474798
sustitnyendo: =10 g__f______

100“ xXe

km.
=52% 70
E

895.—Conociendo las coordenadas de tres puntos situados en la su-

perficie de la esfera, calcular la superficie del tridngulo gue tiene por
vérlice esos tres puntos.

Conforme 4 lo explicado enel pirrafo anterior se determinaré en gra-
dos la magnitud de los arcos que separan un punto de ofro, y una vez
conocidos los tres lados del triingunlo esférico, bastari calcular su sn-
perficie en fancion de los lados para resolver el problema. (892 T)

Tabla de ‘la.s principales férmnlas usadas ‘en Trigonometria esférica.

Longitud del arco ¢ en unidades lineales:

Tridngulo esférico:

a+b+e<360

a <180
A1LB+C>2 rectos
A +B+C<8 rectos

si a=b tendremos: A=B8
si a>b tendremos: A>B

Tridngule suplementario:

a’=—=180°—A
b’=180"-—-B
¢=180"—0C

A’=180°—a
B’=180°—b
C’=180°—c

Relacion entre tres lados y un dngulo.

cos. a=—cos. b cos. c+sen. b sen. ¢ cos. A )
. & €0S. ¢+sen. & sen. ¢ cos. B ¢

3. 8 cos. b+sen. a gen. b cos. C




Relacion entre dos lados ylos angulos opuestos.

sen.a sen.b sen.c

BRI - s i
zen.A sen.b sen.U

Relacion entre dos lados, el ingnio que forma y el ngunlo opucsto &
uno de ellos.

cot.a sen.b—cob. A gen.C=cos.b cos.C
cot. by sen.a—cot. B gen. (=cos.a c08.C
cot.b sen.c—cob. B sen. A==C0s.C cos. A
cot.¢ sen.b—cot.C son. A=e08.h cos. A

cot. ¢ sen.a—ecot.C sen. B=¢os.a cos.B

cof.a sen.c—cot. A sen. B—cos.e cos. B
Relacion entre un lado y los tres dugulos
cos. A——cos. B cos.C +sen.B gen.C cos.a )

cos. B——cos. A cos.C +sen. A sen.C cos.b }

o0s. (——cos. A cos. B-Fsen A sen.B cos.c J
Formulas de los triangulos rectangulos.
Hipotenusa y dos lados:

cos.a—co8.b cos.c
Hipotenusa, un lado y ¢l angulo opuesto:
gen. b=—sen. a sen, Bl
gen. c—een. 4 sel. (;‘5
Hipotenusa, un lado y el angulo'que forman:

tang. b=tang. & cos. C

fano. c=tang. acos. B

Daos lados y el dngulo opuesto 4 uno de ellos.

tang. b=sen. ¢ tang. B

tang. c=sen. b tang. C
Dos dngulos y el lado opuesto & ano de ellos:

cos. B—cos. b sen. C(_

eos. U=cos. ¢ sen. B}

Ia hipotenusa y los dos ingulos:
cos. a—cobt. B cot. C

La hipotenusa y los dos lados:

tang. § c=++/tang. £ (a—b) tang. 3 (n-i-BT%

tang. 2 b=+ 4/tang. ¥ (a—c) tang. 1 (atc)
La hipotenusa, un lado y el dngulo opuesto:

ltang {ﬁi_-{-_hj ltan 3 (C
oln i w el e L tang.4 (C+0)
tang. (45° +2a)—+ l!ru"g-é (B—b) A+ |r:mg.=§_(vij ey .(12)

[tanig. X (n 4 b)
tane. (45° +1 B)=+ e Zal e,
ang. (45" +2 B) _E_J[;Lng. % (a—b)

Y 3 it;n'gﬁ :L h (3"
tang. (45° +32 U)L—iJL_Jn' %il:_(,g [
anyg. o (¢ j

La hipotenusa, un lado y el ingule que forman:




Dos lados y el angulo opuesto 4 unoe dc ellos:

lsen. (B+b)l
tang. (45° +Jc)=+J§en (B—b)

fsen. )(_C+ c) l

tang: (45°+1b)=+ J‘m ([’_")J

Dos angulos iy el lado opuesto 4 uno de ellos:

tang. 2 b— +:itang (4L) +l_’__(;')

| g AR Ty 3 D GRS
tang. 3 c:+Jm“g- (49"— -—2—-) tang. (-—t

tang. (45°+3 O)—+ «/cm. I (B-b) cot. 2 (B—b)
tang. (4:50'-*‘1% B):i‘\/ § ((J'i"(‘) cot. ({I—C)

T.a hipotenusa y los dos dngulos:

{ |cos. (150°—B—C)
tang. > a=-+ J cos. (B—0)

Tiiangyglos rectiliteros:

cos. A—=—cos, B.cos. U
sen, B—sen. A gen. b
sen., C=sen. Asen. ¢ )

tang. B=—tang. A cos. ¢

tang. C=—tang. A cos.
tang. B=  sen. C fang.

1

tangz. C= sen. B tang

. cos. h=eos. B sen. ¢

.c08. c=cos. C sen. b

cos. A——cof. b cot. e

A ngulos anxiliares:

P—M cos.a + N sen.a«

tang. rp—:II . s

P cos.g=M cos, (a—@)

ife8 dngulos en funcion de los Tados:

p=%(a+b+ec)

[sen. {(p—b) sen. (p—c)
sen. b sen. ¢

sen.: A=

| sen. p se n (p .1.)
2084 A= sen. b sen. ¢
tang. : A= o rﬁ]j? k—————pn (p—c)

| sen. p sen. (p—u)
sen. (p—b) sen. {p—¢)

cob. 3 A=

T0s lados en fancion de los dngulos:
P=1(A+B+C)
g 0‘1 P Ln\i (P-—'\)

gen, B sen. C

fcom(P (P -—B) m—b)
CO8. za—\j sen. B sen. C

{ —cos. P cos. (P—A)

tang. ﬂ='Jn:ma.(P —B) eos.(P—-C)"" """

|cox. { P—B) cos. (P—C)
<ot. 3 a= J —cos. P cos. (P—A)




1d del exceso esférico: &e=A+B-+ C—180°=2P—180
1e=P—90°
P=J; £ +90°

]cn esen.(A—32
Ben. £ a sen. B sen.U

: lsji}. (B=2 &) sen. (C—4 &)
o8- 208 gen. B sen. U
5 \I sen. e sen. (A—3 ¢)
tang. 2 8= Nen (B —31 &) sen. (b—% 6)

an v. (B—2 g) ) sen, (l =T e)
cot. 8= Iesen (A—28)

2

Férmulas de Delambre:
Al o) o 3,65
COR. L ¢ CUS. ée Gl

% (a—b)

c"U

sen. 3 (A—B)_ sen.

cos. 3 (A+B)_«

sen. 3 C

cos. 3 (A— TE)

sen. 4 ¢

eot, 3 (a+b).

COS8. =

sell.

Analogias de Neper:

sen. z €

i COS. 3 (“‘"'_"E)} = ..--{39]

tang. 1 (A+B)=cot. 2

. [40]

tang. 3 [A—B]=cok.

........ [41]

fang. 4 [a-}+bl=—tang. 2 el

o oD %(A—B) gl (42)

tang, % (a—b)= tang. 4 sen l(A-i-B)

que forman:

Exceso esférico en funcion de dos lades y el angulo

cot. 2 acot: 2 b4cos. €

cot. ¥ &=
sen, O

Id en fancion de tresladosy un dngulo

sen. ©
gen. 1 e="20 Y ‘gen. 2 asen. 1 b
cos. F ¢

Id en funcion de los tres lades:

—A/tg. J: p tg.3 {p-—u) tg.2 (p—-i)}
En el tridngulo equilatera:

tg. 2

Exceso estérico en funcion de los tres lados

4/sen. . p sel.’ (p=n) sen: (p—i ) H.,n l’p——c)

sen.} &= e
% . 2.cos. ,‘nm I heos 2o

Resolucion de los trifngulos oblicuingulos

I. Conociendo a, by ¢
p=2% (a+blo)

lsen- (p---l\) w,n f1nw~¢)

1A LS
2 &8 sen. p seq. (p—a)

ot =

i“{jf_(f‘_— }m e (p--c}

Een. p sen. \;:--—IJ;

[Senr (p—a) suu_ﬁ(i;‘ril_:_)
gen. p sen. (p—c¢)

tang. 3
Es necesario tener: a+b+e<L360%; a<bte;




II. Conociendo A, By €
1e=§ (A+B+0)—90°

: S | sen. L sgen. (A—% 9
B2 A Jsen. {(B—2 &) sen. (C—3 ¢€)

. 3 sen. % & sen. (B—34 ¢€)
ang. 3 b— Jsen (A—— &) sen. (C—3 ¢€)

| ™ sen. 2 & sen. (C—31'9)
tang, %C—-\lqcn (A_.ﬁ ¢) sen. (B=—1% ¥)

£ <360° A, ByO>te

Es necesario tener:

IIL. Conociendoa, by C
a—b)

o By— L) 3 ( ;
tang. 1 (A+4-B)=cof. $ C — Shd (a—l—b)

. A—B)—cot. § 0.2 2 18 3 L)
ang. 3 ( )=co TG

A=4 (A +B)+2 (A—B)

Sia>h
— B=] (A+B)—} (A—B)

gen. (' sen. a_ sen. Csen. b
gen. B

(A+-B)

o=
sen. A

AT 5
6 bien tang. 2 c— tang. § (a+b) cos. 3
cos. 2 (A—B)

a, by C<180°

Es necesario que

IV. Conociendo A, Byc
s. %

i
Zz

tang. 1 (a-+b)=tang. # c %

1 \—B)
Gng 1o H)—tangs b ¢ ut &
S0g 2481 g 2 sci. 3 (A+B)

SiA>B a=1 (a+b)+3 (a—b)
: b=% (a-+b)—% (a—b)

gen. ¢ gen. A
sen. a

gen. C=
sen. b

gen, ¢ sen. B

tang.l (A +B) ces.d (a-£h)
L z 2
F cos. 3 (a—b)

Es necesario que A, B y c<180°
V. Conociendo g, by B
sen. b sen. A

RSB — 5
Bén, &

tang.2 (A + B) cos.2 (:1+h) trmg 1 (A—B)sen.i (a+b)
cos. 2 (a—h) sen. 3 (a—b)
_ tang.2 (a+b) cos.3 (A + B)__tang.3 (a—Db) =en. 1 (A+B)

tang.2 e= SN 4
o cos. 2 kA—B)

cot.d C=

sen. 3 (A—B)

Para saber si el pmhl«,md es posible 6 si tiene una & dos resoluciones,
G y tang.4 ¢ han de ser

debe tenerse sen.B igual 6 menor que 1, cot.2
positivas; cutndo Y>u ha de ser B>A y cuaudu b<a ha deser B<A.

V1. Conociendo A, B y 6

gen. B sen. a

B R, e
Bein. A

_tang.4 (a+b)eosd (A+B)_ tang. £ (a—b) sen.4 (A+B)
tang.} c=1206
R cos.2 (A—B) gen. 2 (A— B)
e tal 2(\+B)c0== i{a+h)_tangd ( (A—B} sen. (a+b)
cob. 2=
cos. 2 (a—b) sen. (u—b)

Para saber si el pmblenm es posible 6 si tiene nna § dos soluciones,

tang.1 ¢ y- cot.} O positivas;

debe tenerse sen.p igual 6 menor que 13
enando B> A ha de ser §>a, y cuando B<A ha de ser 6<a.

Superficie de un trifngulo esférico:
e=A+B+C—180°
. .(47)

B= X ———
180




