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| OBJETIVOS PARTICULARE'S s'ﬂg

\ ' s

| M

.‘. i

Wl | : .

“ “ Al té&rmino de la unidad, el alumno: WM

L i Aplicard los conceptos fundamentales Wﬁ

(H i

'ﬂ | - de la trigonometria plana en la solu A;

?i cién de tridngulos rectédngulos y ob- fh

i licudngulos. WM

‘ "F‘|“:“

| | Demostrard algunas identidades trigo ik

; “ nométricas. |
;‘ |




OBJETIVOS B8P ECITPTCEO.S

El alumno:

-Definird el concepto de trigonometrfia plana.

-Definird, dado un tridngulo rectadngulo, las-

funciones trigonomé&tricas de uno de sus dngu
los agudos.

—Encontrara valor de las demis funciones -

trigonométricas, dada el valor de una de - -

ellas.

~Encontrara los valores de las funcic:ies tri-

gonométricas de los d&ngulos de 30°, 60° Y -
451,

~Definird las. funciones trigonométricas de un
angulo cualquiera.

-Determinars los valores de las funciones tri-

gonométricas de los dngulos de (° Yy 360°, 90°,
180° y 270°,

—Determinard los valores de las funciones trigo

nométricas de los angulcs de 120°, 135°, 15Q0°
ete.,

-Determinard los valores de las funciones trigo

nométricas de un dngulo cualquiera.

-Demostrard las siguientes identidades trigono-
métricas fundamentales:

—————

a) Reciprocas
b) Pitaééricas

+
c) Senos, cosenos y tangentes de (x — y)

d) Angulo doble y semidngulo

-Aplicard los conceptos trigonométricos en la 4
resolucidn de tri&ngulos recténgulos,ven sus -

diferentes casos.
~Enunciaréd las leyes de los enos y los cosenos.
-Aplicard las leyes de los senos y los cosenos-

en la resolucibn de tridngulos oblicudngulos,-
en sus diferentes casos.




TRIGONOMETRIA
PROPIEDADES DE UN TRIANGULO RECTANGULO

INTRODUCCION.- La palabra trigonometria indica exactamente el ob v
jeto original de esta rama de las Matemiticas. igi 1) En todo tridngulo, el lado mayor recibe el nombre de hipotenu-

sa (c) y los otros dos lados, catetos (a y b).

Las tres palabras griegas que la forman TRI-GONO~-METRI }
A significan: TRES-ANGULO-MEDIDA. E indican que cuando se adoptd |
el nombre, el tema que trataba principalmente estaba relacionado
con las medidas de un trif&ngulo.

|
|
2) En todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es ‘
\

igual a la suma de los cuadrados de los dos catetos (Teorema-

|
‘ de Pit&goras). 1”
|
|
‘

i
. ‘Lr
TRIGONOMETRIA: Rama de las Matemiticas que trata de la c’= a® + b’ © bien c= Na® + b’ ‘ll
Ll medida y propiedades de los &ngulos y - wy
f : i
tri&ngulos. 3) En todo tri&ngulo rectdngulo, el cuadrado de un cateto es - - 'M

TRIGONOMETRIA PLANA: Trata de las figuras planas, es decir,

igual al cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro \
|
l
|

|=r ! 1

bi aquellas que se encuentran sobre un pla | eatate,
H . =

“\i no. | {?

| 2 ! ———— il

| TRIANGULO RECTANGULO Y FUNCIONES TRIGONOMETRIAS DE UN ANG A .2 2 ; 2 2 il

OLO AGU F a®“=c¢c” =-b o bien a= \c - b |

DO = i g

. : iind

I i

TRIANGULO RECTANGULO:Es aquel tri&ngulo que posee un &ngulc - ’ b2 = 2 - a2 . i o \7;5_:_—;5— i

|
L recto (cuya medida es 90°).

4) Los &ngulos de un tridngulo rectd&ngulo son agudos y ademés --

Il

| . v,

f Ejemplo: El tridngulo ABC es Rectdngulo. | : ; : \ |
' complementarios; es decir la suma de los mismos es igual a -- w

i , [ 90°. 1.‘\'.,
Nota: Usaremos letras minGscu-- | ymH
las para designar los lados del I g2 4.4 b= S0t T“‘
tridngulo que corresponden a la L : !
letra del vértice del dngulo -- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO '

| opuesto. Por ejemplo: El ladc - 4
| Las funciones trigonométricas de un &dngulo agudo, re--. .

"a” se opone al &ngulo "A", etc.

sultan de la comparacidn, por cociente de un par de lados de un-
tridngulo rectdngulo, esta comparacidn es la razdn existente en-
tre dos n@meros; o sea el cociente que resulta de dividir el pri
| mero de dichos nfimeros entre el segundo. Entonces si utilizamos-
j los tres lados del tridngulo, resultard evidente que podremos --

plantear seis posibles razones o funciones.

- : Hi
10 Cada una de ellas, como pronto aprenderemos y aplicare ‘|w

( mos recibe un nombre especial. 11 \‘1




Definiremos estas razones para el dngulo agudo ¥A: Uti 5) FUNCION SECANTE < A: Es la raz6én que existe entre la hipotenu

-

lizando el tridngulo siguiente. sa y el cateto adyacente.
_ hipotenusa A= _c
. Secante A=  TIFeES adyacente PR b

J 6) FUNCION COSECANTE<fA: Es la razdn que existe entre la hipote-

nusa y el cateto opuesto.

hipotenusa csC A= g

Cosecante A= cateto opuesto ’

’

mi Las funciones trigonométricas para el dngulo<B esta--

rian definidas de la siguiente forma:

“?W' c= hipotenusa Sen B= b Cos B= =
[ a= cateto o to al § = ' i i
il puesto a ngulo A; b= cateto opuesto al &ngulo <dB.
1| B= cateto adyacente al &ngulo <A Tan B= S CTG B= —%—
a= cateto adyacente al &ngulo 4B. . .
c
Sec B=-—§- CagEsb=—3—

1) FUNCION SENO<JA: En la razdn que existe entre el cateto opues

[ . ) ;
': to al angulo y la hipotenusa. Encontrar el valor de las demds funciones trigonométpi
1
}

| l
‘ “‘ [ 3 . : et
il una de ellas. s
MH1 Seno A = Sateto opuesto Sen A a | cas, dado el valor de : V“Y
{ i . T | ‘ I o
i hipotenusa c | 1.- Dado Tan A= —%g—, hallar el valor de las de mds funciones. 1hH
: H‘riz |
: \ . : . i i sto it
2) FUNCION COSENO<JA: Es la razén que existe entre el cateto ad- : Solucidén.= Como la funcidn tangente asocia cateto opue Yy jh1
yacente al dngulo y la hipotenusa. i adyacente tenemos:
A ‘ gateno opuesty BunE 129, luego calcularemos -
Coseno<a= CSateto adyacente, _h- . . Tk A = 2 TR
< hipotenusa i Cos A= = cateto adyacen

[ la hipotenusa. F‘j
3) FUNCION TANGENTE <YA: Es la razén que existe entre el cateto - *
opuesto y el cateto adyacente. |

c=Na“” + b Sen A=

Tangente <fA= cateto opuesto Panl A /S a

cateto adyacente b

4) FUNCION CONTANGENTE <fA: Es la razén que existe entre el cate-
to adyacente y el cateto opuesto.

22
C
b 8
c= \(152+ (8)2 Cos A= = -
B B
a

=\1225 + 64 ceg A=

; 1
Cotangente JA= cateto advacente, b 4 wwx
13 \d\,

[
w

cateto opuesto ' | CTC A=
12 ’




= i Ne T ) A
) 289 Sec A = ™ B
; é ' 17 a= QEE_
[e= 17] csca=-S = 1
; e
2.- Dado Sen A = %%; hallar el valor de las demds :
'Soluci6n:'Laffun¢i6n seno asocia cateto opuesto con la hipog
‘nusa luego serd necesario hallar el otro cateto. OPERACION PARA RACIONALIZAR EL DENOMINADOR
| b 2 NT
D 18I N\a _b _ 24 CTG A= —— = 431
Sen A = i) = Cos A= s = 30 a 6
M .
1 ’ 7 3 7 8 7
b=Nc? - a? Tan A=2.= 18 Ssgc a= -S&_ = 8 _ N7 _8 N7 _ " N7 ;{_
B~ 24 b 2.7
f 2 7 7 2 \[49
H! i ‘
il b= \1(30)2 LUigea 1 cheia=- b - 24
i a 18 csc A= -S _ _8
il . a 6
b= \ 900-324 sec a= £ = 22 i .
il 4.- Dado CSC A=7; hallar el valor de las demds funciones.
l ; b= N 576 ~ csc A= g = %% | Solucién: La cosecante asocia hipotenusa y cateto opuesto --
1
lw\ ‘ _ ' por lo tanto: |
it | b= 24 B
il : o _ hipotenusa _ _7 c it
.hi ; CSCVA = cat.opuesto 1 a ,w:
[ i ‘iw\
| 2 \7 | _ 'li;lz,'“
3.- Dado Cos A= T vl hallar las demds funciones. Nota: El valor de las funciones trigonométricas no depende de -- WWL
l1os lados del triingulo, depende exclusivamente del &ngulo “ﬂ*
Cos A= % = E_QIg; Sen A= % = g si 8ste cambia, el valor de la funcidén cambia. Por lo gue-
T 14 28 . 56
€l cociente 7 se puede obtener como: —g— ; —3i T7i ~g "~
| a = 02 - b2 Tan A= % L% ‘ﬂz; etc. Usaremos el m&s sencillio.
2N'7 \[7 2
i 2. 2 6 N7 - 8 \7 g
a =\ (8) (25 ') = : : =
2 \49 14 e \1(7)2 - (1) COS. A= 2 = ——
| a= \64-4(7 . , .
v A a 3 N3
C b=2? b= \49-1 TAN A= - = ——e — = =35
e G 3 ays .1




P e e
=i = == e e e

1 ‘ t
- ANGULO DE 45° ' “' i
,‘ |
!

|

I |

b= QIETE : El &dngulo de 456,.se puede considerar como el &ngulo mitad de un }TW
4ngulo recto (90°). Para representar este dngulo, usaremos un -- ﬂ"

b= 4 \3 SEC A= =1 3. .2 3 1\ cuadrado que posee cuatro &ngulos rectos y dividiremos uno de -- “ﬁw

E Q§‘ V__ 4 Q§' 14 ellos en dos &ngulos iguales; arbitrariamente asignaremos cCOmo - vd

! uno las dimensiones del cuadrado y en base a este valor encontra |

\ remos el valor de las funciones trigonométricas del dngulo 45°.

i
. d.NE B A ]
Sen 45° = = = —== 0.7071
W, o I NZ SR 2 lrl
E drf ROCHE betroy e 1 il
| 1 il
I | E 5 1. N2 “W
Eﬁﬁ , ncontrar en cada uno de los siguientes ejercicios el va & l CasTeae =Y 2t 07971 Q1
i lor de las dem&s funciones trigonométricas. - 225 ; H“:
—— 1 —st : ;";{l;*
[ 4 ‘ i
fid .= Nen Himg 6.- Sec A = 5 K Usando el teorema de Pi-  Tan 45° = % =1 Mﬂ
tdgoras encontraremos la uﬂ
| ¥ NN e - il
2.- Cos A = ;{— of e B e TANG 25 diagonal del cuadrado que CTG 45° = % Y kWL
| 7 corresponde a la hipote- g
[ | |I
| ! - —re R
!WH .~ Tan AN 9 nusa del tri&ngulo rec Sek 45° = Vg = . 4142 if
}% 40 §<3\ CIGA = 3 tdngulo. ' w}
| it
!» “'y | - __ 2 2 ‘H‘Y “li
I 29 [ fiagonal = NS+ 1 cscase =289 4140 T!‘:‘"i
4.- CSC A = == 3 1 JMV
Diagonal =:Q1 + 1 = \[2= 1.4142 ﬂwh
5 £ ) ,i".‘l
S« CIG A = 5 10.- Tan A = 4742 Nota: los valores de las funciones trigonométricas serdn los mis
mos si usamos otra dimensibn para el cuadrado.
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE: | ANGULOS DE 30° ¥ 60° ¥
45°, -307,. 60°,
Unos de los trisingulos mds comunes y de mds utilidad es-
el equilitero, tridngulo gue posee sus tres lados iguales y sus- U
tres 4ngulos iguales a 60°. Para determinar el valor de las fun- [0S

| ciones de los 4ngulos 30° y 60° consideramos un equildtero cuyo-

\ lado mida dos unidades. ik




Toda la

informacifén la concentraremos en

1

la_siguiente i
3

Igualmente, cualquier funcibn de un &ngulo es igual a la

gura: confucién de su complemento.
300/<>\0° y Tan 50° = ctg 40°
2 — 2 Al vira: dats ‘JZZ 5 12 =\'4_1 = \|3' e s e e Estos valores los podremos verificar consul-
60° o 0° Q tando una tabla de valores de las funciones-
etg ~L%um=.Tan 897 trigonométricas.
Funciones de 30°
Sen 58° = Cos 32°
Sen 30° = % = 0.5 .
!
| Y71 [INB. | A«igg '- |
}mnw Cos 30° = g > =0.8660 | FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS DE CUALQUIER MAGNITUD.
, ; 4
| . - ici de un punto en un plano:
1 1 N3 \3 | 1.- Posicién D D
‘ Tan 30° = = = = o :
\“’H:" W q3 G ,rg 0 5773 o) :
h”i i Hgb | HLd V3.= V§.= T La posicidn de un punto en un plano, queda determinada -
V@M % > 5 2 VT por las distancias a las que se encuentra de dos rectas perpendi
I SEC 30° = vg =é§ 'i§,= v [T AT | culares entre si; estas distancias se llaman "Coordenadas Rectan
- ~ gulares" y las rectas perpendiculares "Ejes".
& CsC»380¢ |5l == 2,
1 1 : La recta horizontal se llama eje "X" o eje de "Abcisas"-
| | y la vertical recibe el nombre de eje "Y" o eje de las ordenadas;
m“ Funciones de 60° . el punto donde se cortan es el origen de coordenadas, dichos - -
Lm Sen-60° B Eaat: 1Ny ) dlhcko ejes dividen al plano en cuatro cuadrantes, como se rmuestran a -
11 N2 /[ et £ L
[l e continuacidn:
{ il i ‘
) -_ II CUAD 4 ABCISA (+ , +) 1 CUAD
Cos 60 5 = 0.5 == 7 ABCISA: Es la distancia perpen
h l -
| dicular trazada desde-
N3 B EC 60° = 2 = 2 | T E
Tan 60° = '3 = = 1.732 X 1 |y&-:) _______ :5 un punto al eje verti-
) [ It | 5 :
: cal.
1 1 3\ N\’ csc 60 = 2-2 N3 2 ‘§1=1.U1 - ; Wan Wl B 2 HVEATA B S E B
CIG 60° == = = , ‘= = ;;{= 0.5773 \3 \[3— V3 3 3 : 0 Z i ‘i ORDENADA: Es la distancia per-—--
{5 \3 \3 : i : pendicular trazada des
| ] >
| +4 1 de un punto al eje ho-
|
De acuerdo con los valores, encontramos que: el seno de !°————-“——“-“”af‘_) rizontal.
P . N X s g — - ’
un dngulo tiene el mismo valor que el coseno de su complemento- ol T
: III CUAD ] iV CUAD

y Viceversa:

* |
1 _ : ' i Las medidas se consideran positivas cuando se toman ha--
{ Sen 30°=5 = Cos 60° Cos 30° ='0.8660 = Sen 60°
i

cia la derecha del eje vertical y hacia arriba del horizontal. i




I Las medidas se consideran negativas cuando se toman hacia

1 la izquierda del eje vertical y hacia abajo del horizontal.

‘f 2.~ Angulo de cualguier magnitud.

Para una mejor comprensidn de la trigonometrfa se necesi-
ta una definicibén més amplia de "angulo" que la que la Geometria-
Elemental nos proporciona. Para esto consideremos una recta OP gi

rando alrededor de un punto fijo 0 gue pertenece a otra recta OM.

P 4
La magnitud del giro de OP desde su -
posicidn original OM, recibe el nom-
bre de &ngulo. Cuando el giro es con

I trario al de las manecillas del re--
e

,ﬂl it

i loj el &ngulo generado es positivo.

ik Cuando el giro es favorable a las ma
il ANGULO 11 Hol | a1 ok 2 o
postrTvo 1ecillas del reloj el &ngulo genera-

g N do es negativo.

';V El lado del.&dngulo a partir del cual
“ﬁ ANGULO comienzo. el giro se llama "Linea Ini

il AT ; >
L»w NREGATTVO cial'; el lado en el cual termina el

giro y que determina el tamafio del -

~J
W\

ngulco se denomina "Linea Terminal".
En los dngulos gue consideramos. tanto el positivo

En los &ngulos que consideramos tanto el positivo como -
el negativo; OM representa la linea Inicial y

OP representa la linea Terminal.

y el signo del dngulo lo determina la punta de flecha que indica
el sentido delgirc. Ademds, se dice que un &ngulo pertenece a un
determinado cuadrante cuando la linea terminal detiene su movi--
miento rotacional en dicho cuadrante. Si la Linea Terminal coin-
cide con uno de los ejes a %0°, 180°, 270°, 360° se dice que el-

20

4ngulo es de un cwadrante o mfiltiple de un cuadrante.

A continuacién se muestra la grdfica de algunos dngulos.

o 135° & 225°
. 225° (9 -
B
135°
0 N . _
& - 135° <X 315°

315°
0 +\M
£135°

En trigometria, se emplean con frecuencia letras del al-
fabeto griego para representar de un modo general, el nimero de-

grados de un 4ngulo. Algunas letras griegas son:

. RS
< (alfa), p(Beta), ¥(Camma), 8(Theta), § (Fi), wlf i

0 M

P

\<g\
L M P

P M
3.- Definicibn de las funciones de un &ngulo-en general.

Consideremos ahorala Gefinicién general de las funciones

jui s para esto un dngu-
aplicables a un dngulo cualguiera. Supongamos p

lo cuya linea inicial esté en el eje horizontal. Posicibn que se

l1lama normal u ordinaria.

Ahora si efect@ia un giro en sentido contrario a las manecillas -

del reloj, en torno al origen determinard un 4ngulo positivo 6.
r

: , q "
Tomando un punto cualesquilera de la linea terminal, trazamos

sta el eje horizontal, de esta manera Se forma -

perpendicular ha

un tridngulo rectdngulo de refere2c1a en el cual uno de sus la--




dos serd la abcisa (x) del punto v el otro serd la ordenada (y),

la hipotenusa seré@ la distancia (d) del punto al origen de coor- § .7 @ : Es la razbn que existe entre la distancia y la crden
denadas y siempre serd positiva. | _ a
i csc 8 = ¢
Bi(x,37)
|
E ¥ ‘ Tratemos ahora los casos cuando la linea tcrminal del &angulec "6"
4204
} X: Abcisa del punto "P" g termine con los demds cuadrantes.
e [J Y+ Ordenada del punto "p"
: : . * b1 &ngulo "O" termina en II cuadrante,
0 — d: Distancia del punto "p" :
Pi{=x,¥)
L ! i a
{ y | e e LLL e = =
= \ Abcisa L€ b < = X
ﬂ‘ ' . 5 M ordenada de "P" = v
Hﬁg = ~. \ | distancia de "P"
ik Dado que el &ngulo "8" estd en el primer cuadrante tanto
ﬂj la abcisa como la ordenada sSerin positivas, luego los valores de ‘
Wj las funciones serdn también positivos. r |
—4 % Y clt g = =X
‘ Definiciones: . g 9 d da Y Y :
| t !
| i
r Sen & : Es la\razbn“que la-ordenada y la distancia. : 4 lm@
| ' _ X WX s o = SHE S i
"”;ir | § O i ~ \]:l"fl
i ‘ i
il 2 \ a +d I
: ) . , g o = Y = CSC & == = = ﬁ“"t"‘i
Cos & : Es la razbn gque existe entre la abcisa y la distancia. i -X X y b4 QWM
_________ - ) | ‘H‘ f
| — I .H_‘;} H
!C‘ﬁ: o =% ;
d
l
— **% El &ngulo "8" termina en III cuadrante. i
k Tan 6 :1Es la\razbn gue existe entre la ordenada y la abcisa. W‘3
{ k W i
Abcisa de "P" = -x
= WA, e L :
ctg 8 : Es abcisa y la ordenada. 9 ordenada. die’"P" = Ty
i [Thl distancia~de "P" = 4 w
i el i € ‘ = - iy { M v,v‘_ul‘"“
Y | L AP A
‘ » }j : b
} Sec 8 : Es la razbn dgue existe entre la distancia y la abcisa. i ! lﬂﬁ
| ;| ‘ Py i
| pee © = < 1' |
i
, il |




*** E1 &ngulo "@" termina en IV cuadrante. i

EJEMPLOS : I
abcisa de "pP" = x i1 JEH ‘ Eﬁ“
ANGULO CUADRANTE SIGNO DE SIGNO DE SIGNO DE .M]a”
| /,:i ordenada de "P" = -y ‘ SEN Y COS | COS Y SEC TAN Y CTG ﬂwi
X m : il
‘ ¥1 — diatnacia de "P" = 4 ‘ “w,
| 75° T + & + i
|
P (x,-) 116° 1 + = = i
r >
| 198° +IT T = +
M Sen/e = "% = X CTE | B| ek 2 ,
| A\ ; 295° Iv 2 + G
BE [ LLL | R s l -
Cos © 3 = a Sec 8 =;<d. = g. ! -135° III o
I X ' - -
I - - ' - + + +
Tan' 8 = £ = ¥ cs L g~ #d ~3158 I
d X C e —y ! yl #\ S —

El signo de las funciones para los dngulos que terminen en los - | runciones trigonom&tricas de los dngulos : o°, 360°, 90°., 180°,

! . |
I distintos cuadrantes quedan resumidos en la siguiente tabla:* 270° i
Il :

I
| H Mb 1 “:l“ 't”
fl CUADRANTES i Funciones de 0° y 360° ‘HE
i il
, FUNCION I T TL X7 ’ Para los &ngulos 0° y 360° o cualquier mGltiplo de 360° Wﬁh
SEN B sus lineas inicial y terminal coinciden y estdn sobre el eje de MMW
B = -
- ' abcisas o eje horizontal y para este caso especial la abcisa y
Cos 4 = - + . la distancia tienen la misma magnitud. iy
| i ;
|
TAN + A A S .
|
=

CTG 45 » Abcisa = x

I 2 60°
- 0° ordenada =y = 0
+ = - i I P i 1 = =
. \éil’/// 3 m( (x ,odistancia = d = x iyf
cse + ¥ - | ‘




=0 Sen 360° = 0 %

0
Sen 0° = L= d d
d d | Sec 900 = ; = azm
Co pbir =i = & Cos 360° = 1 a \
d be csc 90° = = % =1
Tan 0° = £ = J =9 Tan 360° = 0
iones de 180°
€rG 02 L BN o CTG 360° = Funcs
: d = El Sngulo de 180° se genera cuando la 1fnea terminal ha -
Sec 0° = — = =1 Sec .360° = 1 » ; : . :
- il B+ girado la mitad de una circunferencia y termina sobre el eje hori
il a da zontal, en la regién de las abcisas negativas, donde la abcisa --
‘ CSE 0° = v v faRey CSC 360° =00

tendrd la misma magnitud que la distancia pero signo contrario.

i Nota: Debld? a que }a lelSlén.por ?ero dd, como resultado un nd 180° abedes o g
“ﬁ  mero indeterminado que simbolizamos como infinito (co) . ol [’- ordenada =y = 0
: F s ' H distancia = d = x
Funciones de 90° P(-x,0)
i :
El &ngulo de 90° lo tenemos cuando la 1lfnea terminal ha- -x -X ]
| o = —_ = -— = e
i girado un cuarto de circunferencia y termina sobre el eje verti-| Sen 180° = % s % = = Cos 180 a X
'MH cal teniendo la misma magnitud la ordenada y la distancia. ,
il y 0 CTC 180° = X "X ~ o
il Tagy180° =_< F8 = 0 $ : % 0
i P(0,Y) a
1 . a - csc 180° = 2 = ;e
d : . Sec 180° = === = -1 R 4
o 990 ° abcisa =iege. =240 w‘
o M ordenada =y I
distancia =d =y
' | Funciones de 270°
| ‘b 2 . - .
El &ngulo de 270° se genera cuando lé linea termlnél ha i
y ¥y 1 girado tres cuartos de circunferencia y termina sobre el eje ver
Co = & = &= = ! . A 2
e 2 g "y tical, en la regién de las ordenadas negativas, donde la ordena
: . N
da tendri la misma magnitud que la distancia, pero signo contra-
- X701k ! : :
Cos 90° =g 0 rio.
| Tan 90° =< =4 = o i
X 0 i

eTG 90¢ =X =2 = p




W Sen

Cos

Tan
! CTG
| 18k SEC

CscC

270°

58 APE

279 il
o - X
270° = %

270° = TL
X

270° = X =
2709° 5 2
= X

oo =8
~y

A1

M

abcisa
ordenada

distancia

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS :

120°: - 1'35%;" 150%;, 21.0%; 225°%; 240°%; 300°; 315%; 330°.

Estos &ngulos son de especial interés por ser mGltiplos -
ya sea del dngulo 45° & de los &ngulos 30° y 60° y los valores de
las funciones trigonométricas de los mismos, son iguales en magni

tud mas no en signo de los de 45°, 30# y 60°.
a) Funciones de 120°.

Para encontrar el valor de las funciones de este &ngulo -

usamos los valores ya conocidos del &ngulo 30° & 60°.

2 Q&,QT?)
/N2
// |2 120°
L L N\ Abcisa o= =i
& M ordenada = \3
Distancia = 2
el 1 N3 ok 100o B -2 - X3 _ 2343-= 2\3
7 4 A X G 3 3 3
o.__l__l
Cos 120° = 5 = 5
Tan 120° = "——%-= - 3
i
cre 120° =—L =1 - X EL T £
3 3 3 = 7

SEC. 120° =_% = =2




,”l [t

{
|

i
il

I
|

:mf“

b) Funciones de 135°

Para determinar el valor de las funciones de

usamos los valores ya conocidos del &ngulo 45°,

PH=d1)

& ]

qﬁ?

|
| 4

11 _ 135
! In

¢) Funciones de 150°,

=1 o M
ooy Ll 2 L X T\ eNa /1o
NZ |2\ b VT 3
A o]od AL N T\ N
N2 N2 2
Tan 353 \& i = =1
1
CTG 135°="%=—1
GEG w350 m= \Cf—= - \2

abcisa
ordenada

distancia

este &ngulo

Para determinar el valor de las funciones de este &ngulo

utilizamos los valores encontrados para el éngulo de 30°.

Rig= VS, 1)

|
1: 150° distancial: =L#2; -
; N\ abcisa = \3
I_V§}Q) ' M
| 37 ordenada = =1
;/
1
Sen150°—§
Cos 150°% = = Vg = {g S % \&
L TN B TR % '\r§_=‘%—’\13_
T G \F

CTG 150° =-'N%= -\3

SEC 150° =

csC 150° =-§-= 2

d) Funciones de 300°.

Para determinar los valores de las funciones de este &n-

gulo lo usamos los valores encontrados para el &ngulo 60°.

/A\\ Abcisa = 4
\9 M ordenada A 3 i
distancia = 2 §

- PR 25 ETIRN  M E)
2 2
Tan 300° = — £3 e |3
o = = \
Sec 300° = 7 2 \

f

1 i
Cos 300° = 5 *
}



N w.q i i
{

cre 3000 = L - "1 - N3 -N3 -1 \3
SN (e 3 3
csc 300° = 2 = 72 Epte i CHINE Y

El valor de la funciones trigonomédtricas de los restantes
dngulos se dejan como ejercicio al estudiante, mismos que tabula-
ré@ en la siquiente tabla de valores.

ANGULO SEN cos TAN CTG .« | sEC csc
sl BNE]
120° = A1 = Nl
2 ] B S A2 EXE
18350/ ( | 1 N2 -1 N2} -1 w1 - 372 2
2 3
150° 1 |
i = -3 SN[ | -2
2 s\3| 3\3 N3 | 2
210°
2250
240°
300° =1 qg' 1 - {3‘ -1
b3 2 =\ 3 2 -2
7\ £\3]
315°

330:°

Determinar el valor de las demas funciones, dado el de una de - -

-

ellas. &

1) Dado CTG 8 = ?-i%~ hallar el valor de las demids funciones.

solucién: Como la tangente tiene valor negativo en los cuadrantes
2° y 4° existen dos &ngulos que satisfacen el valor da-

do.
apciss = % i dos abcisa negativa
CTG O = === = ; ex1§ten
ordenada ¥ opcliones cTG 8 = % = -l%
ordenada negativa
x . -12
R i It
GRATIFICANDO LOS PUNTOS: ‘ﬁj
T 1)
P(-12,5) 6 Hl
————— N _'5" 11\" nf
I‘ 4 (it
l 13 3 ““
{ 2l 6 |
|

:§ ““““““““ P(12,-5)

La distancia la encontramos con el teorema de Pitagoras.

d= pi il )4

ae V2?2 + (=52




|
La "abcisa" la encontramos por

, i |
g d144 + 25 el teorema de Pitagoras. ﬁw
¥ { \ - | TN
2 2 LW?
= d -V it
X It
d= \169 i
2 %*
‘\ X = \r( 10) 2 =) 'i":‘.l
' i
X = =12 x =12 X = QlO—l yh
IT CUADRANTE (y =5 IV CUADRANTE (y = -5 : #H
= N
| d =13 a =13 = 2 i
| ' =3 i
, / |
1 1 .Z = 2 = X = —_5 = ———5 x I i 3 "‘
nw Sen 6 | T4 Den © 3 3 3 N WM
‘ K=l :Vl)
Uil -22 \_ B ENER al
T 31 gl i [c: ol |
s = % B DR s
i Tan -6 = % i 5] B Tan 8 = % T = 15 | - GRAFICANDO LOS PUNTOS: %
';1“ ( i [i‘
[l ‘l\ i
i i
i e a3l £ 13 ~Aldl L1113 r Lh
S Al Sl gl Séc § == 55 el
| 1) { ‘
Mt ' P {-3,1)
AN Y ke 4al| /W) -13 ‘ v
I CSC @ = v in 5 CsC ¢ = § = :g = g—
|

B )

V
1 11k 2.~ Dado CSC' @ = Y10; Encontrar el valor de las demas funciones. ‘
[ sz‘.y‘\"‘ )

Solucidn: Dado que 1& cosecante es positiva en I cuad. II cuad. -

%

tenemos dos

n
Qo

ngulos que satisfacen el valor dado; debido a que -- |
existen dos puntos en el plano cuya distancia es: 4 = N'10

3 M\lx
CSC 6 = distancia = d; existen ;bfifa Positiva | X = 3 X = -3 i
ordenada vy dos N NTo : -
opciones S : 1 10 I CUADRANTE y =1 YT CUADRANTE =1
s i | : d = \Ilo d = 110
csc o = \10 SENETY abcisa negativa
o i 1 _ \10 il
wd 10 5 = Al
U r——- s e 7o Sen 8 = S WM
. ) - fie
‘ La "abcisa" la encontramos por el o it
| t de Pit : Comi@ =X 3 3 éo Cos 6 =X ~23 '3 110 “V
I eorema de Pitagoras == = T a5 = = \
: ' | | R d @ 1© i
x b= Jd2 e \172




(¥5) w{n—ll
Il
w| =

H

5
(<>]
]
<
]

| =
il

I

—

Tan 8 = % = Sen 8 = %% El signo negativo per=

" s 3 : . tenece a la ordenada - abcisa positiva |

N L - c > '

HER= % T | ' CTG: g= 22 23 o =3 ' ya que la distancia -- X = ?} ;
. ' ¥ 1, siempre es positiva. d = 1} EaR _—
Sec 9' =4 _N10 (10 - ’ . _ =d _\ - - : Gt e BEEE | |
A 3 Sec § = =¢ - N10 _ -1 m | : st bt el o I

; X ~3% .. 3 ; : INCRE T e : E
i La "abcisa" la encontramos por el Teorema de Pitagoras. i

2

| .- (& o

,m ”rl I i

%« Y1s9-25 _ ”l
i}; | ‘l i‘l
x.,,:h“‘;, . ]
{1 i ' 5 , 4 x= 12 l
3.- Dado Sen & = 757 encontrar el valor de las demas funciones. ! x = + 12 1 #
_ , NI
I '~ Solucidbn: La funcibn Seno es negativa el III y IV cuad. entonces }
l “ tenemos dos &ngulos que satisfacen el valor dado; debi |

” ~+ do a qgue existen dos puntos en el plano cuya distancia | v 1 T
’“i s . : l e
| es iasal a 13. , . : tind
i | . -12 -8 -4 4 ; = il
| ‘m'u 1,‘ ] ' ‘1i"“‘~:
|‘ -1 % W"%
| ' V) G e | i

Sen 8 = m = . : » . | l
distancia % i existen abcisa negativa | ~4 :
dos \ |
OPCioneS X = ? | _ ] X _:5_._.. — —— ——
'd = 13 | |
g =5 : '




Distancia punto P1=Distancia -

Tﬁ

i x= 12 | »] f0) eoite = =4 i

III CUADRANTE y= -5 IV CUADRANTE y= -5 j o) CostR Ay 23 I

= _@= a3 d= 13 * 1

N AN¢ RMINOS DE UN POSITIVOQ, I

Cos 6 = g _ —%2 o e i e 12 FUNCIONES DE UN ANGULO NEGATIVO EN TE NOS i
R 13 d 13 FUNCIONES DE (-6) EN TERMINOS DE 6 w»i
| il
Tan 6 &= % At :% = Té Mg N _ =5 _ =5 Para determinar las relaciones gue existen entre las fun- 1¥h

2 X 12 12 ciones trigonométricas de dos &ngulos que tienen la misma magni-- -]i!

‘ b ' ; ; \ il
Wip crad g =/ % 4 =12 _ l% cod | g D D 12 _ -12 i tud pero que son de signo contrarilo, graflcargmos ambos &dngulos y \hb
. M ¥ =3 5 tomando un punto de las dos lineas terminales que estén a la mis- Mm
|

| Sec # = g =_%% = %% beddlg | L d A13 ma distancia del origen, encontramos que sus coordenadas estén re }%“
ﬂ; i 1} lacionadas; como lo muestra la siguiente figura: W%
f A FE o
i 5 ﬁr

\
it | Hig|Ll 13

Atk R FIE Tl =% csclg = g =13 __13 | _ _ 1

|

|

Punto P.
EJERCIC/ZIO F
Abcisa punto P;= Abcisa punto ‘

‘ DETERMINAR LOS VALORES DE LAS DEMAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN

W' CADA UNO DE LOS SIGUIENTES CASOS. P. it
| [
1% > Ordenada punto P,= - ordenada {&ﬁ
J. ",‘u 1) Sec 8 = Z 6) CS8C 8 = __23 punto P. }H‘\‘(l
i
INM
1
17 _ J ‘
R il de 7) Sen @ %% Las funciones trigonométricas de los dos édngulos y la relacidn -
entre las mismas se muestra a continuacibn.
20 ordenada £y ~ - =-ordenada P : :
—— — e O ) 0 0 P =
3) Sen 8 = 29 8) Cos 6 = _% | distancia Py distancia ij
it
i Sen (8) = - Sen 8
A et 9) CIG & = l% ' Abcisa x _ 'Abcisa P ; abcisa P1 = abcisa P
Distancia P, Distancia P ordenada P, -ordenada P o

Tv b‘ Cos (-8) Cos 9\ CTG (-8) = - CTG 8 v«




Bod & RAC EC T 1O
P : L e )
Ordenada "1 = ordenafa P distancia "1 = distancia P 9L : : de un &ngulo posi
| Abcisa P, . abcisa P abcisa P, abcisa P | gxprese las siguientes funciones como funciones de u » "
‘ tivo.
il Tan (-8) = - Tan @ SEC (-8) = SEC @
1) €os (=80°)
gistancia 'l = dictineis p i  2) TAN (-13°)
abcisa P, -ordenada P '
. 3) SEN (-126)
CSC (-8) = - csC (8) 4) SEC (-58°)
\
| : 5) CSC (-75°)
N”hwn.w

De lo anterior se concluye que:

|
1

. 6) SEC (=120°)

"El ‘valor de las funciones de un dngulo negativo son iguales,

€l 7) SEN (-45°)
valor absoluto, a las mismas funciones del &ngulo positivo corres 939)
y : " ; o CTG: (-
M pondiente, siendo del mismo Signo el coseno y la secante y ansi 8) (
" signo contrario las otras cuatro funciones. * 9) COS (-40°)
\“‘ [ It y (l
: [ -236° il
Ejemplos: J Fo) TAN A ) il
' i | ‘ I
f | 1) SEN (~30°) = -SEN 30° | g A i
{ | ‘ DE UN A 3
‘ DE UN ANGULO CUALESQUIERA EN TERMINOS &
HW 2) COS (=57°)= COS 57° il CMES
il Gk I °°- ’ ‘ﬁh
*ﬁ 3) TAN (-20°10')= -TAN 20°10" . *Punciones de (90°+8) en término de 6. 1my
i hlh
1 i 4) -COS (-40°)= - COSs 40° ” Graficaremos el &ngulo "8" y el dngulo "90°+8" y tomaremos un pun ,WX
= R il
! ; i terminales que es- il
5) -SEN (=38°)= +SEN 38 . to cualesquiera de sus correspondientes lineas q Bim ‘&“
te a la misma distancia del origen de coordenadas; entonces deter WWW
- o) = ° | 3 2L i)
s R . minaremos la relacién que existe entre sus respectivas coordena
7) SEC (-213°)= SEC 213° ﬁ

das; de esta manera sus funciones trigonométricas estardn relacio
‘ i igui razones. I by

8) CSC (-13°40")= -CSC 13°40" nadas como la muestra la figura y las siguientes ’

9) -TAN (=115°)= + TAN 115°

10) -SEC (-83°) = - SEC 83°

NOTA: Las mismas relaciones resultarfan si consideramos el &ngu-

lo negativo (-8) en cualesquiera de los demas cuadrantes.




|
M e

Ejemplos: Expresar las siguientes funciones como funciones de un

dngulo agudo.

o

SEN (123°); solucidn: SEN (90°+33°) COSs 33°
coS (118°); solucidn: COS (90°+28°) —-SEN 28°
TAN (212°); solucidn; TAN (180°+32°)=CTG(90°+32)= |+TAN 32°

CTG
SEC

(189°) ;
(296°).2

solucidn:

solucidn:

CTG
SEC

(180°+9°)= -TAN (90°+9°)+H +CTG 9°

(270°+26°)= =CSC(180°+26)=

p(21,Y1) -"‘"ﬁ
| 2
i
L R s P(x4,Y) distancia P, = distancia P
Y1 1 i d ' ;
: 90°+48 :
| 9 | VY
| L d-="d
x1 (o) X -
abcisa P1 = - ordenada P
Xi—~ ¥
ordenada P1 = abcisa P
¥y =

Las fgnciones trigonométricas del &ngulo (90°+8) en términos de
"6" donde "8" es un angulo agudo,

A

se muestran a continuacidn:

Y %
zl (! | V=N
- L
1 vy -
SEN (90°+8)=C0Ss 6 CTG (90°+86) = -TAN &
X
iy Apazed
1 . =y
COS (90°+8)= —-SEN @ SEC (90°+8)= - CSC ©
A % d
Xq y §I X
TAN (90°+8)= - CTG 6 CSC (90°+8) = SEC ©

De acuerdo con lo anterior podemos establecer que:

El seno y la cosecante de un dngulo cualesquiera es igual y del-
mismo signo que el coseno Yy la secante respectivamente del mismo
dngulo disminuido en 90°; y el coseno, tangente, cotangente y se

cante iguales pero de signo contrario respectivamente al seno, -

cotangente, tangente y cosecante del mismo dngulo disminuido en-
90©, e

-SEC (90°+26) =] +CSC 26°
CSC (300°): solucidn: CSC(360° -60°)=SEC(270°-60)=
-CSC (180°-60)= -SEC(90°-60°)=CSC (-60°)=|-CSC 60°

TAN (180°+20)= -CTG (90°+20°)= [+TAN 20°
TAN 200°

TAN (270°-70°) = -CTG (180°-70°)= +TAN (90°-70°)=

-CTG "(=70°) =|CcTG 70°

COS (180°-50°)= -SEN(90°-50)= -COS(-50°)= |-COS 50°
cos 130°

COS (90°+40°)=|-SEN 40°

NOTA: Las mismas relaciones serian vdlidas si el &dngulo "8" estu

viera en los demds cuadrantes.

FORMA DIRECTA PARA REDUCIR FUNCIONES DE UN ANGULO DE CUALQUIER -
MAGNITUD A FUNCIONES DE ANGULOS AGUDOS.

Si observamos los ejemplos del punto anterior encontra--
mos que los &ngulos que sSe expresan como un nimero par de &ngu--
los rectos mas o menos un dngulo agudo; la funcidén del &ngulo --
queda en términos de la misma funcidn del &ngulo agudo y el que-

se expresa como un niimero impar de rectos mas O menos un &dngulo

agudo, la funcién de ese &ngulo queda expresada como una cofun--

cién del &ngulo agudo; el signo que tendrd el valor de la fun— =
ci6n final lo determinamos de acuerdo al cuadrante sobre el cual

se encuentre el dngulo original. Resumiendo lo anterior tenemos:

43
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l i

‘ | jm

' : + | i

1) Funcidn [n 90°= 8] = mi £ j ‘ z - Il
, ; o T BIEIR. TRRRLOn, de 19 5) COS (~450°= 8); COS [-5(90°)- 8]= -SEN @ Li

S1 n= Nimero par positivo o negativo Y ® Angulo agudo, i

2) Funcién [n 90°% 8] = Cofuncién de (8)

Si n= Nlmero Impar positivo o negativo y 8 Angulo agudo.

Expresar como funciones de un &ngulo agudo positivo las siquien--

4
i

3) El signo lo determinamos de acuerdo al signo que tenga la fun- | 1
tes funciones: q

cidn dada en el cuadrante al que pertenece el dngulo original,

Ejemblos: Expresar en funcién de "0" las siguientes funciones i j@
de "8" es dngulo agudo. ' ; 1) SEN (130°); SEN(90°+40°)= COS 30° II CUAD. SENO (+) ﬁ

i

M Sen (180°-8)= Sen 8 Sen (270° +6 = - Cos 9

‘
~ Cos (180°-6)= - Cos 6 Cos (270°+8)= Sen 8 ' , 2) TAN (325°); TAN (270°+55°)= -CTG 55° IC CUAD. TANGENTE (=) u

| Tan (180°-6)= - Tan 6 Tan (270°+8)= - ctg 8 _ i il
i (-] - f
be. CTG (180°-8)= - CTG © : CTG (270°+8)= - TAN 6 3) CIS'(200°); COS(270°-70°)= -SEN 70° III CUAD. COS \bw
el SEC (180°-8)= CsC 6 SEC (270°+48)= - SEC 6 ' gm0, 123 ﬁ}
thh il CSC (180°-8)= CsCé CSC (270°+8)= - SEC @ , 4) SEN (670°); SEN (630°+40°)= -COS 40° IV CUAD. ,“W
i N . il
ot (180°-6) estd en II CUARANTE (270°+6) estd en IV CUADRANTE ' il
4 | 5) TAN -100°); TAN{-180°+80]= TAN 80° III CUAD. TANGENTE (+) ?@
i Expresar como una funcién de © cada una de las siguientes funcio | iﬁw
I ciones. | ? QAQ
| ‘ It
HIl 118
‘%M 1) SEN (540° + 6); SEN[6(90°)+8]= —SEN @ e/<;5> | LM
L et
il | w $$
i ;ﬁil!];g?
2) TAN (720°-8); TAN [8(90°)-8]= - TAN @ - : L i
Van | ;
\ %2 : ‘
_ ;
F |
3) TAN (-360°+8); TAN [-4(90°)+8]= + TAN 6 //, 5 [ i
3 - 0
| ‘ '.
' i
4) COS (-80°+8); COS[-2(90°)+6]= - COS 6 i
iy
| ‘ m“:g‘.
VW, |




EJERCICIO

Expresar cada una de las siguientes funciones como una funci6n de | IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

"e" . ASUMIENDO QUE "8" es un &ngulo agudo.

IDENTIDADES FUNDAMENTALES:

1) SEN {130°+8) 6) COs (-900° -8) ; ;
2) TAN {270°-8) * Recordemos que una identidad es un enunciado de igualdad-
&GN L iYW ¥ o ‘ s :
i - 7) TAN (810°-8) f que es cierta para todos los valores de la variable para los gque
3) CTG {45(°+8) 8) COS (720°-8) | las funciones estan definidas.
IR 4) CsC (360G"=8) 9) SEN (-630°+8) ' Hay muchas relaciones de identidad entre las funciones --
5) CTG (=270°=8) : 10) 'SEC (~450°+8) | trigonométricas, las llamadas iaentidades trigonométricas inclu--

yen:

mw« (HNIITRY )
| Expresar cada una de las siguientes funciones como funciones de -

1) Identidades en forma de cociente
un &ngulo agudo positivo.

' 2) Identidades pitagoricas

i P ; ’

}WW. 1) SEN (670°0 B 11) TAN (165°) , 3).Ident1dades reciprocas

[t 2) CsC (865°
e ) ' 129 (|PHCE, £259F) Demostraremos cada una de esta identidades basandonos en la si--
it 3) COs (457°) 13) cos (310°) E _guiente figura:

4) TAN (293°) ' 14) SEN (175°) ] '

il b.

‘\ | 5) CTG (930°) 15) CTG (289°)

:I‘![‘!l 6) COS (~680°) 16) oS (380°) a ¢ . 1”*1
(i i
il “‘

Ll T B (=20 17) AN (324°) : 8 2% v!-."j::
i & ] b jh';'\

8) COS (129°40") 18) SEN (113°) ‘i‘i:l“"%'
““\n
9) SEN (218° il
) 19) csc (92°) i 1) Relaciones en forma de cociente: \W%
10) SEC (340°) 20) TAN (315° 20') - I
De acuerdo con la figura definiremos las siguientes funciones: x
Sen 6 = % 2 a = c. Sen © !
b =

Cos B8 = F b-+{c. COs 8
»”r'y
» 0
a i ' I
Tan 8 = ¢ = ¢. Sen 8 = Sen’® iy
¢. Cos 8 Cos 8 . y&
}
46 - Tan & = Sen © : i

Cos © g




' : a b y&

! : ! — Sen @, = Cos © l
| cTc B = 2= £. Cos 8 = Cos @ | 5 n & JJ%
{ e ¢. Sen 8 Cos 8 _ ” y sustituyendo: w%
, p Nl
1t 2 2= 0% i
| CTG 6 = COS 8§ Sen” 8 + Cos™ 6 = 1 ‘. }l)\
| Sen 5 a24p2= &2 ry”
il
; il
' i
| e 2t B el J
Las anteriores relaciones muestran una funci®n como el cociente - c2 c2 02 Wﬁ

: I | hj
de dos funciones para un mismo dngulo. : | ‘%W

Tan 8 = Sen © CTG 8 = Cos 8 ' c c l

*%%* (Sen 9)2 + (Cos 9)2 =1
O en palabras:

o en palabras: "la suma de los cuadrados del seno y del coseno -

-«

“La tangente de un dngulo siempre es igual al seno del &ngulo di- del mismo &ngulo siempre es igual a uno".

%
Cos 8 Sen 6 ' \

i
] |
vidido por el coseno del &ngulo"; "La cotangente de un &ngulo - - go Bt P
il : . ST tir del teorema de Pi oras. Al
i Siempre es igual al coseno del &ngulo dividido por el seno del an LT A L e\ 9 ?Wﬁ
; i GulRe] £ N - B .
‘:'?E_ 1 ;
| . » » 2 2 2 i L :H }
h ' 2) IDENTIDADES PITAGORICAS * Dividiendo entre b?: a .\ & c WL}
(w, 2 2 2 i
i 2 = > WL
fﬁ; Estas relaciones reciben ese nombre porque se derivan uti# IWN
i T it
. . » - . . | (Al
lizando el teorema de Pitdgoras, que dice: para todo tridngulo | y acomodando ww
rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los tenemos: 5 2 2 C}Z i“m

cuadrados de los dos catetos. r (b} b

= o . . N
Para la demostracibén de estas relaciones vamos a utilizar

** Luego por definicidn:
la siquiente figura:

2 2
% = Tan 9, % = Sen 8;(Tan 8)~ + 1= (Sec 8)

*Teorema de Pit&goras ] | Y sustituyendo: Tan2 0 + 1 = Secz‘e
a c ** Dividiendo entre: c A 1 me
tenemos lo siguiente: "El cuadrado de la secante de un &ngulo siempre es igual al cua-- %mg
‘ "‘\,.‘
8 *** Luego por definicidn drado de la tangente del &ngulo:mas uno'. iUﬁ
) ‘Y
- I
. ;
= . Sen..q. = Cos 6

49. I

48 : i
y sustituyendo:




Nl’.{f‘"\l”l 3

“igual a la unidad.

Usando de nueva cuenta el Teorema de Pitdgoras:

aZ_FbZ = c2
Y 2 2
*Dividiendo entre a Beg o D LB
a2
b 2 o] 2
y acomodando tenemos : 1 +<E) =<5)

1+ (c16 8)2 = (csc e)2

Yy sustituyendo: 1.+ C’I‘G2 8 = CSC29

"El cuadrado de

mas el cuadrado

la cosecante de un dngulo siempreses igual a uno

de la cotangente del mismo &ngulo".

3) IDENTIDADES RECIPROCAS:

El Trigonometria con frecuencia hablamos de relaciones -

reciprocas, es decir de aquellas relaciones cuyo producto es - -

igual a la unidad; por la propiedad de los reciprocos.

Demostraremos algunas de ellas basandonos en el tridngulo de la-
seccidn anterior.

*El seno y la cosecante estédn definidos en base a los mismos la-

dos del trisdngulo, Pero en orden distinto, luego su producto £s

SR
Sen & = =

-a c _ ac _
Sen 6. CsC 9~~E Ve ) :

ac
a LS
CsC 8 = =
RIS 1
' Sen: & = CEC 6
Entonces: |Cos 8. Sec & = 1
i 2
CSC i@s= e

e B i : 1

1 coseno y la secante estédn definidos en base los mismos la
o isti 3 de
: del tridngulo, pero en orden distintos, luego su producto de
dos de <

be ser igual a la unidad.

=2, e"aer .y
Cos 8 = % Cos 8. Sec 8 = = w5 e
1
= £ Sen 8 = 3
Sen g = '5' Goc
Entonces: [Sen 8. CSC & =1 R I
CSC 6 = Sen ©

ro

ducto es igual a la unidad.

a b _ab 1
Tan 8 = % Tan 6. CTG & = R 3
b -
CTG & = = | E 19 57
=1 5
- cess: Tan 8. CTG © i
Enton G 7. P
Nota: Si dos funciones son
reciprocas una de las fun-
ciones puede expresarse en
términos de la otra.
3747%
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FUNCIONES DE UNA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ALUMNOS

Expresar Sen (x+y) y Cos(x+y) en términos de los senos y
cosenos de los &ngulos "x" e "y"

Primero grafiquemos los dngulos "x" e .y. v también el -
dngulo suma de los dos.

ocC

Xty

TS

Luego trazando perpendiculares desde un punto .A" de la linea ter

minal del &dngulo (x+y) hacia la inicial del &ngulo
la inicial del &ngulo "y"

.X. (0c) vy a -

(OB) vuelve a formarse el éngulo 2" en

tre esas dos lineas perpendiculares.

Por el punto "B" trazamos dos lineas perpendiculares ha--

cia las lineas "AC" y "OC" con el fin de formar otro tridngulo --

donde intervenga el &ngulo "x".

Entonces: Sen (x+y) = %% ; como AC= BD + AF
11T BD (+\AF BD ., AF

Tenemos; Sen (x+y) = Comn o= R

BD _BD OB _ BD OB _ i

OR “OA " OB OB ° oA _ S°m X. Cos

La relacidn AB es

AB igual a la unidad y ese lado es com@n a los/ -
AB

dngulos "x" e "y",
De donde reuniendo

términos, resulta:

Sen(x+y) = Sen x. Cos y + Cos x. Sen v

52

ngl seno de la suma de dos angulos es igual al producto del seno-
del primero por el coseno del segundo mas el coseno del primero -

por el seno-del segundo".
16 s (x+y) ba--
De la misma forma encontraremos una expresidn para. Cos (x+ty

sandonos en la misma figura.

Entonces: Cos (x+y)= OC ; como OC= OD-FB

OA
mos; Cos {x+y)= OD-FB = OD - FB
& : OA oA OA
* * %
* OD .O_D. O_B. @ %=COSX. COSY
OA ©OA OB OB OA
& F_B_:. FE .AE— F_B._ A_B = Sen X. Sen y
OA - OA " AB AB" OA
De donde: reuniendo t&rminos, resulta:
Cos (x+y) = Cos x. Cos y-Sen x Sen y

\‘A :\' “

i ducto de los Mw

"El coseno de una suma de dos d&ngulos es igual al pro : ‘h
cosenos de los dngulos menos el producto de los senos de tales an |

,%
gulos".

i
53 fi
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TANGENTE DE LA SUMA DE DOS ANGULOS: TAN (X+Y)

La func16n de este éngulo la expresaremos en té&rminos de;
Sen(x+y). De acuerdo a la definicidn de 1la tangente y luego la re

duciremos en términos de las tangentes de cada uno de los &ngulos,

Tan (x+v) = ggg%%

Sen x. Cos y+Cos x. Sen Y
-+ =
Tani(x+y) Cos x.Cos y-Sen x. Sen y

Luego; dividiendo término a t&rmino por: Cos c.Cis vy

Sen x.Cos y + Cos

X. Sen y
Tan (x+y) = Cos x.Cos v Cos x. Cos y
Cos x.Cos y = Sen x. Sen y
Cos x.Cos y Cos x. Cos y
Sen x Sen y
Tan (x+y) = Cos y Cos y
1 - sen x Sen

Cos x ° Cos v

Sustituyendo: Tan X + Tan y

Tan (x+y) =

1 - Tan x. Tan y

FUNCIONES DE UNA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

: oo Saleran
Para determinar estas funciones utilizaremos las que y

e

i i o la suma-
pondiente positivo, ademds trataremos la diferencia com

de un &ngulo positivo y otro negativo.

Sen (x-y)=Sen [x+(-y)=Sen x. Cos(-y)+Cos x. Sen(-y)

= Sen x. Cos y + Cos x. (-Sen y)

Sen (x-y)=Sen x.Cos y - Cos x.Sen y

Cos (x-y)=Cos[x+(~y)]= Cos x. Cos(-y)- Sen X. Sen (-y)
= Cos x. Cos y .- Sen x. (-Sen y)

Cos (x-y)= Cos x. Cos y+ Sen x. Sen y

A _ = Tan x + Tan(-v)
Tan (x-y) =Tan [x+(-y) ] T - Tan x. Tan (-y)

= Tan x +* (=Tan|v)
1 - Tan x. (-Tan y)

Tan (x-y)= Tan x - Tan y
. 1 + Tan x. Tan y

i de las -
" La tangente de una suma de &ngulos es igual a la suma

o o SR
tangentes de cada uno de los dngulos dividida entre unos men
a

"
el producto de las tangentes de los dos &ngulos".




FUNCIONES DEL ANGULO DOBLE

El &ngulo doble lo tenemos cuando en la funcidn de una su

ma de dos &ngulos, -stos son iguales.

* Sen (x+y)= Sen x. Cos y + Cos x. Sen y

pero si tenemos :

Sen (x+x)= Sen x. Cos x + Cos x. Sen X
Sen 2xX = 2 Sen x. Cos X

* Cos (x+y)= Cos x. Cos y- Sen x. Sen y
Pero si @ tenemos:
Cos (x+x)= Cos x. Cos x- Sen x. Sen x

Cos 2x= Coszx- Senzx

El coseno del doble &ngulo puede combinarse con una de las rela-

ciones Pitagbricas fundamentales:

Sen26 = 1—Cos26

Senee + C0529=1

C0529 l—Sen29

I

Luego sustituyendo las formas equivalentes en el coseno de 2x.

Cos 2x= Coszx-(l—Coszx)= Coszx—1+Coszx= 2 Coszx-l

Cos 2x= 2 Coszx—l

Cos 2x=(1—Sen2x)— Sen2 X= l—Senzx—Sen2x= 1-2 Sen2 X

Cos 2x= 1- 2 Sen2 X

Tan x+ Tan y
1-Tan x. Tan y

*Tan 9x+y)= ; pero /]l x_=_.y

Tan x+Tan x
1- Tan x. Tan X

Tan (x+x) =

2 Tan x

1—Tan2x

Entonces:| Tan 2x =

56

DEMOSTRACIONES
EJERCTICTIO

-

Existen muchas relaciones entre las funciones trigonomé--
tricas que son VALIDAS para todos los valores de argumento para -
los que las funciones tienen una definicibén, pero de entre esas -

muchas, entre-sacaremos,

las 8 identidades que consideramos funda
mentales y que son:

1) sen 8 = 1 4) Tan 6 = Sen ©
CSsC 8o Cos ©
2) Cos & = 1 5) Cot & = Cos ©
Sec © Sen 6
2 b -
3) Tan 8 = 1 6) Sen“@® + Cos“@ =1
Cot ©

7) Tan2¢ + 1= Seczﬂ

8) 1 + Cot2 @ ='Csc2¢

El uso de estas o identidades y en general de todas las-
identidades trigonométricas, nos pueden ser muy Gtiles en la de-

mostracién de problemas diversos.

La demostraciones usando identidades trigonométricas (Fun
damentales, o de complemento), son un ejercicio de gran utilidad
posterior, veamos algunas de las recomendaciones para simplifi--

car el trabajo:

Ejemplo 1:

-2

Demostrar que 1 - Tanze < 1= 2-Sen o

18 &5 Tanze

ler. paso: Para demostrar que un miembro de una igualdad es - -
igual a el otro debemos de manejar solamente uno de -

los miembros de esa igualdad. En este caso usaremos -

3%




C0526

Sustituyendo los valores tenemos que:

v que Tan26 = Sehze

]hz Sen29
Cos’e
= 1 - 2 Sen
2
it Sen26
'muﬁvwmun COS 9
C0529 = Senze
Simplificando Cosze
C0529 + Sen26
i C0529
ll ‘h.H‘ |
fL I Continua la
, i (e \ (Cosze)(Cosze = Senze)
, | implificaci =
h” i P I (Cosze)(Cosze + Sen26)
I
| 'L"\
i 2 2
I Cos™@ - Sen“#9 2
; ; =/ 1/ \=/ |2 sen“e
I Cos™8 + Sen29
Ahora
Si C0529 + Sen29 =1
y, Cos?6 - sen®8 = (1-Sen28)

6

= 1-2 Sen29

1-2 Sen“¢

gustituyendo estos valores en la igualdad tenemos que:

Do 2
(1—Sen§’> Sen' & _ 3 _ 5 gene

2

T = 2 8ha%e 21 < 5 Senfe

Ejemplo 2

Demostrar que: Sen8. Sec 8 = Tan 0- Transformemos nueva-

mente el término de la izquierda.

Sen 6 Sec 8 = Tan ©

Sen 6 1 .3

Cos 8 = =8 =
Sen 6 _
U - Ton'®

Tan 8 = Tan 6

Antes de elaborar otro ejemplo y algunos ejercicios es convenien-

te leer estos consejos.

1.- Memorizar bien todas las identidades trigonométricas incluyen

do las posibles variaciones en las nismas.

2.- Tratar, cuando sea posible, de manejar todas las funciones en

términos de senos y COSenos.
3.- Ver la posibilidad de factorizar para simplificar el problema.
. i 1]“,:
4.- No use radicales, de ser posible. ﬁ

5.- Una simplificacidén antes de iniciar el problema nos indicaréa- f

un posible caminc de solucidn “M
It

6.- Elija siempre un miembro de la igualdad para efectuar el tra- m&

bajo. Ik



Ejemplo 3

QasiR" -, i

Demostrar que Sec” x-Csc x=Tan X - Cot ; - P‘

. & 9% s - (i , i

Transforme el miembro de la izquierda con las siguientes igualda- | 2 AM

4% ” D= Tan® 8 + 1 sl iy

es: | 2 Cos (-8)- Sen(90-8) emet 1?“

sec? x = Tan® x + 1 ' ﬂ“

'. i

csc? x £ 102 Cot? % ) A 4 2 mh

3.-.Cos” x - Sen” x =1 - 2 Sen" x Wﬂ

| Sustituyendo. ' ' , ﬂw

'mwmn i 2 2 2 5 lk‘ "i\"
i B BN (; ¥ CobHIE T EPEE X 4. = Sen2 X Sec2 X + Sen2 X Csc2 X = Sec2 X ml

! hit

Tan2 x|+ L = L= Cot2x = ; mi

i

2 2 / 2 2 wi‘,

Tan' x| - Cok] m=\Aan’)® — 0ok X 5.- Tan X Sen x Cos X = Sec X %

Ji) : il

et Ejemplo 4 1 ,?)t‘
[ it ] ‘ :‘;
i Demostrar que: w 6.- sec? x (1 - Seﬂz x) =1 I
; i Sen” x - Cos” x =2 Sen” x -1 i

4 4 2 ,IYI |

7.- Cot & - Cos 6 i

’M
w :
‘W! Tomemos el miembro de la izquierda; veamos que se puede factori- 3 = Csc 8 WH
TIM . \ Cos™ © 1 + Sen 8 @p
il zar como una diferencia de dos cuadrados. ‘my
| i “’
ik i
| (sen? x + Cos? x) (Sen® x - Cos® x ) = 2 sen® x - 1 ‘ 6 HM
- -— "
I 8. l___EQ%__f =9 = Cos2 x + Cos® X ;rg
| Sustituyendo. 1 = Sen X WM
| 3 . 3 - . " "H
i 2 5 > 9.- Complete la siguiente tabla expresando cada funcidn en termi- imf
[Ssen”“ x = (1-Sen”“ x)] = 2 Sen” x = 1 q nos de las otras siguiendo el ejemplo del primer rengldn. @%{
Sen2 st = Uy =+ Sen2 X = 2 Sen2 x-1=2 Sen2 % — L E,
sen 9 cos 6 tan 6 cot 6 sec 8 csc 6 @§
Demuestre las siguientes identidades trigonométricas, 2 tan 6 i $ 1 : il
sen 8 sen 8 L lreesd g ernea | $ Niseande sech /csc 8
Demostrar que: .
cos 8 cos 8 %
s
i tan 6 tan € Hﬁ
{ ' i E‘M
. cot 8 cot @ I%
sec 8 sec 6 |
60 ‘ |
__csc 6 csc @ |
61 ‘




RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

I
Tenemos que los elementos de un tridngulo son sus tres 1j

dos y sus tres &ngulos.

La resolucibn de un tridngulo consiste en realizar las --
operaciones necesarias para determinar tres de sus elementos cuan

do tres son conocidos, siempre que uno de ellos por lo menos sea-|
un lado.

Para resolver un tridngulo rectingulo se deben de dar dos
elementos, ademids del

mwm:vwvu iy un lado.

d&ngulo recto, habiendo de ser uno de ellos

T ——

A continuacidn veremos algunos casos que pueden ocurrir,s

los cuales se pueden resolver por completo utilizando las siguiep
tes identidades o férmulas.

| B Sen A= % Sen B= %

| i

: Il c _

j : a Cos\ A= b Cos B= &
[ " A (4

'it[ il b b ‘\

Jm tg A= % tg. B= =
il : .

:, )

H

! Caso I.-

Cuando los elementos dados son un lado y un &ngulo, '

En este caso se emplea la funcién del &ngulo que conten~ |
| ga el lado dado y el lado pedido.

Ejercicio 1.- Dado A= 15° y c=7. Hallar los lados a y b y el &n- ﬁ

gulo B.
Haciendo uso de un &ngulo rectédngulo,
tenemos:
: r
c B usando la funcidn seno:
} A - Sen A=% despejando a.
! Fig,

Tenemos a=c. sen A sustituyendo los valores correspondientes:
‘ 62

a= 7 sen 15°, para encoentrar los valores de la funcibn de un &n-
qulo determinado haremos uso de las tablas trigonom&tricas que -
vienen al final de la unidad.

TenemosS que sen 15°- ,25882
por lo tanto: a= 1.81174

Ahora usando la funcibdn coseno, tenemos:
b :
Cos A=, despejando b:

b= c Cos A

Sustituyendo los valores:

= 7 Cos 15°

b= 6.76

Para determinar el &ngulo B, tenemos que en todo trid&ngulo la su
ma de sus &ngulos internos es igual a 180° entonces:

A +B + C = 180° sf A= 15°
C= 90°
Despejando B:

B=_180° - A-C

= 180% = 15 = 90

B B /758

63
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510 2543 RESOLUCION DE TRIANGULOS OBICUANGULOS IW{%
| il
I.- Resolv i igui : W de
er los siguientes tridngulos rectangulos. Para resolver o encontrar las partes faltantes (dngulos,- |
=_ o : : i
1) Dado A= 15 c= 7 | jafos) de cualguier tridngulo, haremos uso de las siguientes pro- lmr
) LA
— o L& i . . ; (HiEw)
2) Dado B= 67 a=-5; piedades de los tridngulos. Nww
3) Dado B= 5(Q° b= 20 %V
' I.- En todo trid&ngulo los lados son proporcionales a los senos de dﬁ
4) Dado a= .35 c= {62 . Hf
| sus dngulos opuestos; es decir, basd&ndonos en los tridngulos si-- ‘%
5) Dado a=273 b= 418 fq
VAL guientes: Hr
ww‘”“ 6) Dado A= 38° a= 8.09 ,%
‘ 7) ~Bado B= [75° = ,014 Fig. 44 Fig. 45 w,
W
“ 8) Dado b= 58.6 .= 76.3 l‘ﬁﬁ r'\
it o d
1 e 9) DaQO A= 9° b= 937 lih ::
b i:'l
i 10) Dado a= 3.414 b= 2.875 5“
i : il
I i 11) -Dado A=84°16" ‘a= .0033503 ,!;\
il : o
‘ it 12) ‘Dado A= 46°23%.c= 5278.6 | | l'!]'
i | it
l”** 13) Dado a= 529.3 .c=,902.7 I« % K% G ‘1&;3;,
|1 a.b = Sen A: Sen B LH
g it
[ Ty W1t
15) Dado B= 18°38' ¢c= 2.5432 Esta propiedad la demostraremos enseguida mediante dos ca !Mﬂ
i
SOS @ “ i
il
Una cuando los &ngulos A y B son agudos (Fig. 44) y otro caso - - %%%
i | i
cuando uno de ellos sea obtuso (Fig. 45). %WK
En cada caso trazaremos una linea perpendicular CD al lado AB. - Wbk

(Fig. 46 y Fig. 47).

Q




N'ww (TR NEY

Entonces basdndonos en cada figura tendremos que: CD= a

Sen B (Fig. 46) y por la Fig. 47 tenemos que CD= a Sen CBD y a -

Sen (180°-B= a Sen B, entonces, por lo tanto: CD= a Sen B; asf -

por uno y otro caso:

b Sen A= a Sen B

Por lo tanto, si lo ponemos en forma de proporciones, te-

nemos que:

a:b = Sen A: SenB

y de la misma forma llegaremos a que:

b:g = Sen B: Sen Cy c: a= Sen C : Sen A H

Estas expresiones. son llamadas leyes de 1los senos.

II.- En todo tridngulo el cuadrado de un lado es igual a la suma-
de los cuadrados de los otros dos,,menos el doble del producto de

&stos por el coseno del dngulo comprendido: es decir, del tridngu
lo ABC.

T

= R

+ 02 - 2bc Cos A

Para su demostracifn tomaremos dos casos:

caso I.- Cuando el dngulo cémprendido A sea agudo y el &ngulo B
€aso -~
serd también agudo, Fig. 46 o cuando el dngulo B sea obtuso Fig.

-

47.

Entonces, de la Fig. 46 tenemos:

BD C-AD y en la Fig. 47

BD = AD-C
Elevando el cuadrado, obtendremos:

2 2

8D % = (C—AD)2= €= =50y AD+AD

2

LR —2
BD® = (AD—C)2= AD - 2C AD+C

como observard el resultado es el mismo, es decir que¥

2 2
e - 2C AD

BD> = AD
Ahora sumemos a ambos miembros: ‘CD-

BD? + CD° = AD” 4 TD° +C - 2. AD

Pero como observard en cada figura, tenemos que:

A e o5 2
BD% + DL = a2 4 AD + CD™ S

y AD = b Cos A
y por lo tanto:

2 2

a‘r=s b+ c2 =\2tbv€os A

Caso II. Cuando el &ngulo comprendido A es obtuso Fig. 49.




De la Fig. 49 tenemos que:
BD = AD '+ C
Elevando al cuadrado, tenemos:

—2 .
Ahora sumemos CD a ambos miembros.

2 2

BB° + ©D% ED>+ ©2+ c? + 2¢ ap

De la Fig. 49 tenemos que:

BD” N CDAla| A%y ED2AT G52 < g2

y AD = b Cos CAD = b cos (180°-A)= -b Cos A

Por lo tanto:

2= p% 42 - 2bc Cos A

y de la misma manera se compueba que:

b2 ) 02 o a2 - 2ca Cos B

A a? % b2 - 2ab Cos 24

Q
I

Estas expresiones son llamadas Ley de los Cosenos.

Ahora, despejando el coseno de cada una de las igualdades tenemos

que:

-

e

T

c” + a=>o
Cos 'a= 2t e Lo= B =bc

a2 + b2 - c2

2ab

Cos C=

i i eter=
A continuacidn aplicaresmos estas propiedades para d

minar las partes faltantes de un tridngulo.

Para‘esto podemos distinguir cuatro casos:
caso I.- Dado un lado y dos &dngulos cualesquiera .
Por ejemplo:

pado b=2-.24, A=103°36", B=19°21"

Determinar el &ngulo C, y los lados a y C para determinar estas~«

partés construyamos un tridngulo:

c
Primero encontraremos el valor del &ngulo faltante C.

Renemos que la suma de los &dngulos de un tridngulo es igual a --

180°, por lo tanto:

A+B+C = 180°

Cc+ 180° - A-B

CE X0 F/I03BB = 4902
C= 180° = 12257
1032 36°

1972 24"
122° 57"

69
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180° lo podemos expresar como 179° 60'
Entonces:

-

E=2179% 60" 2y 1290
c=Rh7RINER Y

1:7.9.°
225
572

Ahora, para determinar los lados a vV C

a | SemA 'iiic | SenC
b  SenB Y. % - -BenB

Recordando que: a;b=Sen A: Sen A

c;b=Sen C: Sen B

Despejando a de Sen A

Sen B

ol

a = b Sen A
Sen B

Tenemos que:

Sen A

Sen 103° 36"

Entonces:

s e o oy e

sSenB= Sen (19°21°!
= .33134
Ahora , sustituyendo:

b Sen A
Sen B

a =

(20.241(.07196)
.33134

a=

a= 59.3730

Sen- (90°+13°36')=Cos

- 7710
=== /13

SHpis

60"
S
03"

utilizaremos la

(139 36"')

T 00

(6p)

propiedad,

— -

Ahora determinaremos ‘el valor de C,

mOS que: € ; Sen C
L e

- b Sen C
Entonces: €= —Sen B

Tenemos qué: Sen C= Sen 57° 3'
- = ,83915

y Sen B = .33134

Sustituyendo en:

_ b Sen C.
Sen B

(20.24) (.83915)
c= 2020 Lo

. 51,2598

0__.
o

Entonces tenemos que:

el &ngulo C= 57° 3'
y los lados a= 59.3730 y

C= 51.2598

=

;.—di’r’?——f—j 7=




1)

2)

3)

*4)

*5)

6)

7)
*8)
9)

I | 10)

180°

.82

24,637

.6708

5.0454

4592. 36

£ ,93109

3.67683

71396.72

254,05

EJERCICTIO

38 %
51°42"'

83°39"

26°10'45"
9008'26“
74°27"

157} 34§

67°21'54"
42° 55

30°

72

750 430

109° 17°

38° 56"
44°35"'12"
21°51"'34"

61°

51238 29"

57° 48"

o o

90°

|
:

caso II. Dado dos lados y el dngulo comprendido.
Encuentre los datos faltantes de los siguientes tridngulos, dadf por ejemplo:
los siguientes datos. ' e :

-

si a=82. c= 167

primeramente representaremos los datos en un tirdngulo.

Usando la ley de los cosenos calcularemos el valor de b, es decir:

B2=a2+c2 - 2ac Cos B

Tenemos que: a= 82, c= 167
Cos= 98°14' = Cos (90+8°14")

= -Sen 8° 14
Entonces Cos 90° 14' = -Sen 8°14
Cos 90° 14' = -'14320
Sustituyendo: \
b2 = a2 + c2 - 2ac Cos B
b2 = (82)2 + (167)2 - 2(82) (167) (='14320)

Entonces:

y B=98°14'. hallar A,C, y b

b= \ 0724+27889+392.19616

b= 196.30323

73
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Ahora, por la expresibn:

2 2 2 - Encuentre los datos faltantes de los siguiéntes trifngu-=~
JHECO8LA= DT+ e =ha : = -
2bc los, dados los siguientes datos:
| 1) a = 67 c = 33 B= 36°
Hallaremos los valores de los &ngulos Ay C, tenemos que: { , % : - : ‘ ;
2) a = 886 v b =747 C=-71°54" ’
indleat 3) b =4.102 c = 4.549 - A= 62°9" ﬁ'
B % % 4) a = .5953 b = .9632 C= ‘134" : ' 5F:
¢ =87 =5) b =1292: 1 c = 286.3 A= 27°130 ihﬂ
“ |
Sustituyendo, denenog? 6) a = 7.48 c = 12.409 B= 83°26'52" gl
2 2 2 7) a = 93.273 b = 81.512 C= 58° il
Cos A= (196.3032)2 + (167)2-(82) il
2 1126.-3038) K16V 8) b = 0.2615 c = .06086 A= 115°42" ﬁ'
Cos A= .9054 9) a = 35384.82 ¢ = 57946.34 B=19°37' . ' '&1
i
10) b = 27.4 a = 60.59 C= 90° i %
Entonces: I ; e G : by
i | ’ It

A= Cos = ('9054) Caso III.- Dados los tres lados del tri&ngulo en c-estidn. s

‘n‘j‘w
A= 4° 25' 10" - ' i i |
Por ejem-plo:

Ahora para calcular, el &ngulo C; Dado a = 2.52; b= 2.79; c= 2.33 {

) I

. TV

] it 1

A+B+C= 180 ﬁ Gallar los &ngulos A,B,C. . = J

C= 180°-A-B !

' ; : : fili
Para calcular los .éngulOS.ptillgaremos lasAexpre31ones:h' ih

C= 180-24°25'10"-98°14" 2 | A %ﬁg
8 5'10"-98°14 ﬁ ca=N LA A/~ ke
C= 180°-122° 39" 1Q" . B¢ it
i,
2 th
Cos B = a2 + 00" o= b2 Vﬁ
180° lo podemos poner como: 2ac

¥ 52 W A : : §
C= 177%59" 60%~122"39L1 (" ' } Sustituyendo en cada una los valores correspondientes obtendre-- S”ﬁ

mos que: : j
Entonces:
' ‘ 2 2 2 i
; Cos A= (2.79) + (2.33) - (2.51)
C= 57°20'50" _

| 2(2.79) (2.33) il
74 A 7> g
il
\
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EJERCICTIO ! ’ J

s

Cos A= 0.531704 Encuentra las partes faltantes del triéngulo”én cuestidn, {l

ol

i
« . . l "‘
; Entonces, por lo tanto: dados los siguientes datos. Q%
¥ N
a=cos ! (.53170) iiiE =2 b= 3 o = 4 }ﬁ°
A = 57° 521 45n 7) a = 5 b = 7 c =6 ll%
: - ; il
Cos B'='a? "+ ¢? . b2 : : f “f]
2ac 1) a = 5.6 b = 4.3 c = 4.9 Wﬁ
~ = .85 b = .93 c = .78 ’H
Ll Gos'B = | (2.51) %1+ 12.33)% - (2.79)2 / 2y 111
i 2(2.51) (2.33) - ' 6) a = 61.3 b = 84.7 c = 47.6 | H
i
Cos B = ,33726 7) a = 705 b = 562 c = 639 Hallar A Ht
bt
il
il = 0. b = .0184 c = .0358 Hallar B bl
B = cos " (.33626) | rasid e e e T 2 = i
| L | 9) a = 3019 b = 6731 c = 4228 Hallar C W}
B = 70° 17' 24" av i
| il
: ; ST i (1D EYA e R = d 1 &ngulo opuesto a uno de ellos. Por Rw
i Para calcular el &nquls €, tenemos: - £a-0 IV Qs dos lagu R “79 2 & i
i ' - S e e ejemplo: EHM
il A+B+C = 180° 5 2 il
7T |1 i a.=52.1; = 61,2 a Hi
C = 180° -A-B . B i
- y el d4ngulo A = 31° 26' il
I C= 51° 49"51m | Hallar: B,C y. ¢ B #.
| r A e ‘i‘ {‘
I Para calcular el &ngulo B. jhi
it
| Usaremos la ley de los senos: a _ Sen A il
b Sen B E
4“
Despejando Sen B, resulta: B
_ b Sen A WW
Sen B= T .WN
Sustituyendo valores:
_ (61.2) Sen(31° 26') ]
ks 52,1 o
e
. A61.2). {-.52151) lmm
R e i i
76 il i
| v‘d-a
| il |
B
| Hw
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o n [EBEIY (. S2T51)
pee-B 53,1

-

Sen B= 0.61256

Entonces;:

B= Sen "1 (0.61256)

B= 370 46' 28"
Tenemos gque:
A+B+C= 180°

Entonces: C= 180° -A-B

' C= 180°-31° 36'-37°46'28"

c= | 110°372732"

78

Resolver los siguientes tridngulos; seglin los datos que -

EJERCICTIO $
. I
il

{ se te dan;

l 1) pado a = 5.98, b = 3.59 A

! ) pado b = 74.1 c = 64.2 ¢

W 3) Dado b w2257 ¢ c = .0982 D
4) Dado a 4,254, c = 4.536, C
5) Dado a <2789 b = .2271, B
6) Dado a 60.935, c = 76097; A
7) Dado b 74.8067 c = 98.7385 C
8) Dado a 9.51987 ¢ = 11, A
9) Dado b 4,521 c = 5,03, B
10) Dado a 186.82 b = 394.2 B

FORMULAS PARA DETERMINAR EL AREA DE UN

= 62°50" | y
= 27°18" il
=.108° lf
= 37°9"

= 55938

= 133°%41"
= g1e47"

!‘ N
= 59096 gb
— 40°32'7"

= 114°29'51" i

TRIANGULO OBICUANGULO. i

Para esto analizaremos los siguientes casos: |

Caso I.- Cuando se dan dos lados y un &ngulo comprendido.
s il

. .i i

Analizemos cuando se dan dos lados: b,c y el dngulo A. VL

fié

4

3

||‘

ll

. Vﬁ

Para esto tendremos dos casos, cuando el &ngulo A (Fig.- Jﬂ

53) es agude y cuando el &ngulo A (Fig. 54) es obtuso. il
| c !M

C D B B (@ A D

Tracemos en ambos tridngulos una perpendicular CD al lado AB.
Representaremos con la letra k el &rea del tri&ngulo.

El 4rea de un tridngulo es igual al producto de la base por la -

altura del tridngulo entre dos. g J%
N




| | pel mismo modo, tenemos:
Porlo tanto en cada trifngulo tenemos que:

' i 2 bz Sen C Sen A
b ; s Coxaon | K = 2 Den B
i g 2 .
1 y 2
Fero observando en la Fig. 53 encontramos que: K=g Senaoenb
j 2 Sen C
: CD =k Sen A y en la Fig. 54 CD= b Sen CAD .
Analizando el &ngulo: C A D tenemos que es igual a: (180°-A) Pl B G € b 2
Por lo tanto: " Encuentre el &drea de los siguientes tridngulos, a partir -
A dan:
\ CD = b Sen (180°-A) = b Sen A de los datos que se te |
\ ) 90 00 o ! |‘
yk [ Luego en ambas figuras: 1) Dado b = 6.074, A= 70° 39" B = 56° 23 |
L o 1] n nlll
CD= b Sen A | 2) pado b = 761.86, = 526.02 A =124° 6' 13 i
Por lo tanto: 3) Dado a = 97, b = 83 R il
= A = 43° 18" B = 29° 47' 36" il
K = bc Sen A I 4) Dad.o = 1.9375 ] n " =549 32! 25" E}‘\
\ 5) Dado b = .43592 A =62°.40" 8 o
y de igual forma: 6) Dado a = 39.5 b = 44.8 c = 52.3 ”w
it = v | H‘
il = o J 2 i
’ o | ko denh 7) ado ¢ = .804639 e=a.357173 B 18° 11 49“ }M\
Al S ST = ' A ° ' 0
ik 4 _ J18) padofic 5 85.86157 B = 135° 24! 52! C = 32 5? 21 “ﬂ
Lo K< El—3---§-en‘ S | 9) Dado a = 02409481 Db = 0.2763834 - 81° 9% 34 i
il i - : = "'
I ' 10) Dado a = 7.825 b = 6,992 C 9.643 i
Caso II.- Dado un lado y los tres &ngulos. Por ejemplo cuando se 4 . 171 d %4 “Etk UJ
| dan el lado ay los tres &ngulos: A,B,C. NOTA: En cada uno de los ejercicios de las paginas ( gy +1%0 : k”f
Tenemos para el caso anterior que: arl Yﬂh
k = 2 Sen C i |

RESUELVE LOS SIGUIENTES PROBLEMAS SEGUN LOS DISTINTOS CASOS ESTU-
DUADOS EN TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

tambi&n sabemos que:

| | b _ Sen B, despejando b

a Sen P = .

Tenemos :

la base de unatorre, el dngulo de elevacidn a su clispide es de -

; bservacidn.
kK =2 X a Sen B x Sen C L ntos (deio 1)
| <7 Sz bt
i K = a2 Sen B Sen C 5
\ 2 Sen A
|

b=aSenB
Sen A

Por lo tanto:

80

52° 39', y desde otro punto situado a 100 pies
. distante que &L del pie de la torre, es de 35°

tura de la torre y las distancias a ella desde

81

del anterior y mds
16'. Hallar la al-

cada una de los --




2.- Un lado de un paralelogramo es 56, y los &ngulos comprendidos
entre este lado y los diagonales son: 31° 14! y 45° 37°.

Hillense todos los lados del paralelogramo.

3.- En un campo ABCD, los lados AB, v Da miden 155, 336, 252, y -

105 varas respectivamente, y la diagonal AC, 311 varas. Hillese -

el drea del campo.

4.- El drea de un tridngulo es 1356, v dos de sus dos 53 v 69.
Hillese el &ngulo comprendido entre ellos.

S5.- Desde la cima de un farallén, los &ngulos de depresién a dos
Postes situados en un plano m&s bajo, en linea con el observador-
y distante uno del otro 1000 pies, son 27° 40' y 9° 33! respecti-
vamente. Hdllese la altura del farallén sobre el plano que ocupan

los postes.

6.- Para encontrar la distancia de un objeto inaccesible. A, des-

de una posicidn B, mide una linea BC de 208.3 pies de largo.

Mido los &dngulos ABC y ACB y halld que son de 126° 35' y 31° 48'-
respectivamente. Hillase la distancia AB.

7.- Las diagonales de wun paralelogramo miden 81 y 106, y el &ngu-
lo formado por ellas es de 29° 18'.

Hallar los lados y &ngulos del paralelogramo.

7.- Un asta de bandera de 40 pies de altura esti situada en lo al
to de una torre. Desde un punto situado cera de la base de la to-
rre se observa que los &ngulos de elevacidn al tope.y al pie del-

asta, son de 38° 53' y 20° 18' respectivamente. Hillase la distan
cia del punto de la torre y la altura de &sta.

UNIDAD II

GEOMETRIA ANALITICA




2.- Un lado de un paralelogramo es 56, y los &ngulos comprendidos
entre este lado y los diagonales son: 31° 14! y 45° 37°.

Hillense todos los lados del paralelogramo.

3.- En un campo ABCD, los lados AB, v Da miden 155, 336, 252, y -

105 varas respectivamente, y la diagonal AC, 311 varas. Hillese -

el drea del campo.

4.- El drea de un tridngulo es 1356, v dos de sus dos 53 v 69.
Hillese el &ngulo comprendido entre ellos.

S5.- Desde la cima de un farallén, los &ngulos de depresién a dos
Postes situados en un plano m&s bajo, en linea con el observador-
y distante uno del otro 1000 pies, son 27° 40' y 9° 33! respecti-
vamente. Hdllese la altura del farallén sobre el plano que ocupan

los postes.

6.- Para encontrar la distancia de un objeto inaccesible. A, des-

de una posicidn B, mide una linea BC de 208.3 pies de largo.

Mido los &dngulos ABC y ACB y halld que son de 126° 35' y 31° 48'-
respectivamente. Hillase la distancia AB.

7.- Las diagonales de wun paralelogramo miden 81 y 106, y el &ngu-
lo formado por ellas es de 29° 18'.

Hallar los lados y &ngulos del paralelogramo.

7.- Un asta de bandera de 40 pies de altura esti situada en lo al
to de una torre. Desde un punto situado cera de la base de la to-
rre se observa que los &ngulos de elevacidn al tope.y al pie del-

asta, son de 38° 53' y 20° 18' respectivamente. Hillase la distan
cia del punto de la torre y la altura de &sta.

UNIDAD II

GEOMETRIA ANALITICA




OBJETIVO PARTICULAR

el alumno:

Al t&rmino de la unidad,

Aplicard los conceptos de secciones cdbnicas, en la

solucidn de problemas sencillos.




El

AT |

”w:mmmh ppe 2 . 5

Mi‘: 2.10

OBJETIVOS ESPECIFICOS

-

alumno:

Definird el concepto de geometria analitica,

Calculard la distancia entre dos puntos.

Determinard la distancia dirigida entre dos puntos.
Calculard la distancia entre dos puntos, en un plano car
tesiano.

Determinard el punto medio de un segmento.

Definird el concepto de pendiente de una linea recta.

Determinard la pendiente de una linea recta, dados dos
-puntos.

Identificard las diversas formas de ecuacidn de una recta.

Determinarad las condiciones de paralelismo y perpendicula
ridad entre dos rectas.

Determinard si dos rectas dadas son paralelas o perpendi-
culares, o ni lo uno ni lo otro.

Graficard una recta, encontrando su ecuacidn, dados un
punto y su pendiente.

Determinard la pendiente de una recta cuya ecuacidn

estid
dada en su forma general.
Definird el concepto de circunferencia.
Tdentificara las formas reducida y general, de la ecua--
cidn de la circunferencia.
Encontrard las distintas formas de la ecuacidn de la cir

cunferencia, dados sus elementos.

Graficarad una circunferencia convirtiendo su ecuacidn, de

la forma general, a su forma reducida.

2.17

218

2..19

Definird el concepto de parébola y todos los elementos -

relacionados con ella.

Identificarad el teorema referente a una parabola con eje
de simetria vertical y el referente a una pardbola con -
eje de simetria horizontal, tratdndose en ambos casos de

parabolas con vértice en el origen.

Determinard la ecuacidn de una parabola, a partir de --

ciertos datos dados, construyendo su grafica.

Obtendrd todos los elementos de la parédbola dada su ecua
cidn.
Definird el concepto de elipse, y todos los elementos re

lacionados con ella.

Identificarid el teorema referente a uan elipse con eje -
de simetria vertical y el referente a una elipse con eje
de simetria horizontal, tratiandose en ambos casos de --

elipses con centro en el origen.

Determinard la ecuacidn de una elipse, a partir de cier-

tos datos dados, construyendo su grafica.

Obtendra todos los elementos de la elipse, dada su ecua

cidn.




DEFINICION: ;

y ahora elaboraremos otra figura y analicemos.
Geometria Analitica es la parte de las matematicas que

3
establece una conexidn entre el dlgebra y la geometria plana. % il
En ella se forma una relacidn entre los nGmeros y el espacio,

estudiando las propiedades de las figuras con procedimientos

0 4‘
! iy
algebraicos, sujetando a todas estas a métodos generales y - - |
uniformes. }

‘ DISTANCIA ENTRE LOS PUNTOS.
”wmr CALEIRRLL R .
Supongamos que en un eje de coordenadas colocamos dos -

puntos distintos, P. y Pl,,y establezcamos que el sentido po
sitivo de la recta es precisamente de P. a P

1 indicado con
+ Y el sentido negativo seri P1 a P., veamos grafica--
-mente la figura.

. T a ;'
Las coordenadas de P son (x,y), las Pl (xl, y yl) ra i
P R ‘ cemos una recta paralela al eje de las X que pasa por P., Y ﬁw
i j las
del punto P1 tracemos una perpendicular hasta el eje de

4 | .H‘
X con esos trazos formamos un tridngulo rectangulo, a la in bl
r

ici i
P terseccidn de los dos trazos que hicimos le llamamos Pc cuyas ‘V
f

coordenadas seran (xl, Y.

Busquemos ahora darle valores a los lados del triangulo
rectangulo y establecer una fdrmula para la distancia entre -

U
dos puntos. i

'K
: |
LADO | |

1_ "y
P. Pl = distancia entre los puntos buscado p?
e
|
P. Pc = Xl =% \;i \
| :0‘;1\.\'
iiii'f«
; PIPC o Yl - Y- K

|
. (x ;
| 87 "




el

....

Como la figura es un tridngulo rectdngulo, para conocer

la distangia entre los puntos P y P

es precisamente la hipotenusa; veamos la figura.

referencia

2 | | 2 /.2
(PPl) = (Yl = y)© '+ (x;, =%)

il
simplificando
) o 2 \ 2
BRI = \I(x1 ERN 12\ >
¢ . ! 2 ) 2 1o
haciendo notar que (y2 - yl) = (y1 = I 5 que =Ti- -

(x - xl)2 = (Xl = x)2 ‘por lo que la férmula puede quedar.

5 J (x - xl)2 + iy =y

A esa formula le llamamos fdrmula de la distancia entre
dos puntos.

17 ©s necesario hacer wuso
del Teorema de Pitdgoras ya que esta distancia gue buscamos -

gjemplo: Encuentre la distancia entre los puntos Pirdd), = ==
p, (6,-2). Aplicando la férmula directamente tenemos: x,; = 6, -
g =3,y ==2y ¢ =4

Socs 2 2

Ppl \ (Xl - x) + (Yl = Y)

SE 2 R s
PP, = | [6/ -(=3)17 + [(-2) 4]

Sl 2 2
pr, = \J (9) h (6]

— ills I—

PPI = \q 81 + 36
B, =4 117

PP. = .6

PP, 10

-Ejemblo: Calcular las coordenadas del punto P (x,y) que equidis

ta de A (9,3, B ( 3;7) y (€ (—2,5)

Como las distancias del punto P hasta A,B,y C deben ser

iguales, tenemos:

PA = PB = PBC sustituyendo de uno por uno en -
las férmulas,

= 5 : 2 2

PA )R Lo W) By -V 9

T, 1 Sl —
7B oo SRR aiE (g8 S) T
| 2 AR

— = A(x + 2) +. (y - 6)
B¢ N

90




ahora hagamos PA = PB : } | (3é7) Vﬁ?
‘ ; i Uik
| > ' -2,6 il
( J(x-9)2+(y-w2)2 =Nk T3 W2) . i 6 (il
(x-9)2+(y-3)2=(x—3)2+(y-7)2 :

x2 - 18x + 81 + y2 = 6y + 9 = x> - 6x + 9 y° - 14y + 49 il

- 4 BB
)(z-18x+81+/-6y+/-)/+6x-/-—/+14y-49 (9,3)

- 12%x + 8y + 32

Il
——

e o OBTENIENDO

Il
o

-12x + 8y + 32 sacando partes = - -

4 3 2 ”
313+ 12y & 8 \.= - ﬁ Y
vl
= = "',]‘\j'
| A continuacidn tomamos la distancia PA = PC efectuamos P(2,-1) guﬂ
la misma operacidén anterior. 2} §ﬂm
i an
: ’ PA — PR = PC ‘! “1.‘
i/ AL B2 + o= 2% 19 A 202 « s B2 2 K § 3
| b= 161 X BL ™y by 0= 3f| 4 a9 0 + y*- ol 1308 36 |
it - 18x + 81 + -6y + 9 = ’2/_ 4x - 4 -’y2/+ 12y - 36 = 0 . '
4 Ejemplo: Determine si los puntos A(3,7) BiS,5), C(2;0) son =
- los vértices de un triangulo equilatero. Il |
A - 11X + 3y + 25 =0 _ WHW
Formemos el sistema. AB = JV(S Sp2iipmE) + (7)) %w
~3x + 2y +8=0 wW
~11x + 3y +.25 = O AB = 148 , ,w
. 4 — 2 2
Y resolvamos para encontrar x e y. AC = ME) - WTH B F 7] ‘W%
‘,‘HJ;:
(- 3x + 2y + 8 = 0) (3) - 9% +j4 =24 =0 e ,l Ji
Y AC = 74 lﬁ?‘]
( -11x + 3y + 25 = 0) (- 2) + 22x -# - 50 -0 - J T A by . gwh
13x = 0 - 26 =0 . &
13x = 26 = 0 <833 (2) | Rg2y(+pBF= ¢ B0 1 = \| 74
x = 26/13 -6 + 2y + 8 =0
K 12 ¢ %2 =4 i3 ilat debe tener sus tres lados
| V=, ~2/2 RESPUESTA: Un tridngulo equilatero
\ o . i
‘ y=s-=-1 : iguales por lo tanto este no es tridngulo equilatero. ﬁ
Las coordenadas del punto P. (x,y) son (2, - 1) veamos 3 ' 92 H
‘ la figura en la siguiente pagina. MM
| 91 1“?
\H\
l
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PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

En mGltiples problemas es necesario encontrar las coor-

denadas del punto medio d

Pl’ tratemos aqui de encontrar una fdérmula para determinar
€sa mitad de segmento Y analicemos la figura.

-

€ un segmento gue une dos puntos P y

(Xm, Ym)

R (Xm. y)

Supongamos que P y P

recta que Pm es el punto medio,

tangulos y encontremos la coordenada de R Yy N:

1¢ SOn extremos de un segmento de -

formemos dos tridngulos rec-

y asi tendremos.

P. R = PmN y P.Pm = DPn P,
y ahora.
P.R = xm - x
PmN = X1 - Xm
skl TR
2xXm = X, + X
° . Xm - xl + X

Asimismo

Teniendo por lo tanto

el punto medio de un segmento estd da

do por las coordenadas.

Xm = x1 + X Ym
2

=¥y * ¥
2

Ejemplo: encontrar el punto medio del segmento de recta cuyos

extremos son:

P (3,7) y P1 (—31 = 7)

Formula: Pm(Xm,¥Ym)

Xm = 3 + (-3) Ym= 7 +
2 2

Xm = 0 Ym = 0

RESULTADO (0,0)

PENDIENTE DE LA RECTA

Se entiende por
do por la inclinacidn
va del eje de las X.,

cidn es un angulo).

Grafiquemos las

£

-

[ 7 P(3,7)
t+6
- 5
. L,
.___.M > 3
4 30201 T, Pm(0,0) .

12345

P, (-3,-7) -8

pendiente de una recta el angulo forma-
de dicha recta con.la direccidn positi-

(la pendiente es un nfimero, la inclina-

siguientes rectas.
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(1) Ejemplos: Encontrar la pendiente de la recta que pass « }Hh

por los puntos P (3,4) y P, (5.7) - ﬁ%ﬁ

i

i

ST Y = % <+ 1-i(1) . 47 P (5.7) : \]”i'}

= g ¥y, = bl

1 y=2x + 1 (2) 6 B pae e Jlmﬁf

) Y= -x + 1 (3) ‘ 5 < il l,‘,"

13 (3’4) T ] uﬁ\i

412 m=g=3 5 3/2 |

o T ‘M

T23°4 5 677 m=1.5 i

Ll

Todas pasan por el mismo punto (0,1) pero cada una de - ﬁww

ell;s tiene diferente inclinacidn, la pendiente m de una rec ﬁ;ﬂ
ta esta dada por la férmula. i Ahora buscamos el ¥ cuya tan. es igual a 1.5 ya due ﬁ”[
m ='tanec ‘ ']w

b L *. ¥ = 56.30° It
£ [ % oy ‘Eﬂ
m..=.L#s \Bﬁ

m = tan ec - ;KW
Vv DIFERENTES FORMAS DE LA ECUACION DE UNA RECTA. \yl'l“':

Ecuacidn de la recta en forma simple o cartesiana %Lf

J,

Sea M (x,y) wun punto

cualquiera del segmento I

de recta M. N; podemos ¢$w
st 4 f‘\.\ .

decir que y = CM kﬁ
(e

Sa — — 14
CM = CD + DM %W

O, (o)}
o

It

O

w

Il

o

=




Tambi&n podemos decir que

|

2+ = Ttana
BD
Y, como tan o« = m
P
BD
como BD = x

entonces DM = mx
O sea que teniendo y = DM +

CD sustituyendo por sus
equivalentes tenemos:

Y =mx + b Forma simplificada o cartesiana de la Ecuacidn -

de una recta.
Siendo

b la ordenada en el origen.

Otra forma de 1a ecuacidn,

la podemos derivar de 1a mis
ma sustituyendo los valores de

Ay Y b= B
tenemos entonces

Ne A N
¥ = B X+ (B)

ordenando y simplificando

AX + By + C = 0

FORMA GENERAL

tes teoremas:

l.- Dos rectas no verticales son paralelas si,

Yy s8lo si sus
pendientes son iguales.

ml =m2

2.- Dos rectas no verticales son perpendiculares si

Yy sblo -
si sus pendientes son reciprocas y de signo contrario.
m,. m, = -] 5  myo= =%
P2 1 m,

97

Tan 135° = -1
‘m = tane

m = -1

eyl S 06
ec. Vv =-x + 6

X
0

ECUACION DE LA RECTA APOYADA EN UN PUNTO.

i6 iente m
Encontraremos la ecuacidn de una recta con pend m

que pasa por el punto P; (X;,vy;)-

i ifi sea -
La ecuacidn pedida es de la forma simplificada o

]l d c

Yl=InX1+b

b =y, - mx

1

0 sea: y = mx +y; - mx;

Ecuacidn recta apoyada en un punto

i A =P %) (Férmula)

- la
Cuando se tienen los dos puntos A (xlyl), B (xz_yz)

ecuacidn se expresa:

Y"Yl

Xy = X

=m
1
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Como m = tg &« ver figura. il

. i*"\“
) Ejemplo a) Construya la recta cuya ecuacidn es: %_

\~/;
Y B . 3x -2y +6=0 i
(xz‘yz) _

] b) Encuentre la pendiente y ademés_representela en - it

Tg e = zé___Zl ' forma simplificada. Wﬁ

“ X - X .‘

2 1 Solucidn: :MW

(X..X,) (xz'ﬁ) a) Grafiguemos buscando los puntos sobre los ejes coordenados. i
: 5% =6 _3x -6 s
0 X despejando = X = ef oy = e WH

, 3 'H
i = 3x + 6 J’[iw
sy Siitin B prepreny Ecuacidn recta apoyada en dos puntos. x = =2 lw
, 1 1 2 o ’ﬂw
j 1A = ‘]\“‘l
Ejemplo: Encuentra la_ecuac1on de la recta gue pasa por los : Yy 3 _ :HM
puntos: ; .WM
- bsci en el origen. Ordenada en el origen it |
A (2,9) v B (-2, 3) ‘ ler. Punto (-2,0) abscisa el o 3) 1%1:
i Y il
tenemos la formula y - Yy P Yol 71 Y ///’ b) Despejando y de la ecua F@J
X - xg 24171 %D (0.3 3 cidn dada encontraras ihl
Y1\ 9 la forma comin &Wa
W= 9 _A2nl3 i |
Hg =8 3T 2ol | LB\ T l2 _ 3% + 6 it
< & i
X]_ = 2 M'ﬁ" il
r-2 . g y '=13/2 X+ 3 de don- i
A & de la pendiente es =

( = g) S iy 3/2 y ordenada en el - i

X - : i

2,0) ! X origen = 3 "!g

v o M= ldx B A ' T 2 N\ /-2 -1

=% -5

Es la ecuacidn de la recta que pasa por A (2,9) B:(-1,3).

grarica a parti Conoci i a tas en un mis
afi p iy endo las pendientes de dos 0 mas rec
Encontremos ahora la graf : de una =

ecuaciodn
en forma general; asi como su pendiente Yy las coordenadas del | NG i \
origen. o superpuestas. it

podemos saber si estas son paralelas perpendiculares

Hagamos las siguientes consideraciones:

l 99 : |
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I i : 1) 4x '+ 3y = 12 2) 4x + 3y = 12
ﬂ’ = Sim #m, 12x + 5y = 60 8x + 6y = 18
it .
(i la t : ' :
i S rectas se cortan. Yy despejando y en ambos despejando y en ambos
jj (e Live A m y = =-4/3x + 4 y = -4/3x + 4
i y = =12/5x + 12 y = -4/3x + 3
///o 3 m = -4/3 m, = -4/3, by = 4
| ///’ | m, = -12/5 m, = -4/3, b, = 3
‘ m, = m, las rectas se cortan sim =m, Yy b1 = b2
el punto de interseccidn se ob entonces las rectas son pa-

tiene con el método de suma y - ralelas, no habiendo punto

W,RH.\J 1
f

recta o sustitucidn (se'deja al

2.- 8i M = m, ¥y las ordenadas en el origen b, v b, son dife- de interseccidn.

rentes y las rectas son paralelas. | alumno la comprobacidn) .

Graficando.
El resultado es:

X = 15/2 y = =6 por lo gue el
punto de interseccidn es =
P = (15/2, -6)

fil 114 .l ¥
e Graficando. \\\\\\\\\ =
‘ Wi& 4(0,4)

bl X N
3(0,3
3.- 8i m; = m, y b, = b, las rectas coinciden por tener pen- L -?;\\\\\\\
dlentes Y coordenadas iguales, quiere decir que estadn su
perpuestas. | o M
e — ; . ey \\\2 it
Jemplo: Diga si las grdficas de cada uno de los siguientes - 2 $ ¥ 3 32 ®
sistemas se cortan o son paralelas; si se cortan, determine - . |
el punto de interseccidn de cada uno de los ejercicios. a0
'—31 o
“11 I
| _5 " g (I
3 (15/2,76) i
| 101 ' vbﬂ




i I Iv,
l s
{
?
3) 4x + 3y = 12 EJERCICIO | !
8x + 6y = 24 I.- Enéuentra la distancia entre las siguientes parejas - § ‘
despejando y de punto. }
Yy = -4/3x + 4 i) (3,2) v (5,8) l
Yy = -4/3x + 4 ! ﬁﬁ‘
1 i 'ﬁ;%
m, = -4/3 iy il
* g
m, = -4/3 ' . 0
Tl S o i
1 2 1 2 ‘ s 1\'
= f LA
las rectas estdn superpuestas y no tienen punto de intersec- ' p“
Cién. i H ‘rl
il
Graficando. Eb
. it
: ) -’g ‘oo“
\ (0,4) . 2) (10,2) y (2,5) }.%
]h
\ X
3) '{1,5) g (3.5)
il
vl
I
il
1 |
il
Lr
|
fil v’
| .
l ‘“W
f i
| 103 . 104 uw
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| 4)  (2,3) y (3,3)

1I.- Encuentra el perimetro de los siguientes tridngulos cuyos -- |
|
1 " vertices estdn dadas por: ; i

1.- (6,2) (4,3) (0,1) y elabore la figura.

il

5) (3,4) y (9,11) 2.- (0,2) (2,0) (5,4) y elabore la figura.

6) (0,0) v (7,5) 3.~ (3,4) (2,1) (5,3) elabore la figura.

I
| ) It
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g \WM
|
IITI.- Diga si cada uno de 1 . . ‘ ‘
B : os.trléngulos anteriores es equilatero, ] y.- Encuentre las coordenadas P. (x,y) que equidistan de los pun-- \Hw
F aleno y determine cual de ellas es rectangulo tos A (4,3) y B (5,9) ik
. r .

-

‘r;nu A4 i 1

(|
il
:
W“ﬁ
il
l\;“
IV.=- ¢ idi : i
¢Equidistan de P (6,8) los puntos| M TR, 6) v ¥ (9,808 DemuSs- _ \Vﬁ
trelo v elabore diagrama. - i e el
1) I
VI.- Encuentra el punto medio del segmento de recta dado en cada- (w;
uno de los siguientes ejercicios. il
a) P = )5,3) p, J5,3) l
‘1& \
| | g
|| é £
If (4
\‘ ‘Jl
I I
1 ) ‘HJ‘
| |
| 1;%
107 _ 108 ‘Ww




i
) I )M
1 *
Mm‘
| 2,1 i e pasa en cada uno de - L\
b) B= il.3) P, (2,4) yII.- Encuentre la pendiente de la recta que p NW
los siguientes pares de puntos. (m V) Ikl
a) (§l4)l (’5l4) N
i
it |
i
I I‘i
ww
il
| . i ‘!“‘
N i :L;“““ o “l“:
1 il
f A iy ‘H\
| | il
| | bt
11 e b)= (3,2) (5,6) 'v&!’l

|
c) Siendo P (1,9) y el punto medio (I,2) encontrar las coordenadas
del otro extremo.

\
i

1
r{!y |
“H "‘:]',.A.w et 10 ORI
Il

c)= (2,5) (3,1)-

109 llO.




VIII.- Demuestra que la recta que pasa por los puntos A (3,7) y

B (2,7), es'paralela a la recta que pasa por C (1,9) v D
(6,2)!

i
Pw‘_,‘q i

* En cada uno de los siguientes ejercicios decir si la recta -

gue pasa por los puntos A,B v la que pasa

por C v D son para
lelas o perpendiculares.

l
l

111

PUNTOS DE RECTA

A
a) (2,0)

b) (1,6)

(I @

PUNTOS RECTA

g D
(0,3/4) (3/10,0)
(7,0) (1,4)

112




j‘;"u]f
I
‘ 2 : . . é," '}'gﬁ'
I PUNTOS DE RECTA PUNTOS RECTA xI.- En cada uno de los siguientes sistemas determina si las gr ﬂ?
i . I},H\ {
! 3 B c D ficas se cortan, en caso afirmativo encuentre las coordena-- MW
Wl = das del punto de interseccifn. il
c) (6,2) (8,1) (4,9) (2,5) 'ﬁ;ﬂi
: l.-x +y =10 il
. x —y=1
| {iih
| LN
I
| H &
1 )
‘ gljw\ !\
L “'41”
i | i
PMM Wi oy ‘ s‘

_ _ it
d) (3,0) ' (0,2) (6,0) (0,4) '

R
2.- 6x -3y - 2=20 I

=

2x—y+1

| . fiiH
113 116 i




3."‘2X+y=5

[EHN

6.— 5. — 2y 10 %4‘;’
| + v 1.7 i

X%\ y = 2 3x y |

4.~ X |2y
-2x + 4y

o
=

iltiu l
4 ’\ "
L
LA
pHfl |
i
i

5.- 3x - 10y
dx + o6y

I
i

Il

LS

118
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CIRCUNFERENCTIA




1Y I
, "CIRCUNFERENCTIA®" i
| .ljl’:‘
| 2 t » . . )E:“:‘
‘ pefinicibén:” Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un t
\
plano de tal manera que se conserva siempre a una distan- ’W
1l
| cia constante de un punto fijo de ese plano. ‘Jm
| il o
El punto fijo se llama "centro" de la circunferencia, y - ‘MW
B[
la distancia constante se llama Radio (r). *
. ; : . 1 |
Determinacién de la forma ordinaria de la ecuacidn de la Circunfe MH
rencia. w

Si consideramos un punto P (x,y) gue pertenece a una (o6 el |

cunferencia cuyo centro es el punto c(h,k), ¥y radio igual a "r" - WI

entonces de acuerdo a la definicidén dada debe cumplirse que la -- q

distancia del punto "c" al punto "p" es igual al radio "r" es de= ml

Sl i

Luego ilustrando lo anterior mediante una figura y calcu-

lando la distancia de los puntos c(h,k) ¥y P(x,y) que debe ser - - i

it

igual a la magnitud del radio "r", dard como resultado una ecua--= llﬂ
cidn. y % m I,!
o 4 L hl;l ﬂl

(\' f‘w

i




! W&_IH AN i

De la figura se observa que &P =

=

r & de otra forma

fo ~h? 4y - k)2 =

r, si eliminamos el radical de la ecus
cibn nos queda:

S — — — — —. — —

que, es llamada la "Forma Ordinaria®
ferencia.

de la ecuacifn de la circun-

Cuyo centro es el punto (h,k) vy el Radio igual a "r",

Forma "Candnica" de 1a Ecuacibn de la Circun

Esta forma aparece cuando el centro de la Circunferencia-
Sé encuentra en el origen de coordenadas,

es decir para el caso -
particular donde h = 0 vy k -0,

el centro sers el punto (0,0).
Aplicando lo anterior a la forma ordinaria, tendremos:
(x - 0)2 + (y - 0)2 = r2

Luego simplificando nos queda :

[;2 PRl R

que, es llamada la forma "Can®nica®

de la Circunferencia cuyo cen
tro es el origen y Radio igual a "y®,

Forma "General" de 1la Ecuacién de Ia Circunferencia.

Esta forma de ecuacifn de la Circunferencia se obtiene de
sarrollando la ecuacidn ordlnarla, como sique:;

Ecunacifn Ordinaria: (x - h) + (y = k)2 = r2
Desarrollando: x> - 2hx + h? + 12 - 2ky + k? = r2

Y ordenando t&rminos e igualando a cero la ecuacibn tenemos:

Wy - 2z - 2ky + RO A a® s

La cwal puede escribirse en Ia forma:

121

x% + y% +Dx + By $upsevgial BALERBEY

Entonces se concluye que la ecuacibn de una'éifcdhferencia también

puede escribirse en la forma 51gu1ente, que es llamada la Forma Ge

b R % B2 5 7,
neral de la Circunferencia, ' &%

v —— — — —— — — ——

Los siguientes ejemplos muestran como transformar la ecua

cidn de una circunferencia de su forma general'a la’'forma ordina-
ria y viceversa.

Ejemplo 1. Expresar la siguiente ecuacidn de la Circunferencia --
2 2

X +y +2x - 10y + 10 = 0, en su forma ordinaria.

Procedimiento:

a) Reunir cada término cuadrdtico con su té&rmino lineal correspon

diente.

bRt e~ 10y 10 = B

b) Completar cuadrados, sumando la mitad del coeficiente de "x"

SV R P B IS8 o A 4 ;
elevado al cuadrado y la mitad“aél'coef101eﬂté de "y" elevado-
al cuadrado, en ambos miembros de la ecuacibn, ‘ésto nos ds.

2

: g 2
[ x2 + 2x + (1)% 1 + [ ¥ - 10y 4 A=5)2] +cFomrg + (1) 24)-5)

¢} Factorizando y reuniendo términos, tenemos: . ..

(x + 1)2 + (y = 5)

I + 25:= .30

o

due, es la forma ordinaria de la C1rcunferenc1a cuyo centro es: -
{=1,5) y Radio r = 4.

122
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'm:.w‘ |t

fi el |
e 2=

Solucibn:

Ejemplo 2.

-

Expresar la siguiente ecuacidn de 1a circunferencia.

3x2 + 3y2 - 3x + 2y + 1 = 0, en su forma ordinaria

Il por. 3.. ¥ despuls se pPro
en el ejemplo anterior,

p . ‘
3x 3y_ . 3x 2 1 -3
T /) T e TR

X + y2 il Bz %y + % =0
XZ-X+Y2+§Y+%-=O

(03 x4 el 2\ a2

1,2 0 > ST
Fr@ 0 (w2
2 1.2 1~>1 1 oll5 1414/ 1
- — =;’ —_— . = — —_———
AV T i Ly 4 ) Y 5 = 3 36 36

Circunferencia con centro

Gs,~ 3), Radio = 1

[:(x - %)2 + (y.+ %)2 = -%35]

Ejemplo 3. Expresar la Circunferencia:

(x + 3)2 + (y = 4)2 = 1 en su Forma General.

Esta transformacidn consiste en desarrollar los cuadra-

dos en los dos Binomios, trasponiendo el t&rmino indepen-
diente e igualando a cero.

# + 3)% 4 (y g2 L g

=* + 6f DY T T+ 6y (1l 1 )] 0

[;2 5 y2 + 6x - 8y + 24 = 6] Forma General

23

cr&fica de una Circunferencia, convirtiendo su ecaucidn de la For

mA‘GeneraI? a su Forma Ordinaria & Reducida.

Para determinar la grdfica de una Circunferencia es mis -
conveniente expresarla en la forma ordinaria, porque de esta mane

ra conoceremos el centro (c) y el Radio (r) ilustraremos esto con
algunos ejemplos:

2 2 o
Ejemplo 1. Graficar: x~ + y~ - 6y + 5 =0

Solucidn: Transformando a la forma ordinaria la ecuacifn:

X"y &gy 4B =D
.2 '
x2 + fy% -6y + (-33% +5 =0

2
224 e BN 5 =g e (23

%2y (y - 3)2 =

!
(o]
I
ut

La forma ordinaria

-
A

2
(x - h)2 + (- k) =

Indica gue: {ix = 0, K = 3; C(O,B):}
_ s ”

14
i
159

a3
il

N

Luego con el centro (0,3} vy el Radio = 2 :se procede a Gra-

ficar: 9
“ AN T T4 + i A3 =4
| P
\\ ' C{0,3)
\\\\ \\\‘vaf////
: = e %




- Ejemplo 2. Graficar la Circunferencia:

V | |
32 v2 =~ 10x -+ 8y = 0 Ejemplo 3. Graficar la Circunferencia: Mk
! ‘ x2 + y2 + 6x + 2y = 40 |
Solucibn; Tranformando a la forma ord@inaria la ecuacibn dada: i |
2 2 solucidn; Tranformando a la forma ordinaria la ecuacién dada: w‘$
x© + - 10x + = | '-J'J:-
5 % z e x% + y% + 6x + 2y = 40 | ‘;‘:._T-\
x = 10x + + 8y = : il
: y 2Y 0 x2+6x+y2+2y=40 il |
o =T 2 2 R 0 >l 4 2 1
(5 = BATED R MMM 1 (x +3)°+ (y +1)° =40 +9 + 1 |
La f i ia: - h)2 \ 532 LD e :‘ ']
a rorma ordinaria: (x B) A S k) = r G5 3)2 + (y + 1)2 = 50 ‘m
Indica que: {h =5, k = -4; C(5,-4) VMH
I ‘ il
"o 2 2 2 .“w
1 T AAY, 5 =|INEl La forma ordinaria: (x - h')? + (y - x)2 = r *T}
4 ' ‘u ‘ M
Luego con el centro (5,-4) v r = V41, se procede a grafi- Indica quez{? ==3, k = -1; C(-B'_l)‘} :%ﬁ
car: 2 il
,l = ° = q 0::= 5 2 LAl
Luego con C(-3,-1) y r = 5 N2 procedemos a graficar.
Y
ﬂl
i
af‘;!“l;ﬂ‘
= X ‘ ,3,‘
> X iy
@;
i
|(}
‘ 2
| x+ 3%+ v+ 1% | =50
!
1 125
\ .
1
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! . i
; : gjemplo 2.”Los extremos de un difmetro de una Circunferencia son = ﬁh
Determinacidn de las Distintas Formas de la Ecuacidn de la Circun- :

i
I‘,Iy
los puntos A(2,3) y B(~4,5). Hallar la ecuacidén de la cur- QN
it %E,, ferencia, dados sus Elementos. iy ' il
i : i6n: i ia AB la longitud del di&metro entonces: :
La ecuacidn de una Circunferencia puede determinarse a -- golucidn: La distancia e J hﬁ‘
l partir de su centro y su Radio o8 también de alguna otra informa- o \r1_4_2)2 o 5 3)2 — Jr(_s)z + (2)2 ”ﬁ
cidn que permita conocer estos dos elementos importantes; los si- bl
i ; == \36 + 14 = \40 =2\|10
guientes ejemplos tratan de los casos m&s com@ines. AB mh
il
. v . . itk
Ejemplo 1. Hallar la ecuacidn de 1la Circunferencia de centro --- Luego el radio r = 2 glo = \[10 ?wﬁ
C(-3,-1) y Radio 7. UL
clFamcidl it = ¢ [r = \io| “*
-2 & | I
cltsi)| |59 = (7) 2 El centro es el punto medio de AB que es el didmetro. i
. = ) 2 1“}\'1‘
' . " .= Xty 2224 =2 5 . ovp=vloiow i3S LB Oy .ﬂm
Substituyendo en la forma ordinaria ———F 2 2 2 2 2 i““
(e 14 h)2 ey 2 k)2 4 r2 Entonces: C(-4,4) y r = \(10 don:/e la ecuacidn buscada es: Q[lw"
#l
2 :FL = il |
Nos queda: (x + 1)2 + (y - 4)° = 10 ) = 10 ﬁ%M
A o8- 0l N G
B W 21} i R [x+ 1%+ ¢ - 0% - 10 g o
RTINS : i

\ |
La Gr&fica se muestra a continuacidn. /’//”—-Q\\

e / oo Il

/1

\___/ ”‘
s X
| g 0
x+32+w+1ls
[
i i 4.1[
{
| I
Iif

i
" |

i
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it Ejemplo 3. Hallar la ecuacifn de la Circunferencia con centro en-

| el origen y su Radio igual a 3.

= 3 la ecuacidn -- -

e Solucidn: Como el centro es el punto (0,0) vy r =1)° + (y - 2)2 = 25

tiene forma:

x% 4 y2 = r2 Donde la gr&afica es:
x2 +y2 = (3)2 AR
i {;_E___] X +y" =9
B R YAZP D) A///

Ejemplo 4. Hallar la ecuaci®n de la Circunferencia que pasa por el

punto A(2,6) y su centro es el punto C(~1,2).

Solucitbn: El Radio de la Circunferencia puede calcularse encontran

17t (lstancia que hay pnifrg leengfntos A ¥ Ejemplo 5. Hallar la ecuacidn de la Circunferencia cuyo centro es
AC = Radio = \I(-l-z)z + (2 - 5)2 C(2,-4) y que es tangente al eje "y".
r = J (-3)2 . (—4)2 Solucidn: El punto de tangencia est@ sobre el eje "y" y tamb%én 2
pertenece a la Circunferencia, esto lo podemos apreciar -
N/ NY A = \25 : si graficamos una figura.
[;-;_g] Donde las coordenadas del punto de tangente es (0,-4), 31 Radio -

Entonces con C(-1,2) y r = 5 es igual a la distancia entre estos dos puntos.
La ecuacidn buscada es:

r

sz TP o+ [-4+—t=7)1 2 ¢4

[x - (1) 1%+ [y-292= (52 Al 072 F-ats 1)@

g
(x + 1)2 + (y - 2)2 = 2{]

___________ : (T =2 A

Luego la grdfica de la ecuacién es: [f 2]

@
>

(0.-4) |
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I

rl‘”"" i R |

La Ecuaciép de la Circunferencia es de la forma:
(x--h)2+(y-k)2=r2

Donde: h = 2, k = -4, r = 2
Luego substituyendo:'

(x~ 2)° i (= (-0)1% = (2)? nos queda

(=275 = %2 14]

Ejemplo 6. Hallar la ecuacisn de la Circunferencia que pasa por el

punto A(7, =5) y cuyo centro es el punto de interseccién -

de las rectas 7x - 9y -10 = 0 y 2x - Sy # 2 = 0

Solucidn: El centro lo encontramos resolviendo el sistema:

7x = 9y = 10 = 0
2x - 5y + 2 0

(=2) [7x - 9y =10 = 0]

7x = 9(2) - 10 0

( 7) [2x - 5y + 2 = 0]

- ;/; % 18y /¥ /20l=
4 - 35y + 14 =

= 17y + 34 =

2= 2]

El Radio lo hallamos con la distancia de los puntos AC. ‘

7x - 18 - 10 0

Il

ix = 28 ¢

B4

Entonces el centro es:
C(4,2)

o O o

—

iC = \[(7 - 4)% 4 (-5-2)2 ‘
r=\!32+(’--7)2 [y

H
I

131

i ‘ i i ' : a con:
La Ecuaci®n de’la Circunferencia se encuentr

C(412)' r= \Is_a
2, (g-22 = (Y

Veamos la figura.

‘F
>

Ejemplo 7. Hallar la ecuacifn, centro y radio de la Clrcunfereg-;)
i ia que pasa por lostres puntos siguientes: (-1,5), (-2-2),
ci
(5,5).

- - £ ; .-
Solucidn: Supondremos que.la ecuacibn buscada, esta en la form
olucidn:

general:

x> +y? +Dx +ey +F =0
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t i
i il
i il
i i
bF . substituyendo el valor. ”&
fHivey En donde los coeficientes D, E
R 0S ' Yy F deben ser determinados
i . = ~20 en la ecuacib il
s Luego, como los t : : ki ﬁ%
| s TE€S puntos pertenecen a la Circunferencia deben- ~12E - F = 44 |
il satisfacer la ecuacisn anterior. ! 1 > i
De acuerdo co L = ”F
n esto, tendremos tres ecuaciones al substituir 1log SHEE S S =l Nf
valores de las variables en la ecuacién es decir: -12E = 24 »j
Lt‘!‘
- 2 2 e il
(22,507 (=1)2 4 45) T + Di=1) ¥ BAS5)\+ F =.0 [E = _2] Tﬁ
N B3 MMAMTL. N7\ - ] T e e A TR WV
| (=2,52) (~2) % 1xl(~2)€"4 D(=2) + E(~2) + F = 0 . W’
2 5 Substituyendo F = ~-20, E = =2 il
(515)> (5) + (5) + D(5) + E(5) +F =0 : l"w}“‘
En la ecuacién(:)hallamos el valor de "D". WH
S‘ 3 : 3 ; i
fi implificando lo anterior, resulta un sistema de tres ecuaciones- 26 - D + 58 + F =0 ‘wd
T con tres incégnitas. TR . “m
= = o= - I Er‘
(1){26 - D + 5E + F = 26 - D - 10 - 20 = 0 , | ;‘M'
“ ID){ [18t=2D: -/ 2B wF < 0 : -D=-4=0 11
‘ @ 50 +5D + 5E + F = 0 N Tt*“j‘\‘]ﬂ‘.
| | [5- @;h
» & ==t . ..‘j““
Resolvamos el sistema por el mé&todo de suma Y resta. %T?
Eliminaremos "D" Combinando(:)y @ﬁ Entonces los coeficientes buscados son: D = =4, E = =2, - ’{
i F = -20 por lo que la ecuacidn: it
| (-2) (Ecuacibn I) + (Ecuacidn II) 5 5 i |
x“+y° +Dx + Ey +F =0 r*m
= 52 + 20 - 10E - 2F = 0 it
8 - Zﬁ = 2 R i+ B - 0 Se convierte en la ecuacidn buscada. M
_____________ i
- 44 - 12E - - ' I
| 3 ? x2 + y2 - 4x - 2y - 20 = é] ﬂm
| il W T AT T e — e . e e e e . S e S— bl
[l [-12E—F=44] @

Finalmente como se piede el centro y el Radio, la ecuacibn |

imi I ' : | s i inaria.
Eliminaremos "D" combinando @ v @ e convierte a la forma ordin

2
) _ 2% = A% # y - 2y = 20
(Ecuacidn II) (5) + (Ecuacidn IIT) (2)

22 - ax + (=221 + [¥% - 2y + (D21 = 20 + (-2)% + (-1)? !

I 40"'1 = : ,‘
s . f j&:+5F o x - 22+ (y-1)%2=20+4+1 \
| 100 + Z0D + ZO0E + 2F = 0 il

140 + 7F = 0 : [}x —2)2 + (y - 1) = 25] Donde C(2,1) y r = 5.




rtw‘
.1’(
EJERCICTIO I
Wb La figura de este problema se muestra arcontinuacidn.

'] i |
Encuentre en cada uno de los ejercicios 1 al 8 la ecuacidn R
= ; y - ' ici trazar=

2 2 ircunferencia que satisfaga las condiciones dadas

‘//,(x 52) ( 1) :q de la c1 y

(=135) s (5,5)

I
la figura correspondiente. |

1) Centro (3,-2) y Radio 4

(_2 1_2)

e

lll
I




mﬂ
2 L : i
) Centro (-5,2) y Radio 5 : B i ) o Y s e MM

3) Centro (3, - 3/2) y Radio 2

5) Centro en el origen y que pase por P(~3,;5)

137 138




6) Centro en C(-4,6) y que pase por Pk, 2)

7) Centro en C(-4,2) y es tangente al eje "x".

4

139

g) Centro en C(3,-5) y es tangente al eje "y"

-

9) Hallar la ecuacibén de la circunferencia donde los extremos de -

un difmetro son: A(4,-3) y B(-2,7).

140




10) Hallar la ecuacidn de la Circunferencia en la cual los puntos .

12) Una cuerda de la Circunferencia TR y2'= 25 estd sobre la rec
A(3,2) y B(~-1,6) son extremos de uno de los difmetros.

ta cuya ecuacién es: x - 7y + 25 = 0 . Hallar la longitud de -
) ' la cuerda. '

] ] ) II ] J o . i i
a ar la ecuaclion de l a (:Jr 13) Hallar la ecuacién de la CircunferenCla Cuyo centro esté SObIe ‘_H

[l
il
el eje "x" y que pasa por los dos puntos A(1,3) y B(4,6). M
tro es el punto de interseccibn de las Rectas 3x - 2y = 24 =0
Yy 2x + 7y + 9 =0

141 342




EJg BRCEEL IO 1T
el eje "y" y que pasa por los puntos: a (2,2) y B(6,4),

-

i‘;.“
. i
14) Hallar la ecuacidn de la circunferencia Cuyo centro esta sobre
. as si--
petermine el, centro, el Radio y la gréfica de cada una de las s
guientes Circunferencias, de los ejercicios del 1 al 10.

g x® +y? - 8x+ dy + 15 =0

15) Hallar la ecuacidn de la'Circunferencia que pasa por el origen
de coordenadas Y cuyo centro es: C(6,-8)

2) %% + y% + ldx + 46 = 0

144
143




2 2 7 \ g op
il N XTIy 2y=g 3 14
li ; S AR S

4) 2x? + 2y2 +8x + 7 =20

p45

5) ox? + 9y2 +12x - 6y + 4 =

6) x2 + y2 - 8x -4y = 5= 0

0

146

il 1]
%
\:[
il
Il

pi
il -4
I
|
|
i
!
I
|
it
e
1|l
11
{11




2 2
7) x° +y" - 10x + 8y = 0 .

"
o

9) x2 +Y2 - 6x _

2 \{ 3 |
8) x° + =
Y© - 2x +4y - 20 =0 10) x> +y2 =% +2y =0
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11) Hallar el 4rea del circulo cuya ecuacidn es:

k% 3 gyl Tal o 12y + 103 = 0

-

12) Hallar 1a longitud de 1a Circunferencia cu
25%% + 25924 30x = 20y_~T62 1= 0

Ya ecuacibn es:

149

encia que pasa por los puntos
13) Hallar la ecuacidn de la Circunfer
3 ]

A(1,1), B(l,-1) v C(2,0).

-

a
A(O’O), B(316), (;,0).
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pefinicibn: Una Par&bola es el lugar geométrico de un punto que -
mueve en un planc, de tal manera, que su distancia da una

I \
Recta fija, situada en el plano, es siempre igual a su == \w

distancia de un punto fijo del plano y gque no pertenece a il |
la Recta. L!

El punto fijo se llama "Foco" y la recta fija se@ f18ma ~-

Directriz" de la Pardbola. M

e

P

5
(

(vs)




Elementos de la Paribola:

Foco

Il

Vértice.de la Parsbola ¥ punto medio del segmento AF.

= Directriz de la Parébola.,

Pl <
|

Eje de la Parsdbola & eje de
perpendicular a " " y

Simetria.

pasa por el Foco "F".
"A"= Punto de interseccidn de va® y " {

BB'= Cuerda de 1a Pardbola,

CC'= Cuerda focal pasa por el Foco.

LL'= Cuerda Focal perpendicular al eje se 1lama

"Lado Recto".
FP = Radio Focal o Radic Vector:

une un punto cualesquiera de la
Pardbola con el Foco.

distancia de P a Q = distancia de P a F

210) = FP.
Ecuacidn de la Pardbola con

vEertice en el origen y eje -~
de simetrfa horizontal coincidentes con el eje coordenado.

De acuerdo con la difinicién de Pardbola en la siguiente
figura se cumple:

- &

2

—
S

A X

//nger)
0 \

i

(-p,0) oy Fip,0) =X

\

X==Pp

= - =

Luego la distancia de "F" a "P" esti dada por:

lfﬁl E \J(x =Py ¥ (y - 0)?
I?ﬁl = 4:(x -p)% +y?

Y la distancia de "p" al punto "A",

Entonces si se igualan las dos expresiones tendremos:

2

d(x - p)Z +y lx»+ P,

Elevando al cuadrado para eliminar el Radical.

S i Z= ! & 2
6&1; -p? o+ y? > ¥

2
(x - p)? +y° = x* + 2xp + p

PN N IR

¥ y2 = apx

y? = 4p

Discusién de la ecuacibn y2 = 4px extravendo raiz-cuadra-

y = %2 \px

n A 3 cero W 8 y l!xn de_
Para los valores reales de "y" y diferentes de p

ben tener el mismo signo, entonces:

Si p>o "x" tomari solo valores positivos y los negativos queda=--

rin exclufdos y toda la curva estari a la derecha del eje "y", y

v ' . 3 W, W
Hacia arriba y hacia abajo del eje "x" analogamente, si p< o, "x
aéber& tomar puros valores negativos y los positivos excluirsef -
‘ 154




En este cas & i i
i © la Pardbola aparece a la l1zquierda del eje "

il ¥y En cada caso, la longitud del lado recto estd dado por el ﬁ

Ik D : . v - i i

5l € acuerdo con lo anterior la Figura seria 1la siguiente: valor absoluto de 4p; que es el coeficiente del término de 1° Gra i@

i - IA“f:

."‘f;v,‘ ‘ do' - ‘.Lizﬂ

i Y Q ————— -  beerioiareseia i
i —\ y? = apx [XZ = 4py:] x? = 4py] : "

L TR R | S SR g BE S SRRSO SR | et SRS (ST I aa SR (O R T
I

1 _ o+ |

‘ 2p ¥~ = =2 ﬂpx A ‘H@

si Ri= P : I:DI‘J

& : s e b p<o Il

y = =2 P 2 = y p ‘ M'l‘i

O N : , |

Long. Lado Recto = F( Oy P) / ‘ l‘,ﬁl‘i

~2p K=-p - ' ' FCo.p) - R I

P <0 I2p[ o l2p| = ‘4p[ 0 # M_‘

._/ Q si- y=p p <O [

Determinacidn de la Ecuacién de la Pardbola y su Grdfica a partir

de ciertos datos dados.

|
Ejemplo 1, Hallar la ecuacidn de la Paribola cuyo vértice es el - o il

origen y Foco el punto (3,0).

|
o I AN 1
Y~ = 4px €ra. ecuacidn ordinaria de la Paribola Solucibn: Vadrtice: (0,0) ||

il !",v.'
Foco : (p,0) = (3,0) lw
Y la ecuacién de 1la -- | i

En donde el Foco es el punto (p,o0)
directriz es x =

I (?‘1

= . d = 3, es mayor gue cero. La curva se - %m

[ P. S1 p>o la Paridbola se abre hacia 1la derecha; Come v iREA- B § % 3 B p ’@

. S1 P < © la Pardbola se abre hacia la izquierda. &bre hacia la derecha y es de la forma: Yy = ?x {m

| il g
; ) |

S1 el eje de una Parsbola coincide con el eje "y", v el - huego la Directriz es: X = -p ——————— X = =3 ﬂ%

vértice estf en el origen, su ecuaci®n : 2 Il

e ’ oo Bhtonces la ecuacibn serd: y- = 4(3)x %%

x? = 4p i i
L 7 Kkt lera. ecuacidn ordinaria de la Pargbola .

En donde el Foco es el punto (o,p),
Directriz es y = s

Y la ecuacién de 1la - ] ' It
Si p > o la Paribola se abre hacia arriba;
S1 p < o la Pardbola se abre hacia abajo.
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L.R.=4P=4(3)=12

VLRI 1RER) 0)

\___

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la Paribola cuyo vértice esti en

el origen y la Directriz es 1la ¥re€Ctay - 5 =0
Solucidn: La Directriz y = 5 muestra que la curva se abre hacia -
- abajo y la ecuacién es de 'la forma:

2
X “_(4py
Entonces: Vértice (0,0)

Directriz y = -p

F——————

Luego el Foco serd: (0,-5)
La longitud del lado recto =
L.R. = 4 (-5) = 20

4p

Ecuacidn de la Parsbola:

x% = 4 (-5)y

157

Donde la grdfica de la curva se muestra a continuacibn:

Y. y=5

Ejemplo 3. Una Pardbola cuyo vértice esta en el origen y cuyo eje

coincide con el eje "x" para por el punto (-2,4). Hallar-

la ecuacién de la Pargbola, las coordenadg;_del Foco,_'la
ecuacién de la Directriz, y la longitud de su lédo recto.

Solucién: Como el eje de la Elipse es horizontal La,ecuac;énbes -

2
la forma: y = 4px

El punto (-2,4) pertenece a la curva, entqnces:

(4% = Ap(=2)
16 = —8p
bR B E :
lp — —2=
S e 4
La Directriz es: X = = p
x = =(-2)
%
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LS I e ST
e e
I Foco (p,0) = (-2,0) |

b T T TR T TS e | T
| Lado Recto. = ‘4 (—2), S ,8,! lL.R. = 8;
U SN I | L l

Como p = -2 es menor que cero la curva se abre haoi# la .

izquierda y se tiene 1a ecuacidn:

y = 4(=2)x

TR —Cr
I |
I y2 = =8x )
CARAYA8) el )
Y
xX=2
2=—
v 8x.//:\\\\
+
2. ¢ o =

#iswplo 4. Hallar la ecuacidn de la Paribola que tiene el Foco -

F(0,3) vy cuyo vértice esta en el origen y sabiendo que -
su eje coincide con el eje de las ordenadas.

1
Solucibn: El1 Foco F(o,p) = F(0,3) por lo que Ip = 3|

L o T
La Directriz: y = - p

Como p = 3 mayor que cero la curva se abre hacia arriba y
la ecuacidn es de la forma:

x2 = 4dpy
x2 = 4(3)y
T e =
l
ixz = 12y
|
Lo 7L 5 _
La grdfica de la curva se muestra a contunuacidn:
¥
xi\j 12y
. F(0,3)
X
e R S
y=-3
i
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. : r&E3 uestra en la siguiente figura.
sla a partir de La grédfica se m

A i iR T Y

su Ecuacidn. ; o

-

” e 5 'ﬁ

En los siguientes ejemplos los elementos a determinar sop; e ///////f”’—-y = 16x ;%

a) Vértice { | Ut
\H

b) Coordenadas del Foco
c) Directriz

. ‘P/ L.R. =16 f i
d) Longitud del Lado Recto (i
e) Grédfica de la Ecuacidn

4 il
£ 1 ‘i‘
= agh u%
Ejemplo 1. Determinar los elementos de la Paribola yz - 16x = 0 0 F(4,0) L ﬁw
A |
Solucidn: La Par&bola y2 = 16x se abre hacia la derecha y es la - i
forma y2 = 4dpx. ”W
il
| E1 vértice es (0,0) | '

1 S W !

Las Coordenadas del Foco: (p,o0) para calcular "p" sabemos \\\\\\\\\__ ,d
que: i :

Rl
il
4p = 16 Il
p =16 i
Z 5 I
p =4 Q. Ejemplo 2. Determinar todos los elementos de la Pardbola x~ = -4y il
- g | ‘
i I S ety 2 _ -4 de la forma: i
16n: Parébola x y es = ‘
| Entonces el foco es: (4,0) | Solucifn: La - il
| U.!‘ | |_____________________“___lr___ e — x2 = 4py, y se abre hacia abajo. H‘
| ) \ B 0 Gmeamehet o o L g i dEl L, S W, — “_:‘
fifh La directriz es x = -p | directriz: x ~4: r : i
J\H L B bk o | v&rtice: (0,0} |
el Longitud del Lado Recto = | 4p , L______________l :
i e = ’4(4) Coordenadas del Foco (0,p) |
i P o Para calcular "p" tenemos: 0
; L.R. = 16 ||
P % ———J 4p == —4 ‘\
1 r—o— ———w——]
{ ‘ ]
l p=-1 {
. ______._____._J‘ = i

il il
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o T
| Foco (0,-1)!

g ek

La Directriz es: y =

Lado Recto es igual a

|
11
|
|

4p

la grdfica de la ecuacibn se muestra a continuacibn:

Y]
A v=1 .
e = X
i . 0 2 _
il L.R. = 4 e
i ) F(0,-1)
il
i
b P
163

Ejemplo 3. Una cuerda de la Par&bola y? = 4x es un segmento de la

recta x - 2y + 3 = 0. Hallar la longitud de la cuerda.

Solucidn: Hallaremos todos los elementos de la Pardbola para gré-
ficar su figura.

I
y2 = 4x, es una Par&bola gue se abre hacia la derecha y es de la- fl

forma: y2 = 4px
Donde: i
El Vértice es: (0,0)

El foco (p,0) y como 4p = 4

p=1 |
[ l
! | 1l
| El Foco es: (1,0);
| , i
La Directriz es: x = -p i
i
. *i'
| X = —ll
' |
| il
il
El lado recto es: ‘4p[ ﬁf
L.R. = 4(1)’ = ‘4 |
! I
1 1181
|
1
|

Luego, como la cuerda une dos puntos de la Pardbola, que
tambi&én pertenecen a la ecuacidn de la Recta dada, se establece- !
un sistema de ecuaciones cuya solucibn dard dos parejas de valo- 1

res gue son las coordenadas de los puntos extremos de la cuerda-

.de la Parabola.

Parédbola
Sistema

X>= 2y +3 =0 Recta

Este sistema se resuelve por algln mé&todo apropiado.
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2y - 3 Sustituyendo La distancia entre (1,2) y (9,6) es la longitud de la cuer

x = i
2 i

y< = 4(2y-3) =0 da buscada. |

y? - 8y”+ 12 = 0 . 5 - 1l

(y - 6) (y -2) =0 Distancia = \1(9-1) + (6-2)

‘\,‘\,}

y =6 y = 2 - (@ o+ w? 1

x = 2y - 3 x =2y - 3 =ls4+16= lao i
= 2(6) = 3 = U 1B NN\ R e e e ' H

= 9 =T l | I
{Distancia = 45 w

\

Solucidn: (9,6), (1,2) b mm e — - = i
Luego gr&ficando la Pardbola y la Recta. I

|

x=-1 g |

g ey

e e e e e
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e e R
. —

| EJERCICTEO  § En los ejercicios del 3 al 6 hallar la eggacién de la Pardbola cu b
L | uo vértice esti en el origen de coordenadas sabiendo gque: i

l1.- Hallar la ecuacidn de la Pardbola cuyo vértice estf:ien el ori ’ —pet |
' K - simétrica con respecto al eje "x" y pasa por - |
gen y su Foco el punto (0,-2). 3.- La Pardbola es Sim

el punto A{9,6).

|

4.- La Paribola es Simétrica con respecto al eje "x" y pasa por el xN
punto B(=1,3). ! I

It 2.- Hallar la ecuacién de la ParZbola cuyo Foco es el punto - ==
il (3/2, 0) y el vértice es el origen de coordenadas. M

I ‘3 |

ﬁfﬂ |
l;lj\\; :

l; v".
i " 167 168 -
i -
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5.=- La Pardbola es Sim&trica con respecto al eje "
punto C(1,1).

o

6.- La Par&bola es Simétrica con respecto al gje "

punto D(4,-8). 4

‘169

v" y pasa por el

" vy pasa por el

7.- Hallar la ecuacidn de la Pardbola cuyo Foco es {~6,0) y su -~

Directriz es X = 6.

-

8.~ Hallar la ecuacitn de la Pard@bola cuyo Foco es {0,3) y su Di-

rectriz es y = —3.
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9.~ Hallar la ecuacién de la Pardbola de v&rtoce en el origen y =
Directriz la Recta x + 5 = 0.

-

10.- Una Parsbola cuyo vértice esti en el orlgen Y cuyo eje coin-

cide con el eje "y" y pasa por el punto (4 -2). Hallar la --

ecuacidn de- 1a Pard&bola, las coordenadas de su Foco, la ecua

cidn de la Dlrectrlz y la longitud de su Lado Recto trazar -
la grafica correspondiente.

“X71

EJERCICIO II

Hallar las coordenadas del v&rtice, coordenadas del Foco, ecuacibn
de la Direciriz, longitud del lado recto y la gré&fica de cada una-
de las Pardbolas que se dan en los ejercicios del 1 al 6.

1) yz = 24x

2) x° = 1lbéy

3) x2 + 2y =0
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4) y2 + 8x =0 : : 5 i 1
7) Hallar los puntos de interseccifn de la recta: |
X +y -3 =0y la Par&bola: x2 = 4y. Trazar una Figura.
I Q
t

| v;;.L”j"‘.wy, |
‘\ 5 il

el

{ 5) X2 = Sy

8) Hallar los puntos de interseccibn de la recta:
3x + 4y - 12 = 0 y la Parédbola: y2 = -9x,
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ELIUPSE

"Un” Elipse es el lugar geométrico de un punto que se =
mueve en un plano de tal forma que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una cons-

tante, mayor que la distancia entre los dos puntos”.

Los dos puntos fijos se llaman focos de la Elipse, a -
continuacidn se muestra la figura que representa a este lugar

geométrico.

v oA

Algunos de los elementos o partes mds importantes de la

Elipse son los siguientes:

Fy F!
vy V!

i

Son los focos de la Elipse.

Son los Vértices de la Elipse.

Es la recta que corta a la Elipse en dos puntos llama
dos vértices y pasa por los foces, se llama "Eje Fo-
cal®.

vV

Es llamado el Eje mayor de la Elipse y es la longitud
del segmento de recta comprendido entre los dos vérti
ces. '

C : Es el centro de la Elipse y es el punto medio del seg
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mento de recta que une los focos.

r <o

Es el eje normal porque es perpendicular al eje focal

Yy corta a la Elipse en dos puntos.

A A' : Es el eje menor de la Elipse.

B B' : Es una cuerda de la Elipse; y puede ser cualquier seg
mento que, una dos puntos de una Elipse.

E E' : Es una cuerda que pasa por el foco, se llama “Cuerda

Focal"™.

L L' : Es llamado el "Lado Recto" Yy es una cuerda focal que

es perpendicular al eje focal.

Elipse con centro en el origen y Eje Focal coincidente con el
Eje Coordenado Horizontal.

Para determinar la ecuacidn de una Elipse con centro en
el origen y eje de simetria horizontal, construiremos una cur
va que cumpla con estos requisitos. -

Y
MH

(x,v)

F'(-c,0) 0 F(C,0) 1 4

Los focos F y F' estan sobre el Eje "x". Luego como él
centro "0" es el punto medio del segmento FF', las coordena-
das de F y F' serdn, por ejemplo, (C,0) y (-C,0), respectiva-
mente, siendo "C" una constante positiva. Sea P (x,y) un pun
177

to cualquiera ée la Elipse. Por la definicidén de la curva, el

i icid ica siguiente:
punto "P" debe satisfacer la condicidn geométric g

I??l' + lf?l = 2a. (ponstante)

n ]
iti ue "C
En donde "a" es una constante positiva mayor ¢ ’

i i : ular
luego si utilizamos la férmula de la distancila para c§lc

FP y F'P tendremos:

|FP‘ = J(X - c)2 + y2
‘F'P‘ = \}(x r o)+ y?

: E P
Substituyendo estas expresliones en la condicidn geom

trica nos queda la ecuacidn siguiente:

l(x - c)2 + y2 + J(x + c)2 + y2 - 2a

3 ! ; an
Si eliminamos las radicales de la ecuacidn mediante

16 i ifica-=
procedimiento adecuado, obtendremos una expresidn simplif

da.

2,92 = 2a - J(x + c)2 + y2
1. Aislando un Radical: (x-c) "+y~ = a

2. Elevando al cuadrado:

' 2 2 2
( § &x-a?+y? )2 - (2a - \](x-c) vyt )

r 2 2
(x = c)2 + V2 - 4a2 - 4a \j (x + c2 + y2 + (x + )" +y

2 2 2
#2 - 2xerid ¢ +iyS - dac - X - o%c -~y = ~4a \l(x+c) +y

- 2
{ - 4xc - 4a2 =_~4a J (x + ¢c)” + ¥

pividiendo la ecuacidn por (-4):

2 2
xc + a2 = +a ,J(X +c)” +y
178




Elevando al cuadrado nuevamente:

A i despejada es "x" nos que-
(xe + a®)% = &% [x + )2 + v si por otro lado la variable despe]
da: P
Desarrollando los binomios: + a b2 al y2 il o
X = = =
b
x2c? 4 %9§x€'+ at = a%x® 'y 3§;§g ¥ a’e? a2y2 , gyt tan -
il Donde los valores permitidos de la yarlable y  es ‘
i 2.2 2.2 2.2 222 4 S
e BxCooT 8 X 70K )P\ @ F/\ 272 dentro del intérvalo:
il
i . (aZ 1 02) il azyz S| T2 (az \ 02) b < y £ b
(M A
f“.‘!. ‘ [ 5 i té li-
(R e terior se observa que la Elipse es
It Como 2a es mayor que 2c entonces a2 €s mayor que c2. Para todo lo anter o A g
Lt s 3 cuvos lados so
T Luego el nfimero (a® - c2) seri un nimero positivo y si esta - mitada por un rectangulo cuy
! +
expresidn la substituimos por el nfimero positivo "bz" tendre X = tra ' y == v
mos que: T
= a2 < c2 y=b
i Donde la ecuacidn tendria la forma:
"‘1'1 ’ X=a
;ﬂ‘: e x2b2 o a2y2 il _a2b2 X==-a b
Ikt l )
el SRR W N ' 5 Flc,o = —>
‘ﬁi Dividiendo la ecuacidn por 1la expresidn (—a2b2) . S { ’a > P
ik e
(E. —x2p2 22,2 -a2b2
! -azb2 —a2b2 -a b2
BT - === q
i 2 2 ¢ —
: X—?. -+ -Lz —N | E A b
g +
: a b .' y= g 2 a2 - X2
________ -t a
— t _}2 az - X2
Se obtiene la primera ecuacidn ordinaria de la Elipse, %N a

a esta ecuacidn también se le conoce como forma candnica de -
la Elipse.

1+
p o
N
N

La abscisa del foco es "c" si en la ecuacidn y = a” -x
LS ) itui lor de "x" por "c" tenemos:
S1 despejamos "y" de la forma candnica de la Elipse nos . sustituimos el va jo
queda: o a2 - CZ
+.B 2 2 32 b \
¥ T )
Pero como a- - ¢~ =D
De esto observamos que los valores permitidos para "x" I, bz
estan dentro del intérvalo: _ . y = \
I ) ,
| -a £ x £ a ; e
‘ 179 , y = tD
\ 3
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Por tanto, la longitud del lado recto para el foco "F"

es: 2b2 r.Y en forma andloga la longitud del lado recto para

a ) 2
el foco F'" es: 2b° .
a
OTRIPE IS, -~ = 7]
t Longitud del lado recto = 2b i
i a
L= e SN P .

Otro elemento importante de una Elipse es su "excentri-
cidad"™ (e) que se define como la razdn gue existe entre el va
lor de "c" y el de "a", luego si expresamos lo anterior de la
siguiente forma:

O substituyendo el valor de "c¢" por otra relacidn equi-

valente nos queda:

Entonces la excentricidad de una Elipse siempre sera me
nor que la unidad porque c < a.

Elipse con centro en el origen y eje focal coincidente con el

eje coordenado vertical.

Si el eje focal de la Elipse coincide con eje vertical
(y) de tal forma que las coordenadas de los focos sean los -
puntos F(0,C) y F' (0,-C) la ecuacidn de la elipse sera:

s ta® repiesenta,la longiﬁug del se

mi-eje mayor. BN

Donde pafa cada Elipse :"b" representa la longitud del sg
: mi-éje menor.

u "K' y "c" estdn relacionados mediapte ;a expresion

y "a",
a2=b2+C2

Ademas para este caso de la Elipse'ia“IOngitudbde cada
2b2 y la excentricidad de'la elipse esta da
a

da por la misma relacidén (e = c/a).

lado xrecto es:

La grafica de una Elipse con eje focal vertical se mues

&¢ra en la siguiente figura.

Py
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De acuerdo con lo visto de las dos formas candnicas de
la Elipse. se puede determinar la posicidn del eje mayor de -
la Elipse, observando los denominadores de los términos en x2
y yz - El denominador mayor estd asociado a la variable co-
rrespondiente al ejé coordenado con el cual coincide el eje -

mayor de la Elipse.

8i consideramos dos ejemplos de Elipses gue se encuen-

tren en forma candnica podemos ilustrar lo expuesto anterior-

nmente.
Ejemplo 1.- La ecuacidn %2 #
FHp ) i t g IF 1 es una Elipse cuyo eje
mayor coincide con el eje "x" porque 16 > 9.
Ejemplo 2.- La ecuacidn X2 . | ,
i S5+ T 1 es una Elipse cuyo eje

mayor coincide con el eje "y" porque 36 > 25,

Determinacidn de la ecuacidn de un Elipse, a partir de cier--

tos datos dados construyendo su gréafica.

Ejemplo 1.~ Hallar la ecuacidn de la Elipse cuyas vértices -

son los puntos (4,0), (-4,0), y cuyos focos son
los puntos (3,0), (-3,0).

Soluci®n: Como los focos estan sobre el eje horizontal el eje
mayor coincide con éste, luego de uno de los focos

(3:0) hallamos que: -

tenemos también que:

= ' . I o
b= iaz S \J(4)2 - (3)? = 16 - 9 = = i 7
(Y \i - : —eo X

183

Por lo tanto la ecuacidn es de la forma:

2

2
‘ﬁf & XE il
a b

de donde substituyendo los valores tenemos la ecua-

cidn buscada

2 2
x + L 5 =1
@ Jn e A R
| X o+ do=1,
L__.16___ 7 _____ d
La grafica se muestra a continuacidn:
Y(OJ?
2 2
X yo o
_6 -+ 7 1

U4'06)V(4’0)X
(0,~I7)~

Ejemplo 2.- Hallar la ecuacidn de la Elipse cuyos focos son -
los puntos (2,0), (-2,0) y cuya excentricidad es

igual a 2/3

Solucidn: Como uno de los focos es el punto (2,0), tenemos
que P =5 1 y como su excentricidad es 2/3 te-
- - - -4
nemos:




ulifhr!
ik
|18
i
f‘i | \‘ti
L
Hali
gw%&

e:E —— ._2_=2. 3 n
= 3 5 ¢ resolviendo para "a" nos queda

Tenemos tambié&n que:

- _
b= P J(3)2 2282 pN oy Wk Is

Por la posicidn de los focos, la ecuacidn de la Elipse es
la forma:

de

X2 Z
a b

Por lo que substituyendo los datos nos dia la ecuacidn buscada:

x2 2 ]
s [T B
(3) i3 5%

La grafica se muestra en la siguiente figura.

Y
(0,\5
2 2
X . shwagen
> =t i =1
V' (- E (e
(=3,0)] F!q 2,03 F(2:00v(3,0)
(0,5
185

Ejemplo 3.- Los focos de una Elipse son los puntos (0,3), (05=3); ¥ -

la longitud de uno de los lados rectos es igual a 9.

o’

Hallar la ecuacidn de la Elipse.

Solucidn: Graficaremos una figura con los datos gque tenemos:

y
;6) 2 2
X b i,
57 + 36 =1
Ly
F(0,3) (9/2,3)
X
(-3 \3,0) (343,0)
V' (0,-6)

_ Como el lado recto es 9 se puede determinar un punto de
la Elipse con coordenadas P(9/2,3), luego, de acuerdo con la
definicidn de Elipse debe cumplirse que:

PF' + PF = 2a

Entonces substituyendo los valores para calcular las -
distancias respectivas tendremos:

\J(9/2)2 ¥+ (3-3)2 +

!(9/2)2 4 ,\(9/2)2 + (6)2 =\ 24

(9/2=0)2 + [3 = (=3)12 = 2a
N

81/4 4 \J81/4 £ 36 = 2k
9/2 it |225/4 = 2a
9/2 + 15/2 = 2a

' 24/2 2 3a
12 = 2a
e s
| 6 =a |
e 4
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Como el valor determinado de "a" es 6, los vértices de

la Elipse cuyo eje mayor esta sobre el eje vertical seran los
puntos: (0,6), (0,-6).

a =6 y c=3 podemos calcular -
"b" de la siguiente forma:

b.s la2 ef i \J(s)z ITEE \J 36 - 9 \J27 =

Entonces la ecuacidn de 1la Elipse serd de la forma:

Con los valores de:

2 2

X_ i Y_ = 1
2 2

b a

Obtencidn de todos los elementos de una Elipse,

dada su ecua-
cidn.

Ejemplo 4.- Dada la ecuacidn de la Elipse:
9x% + 25y2 = 335

a) Expresarla en su forma "canbnica".

Solucidn: El1 té&rmino independiente debe ser reducido a la uni

dad por lo que toda la ecuacidn debe ser dividida -

por el nifimero 225. Y los coeficientes de las varia-

bles deben simplificarse.

B e e e e . . s i s s

Forma Candnica

érti lipse:
b) Hallar las coordenadas de los vértices de la Elip

v' .(-a, 0) y V (a,0)

v |y
id e de la forma: X~ "
Solucidn: La ecuaclOn €s az b2

Z -
Por lo que: a” = 25

+
a = J 25 e TR mMEL
rti 50 Ty v (5,00 )

Entonces los vértices son'L-Y--l _________________

C) HallaI las coordenadas de los fOCOS de la Ellpse.

' 4 p raIS
r b4 ) n ncon
SOluClon LOS fOCOS F (c O, F ‘ & “ uede e l e -

et iante la relacidn -
calculando el valor de "c" med

2
a2 = 02 =D

Donde b g de acuerdo a la ecuaClon )’ a 25 } resol

. " .n oS3
viendo para "c" tenem

= = 10
Solucidn: Eje mayor = 2a = 2(5)+
T )
I 2a = 104
LN ]
eje menox = 2b = 2(3) =6
I i =1
| |
L e i

e) Hallar la excentricidad de la Elipse:




Solucifn: La excentricidad est4 dada por: e

Entonces:

= c/a

f) Hallar la longitud del lado recto de la Elipse.

Solucidn: El lado recto (L-R) esta dado por:

i o S xsf :
Ko B 3 luego substituyendo b = 3y a = 5
L&) AR [ 20 . i
5 3T YE
e e S N
: 16 |
a2\ 29 )
+ BARS =)
A o T
g) Construir la gr&fica de la Elipse.
2 2
X
(0,3) P
) 9
V! (=5,0) Ej(-Q,O)_ JF(4,0) V(5,0)
(0,3) L.R.=(8/5
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Ejemplo.s.— Dada la ecuacibn de la Elipse:

~ 4x2 + 9y2 = ;25

Hallar:

a) La forma candnica de la ecuacidn
b) Las coordenadas de los vértices

c) Las coordenadas de los focos

'd) Las longitudes de los ejes mayor y menor

e) La excentricidad
f) Longitud del lado recto

g) Grédfica de la curva.

Solucidbn:

a) La ecuacidn: 4x2 + 9y2 = 25 se divide té&rmino a té&rmino por

el independiente; y se obtiene la ecuacién en su forma cand

nica.
-—4x2 + 9y2 = _2_-5‘
25 25 5
W e e T ]
i
i 2 2 :
: X + = =1!
| (25/4) (25/9) i
B W .
: % 2
b) La ecuacibn de la forma: -— *+ Xf ‘= 1.por lo que los -~
a b
vértices estidn sobre el eje de abcisas y son v'(-a,0) y --
Vv (a,0).
Por tanto: af i 3%:

8l = l 2574 = LivEpe -
- - ———— - - -

e s et Gl R s s s e e e S i i i

Entonces los vé&rtices son: v' (=5/2,0) y V (5/2,0)
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c) Los focos F'!

el valor de "c". mediante la relacidn:

a2 - c2 = b2

Donde bz = éé Yy a2 =

viendo para "c" tenemos:

c = a2 - b2 = gé - 2§ = iﬁé = EL_lJi_
4 9 36 6

Entonces los focos son:

’N
&l o

d) Las longitudes de 1los ejes son:

eje mayor = 2a ——» 2(%) = B9 = 5

o ————

: !
;Za = 5|
i i

Eje menor

2b = 2(5/3)

———

3

10
3

2b =

i

——— "

e) La excentricidad de 1la Elipse estd dada por: e

Entonces: e = 5 = —§ = ]%

- - - - — -

(-c,0) y F(c,0) pueden encontrarse calculando

+ de acuerdo a la ecuacién Yy resol-

S é—, il |25/9 =X B3
1

o) o)

tituyendo;

4

b = 5/3 y a 5/2

5. 2 2,25 0
L.R.=_2_bi=2(§') = s 9 =100 _ 20
e ;] 2 15 9
) 2 2
e e -
: \
20,
| L.R. a
|

g) Construir la grdfica de la Elipse.

4

(0,5/3)

V(-5/21 )




: i ncia entre los focos:
3.- Su eje menor es igual a 24 ¥ la dista
EJERCTICTIO 3 = 10
*Hallar 13 ecuacibn de la Elipse cuyos focos estdn en el eje
de abcisas y son simétricos con respecto al origen de coor- \
i denadas de acuerdo a las condiciones dadas en cada uno de -
3§‘y los siguientes ejercicios; Graficar una figura para cada --
Al problema.
ittt
jiﬁ“ l.- Sus semiejes son iguales a 5 i
i I M‘
e
l ":'J‘ |
wi l'l’ H"u
"ttt ar ‘
ka i 20 la excentricidad e = 3/5.
?\ Hy | 4.- su eje mayor es igual a 2
i || v“‘”‘
E
"::‘ '&1&:' |
-J‘A 5!\ |
r”
il
vl ?a“ |
Bl |
wh\lbﬂ ‘
o
£
ﬁwwﬁ 2.- Su eje mayor es igual a 10 y la distancia entre los focos:
-g%i(.i 2c = 8
Al
i
,{" - 10 1a excentriCidad e = 12/13o
s 5.- Su eje menor es igual a 4
194
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*Hallar la ecuacifn de la Elipse cuyos focos estdn<en el eje
de ordenadas (vertlcal) Yy son sim&tricos con respecto al --
origen de coordenadas, de acuerdo a las condiciones dadas -
en cada uno de los ejercicios siguientes, y graficar una o
gura para cada uno de los problemas 6,7 y 8.

6.- Sus semiejes son iguales respecti#amente a7 ywa.

7.- La distancia entre sus focos 2c = 24 Yy la excentricidad -
= 12/13.

795

8.

- Su eje menor es igual 16 y la excentricid

9.- Los vértices de una Elipse son
sus focos son los puntos (0,4),

Hallar su ecuacibn.

ad e = 3/5.

los puntos (0,6}, (0-6), ¥
{(0-4).
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. sy ; 2 + 9 2I’ 36
*En cada uno de los ejercicios del 1 al 10 hallar: 3) 4x 4
a) La forma canbnica (si es desconocida) =
b) Las coordenadas de los v&rtices 3
c) Las coordenadas de los focos ! :
d) Las longitudes de los ejes mayor y menor
e) La excentricidad ,
f) La longitud de sus lados rectos 1
ﬁ g) La grdfica de la curva
it
I Th
H&ﬂi‘ De cada una de las Elipses correspondientes
“IJ “‘“riv
y W“} 1) 9%+ 492 <3¢
i w .
”hn | 4) 16x® + 25y° =400
bl | ‘
;% :‘u ‘\1\\
See
gttt
%:WJ '
il H‘
il
{0 "'u“
i
i “"F
i
| ] j;\\
'1 | 2) X2 + 3y2 = 6 2
b il 5) Z‘f. y = =1
M 16 9
il
il
{ }x-
":41'!:'\
x\ |t
g
It
!
i 198
i |
i 197
N
I
| W
”w v“‘
‘I,v)'““}‘ |
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9) x% + ay* = 1
10) 'x2 + 5y2 = 15
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