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2.5 Ecuaciones y Curvas.

Para visualizar mejor las propiedades de las ecuaciones, estudiamos
las propiedades de sus graficas.

Dada una curva como en la fig. 2.5, por cualquiera de sus puntos
(x;y) podemos trazar una recta tangente a la curva en ese punto, que llamamos

tangente a la curva en el punto (xy7) Cada punto de la curva tiene su tan

gente, por lo que estas rectas
Y R
la fami-—-

forman una familia s
lia de tangentes a la curva.

Cada tramo de la cur-

o menos inclinado -

respecto al eje X, y de he-

cho la inclinacidn varia de pun

to a punto de la curva. Para

medir esta inclinacidén defini-—-

mos la pendiente de la curva

en el punto (x,y) como la pen-

diente de la recta tangente a
la curva en (X;y) « Por ejem-
plo;, en la fig. 2.5; la pen——-—

diente en (1,1) es cero; pues -

la recta tangente en ese punto

Fig. 2.5.~ Tangentes de una curva. :
es paralela al eje X.

Ejerc. l.-En la curva de la fig. 2.5, dar la pendiente en los puntos de absci-

sa x:% R i3 O, e T R

Al movernos sobre una curva podemos subir o bajar segun su inclina--
cibn, la rapidez con que se sube o baja, depende de lo inclinada que esté 1la
curva 3 mientras mayor sea el valor absoluto de la pendiente; mayor es la ra-
pidez de cambio de la curva, y asi decimos que

a) La curva

crece en el punto (x,y) cuando al aumentar X aumenta y ;5 ¥

al disminuir x disminuye y .

La curva decrece en el punto (x,y) uando al aumentar X disminuye y

y al disminuir x aumenta y.

Por ejemplo; la curva de la figura 2.5 es creciente en el punto (0,0)
también es cre———

¥ en cambio es decreciente para el punto de abscisa x=2;

ciente para los puntos del intervalo -1<x<1 .

S

2.5 es creciente

la curva mas Tapi para

X==1TH7%

pendiente es nega ;la curva crece o decrece?.

ciertos puntos la curva ni crece ni decrece. Por ejemplo, en el

punto (13]}, 2ohy a curva no es creciente (al aumentar x no au-—

menta 1) ni decreciente (al disminuir x no aumenta 1)3 En lugar, a ambos -

lados de (191) la curva baja, es decir, la Y disminuye, por lo gque decimos —

que el punto es un méximo relativo (6 simplemente méximo) de la curva.

Igualmente la curva no crece ni decrece para
bos lados de

Xx=-1, pues la y aumenta a am--—

¥*=-1, y decimos que el punto es un minimo relativo (& simple

mente un minimo) de la curva. Compendiando decimos que :

a) El punto (x,y) es un méximo relativo de una curvas cuando al cambiar
(ya sea aumentendo o disminuyendo) , la ¥ disminuye.
b) El punto (x,y) es un minimo relativo de una curva, cuando al cambiar

la ¥

Asi; al graficar una ecuacidén, como

avmenta.

¥ =2x-x", conviene fijarse
81 crece o decrece y unir los puntos tabulados de acuerdo a ello. Tabulando
¥.graficando los puntos uno a la vez, tenesmos (vea fig. 2.5) s

Desde este p 2 grafica puede subir o bajar, lo cual averi-
4 u

guaremos tra iguiente punto.

L% curva subid a uno podemos esperar que siga subiendo; aunque
aun puede doblarse y bajar.

D

Bajdé:-. ¥y con

guiente punto

anas. ;Seguira bajando?
cerciorarnos.

Podemos tratar el si-

bajando rapidamente. Todo parece indicar que seguird bajan
que evitar una sorpresa.

Para asegurarnos que seguirid bajando nos fijamos en la ecua—-
D |

3

2x asi como x 7,

El término resulta positi-

&= 3

X €5 menor que X,

Asf ~r, --3

ferencia ey do—

! : S S R : s
3.-Analice la ecuacidn siguiendo las sugestiones deli--—

neadas arriba.

donde decrece, y donde estdn
sus puntos méximos y minimos.




Otra propiedad importante de las curvas es su
si al ir de izquierda a dere-

que la curva es convexa (o céncava para abajo)
cha, su crecimiento de punto a punto

ciendo, decrece cada vez mas. (Vea

se hace cada vez menor;

convexidad . Decimos

o si estd decre

Fig. 2.6.- Curvas convexas

(6 céncavas para abajo)

Decimos que la curva es céncava
a derecha su crecimiento se hace cada vez mayoT j;
(Vea fige 2.T)-

fig. 2.8

crece cada vez menos.
Por ejemploy; en la
Y

v

Fig. 2.8.- Convexidad de una curva.

Ejerc. 4.-Dar otros dos puntos de inflexidén de la curva

Para la curva de la fig.

en cuales es céncava; Yy

Fig. 2.7.~ Curvas cdncavas

(8 céncavas para arriba)

(o céncava para arriba), si al ir de izquierda

o si estd decreciendo; de——

la curva es convexa en el intervalo

-1<x<1 , luego decimos
que la curva es convexa pa-—
ra cualguiera de los puntos
de este intervalo. Para -
el intervalo l<x< 2., 18
curva cambia a cpncavae
Los puntos donde

la curva cambia de convexi-

puntos de

am
dad los llamamos

Por ejemplo;
(1,0) ¥

son puntos de infle-

inflexidn .
en esta figura
(3,0)
Xidn.
en la fig. 2.8

intervalos es convexa,

de inflexidn.

— o

cuando -

Decimos que una curva estd definida para la absci .
o

3

hay un punto de la curva con tal abscisa. En el caso curva esté defi-

nida paraz todos los puntos de un intervalo del eje X, curva es
t4 definida en ese intexrvalo. 5
Por ejemploy la curva de la :
fig. 2.9, no estd definida

en el intervalo -1<zx<1 4
es decir; no hay curva en e
se intervalo. BEn cambio ,

para x=1 si estd defini-

da, y para todo el interva-
lo l1<x también estd de-
finida.

A -

Asiy, para grafi-—-—
> 2 nd .
par x -y =1 (vea fig.
2.9) 5 obte~—

niendo

v v

despe jamos Y

VERSIDAD DE MUt

~4

UNI
BIBLIOT

Yy = X =]

y ademds, Fig. 2;9.- Intervalos para los cuales

Tabulando la rama positiva :

-

una curva esta definida.

>3 y

(05 /=1 ) no se puede

no hay punto de la curva para la abscisa x=0 .

/-1 no es un numero real, luego el par
graficar

-

La curva aun no estd definida.

Obtensmos el primer punto.

Para saber si hay algun punto entre O y 1 ; basta con notar
2
€ x -1

x2—1

gque para esos valores X es menor que 1,

=
2

luego o8

negativo. Mas mayor que 1 luego

es positivo y su ra nadrada un numero real.
«—Analice y grafiqu 1S C 3 Seh g - ici
5 y grafique las curva ; diciendo

para qué valores de x no




Otros puntos singulares de una curva

dad . Decimos que una curva es discontinua en

la tenemos que levantar el ldpiz al pasar

A

separadass Porxr
en la fig. 2.10

discontinua

caso notamos

que cerca de x=1l, la

urva, a la derecha se
vd para arriba indefini-
damente, y a la izquier-
da se va para abajo in--—
definidamente. A este

tipo de discontinuidad

lo llamamos disconti——

nuidad infinita ¥y es el

Fig. 2.10.- Discontinuidad de la ecuacién
” que ocurre mas a menudo al

CESO i 3
graficar ecuaciones.
- o3 1
Asi, al graficar a==— s notamos que para x=1 ,
e 1 S :
El simbolo o no denota ninguin numero real, luego no hay curva para x=1.

Alin mds, did lugar a una discontinuidad infinita; pues tabulandd® valores cerca

detn=d,.n

a

A la derecha de x=1:
1.01 La curva sube mientras mas se acerca a

1.0001

5

9 A la izquierda de x=1

.99 La curva baja mientras mas se acerca a Xx=1l.

Sy

La curva no x=1, y sin embargo se acerca in-

definidamente a ella. que la recta es una asintota de la
curva.

Bste resultado dd lugar a la costumbre de poner = ® , tratando
de indicar que al hacerse el denominador cero; la curva se va hacia arriba.
Pero a la izquierda de 1 la curva se va para abajo, luego igual razdén po——
tomo @ ¥y - indican dos cosas muy distintas,

; A 1 S e 1
as dos iguales a = ; por lo que preferimos no definir =
S (0 e s * 0 x

demos escribir = =@ o

1
0
1

no podemos poner
y dejarlo sélo como una llamada de atencidn para investigar la curva cerca de
la abscisa que hace cero al denominadoT.

Entonces en una ecuacidn;, cada.vez gue el denominador sea cero; tene

mos un punto de discontinuidad.

2.6 Circulo.

Definimos geométricamente la curva llamada circulo como & el conjun
to de puntos a una distancia r de un punto llamado centro del circulo.
Con un sistema de coordenadas cartesianas, la ecuacidn

(x—a)cd-(y-b)2= r2 s donde (ng) son las variables, representa cualquier

circulo del plano, siendo (a;b) el centroy, y = el radio.
Para demos-— ¥
trar este importante
resultado; tenemos
que comprobar Q%F 1la
distancia D entre
los puntos (x,¥) ¥
(2,b) 5 es siempre

igual a o (Vea

fig. 2.11

51
)i
Segun la
férmula para la dis-
tancia entre dos pun
tos, la distancia D
entre (x,y) y (a;b)

estd dada por :

D = /Tx—a)2+ (;,'—‘0)2

Fig. 2.11.- Circulo.




pero r=./(;-a)‘+(y—b)ﬁ
luego r=DD

(sporqué?)
como queriamos.
Luego, cualquier punto (x,¥y) que satisface la ecuacién estd a una distancia
de (a,b).
- 2 2 2t = e
Iuego, (x=a) +(y-b) =1 “tiene por grafica un cfrculo con centro
en (2,b) y radio r.
Conversamente se demuestra que la ecua idén debualquier circulo con cen

tro (a,b) ¥y radio 2 2 (H&galo).

ara saber si una ecuacién cuadrética en dos letras representa un cir-
A 2 2 2
culo, tratamos de transformarla a la forma canonica (x-a) +(y=-b) =2 .
Si se puede transformar a esta forma, sabemos que su grafica es un circulo,
obteniéndose su centro y su radio directamente de la ecuacidén. Por ejemplo
: 2 2 : ’
la ecuacidn 4x =-2x+ 4y =16 la transformamos para saber Si es un circu-
lo, obteniendo:
2 2
AX = 2x+ 4y =16

x2_3g 27 2-4+
D0 b S A S

142, 2_&
(k=) g =ag

dividiendo entre 4 y completando el cua-
drado,

forma candnica.

; : e d:
Luego la ecuacidén tiene por grifica un circulo con centro LZ~, 0) y con
2

radio —%‘6:5— « (Grafique x2+ 2y+4==y +y+6 )

Cuando en la ecuacién ocurren pardmetros, naturalmente su grafica es
una familia de curvas y paTra representarla trazamos algunos de sus miembTos.
Para saber si son circulos tratamos de transformar la ecuacibn a la forma

; Pl i
canénica de circulo. Por ejemplo, la +y +3y-x+a=0 donde

a es uh pardmetro, la transformamos para sabel i a4 una familia de circu=
los, obteniendos

x2+y2+4y~x+a=0
2 1 2
p —x+z-+y +4y+4=4+
1,2 Ao b
(x==)aely+2) =
Luego, la gréfica es una concéntricos con centro en

1

(%,—2) y cada cfirculo tiene radio

: . 2 2
(Grafique la ecuacién X +ax+y

1

Iuego, dada una ecuacién cuadritica en dos letras, ya sabemos como pro-

bar si es un circulo, y como encontirar Su centro y radio, para entonces gra-—

ficarlo.

Conversamente, dado un circulo con ciertas propiedades, para obtener

su ecugcibén, seguimos el método general ya conocidos

1) Encontrar la ecuacifén de una familia de circulos que incluya al cir-

culo deseado. En este caso podemos usar la ecuacién canénica

(:c-a)2+ (y—‘o)2= r

5

pues representa a todos los circulos del plano.
los valores de los pardmetros con las condiciones dadas.

Por ejemplo, deterninar la ecuacién del circulo gue tiene centro en

(-3,4) y pasa vor el punto (1,1) tenemos:

2

en la ecuacién (x»aj2+(y-b)2=r

a=-3 y b=4 , puesto

que (a,b) es el centro del circulo.
2 2

(x+3)+ (y-4) AL

Sustituyendo obtenemos

3 Ta et erminsg 1 i : g
Para determinar r , recordando que ‘ la ecuacién, tenemos
5 2 (2
= [
(1+3)"+(1=-4)"=1r es decir,

: 2 5k
Luego, (x+3) "+ (y-4)"=25 es la ecuacidén deseada.

(D& 1a ecuacién dd circulo con centro en (-1,-2) y radio 10).

ecuacibén, se sigu
parémetros.
Por ejemplo, para encontrar la ecuacifén de los circulos que pasan

el punto (0,0) tenemos la ecuacién (x—-a)2+-(y-b)2= r?

representa a
todos los circulos del ra que el efirculo pase por (0,0) , los pa
dmetros ,b, tienen la ecuaciédn

(0~ w)2+ (ﬁ-—b)2= r°  de donde r2= 32+-b2 que nos d& r en tér-
minos de Luego, eliminandor el pardmetro dependiente r de la e-
cuacién en (x,y) obtenemos la ecugcién defla familia dadas

5] [ N (o]
(x=a)°+ (y~-b)“=a“+D" transformando d4

Dé la ecuacibén de la familia de cir—

culos concéntricos con ceniro en el

La pendiente m del circulo (x—-a)d+-(y-'b)d= < en un punto cualquie=-

re. (x,y) , cambia de punto a punto del circulo., Luego m depende de (x,y)

+ i< - > o .
y naturalmenté nos gustarfia tener una expresién para m en t&rminos de (X,¥).




Para obtenerla (vea figura 2.12) , usa

mos la ~eométrica de una tan-

un circulo, de ser perpendicu-
radio en el punto de tangen-

por tener los lados

cia. Juego 6=

respectivamente perpendiculares.
Entonces

m=tan 6= tan g =

X

: 2 Por ejemplo, encontrar la pendiente del
Figura 2.12.-Pendiente del 2

. Piss 2
circulo X +2x+y =3 en los puntos

circulo.
con abseisa x=-2.
2 2
X +2x+1+y =4
(x+1)°+3 =4

Despejando la ¥y

Transformando a la forma candnica:

nos d4 que (1,0) es el centro del circulo. obtenemos

las dos expresiones
y=iJ4—(:{+ 1)2
7=2/3 .,
el e R T
dc;‘ 0 /3- :
(:Qué pendiente tiene el punto (-25133?. Encuentre la pendiente del circulo

x2+y2=6

luego, para x==2 se tiene que Por lo que, para el punto la

pendiente es

b

para los puntos con abs
Paribola.
Al igual que el circulo, la pardbola se puede definir geométricamente,
Aquf la definimos solamente por medio de
su ecuacibn. Cualquiera ecuacibn en (x,y) reducible a una de las dos formas

canfnicas: =
x-x =X(y=-3.)° -y =Mx—x)2
O Yo 0 o

es una vardbola horizontal con vértice una pardbola vertical con vér-
en el nunto (xo,yo) y eje de simetria en el punto (xo,yo) y eje de
La paribola estéd abierta La parébola

izquierda (o derecha) cuan- abajo (o arriba)

ui
s negativa

La magnitud de la abertura de la pardbols, pues mientras

grande es ki la pardbola. Por ejemplo, las pardbolas

negativa (o positiva).

|

-
—3 " -
~

Por ejemplo, las pardbolas horizontales x+ 2= y2 y X+ 2= 4y2

tienen el punto (-2,0) por vértice, el eje X como eje de simetria y se abren
a la derecha. Para graficar estas ecuaciones basta con trazar otro punto
que nos indique qué de abiertas estén
las parébolas, - Por ejemplo, el punto

(0,/2) es una solucién de la primera

ecuaciéng (O,JE;) es una solucién

de la segunda, con lo cual trazamos

las dos pardbolas de la figura 2.13
(Grafique la ecuacidn x2+-2x—;y= 0)
Para encontrar la ecuacibén de una pa-

rébola o familia de pardbolas que sa-

tisfadan ciertas condiciones wsamos
=

una de las .dos formas canénicas, se- 2
x+2=ky

Figura 2.12.- Pardbolas

gin deban ser horizontales o vertica-

les, y determinamos los pardmetros.

Por ejemplo, para encontrar la ecuacién de la familia de parédbolas con eje
de simetria x=-6 ¥y que pasen por (1,1) , usamos la ecuacidén
y-—y0==k(x-x0)2 pues se trata de pardbolas verticales (iporqué?). Ya que
x=-6 (¢porqué?) . Como pasan

el eje de simetria es se tiene que

(1,1) ,

x ==6
o]
por el punto las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacién

y tenemos:

1-y0=k(1+ 6)2 de donde yo=1-49k ’

luego eliminando yo obtenemos la ecuacién con un pardmetro k

y=-(1-4 k)=kﬁx+6)2
que representa a la familia deseada.

Para el circulo encontramos una expresién de su pendiente m en el pun-
to (x,y) en términos de X y y , usando ciertas propiedades geoméiricas.
También para la paribela noa gustaria tener una expresién de su.pendiente en
t&rminos de (x,y) . Pero si tratamos de obtenerla geométricamente nos encon=-
traremos con un problema diffcil de resolver, por lo que preferimos es—
perar hasta el préximo capitulo, donde desarrollamos entre otras cosas, un

método para obtener la pendiente de una curva cualquiera partiendo de su e-

cuacidns




2,2 Elipse.

= SO £ reducible a orma canénicas
Definimos geoméiricamente la elipse como el conjunto de puntos (x,y) tal y)

Cualquier ecuacién en (x
2 2

que la suma de las distancias de (x,y) a dos puntos dados F, ¥ F, no cambia. x-h . -k 1

A los puntos Fl y Py (fea figura 2.14) a2 q.b = : | _

ton Tlamamos foonsy de-la alipaes A 1z representa una elipse con ceniro en (n,k), radio horizontal a ¥ radio ver—

3
N
&

. - tical b z
recta que pasa por los focos, gje mayor =
: — i a>b , el radio horizontal 2 es el radio mayor, por lo que la elipse
de la elipse (P,P,). A la recta per - = :
S biceit;iz 5]l Sicimagoss 1e st4 horizontal y los focos quedan sobre la recta y=Kk (sporqué?)
k - = e 9

§i a<b , el radio vertical b es el radio mayor, por lo que la elipse esté

e
llamamos eje menor (PBPA)' Estas dos

vertical y los focos quedan sobre la recta x=h (¢porqué?).

rectas, son los ejes de simetria y se

! . Si a=b 1a elipse se convierte en un circulo de radio a sporqué?).
bisectan mutuamente en el centro (C). ! 3 - é°l qué?)
2

A la distancig CPR,=CP, la llamamos (Dé el centro, radios mayor y menor de la elipse (y+1) -*%?-z 1)

2
»adi ma W distancia = " . . 5 : . .
radio mayor , y a la distancia CPy=CP Para graficar la ecuacién de una elipse la reducimos a la forma cané-
>
radio m ! a elip: : . - 3 :
dio menor de 1 D nica de la elipse, la cual, como en el caso del circulo, nos d4 toda la in-

e —

Enk TA = Blans
Figura 2.14.- Elipse. P.F 4 P.F
152 121 2 2
cias de P. a los focos. Dada la simetria de la figura P-Po=H_P luego cibn 2x +4x+y +1=5 ;pucde ser ésta, la ecuacién de un circulo?):
3 5 ’ 1 1 o0 ? J ) 9
PP.R +P.F. = PE +F P, = = Transformandola a la forma canénica de la elipse tenemos:
12 1 =) 1z 2

es la suma de las distan - farmacidn necesaria para graficarlaz por ejemplo, para graficar la ecua-

(=

(o) o)

. - - . 4 . & 7 &
y como la suma L= d1+-12 ! s distancias de cualquier punto de la elipse A i ya =4

£ 2 3 i . 2 2 2z :
a los focos, no cambia, se sigue que para cualquier punto de la elipse 2(x +2x+1) + yL=K¢+ 2 (completando cuadrados en forma aproplada).

2
L=2r 5q lacién hay entre L y &l eje mayor?). 2(34.1)L4.y2: 6

lueg a punt 2 ciahy :
yeao para ol DUILO Pa (x+1) p li (dividiendo entre 6 para arreglar en la
6/2 6

= _— = o 2 L p
donde _ (;porqué?). Entonces en el tri forma canénica). ¥

2 2

[
senusa es 1 el cateto vertical es T, ¥ & la (a;-l) S
o)

da por la exoresidén
Luego, su centiro

- . - = } 3 o
(distancia del centro a un foco, en términos ra¢io horizontal

de los radios). radio vertical es
E Como el radio vertical
(Con un hilo anudado en los extremos, ¥ : B
- elipse estd vertical

por dos puntos fijos sepa-
: 1ol i
trazar una eélipse con
) : (crafique

figura 2.5 en 1

ileres fijos (los




