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3.1 Funciones.

PROBLZIEAS

<

f

SECCION 2.11 Ya sabemos como formar parejas de nimeros a partir de una ecuacién -

B N 2.

en dos letras. Ahora veremos a estas parejas desde un nuevo punto de vista,

= i siguientes ecuaciones en coordenadas polares 3 = = S

A.~ Grafique las sig - para formar el concepto de funcidn,

1) C3 = 2 cos © 2) P =0 c 1 3) = - cos ©
l o W l 1 Yo ; L - o =l s i : = -

4) P e 5) P - R R T asigna el numero -2 , y bajo esta consideracidn escribimos el par en la forma

7) @ = sen 26 8) e 9) , - §=> -2 (l6ase: a 3 le acigna -2 ).

Podemos considerar que una pareja como (3,-2) , al nimero 3 1le

S1 tenemos un conjunto de parejas, como el de las soluciones de
10 3(1-cos © 11 @ = : = Y : 5
) G ( ) ) P a=b -1, el conjunto nos di una regla para que a cada numero le asignemos

2

13) w=2k-13 k dngulo. 14) b~ = f+2 3 £ &ngulo. otro numero, pues usando los pares s a cada primer ndmero del par, le asigna-

» . - - sSe sy > P 1 1 e
B.— Las siguientes ecuaciones estdn en coordenadas cartesianas. Transformar mos el segundo Por ejemplo
9 3t—38
a coordenadas polares,; y esbozar su grafica s

(3,
2 5 -1 —> 0 (1
(&

~

)

2 22 son soluci S
1) (x2+;y ) 2x(x“+y" ) =y =0 on soluciones de

2
2) (w2+ h2 ) L h2 4) ¢ 4b + 4 etc. etc.

8
7
3

-2 —=> 3

: 2 A >
3) /3 X+y= SRERI A o g S 0T dntonces llamamos funcidn a: la regla que a cada nuimero le asig-
. . 3 ; s na otro nimero. a funcidn queda stitufds : -
C.- Las siguientes ecuaciones estdn en coordenadas polares, transformarlas & - : La funcidn queda constituida por el conjunto de pares que

COOI‘del’laQ& car lan J zal S é) 1Ca - & s J - 5 _ L Lic b a L]
=1 a. teS anas 9 E'UbC sSu :I-ﬂ-i ca lb]l' = qJue escribimos en 15' 10T L s—>
2

1) e = 6 sen © 2) P = 2 cos © 3) @ = sen 26 4) @ = 2 cos 26 Asi; la regla que a cada numero le asigna su cuadrado menos unoy, es
1

) = em——— e
e T

_ ma. funcid aUn N ada numero: assiona ot d a4 : 3 ;
6) F S funcion. Esta funcidén a cada numero asizna otroy; de la siguiente manera:

2 S =]
PROBLELIAS
SCCION 2.12

Graficar la siguientes ecuaciones paramétricas ( 3 parametro)a

1) x=2 cos A 2) m = 3 cos A = 2 cos A

—
¥y=2 sen A g = sen A 4 sen A 3 —
Y £5) 3 etc.

4) x = -6 sen A 4\ - cos™ A
cos A 4h—l

2
A a1 ] A — sen A
(1

- h2) 1 - cos A




Las funciones no sdélo pueden ser con numeros. Por ejemplo; la re--

cada pais le asigna su capital, es también una funciédn. Algunos de
son s

152 -

México

Francia —>

Cuba —_—
Uruguay ——> liontevideo

etce.

Ejerc. 1.-Dé otras cinco funciones; escribiendo para cada una, 6 de sus pares.

as funciones nacen de una manera natural al considerar relaciones
. - ~ . - ”~ % - » - S O_..
entre cantidades fisicas. &8s por esto que su estudio es basico para la Fisi-

ca y la Ingenieria. Todas las relaciones se expresan con el concepto de fun-
cidén, y a continuacidén damos dos e jemplos de ello

1) Al considerar la relacidn entre la hora del dia ¥y la temperatura am-——-
biente, tenemos gue para cada hora, el termémetro marca cierta temperatura.
Entonces podemos formar la funcidn que a cada hora le asigna la temperatura am

biente de esa hora.
Ejerc. 2.-Dar tres pareja®de la funcidn anterior.

2) Al considerar la relacidn entre presidén y volumen de un gas; a cada -
presidn le corresponde cierto wvolumens sntonces formamos la funcidn que a ca

le asigna el volumen correspondiente.
Ejerc. 3.--Dar tres parejas de la funcidn anterior.

Hay que fijarse que en la relacidn descritay; no nos interesa solo —-
una presién y su correspondiente volumen, sino todas las presiones con sus co-
rrespondientes volumenes. Tgualmente hay que fijarse que la funcidén no cons-

ta de un solo par, sino de todo un conjunto de pares.

Ahora introducimos la necesaria notacidén y nomenclatura para poder -

referirnos a las funciones. Dada una funcidn; como la que a cada numero le

asigna su cuadrado menos uno, al primer mimero de un par lo llamamos valor y

lo denotamos genéricamente con una letra, como 2 . Luego en este caso Z
2 ) § i

denota cualquier numero real. Al segundo numero de un par, lo llamamos con—

travalor . Para encontrar el contravalor correspondiente al valor =z , nota

mos gque hay que elevarlo al cuadrado y restarle uno. Luego el contravalor es

z2-1 y tenemos gue la funcidn a s 2 > 32-1 .

9 -

Llamamos a z -1 variable dependiente . porgue su va-——

cambia, y dependiente porgque su valor depende del valor que se le dé a z.

. 2
1 par con flecha : Z =—> 7 =1

I determina la funcidn, pues todos -
e la funcidn se pueden obtener por sustitucidon de z , como se mues

ig.

contravalores

32-1

numero le asigna - ( =7

Funcidn que a cada
variable
dependiente

Denotada por: 3 Z 22—1

variable

su cuadrado menos-— 0 independiente

Uuno.

T — 22-1

—

Fig. 3.1.~ Nomenclatura de Funciones.
Para la funcién que a cada pais le asigna su capital; sus valores

S0n palses, sus contravalores son capitales. Usando '"pais" como variable -
independiente; la funcién queda denotada por la pareja s

pais —> capital del pais .

Ejerc. 4.~ Denote a las siguientes funciones por pares con flecha, diciendo —-
cual es la variable independiente y cual es la variable dependiente
a) A cada nimero le asigna el doble de ese mimero.
b) ada nimero asigna cubo de ese mimero entre 3.
¢c) A cada ndmero reciproco de ese numero.
d) ada numero logaritmo de ese numero.
e) ada mimero numero 2.
f) A cada nimero mismo nudmero.
Ya denotamos las funciones por pares con flecha, ahora veremos otras
dos notaciones mas cortas y manipulativas
5

= .
e oy ] b S

que siempre se usan.

A) &n el par

xe—l.

¥ la flecha; nos queda

determinar la funcidn de

2

11 N+ o NI TS 5 ] = - 2 Pl +
que se trata, pari : n . Su contravalor x -—=1.

Luego, usamos 1la )resion [ para dei L a fu x—>x2-l.

ncidn
i =
; puede conside




& N 5 zZ+ 1 ;
rarse que denota une funcidn: la que a Sl - ara

car nuestra intencidn de considerarla como funcidn, decimos gue

: s e T = 2 z+ 1 :
la variable independiente-. Naturalmente = queda como la

ble dependiente.

2
x -1 con una sola letra como Yy, enton

~

i D 2
ces escribimos la ecuaciodn Vo= iXi—d e

5i denotamos el contravalor
Jon esta ecuacidn también

podemos determinar la funcidn X -1 , pues los pares de soluciones -

(x;5) son las parejas x —>y de la funcidn.
= : £ z+ 1
Zn general; cualquier ecuaciodon, como W = 9

7
z+ 1 =t : : : 5 :
—_— Para indicar nuestra intencion, deci

de la ecuaciodn,
nina una fun--

cion: la que a 7 =
)
W es la variable de-

mos que =z es la variable independiente; y que

pendiente.

cidn an una forma, ponerla en las otras

r'.'2+4_

e)

Para referirnos a las funciones en general, usamos las siguientes no

como variable independiente y la w como dependien-

taciones. Usando la =z

te; denotamos funciones genéricamente con 3 7 ——> W

Naturalmente,; si nos dén un valor de 2z como 5, del simbolo
z —> W no podemos obtener el contravalor correspondiente; ya gque no dice na-
z es la variable independien

da especifico acerca de la funcidn, excepto que

te; ¥y w es la variable dependiente.

-

ntroducimos el simbo wiz indicar
por si sola

I

producto de w por . La idea de encerrar

-
&

w(z)

7z en un paréntesis y ponerlo pegado a w

4]

no denota el

es sugerir que Ww Trepresenta una

expresion en gque ocurre =z w(z) denota esa expresidn o contravalor en la

tuml ambién denota a lz funcidn.

que ocurre 2z y; Yy como ya es costumbre,

Entonces; las notaciones para

1) z —> w
2) W(z)
3) w

T oe e - 2 . 2 5
Las tres primeras notaciones inc an que es la variable
independiente, y w

w(z)

4) w : bacidn indi q w

es variable dependiente.

w(z)

w(a+b) ,

o1 sustituimo & Z que ocurre en
w(-1) , w(0) , w(m),
mente los contravalores correspondientes a

w(z)

cual es la variable dependiente.

por valores como -1, O,
T, a+b; obtenemos ' '
que daenotan respectiva

=1, 0, T, a+b , La w que ocu

TTe en 1 uede susti i '
1 1o se puede sustituir por contravalores, sélo estd para indicar-

rero si de antemano ya sabemos cual es la -
variable dependiente, h

y 1la tunbre de usar otra letra como fs g ; h, etec.

2z )9

sicién como letra a la iz—

b
w = f(z) léase : w

ariabl

Asi, escribimos igual funcidn d
igua uncion de pues ya

sabemos que w es la dependiente por

quierda del igual.

a(b) = b3—5ﬂ3+1 5 a(2) =
Obtener wa(0) , a{2.5) , a(-3) , a( 3&5) ’ ”(bz) .

Ejerc. 6.- Si entonces

3.2 Grdafica de Punciones.

Dado un sistema de ¢ adas car 15
a de coordenadas cartesianas en el plano; para grafi--

car cualqui £ 10 I S =28 '
alguier funcidn, como s=s(t) , asociamos 1la variable independiente t

¥ =1 sl~-lehl oo U . 3 ™ 3~
con las abscisas y 1la dependiente s con las ordenadas (por costumbre siem
— =4 =] (e SV ] (=} | e

P a c1a a AT 9 = Balel-teT . L 3 )
PIeé se asocia la variable independiente con las abscisas). griafica de 1la
(=) -

funcién es la grifica de la ecuacidn s s(t)

La
el conjunto de pun
S

tos (t,s) que son soluciones de la

Por e‘jemp}_o5 la srific L_
s(t) = 2t+6 ,

ecuacidn.
de la funcidn
grafica de una ecuacidn lineal, don
de ¢

es la abscisa y s es la or

denada. Para graficarla, como ya

Sabemos, basta trazar dos puntos de
la recta y unirlos.

o

&jerc. 1.~ Los puntos (3,4), (-1,0)

(0;-6) ¢son puntos de

s(t) = 2t + 6°7.




En la seccién 2.5 definimos varias propiedades de las curvas, por ejem—
creciente, decreciente, midxinos, asintotas, etc.. Ahora definimos ana-
1iticamente estas propiecades para funciones, correspondiendo en su gra-
jca a las definiciones ya dadas.

Dada una funcidén cualquiera:

1) Decimos que la funcién y(x) es
Bt

creciente para x=x cuando para

o}
cualquier wvalor E_suficientemente

cerca (e X, tenemos

y(x) < y(xo) para X< X

RR———— L

Sl D y(xo) para

es decir, cnando aumentamos X

>X
= (o)

aumenta y(x), y cuando disminuimos

Pig. 3.,2.-Curva creciente para x= X & dismimiye y(%)-

Dby Decimos que la funcién y(x) es

] a X=x_cuando para
decreciente para X=X,

cualquier valor X suficientemente
cerca de < tenemos

y(x) > y(x,) rpara
y(x) < y(xo) para X>X

. 53 3,2 1
Por ejemplo, la funcibn y=X = 3%+

4 T T

X
X(O

F

i -Cuz decreciente para X=X s _
i 2 eg creciente para X= 3 pues sSi dlg

¥x a 3.1, tenemos
minuimos

que y(3.1) > y(3) -
con y(3) ).

Sehlia s e nl
En el caso de que la funclon sea C

: si mentamos
% a 2.9, tenemos ¥(2.9) < y(3) , y si aument

‘ nparelo
(Compriébelo; calcule v(2.8), ¥(0), ¥(4), ¥y comk

1 in-
reciente para todos los puntos del 1in

o § = B - Liid = 1 L r
a( {(b CILG c1lmos (!L‘le la 'fU._Cl{)Il crece mon bon?‘xellte en e 17 Le e

tervalo

valo a<x<b . o ; o ]
3) Decimos que la funcién y(x) tiene u

i — uando
méiximo relativo en X=X 5 © a

> i
para cualquier valor X suficiente

3
m 5x i a ¥ tenemos
mente proximo 5

R,

-

L__,___._ e

y(x) < ¥(x,)

: — L 3 =X
y tiene un mfnimo relativo en X=X,

cuzndo  y(x) > y(xo)-

SRR L

—— - e——

(0]
=]

Fig. 3 .4.-Méximo y minim

e o ras 3 : >
Por ejemplo, la funcién y=x"-3x"+1 +tiene un ninimo relativo en x=2 ,
pues si disminufmos x a 1.9 tenemos y(1

e el

2.1, tenemos y(2.1) > yt2

) > ¥(2) , y si aumentamos o

-9
0).

(Compruéb

4) Decimos que la funcién y(x) estd definida para el intervalo a4x<b ’

cugndo todos los mimeros del intervalo son valores del dominio de y(x).
Ejemplos:

- 2 2o L .
a) La funcidn wu=3v'+1 est4d definida para cualquier v, pues a cual-
valor de v igna cierto numero.

< 2
b) La fun L ¥ =/x -1 no estd definida para el intervalo

-1<{x<l , pues en intervalo x“ =140 ¥ no se vuede obtener la raiz
cuadrada.,

:-:2+ 1
B ) estd definida para cualquier valor de x ,
excepto para x=1 . DIntonces decimos que

¢) La funcidn

x=1 es una abscisa singular de

la funecibén, y la recta =x=1 es una asintota de su gréfica, como veremos,
Para encontrar las propiedades de una funcién, a menudo resulta Wtil

graficarla. Si conocemos la forma general de la curva, trazarla es muy fécil

como vimos en el capitulo anterior. Pero solo conocemos hasta ahoras unas

cuantas formas: rectas, circulos, pardbolas, elipses, e hipérbolas, por lo

que relativamente pocas funciones podemos graficar siguiendo tal método. Para

la mayorfd de los casos tenemos que recurrir al método fundamental: el de
tabulacién inteligente, que damos a continuacién:

Método de tabulacidén para graficar cualquier funcién y=y(x).

1) Estudiar el comportamiento de la funcién para abscisas muy a la dere

cha y muy a la izquierda, es decir, nara valores grandes, positivos y nega-—
tivos de x.
2) Si la funcién tiene un cociente, averiguar para que valores es cero

el denoninador, pues nos d4 abscisa singulares de la curva. Para cada absci-

8a singular tenemos que estudiar el comportamiento de la curva a la derecha

e igquierda de esas

3) Averiguar do curva los ejes.

4) Averiguar para que valores de x la curva no estéd definida. Esto

usualmente sucede cuando ocurren raices cuadra en ta funcidn.

5) Tabular otros puntos ademds de los obtenidos, hasta darse cuenta
su forma.

6) Unir los puntos obtenidos a manc limpia.




Por ejemplo, para la gridfiaca de == tenemos:
6
St ( 1
1) Para x grande positivo, como s Y= 0o

3 -].O3
Para x. grande negativo, como x=-10 se tiene que

2) La funcién tiene denominador, que es cero para x=1 (;porqué?), lue-
go investigamos su comportamiento a la derecha e izquierda de =x=1 :
farane -t o 3= 20 (Obtenga estos valores de y).

Para =0.9 , y=-18
3) Para las intersecciones con el cj , luego y=-1 (sporqué?)
Para las intersecciones con el ¥y=0 , luego O=:c2+ 1 (¢por
qué?), esta ecuacién no tiene solucién (éporqué?), por lo cual no intersecta
al eje X.

4) Con ésto ya obtuvimos 5 puntos dados, por donde pasa la curva. Con
los tres puntos del lado izquierdo se vé claramente la forma de la curva (vea
figura 3.5). Del lado derecho no es tan obvio, por lo cual tabulamos para
x=2 , obteniendo y¥y=5 (obténgalo ), lo cual basta para darnos una idea

ge lg curva. Uniendo los puntos a mano limpia tenemos la figura 3¢5
) #

x ly
102 | 10
~103 | -10°
1.7 | 20
0.9 | -18
T !

2 5

3

Asintota: =x=1

No cruza el eje X

~-'2+ 1
Figura 3}.5.—-Grdfica de la funcién y= ::—1

J

Para comprobar si lod puntos interpolados a mano limpia son puntos de la gré-

fica, podemos tabular mas puntos y compararlos con los internolados.(Calcule

ordenada para xX=4 , x=-3). Ademds en las siguientes secciones y capitulos

jremos dando mas armas y refinhamientos de este método, como eje de simetria

cambio de coordenadas, derivadas de una funcidén, etc. ( Grafique —-2-}5-—-— )e
LT =]

3»3 Incrementos.

Para saber cuando una funcién y(x) es creciente en un punto (X,y) ,
cambiamos el valor de X 7y observamos el cambio de y correspondiente. De—

notamos el cambio de x con el simbolo 4X (1éase, delta equis), que llama-

mos incremento de X . Ax no represenia el producto de un numero A por X,

{ g =
o e

sino la consideramos como un solo simbolo que denota cualguier nimero real.
Luego en lugar de Ax podemos usar una letra como h, pero preferimos usar es
te simbolo, pues ia X que ocurre en X nos sugiere que estd asociada con
un cambio de valor de le v-ri-ble x. fintonces dada la abscisa inicial X; la
abscisa final es x+4x {(vea figura 3.3). Por ejemplo, para una abscisa
iﬁicial x=2.5 y un incremento Ax=0.5 , tenemos para abscisa final x=3
(para Ox=-0.5 , 0.1 , -0.01 , ;cudl es la abscisa final?). En el caso que
Ax >0 ; se aumenta el valor de xX; y en el caso que Ax< 0 , se disminuye.
Denotamos el cambio de y con el

simbolo Ay (1éase, delta y),; que

llamamos incremento de y. y denota y(x +4x)

el cambio del contravalor y corres-
pondiente al incremento Ax del

valor, es decir

by = y(x+8x) - y(x)

Por ejemplo, para la funcidn Figura 3.3.-Incrementos A&x y Ay -«
y=x2+ 1l ; dada la abscisa inicial
x=3 y Ax=1 , se tiene que Ay = y(3+1) - y(3) = e (32+1) =7
(calcule Ay para x=4 5 8x=0.5 , -0.1 ); en generzal dada la abscisa ini
cial x ;, e incremento Ax tenemos para esta funcidn:

Ay (x+ax)2+l = (x2+1)

x° + 2xAx + (Ax)2+1 e
Ay = 2x4x + (L\x)2

Luego Ay depende de x y Ox . Con esta expresidn de Ay en términos de

xy Ax , es fdcil calcular el incremento de y para cualquier valor de X y

Ax. Asi, para x=4 y Ox=-0.1 tenemos
Ay = 2(4)(-0.1) + (..0.1)2 = -0.8 + 0.1 = -0.79

(calcule Ay en términos de X y Ax para la funcién y = x2 + X con esta

expresién evalie Ay -para x=1 y Ax=0.1 , -0.1 , 0.001 ).

Las abscisa x y XxX+Ax determinan dos puntos sobre la grafica, que
llamamos punto inicial y punto final. Sus coordcnadas son y y y+A4y
respectivamente. La pendiente de la cuerda que une estos dos puntos es igual
a Ay segin vemos en la figura >.4; siendo la pendiente negativa si la curva

Ax

e : ; 4
decrece, y positiva si la curva crece en el intervalo. Llamamos a _cé ’

rapidez de cambio de la funcidn en el intervalo AX , pues nos d4 una medi-

da de lo rdpido que cambia y en relacién con un cambio de X.




Por ejemplo; en la fig.

el cambio de
Al

X
s luego :ﬂ£=

1k s
5 n
iientras

a 4. que

con el mismo cambio de X

Ay=

el r =

;{§= 1.7 en el intervalo de

cambio de y es mucho mayor:

(Calcule Ay T=2"y

para

| 1 1

5 rhy - LR
Figs 3.4.~ Rapidez de cambio

usando la

grifica).

S 2
Para la funcion y =x +1 tenemos 3

2
2 2 INF T
=L = ( ) kg AT
AX X

~

Luezo =¥
= N\

calcular facilmente la pendiente de la cuerda para cualquier X y 242X .

Vil AR e Dsta expresidn nos permite

depende de la abscisa X

Notamos que mientras mas pequeno tomamos lax | s, mAs se aproxima el valor

~ i\
de * =L a5 2x. CGrdficamente =i
O x Ax

va en el punto (x,y) s, por lo que la pendiente de la curva en el punto (x,¥) ,

se aproxima a la pendiente de la cur-

es 2x. Bn la siguiente seccidn usamos este método para calcular la pendiente

de cualquier funcidén para cualquier abscisa.

215 : by % i 2
Aijerc.— Encuentre 4%%% en términos de X y AX la funcion y=X +X .

£

3.4 Sucesiones Infinitas.

Si tenemos un grupo de mimeros reales marcados con subindices, y estos

subindices son enteros positivos,; podemos ordenar tales numeros en una hilera

[

seglin sus subindices, para formar lo gue llamamos una sucesidn . A los ele-

mentos asi ordenados los llamamos términos de la sucesidn . En el caso que

usemos todos los enteros positivos para marcar el grupo de mimeros,; decimos —-

que se trata de una sucesidon infinita. Por ejemplo

a) La suces8idén infinita

- 35 e 1 e 1
o) La sucesidn infinita 1, B9 g askagish ga et dada por la expresion =

donde n es el indice.

= = : iy s, S 1 n 3
Ljerc.~ Escriba la suces8idon infinita dada por =5 » poT (=1)" ;, por 2n , por n
n

Ahora vemos la propiedad mds interesante de las suceS8iones (de ahora en a

delante entendemos por "sucesidn", iunicamente sucesidén infinita).

Si graficamos sobre una escala real los puntos representados por los tér-

35 853 By5ecy 8 eee de numeros reales genéricos
&
1

minos de una suces8idn, pueden
a) Casi todos los puntos
b) Los puntos no se acumulan

Por ejemplo s los puntos de la su i - .« Se acumulan so-

bre el punto cero (vea la Fig términos

1 1
2 )

50 2 100 ? 1000

1 1
4 2
3

i e 950—

En cambio los puntos de la sucesién 1, 2, 3,

3

eces3 Ny oo« NO Se acumulan so—-—
bre ningin punto (ver Fig. 3.6 y marcar los término 10, 100, 500, 10000).

By S B Gl il s B g

Fig. 3.6.- Sucesidén no convergente.

Ejerc.- Grafique los puntos de las sucesiones 35, (=2)5, np3, (=17, =, yids

1
n
acumulan sobre un punto o né.

En el caso que los términos de la sucesidn 819 By eeey 8 gee. S€ acumu-

len sobre el punto a, a este punto lo llamamos : limite de la sucesidn, y lo

lim a
@ n

En la expresidén anterior

denotamos por 3

léase 3 1imite de a_cuando n tiende a infi-
n

nito).

”an" representa cualquier término de la sucesidn.

"]1im" es una abreviacidén de limite, y

"n=> o" (n tiende a infinito) indica que la sucesidén es infinita, y pa-

tener su limite observamos sus términos para n cada vez mas grande.

caso decimos gue la sucesidn es convergente 6 gque converge al 1i-

emplo

Por e
1
=
2

a) La sucesiodn 1, -« converge a 0, pues sus puntos se

lan sobre cer. Luego
o

\ S - “
La sucesiodn converge a 33 luego e S
] 1 ge H g rlébtn

De hecho; cualquie iguales,; con-—-—

verge.

o 3 z : 1 -
Ejerc.-3A qué convergen las sucesiones 1, — 39 4y 4y 4y eso?
-




