R e

BEn el caso que los términos de la sucesidn ay3 Bpyecey a 3ece n® sSe acu

mulen sobre un solo punto, decimos que la sucesién no es convergente . En e

te caso puede suceder una de tres cosas :

1) que los términos se acumulen sobre dos o mds puntos que llamamos pun-

tos de acumulacidén de la sucesidn. Por ejemplo, en la sucesidn dada por s

(-1)®, 1los términos se acumulan sobre -1 y sobre 1 (grafique esa sucesidn y -
diga cuales son sus puntos de acumulacidn).

2) Si los términos no se acumulan sobre ningun punto, puede sSer que se EE
gan cada vez mas grandes sin haber una cota superior (un nimero mayor que to--
sidn

dos los términos). decimos

Il“'];‘imCO a!’l =%

(;porqué?).
sporque

sntonces gque la suc diverge a infinito y es
2 2 2 2

la speeBion: iy 2 4 3 yeesy-h

cribimos Por ejemplo,

go8e

nlg'mco n2 = (03

sin haber una cota inferior

diverge a infinito Luego

3) Si los términos se hacen cada vez menores
(un mimero menor que todos los términos),; decimos que la sucesidn diverge a

nlgﬁn anz-w .

]

-10n,... diverge a

menos infinito ¥y escribimos Por ejemplo la sucesiodn

=10, =20, =30, <dey -o (;porqué?).

n;}i%(alon) = -

Tuego

Dadas dos sucesiones cualesquiera podemos definir las operaciones de su-—-
mar, restar, multiplicar y dividir, efectuando la operacidén con cada uno de --

los dos términos correspondientes. Por ejemplo, con las sucesiones

a a T e R b b B et D . 3 2
I ae T b R J 1B o e R 2 el obtenemos las sucesiones

al+b19 a2+b2, a3+b3, Sume de las dos sucesiones.

AR s R 2 o) ey
7 n n9

a.-b.; a,-b a,~D.g scoeg & =b goeos Resta de las dos sucesiones.
Hesaa 2 S Slne: n n

Producto de las dos sucesiones.

Cociente de las dos sucesiones.

Ejerc.- Sume, reste, multiplique y divida

ek it
1y T gt Nt DR J

Si las sucesiones a.j; 8,35 scey & jeo v b.y b.s s9e3 D gess  SON
1 2 1 2

n

convergentes, también son convergentes su suma, resta y producto, y tenemos

las siguientes relaciones entre sus limites :

n

Ejerc.— Utilizando las relaciones

resta, producto y cociente

La convergencia de la sucesid
a) Si el numerador converge y
rente de cero; entonces la
lacidén 4) de arriba
Ya que la sucesidn
para combrobar),; y

para comprobar)

nathn

ge a 2 (grafiquelo

n+1 n+1
=

decir; el

dos sucesiones,
suma de los limites
sucesiones.

déngalo en palabras).

alo en palabras).

en palabras).

anteriores, obtengs

de las sucesiones dad

n cociente es mas complicada s
el denominador converge a un limite dife-

esidén cociente converge y es vadlida la Te-—

converge a 1 (grafiquelo
11 2n-1
SRR P

geoo

COHVG£

5 S€

HMIVTR e
uni R

nl';mcn (2[’1—1)
n n=> @

1lim
b) Si el denominador converge

convergente . Por ejemplo 3

En la sucesidn dada por

cerge a cero y la
Por otra parte, si

positivos que converge a

1 -
5~ diverge a -~® .
n

¢c) Si el denominador diverges

gente. Por ejemplo @ 3
T
En la sucesion dada por — ;

sucesidn cociente también

En cambio, si a a

15 29 |
cesidn cociente
n

3
11 obtenemos

ser

a cero, la sucesidn cociente puede o n

la sucesidn del denominador con-

Pruébelo).

geees ©S una sucesién de términos

3 &

la sucesidn cociente dada por

L i
+0

tiene que

las convenciones

LI

”»

sucesidn cociente pucde o ndé ser conver-—

la sucesidn del denominador diverge, y la

(compruébelo grifi

a 40+ diverge a
ni‘ et <}

< converge a cero. (De




Hasta ahora la Unica manera de saber si una sucesidn es convergente

¥y a2 qué limite converge, ha' sido la de graficar sus términos y ver si se

.

mulan sobre un solo punto o né. fin el caso de sucesiones complicadas podemos
aprovechar las relaciones entre limites arriba mencionada para descomponer-

las en sucesiones mas simples. Ejemplos 3

1) La sucesidén dada por la expresidén ——m— C s expresarla por la --
2 I I
~ o on e : A , itk
— — Drim der 9 = 3 3 2 r
> 5 * La primera denota s 23 25 23ess ¥y la
n n
segunda denota

2
; 2n +1
nlggn ( n2 ) =

2) La sucesidén dada por la expresidn si la consideramos como co
5 n+3 E
ciente de la sucesidon n entre la sucesidn n +3,; no podemos concluir na

da ya que ambas son divergentes. Pero si dividimos numerador y denominadoxr
it
3
e
2
n

entre n obtenemos una sucesidn igual, dada por la expresidn que
nos sugiere considerar las dos sucesiones 3
ety 1y css, 1, »ss ¥y la sucesion dada por Luego s

2
n

néggn 2
n

+ 3

3.5 Derivada de una Funcidn. |

»

En la seccidn 3.3 vimo que
la rapidez de cambio de la fun-
cién y(x) en el intervalo 4%

Fal

es ci —%— , es igual a la
- g

A pendiente de la cuerda que une

[ en la gréafica los puntos con
/|

e
/

rd

abscisa Xy X+OX . liientras

mas pequefio tomemos [Ax| ,

i
I
i
g

pendiente de

;1/’

Fige 3.5.~ La tangente como

(8y), (4y), (&y) (ay),
rrespondientes; es decir, (ox)l y (/_\.x)2 ’ Tﬂx% yoe eniiy m}; = eica

tiene por limite la pendiente de la curva en ese punto, ¥y escribimos:

A
1lim jﬁi = pendiente de la curva.
A x>0

~

: B 2
Por ejemplo, para la funcién y=x +1 ; ya sabemos que

A .
Oy = 2x£\x+(ﬁ\x)2 g luego _EE = 2x+Ox , y ademas

\
lim —£ = 2x (:porqué?).
a
AXx—>0
Para cada abscisa x se obtiene el valor 2x para la pendiente. Por ejemplo
para X=-1 ;, la pendientec de la funcidn es -2. Luego partiendo de la fun-
cidén y(x) podemos definir una nueva funcidpy de la siguiente maneras
la funcion = 1im gg
Ax—> 0

Llamamos a esta nueva funcidén la derivada de y con respecto a X

y la denotamos con el simbolo -%%— (16ase; derivada de y con respecto a X

o también, dy entre dx) ; donde la y denota la funcidén y(x) que se deriva
la x indica la variable independiente, y todo el simbolo denota la nueva fun
cidn: 1la derivada de y con respecto a x. El simbolo -%E— sugiere la ma-
nera como se definidé la nueva funcidn, pues dy representa a &y , dx Tre-

presenta a 4x , ¥ —%ﬁ- representa el cociente —%ﬁ- donde la O se susti-

tuye por d para indicar el 1imite que hay que tomar. Otras notaciones que
se usan para la derivada de ¥y son Dx(y) (léase, derivada de y con res-—
pecto a x); y' (léase y prima), y'(x) (léase, y prima de X).

Para la funcidn y==x2-+l , la nueva funcidn es {E& = 2% 4 'es decir,
la funcidén que a x—> 2x . (OUbtenga {%%— para y= X + X ).

Para denotar el contravalor de la derivada, correspondiente al valor de

- dy(x
X, usamos el simbolo -XL—l ) i e
= dx (ques; como ya es costumbre; denota también a

la funcién): Por ejemplo, para x=3, el contravalor es denotado por

|

d - - 2 : :
E%Lél . N6étese que sdélo la x del numerador se sustituye por 3, pues la x
del denominador no denota valor sino sdlo indica cual letra se toma como

: = = dy (x) = A v ;
variable independiente. A Ax lo llamamos rapidez de cambio instanta-

nea o rapidez de cambio de la funcidn,; y naturalmente es igual a la pendien~

te de l1la grafica para la abscisa X. Por ejemplo, para la funcidn y==x2-+1
%ﬁill = 2(1) = 2 ; luego su pendiente es 2 para x=1 .
(Obtenga la gpendiente de la funcidn xa-+x para: x=1 "'y =1, 0 )

Ahora obtenemos la derivada de varias funciones comunes:




1).- La funcién x—> a donde a es un pardmetro, es decir, la fun-
cidn que a cada valor de X le asigna el mismo contravalor a, la 1lamamos

funcidn constante, y la denotamos con a. Por eso decimos gque 2 €8 una cons

tante o que a es independiente de x . Por ejemplo, para a=3 ; tenemos

la funcién x —> 3, es decir, la funcidén que a cualquier valor de X le a-

gsigna 3 . Luezo la funcidén a denota la familia de funciones constantess
=] —

para cada valor gque le dé al pardmetro a, se obtiene una funciodn constante

particular. (¢Qué contravalores asigna a X=3, -1, T, X, T4Ax , da

funcién constante “b , la funcidn 3, la funcidn /5 PR

El incremento de la funcidn constante es Aa=a-a=0 , luego para

Aa

= = 0 y su derivada es:

cualquier x y Ax,

da

s 0 es decir, la funcidn i >0 .

Luegos la derivada de cualquier funcidén constante con respecto a X; es igual

(Cudl es la derivada a3 a/2 an db donde b es cons-
dxa’ dx TR S D

tante? ;Qué pendiente tiene la funcidn y(x) = -6 para x=0, 3 para x=T)

a CeTIOe.

2).- La funcién ax donde X variable independiente y a parémetro,
ax
tiene por incremento &A(ax) = a(x+Ax) - ax = abx, luego -ﬁ%%——l =a, ¥y su

derivada es: I
d{ax

T es decir, la funcidn constante & -

En particular; para a=1 ; obtenemos la funcidén X > X § a esta
roncidn la llamamos funcidén identidad, pues a cada nimero X le asigna el

; - Aoy dx : : dx
mismo numero X. Su derivada es " 1 . Nbétese que si consideramos A

como un cociente de dos nimeros, obtenemos también al resultado 1,

Si recordamos; la funcidén y=ax tiene porT grédfica una recta con pen-
diente a , ¥ agqui obtenemos con su derivada que para cualquier abscisa X
(Bww Jumgr , para X=5

Ax=2 , las funciones Y s J&% 9 '%§ ; dadas las funciones Y=3X 9 Y=

la grafica tiene pendiente & , como era de esperarse.

y= -12)[) .

3).~ La funciédn yw=% ; tiene por derivada:

1 X-X— 0%
& X (X + OX)

(Obtengan la pendiente de y= para x=1 , -1, 100, 0.01 ¥ grafique

la funcidén. Obtenga %ﬁ para y==x2 )i

36 Identidades para derivar funciones.

Hasta ahora; para derivar una funcidén hemos usado un camino bastante
largos; siguiendo los pasos dados por su definicidn. Siendo la operacidn de
derivar tan importante; naturalmente nos conviene desarrollar métodos para

ejecutarla rdpidamente, lo cual hacemos en esta seccidn. Una manera seria

recordar la derivad ada T idns = >
vada de cada funcidnj pero esto no es practico pues hay infi

nidad de : i lug i 1
a e funciones. lugar; lo que recordaremos serd la derivada de

unas cuantas funciones y como obtener la derivada de varios tipos de funcio-
E = 3 o .

nes que se pueden formar a partir de funciones dadas. Tenemos los siguien -

tes resultados, donde u y v son dos funciones de X,

1) Derivada de una suma o resta.

d!u-+v2
dx

La derivada de la suma de dos funcio-—~

= : nes es igual a la suma de las deriva-

das.

Igualmente para la resta tenemos

dfu-v] L dv

= S e (Digalo en palabras).

Por ejemplo, la derivada de la funcidn y=x+3 es

Sd(x+ 3)

T = j Dpero =1 , %% =0

=1

(Obtenga Dx(y) para =3t l o iy=aane y:?\x'{--;% It

En el caso de tener la suma (o resta) de varios términos, la funcidn se

deriva andlogamente: su derivada es igual a la suma (o resta) de las deri

vadas de sus términos. P j ri 1
or ejemplo; la derivada de 3x-—; + b donde b es

funcidn constante de x ; e

(:porqué?)

(Derive las funci s de X L 3 .
kr s funciones de x , ST (x+1)(% = L))

2) Derivada de un producto. S
La derivada de un producto de dos funcio

nes es igual a la primera funcidn por la

derivada de la segunda, mas la segunda

por la derivada de la primera.




Por ejemplo, la derivada de y=(3x+1)(x-1) es:

% =§E[(3X+l)(x-l)] =-(3x+1) _(____)_gxx—l sl 3) —L———)-SIBX"LI -

%x! = (3x+1)*1 + (x~1)*3 = 3x+1+3x=3 =6x-2 .

(Obtenga la derivada de (3x+1)(x-1) efectuendo primero la multiplicacidn
y derivando la suma ds términos).

Zn el caso de que una de las funciones u sea una funcidén constante de X

entoncess d;uv: & u.dl 2 vﬂ - &

&V - £
= = = Bl (¢porqué?),

es decir, las constantes se pueden sacar de la derivada y derivar el resto.

Ejemploss Eiéfl Sy ax _ -y d(4 sen x)

= = d(sen x)

ax =4
(Obtenga ny para y=(x-~3)(4x-5) , y=ax(x-5) donde a constante )«

S5i tenemos un producto de varios factores; como y+1)(Ty-1)(3y-5)
3 A f ¥
pera derivarlo podemos agrupar los factores en dos grupos tales comos

[(y+1)(ﬂy-l):l y (3y-5) , obteniendo:
L +1)0w-1)] Gy-5) -
= (341 (1) &= Gy-50+ (3y-5) & (31) (rw-1)
(r+1)(5-1)3 + (39-5) [(3+1) & (79-1) + (y-1) & (3+41)]
3(y+1) (my-1) + (3y-5)(y+1)7™ + (3y-5)(My-1)

Luego, la derivada de tres factores u;vy;w es :

d(uvw dw dv du
= uUv—— + uw— +

ax dx ax T "ax
(Derive: 3x(xz-1)(m=x+2) , 4u3 5 -32235— donde a es constante.
n e
Derive: (E+ 6)(§+1) s a(3x+a) donde a funcién de x.

¢Cudl es la derivada de uvwz con respecto a Xx? el

3) Derivada de un cociente.

c_i_( (Expréselo en palabras)
dx * v

Por ejemplo, la derivada de T = %

d§4x+12 d(“x!
i ={eilions 3z(4) - (4x+1)(3)

9x2 E 9x2

_12x-12x -3 »

9x2

(Obtenga %'-;- para

> 4) Derivada de una potencia.
; SN _ = n
Siendo u wuna funcidn de X ; y n cualquier entero, la funcién u

tiene n por pardmetro, por lo que denota una familia de funciones, lla-

mada funciones de potencia . Su derivada es :

Es decir, la derivada de una funcién ele

vada a la n , es igual a: el producto

de n por la funcidén elevada a la n-1

por la derivada de la funcidn-

(Mas tarde veremos que esta ecuacidn es verdadera,; ain cuando el exponente
n sea cualgquier numero real).
Ejemplos:

a) y=(3x-1

% 3 (31(-1)3-1 3}{3—&1= 9(33{-—1)2

)3

1

= W = (2u+1)—5
u +

% b (D) DY e 10 el

w = (sen v)4
dw
dv
(Derivar las siguientes funciones en las que la letra que ocurre en la ex-

presién es la variable: b3 ’ (35)4 3 (-y)n 5 "1'5‘ ’ ({‘:—i)‘)} ) e
u

= 4 (sen v)4_1 Dv(sen v)

Aplicando estas cuatro identidades, podemos obtener la derivada de
cualguier funcidn polinomial o cualgquier funcidn racional (cociente de dos
polinomios). Por 'ejemploy; para la funcidn

2
s =2 =3 3t (4+1)°




ds _ $(4t) - (2t2_3) = [(3t)3(t+1)2+ (t+1)3(3):!

dt t2

2

ds 2t +3 2 5
'd'},"-——tz— —9t(t+l) -—3(t+1)

(Obtener la derivada de w(u) = 3u(u—1)2+u2 . _Calcular- w¥'(0) , w'(1) .

2 :
1
Parac: gi= 3—:- + %(v - l) donde a es constante, obtener %Ll ) -

En resumen tenemos las cuatro identidades:

2+ Operaciones con funciones.

Segun la seccidn anterior, para derivar una funcidn, la descomponemos en
funciones mas simples y derivamos estas funciones. Por ejemploy; para deri=
var (x+1)(x-1) con respecto a X ; la descomponemos en las funciones (x+1)
v (x-1) , y derivamos cada una separadamente. Ahora estudiamos las diferen
tes maneras de formar una funcidén a partir de funciones dadas.

1) Suma de dos funciones.

Definimos la suma de dos funciones u(x) y v(x) como la funcidén
x —> u(x) + v(x) , es decir, la funcidén que a x le asigna la suma del con-
travalor de u mas el contravalor de Vv correspondientes a X. Esta fun-
cién naturalmente la denotamos también con el contravalor u(x) +v(x) mas

: o . ; 2 1
cortamente con u+v . Por ejemplo, si u=x v == , tenemos ue
S P

2] - - e s E 3 2
u+v=x + = - Conversamente, la funcion de x: X =480 puede descompo#
1

: : 2
ner en la suma de las dos funciones x y =

et = ; : 2
(Descomponga las siguientcs funciones en una suma de dos funcioness x° +1 3

u=w3+3w ’ 3w+5w3 . Defina la suma de tres_ funciones u, v; W . )

47~
Andlogamente definimos la resta de dos funciones u ¥ v como la fun-

cibn x —> u(x) -v(x) .

2) Producto de dos funciones.

Definimos el producto de dos funciones u(x) y v(x) como la funcidn
x —> u(x)-v(x) , es decir, le asigna el producto del contravalor de u por
el contravalor de v . (Nétese que u(x) no denota u por x , sino que deno-
ta contravalor). Denotamos la funcién con u(x)v(x) o con uv. Ejemplo ,
la funcién 3(x+1) 1la podemos descomponer en el producto de la funcidn 3
por la funcion x+1 .
Ejercicios.- Descomponga en el producto de dos funciones: 3x, x2, (x-3)(x+3)
xB’? x(x-1), =x(x+2)(m=x-5), xz(x—"ﬂ)(Exm}\)o Defina el producto de tres fun-
ciones de Xs u, v, W. :

3) Cociente de dos funciones.

Definimos el cociente de dos funciones u(x) entre v(x) como la

u(x

v(x
3R u(x u

de v. Denotamos la funcidn con ;&;% CISC: o)l

funcion x — s es decir, el contravalor de u entre el contravalor

e Fin 3 X X-1
Ejercicios.~ Descomponga en dos, las funciones 30 3 G —

X o o B 3

X
Ahora consideramos la mas interesante manera de formar funciones a par-
tir de funciones dadas:

4) Cadena de dos funciones.

Dadas dos funciones, como z=t2+t ¥y t=% 3 notamos que en la

primera, 1 es la variable independiente; y que en la segunda es variable de-

pendiente. Si encadenamos la t de ambas ecuaciones, entonces 2z va a depen-

der de X. Al darle cualguier valor a X, obtenemos un contravalor para t
que sustituido en la primera funcidn nos da un contravalor de z. Grificamen

te: x=——=>t —> z (diga,; a X le asigna t, le asigna _g_) - Por ejemplo; pa-
Pass = =0.5 obtenemos t=5% = 2 , luego z=22+2 =6 ; y en general a

X — z(i) -l? + % . Asigndndole a Xx el valor de z asi obtenido, obtene-
mos una nuevaxfuncién; aquella que a X —> iz- B ;1[- ¥ que llamamos funcidn

X
cadena.

Ejercicio.-~ Caloule z para x=1, -0.5, 2.
En estas circunstancias, 2z denota dos funcioness:

o 2 ; : P
a) La funcidén z=t"+t% cuando se considera como funcidn de 1

5 1t ] < 2
b) La funcion z=-—5 + — cuando se considera como funcidn de x .
x2 =

Para distinguir una funcidén de otra, usualmente se escribe z(t) para la pri-

mera y z[t(x)] 6 z(x) para la segunda.




~B8-

Ejemploss 1l.- Para w=sen v y v = 2y2+ 1 , la funcidn cadena es

W= sen (2y2 Nl
2.~ La funcidn ('.s12~t-1)39 considerandola como funcidn cadena, esté
formada por las funciones £ ¥ t=x2+l .
Ejercicioss:-1l.- Forme la funcidén cadena con u=z+sen z ; ¥y Z =y3 .
2.~ Descomponga las funciones sen o . sen22x, (41{-—1)_2 3
An&logamente definimos cadenas de funciones para ires O mas funciones .

: e 2 : :

Por ejemplo, la funcion log (sen x~) esté compuesta de las funciones
2

log 24 Z=8en w 4 W=X .

Ejercicios: Descomponga las funciones log (tan i) Y (S x2)3 :

Para derivar una funcidn cadena tenemos la siguiente . igualdad. Sean
u=u(v) b v=v(x) s es decir, u funcidén de v y ¥V funcién de x . La fun-
¢cidén cadena uE.r(x):I tiene por derivada:

La derivada de u con respecto a vV , €8 igual al

du du 4 dv

du producto de la derivada de u con respecto a v
dx ~ dv dx

por la derivada de v con respecto a X.

Nétese que esta igualdad es muy sugestiva, pues si consideramos du, dvy; dx
como nimeros, en el producto de la derecha, podemos cancelar dv y obtener

du

g 5

Ejemploss 1l.- La derivada de y=(x" +1
2 3 2

gl ) gzl 3(x2+1)2k2x

a2 dx

a(x=+1)

)3

e8

y‘(x)=

v'(x) = 6x(x2 + 1)2 2

La derivada de =z =sen x2 es

dz _ d(sen x2)° a(x") x oy dfsen xeg
X 2

dx d.x2 d g

La derivada de z:t2+t,y t=x2+1 es

= (2t +1)(2x) y sustituyendo 1 por x° 4 13

D z= 21{(2(:{2 +1)+ 1) = 23{(2}{2 +3)

Desde luego, en este caso resulta mas conveniente obtener primero la ex-

presién de 2z como funcidn de x , derivando despuéss

z={x2+l)2+x2+l

%}%zﬂxz +1)2x+2x=2x(2;¢2 +3) .

Ejercicios: Derivar (3}:-1)4 , (sen x)2 yElog (x2+l)'.

-l Q=
~ 7

Como punto final demostramos dos de las identidades que usamos constans
temente para derivar funciones (las restantes igualdades pueden ser demos-—
tradas por un método semejante):

dfuv} dv du
= U= -1 Ve

dx dx dx

Denotemos con 2z el producte uv . Calculando

Az = u(x+0x)v(x+0x) - u(x)v(x)

Ahora, para obtener expresiones que den incrementos 8u y Av , restamos y

sumamos el mismo término wu(x).v(x+4x):
Dz = El(x+0x)°v(}:+&:() 4 u(x)-v(x+ﬂx):|+[u(x)'v(x+{\x) * u(x)-v(x):l
aZw(xmx).El(xwx) = u(x)] + u(x)-Er(x+/_\x) Z v(x)]
Dz=v(x+Ax) &u + u(x)+ov -

4z Du Dv
ZEZV(X‘*&X)Q_X + U(X)E finalmente, tomando limites cuando Ax—>0

: Az : : ]
lin 7%=  lim v(z+Ax)* lim 72 +  lim u(x): lin 2%

Ax—> 0 Ax—>0 Nx—> 0 Nx—>0 Ax—>0 hx

dz _d(uv) _ du dv
luego T —VE+HE.

De la misma manera, para probar que:

du du dv

dx dv dx

51 le damos un incremento Ax a X , se obtiene para v un incremento Av ’

y correspondientemente para u se obtiene un incremento Au . Tenemos

B LA

SR y tomando limites:

T
lim 7% = 1lim %‘i-"limg‘-f
Ax—>0 AT 0 Ay O

: : Pd -
Si Av 7! 0O para Ax -rl O ; el cociente A—l; esta definido, y como Av

tiende a cero cuando Ax tiende a cero, se tiene que:

Time oL o S ol con lo cual obt la iguald
= = 0o enenos
ax—>0 2V g AV dv g

deseada.




