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S como funcidn de T con: los datos dados: En general, dadas dos cantidades cualquiera A y B , considerando A como

3

S = Solubilidad en gramos por 100 cm de agua funcidn de B, definimos la rapidez de cambio de A con respecto a B, como

Por ejemplo, podemos considerar la rapidez de cambio entre las cantidades:
a
d7m

1) V volumen de un cuerpos T temperatura:

2) P presidén de un gas, V volumens %%

3) x distancia al origen , t tiempos

av

dt

: : : - . HETs dH
5) H calor producido , i corriente eléctrica: =

Para obtener la rapidez de cambio para valores de B dados podemos:

4) v velocidad, % tiempos:

A sk o gt o e i B T AT e AL A i

a) Si la relacidn entre A y B estd dada por una tabla o griaficamente,

i 1 1 1 ] 1 ] 1 1

10 20 30  40°# 50 607 G =80 <90 calculamos con transportador la pendiente de la curva para los valores

de B dadosu(hay que tener cuidado de multiplicar por el factor apropia-

. Temperatura en grados centigrados-

do si las escalas de A y B son diferentes) .

e A e ilidad : ( dio en agua, en funcidn de temperatura. > : ; =
SE - aLplubl Dnged an o g B0 i b) Obtener una ecuacidén en A y B. Derivandola nos da una expresion pa

Tra a8 con la cual podemos calcular los contravalores deseados.
Notamos que: dB

5) Para T=0 la solubilidad aumenta lentamente, pues para un cambio Ejemplos.~1) Obtener la rapidez de cambio del volumen V de una esfera con

AT= 10, S cambia de 5 a 9, es decir AS= 4 , luego la rapidez media de c respecto al radio r. Para r=10 cm. ¢cual es la rapidez de cam-

bio?s La ecuacién entre Vy T , es
cambio es e o4 A 3
A) 22 N 341r
b) Para T=20, AS= 41-19=22 , luego %= 75 = 252 %
av
dr

471r2 es la rapidez de cambio del volumen respecto al
¢) Para T=80, la solubilidad decrece lentamente. i

Como' ya hemos visto, mientras mas pequeno se toma AT, mas se aproxima av(10) 2) 2

G = 4Tx10 = 4007 cm es la rapidez de cambio para
r=10 cm.

2) Si en el problema anterior r = % donde 1t tiempo en segundos.

Obtener la rapidez de cambio de V con respecto a t para t=5 seg.

%H% a la pendiente de la curva en el punto de abscisa T. Por lo gque defis dr

: ; = & ds X
nimos: 1la rapidez de cambic de S con respecto a T como 37 ° La rapidez

de cambio S'(T) varia con la temperatura, pues la curva tiene diferentes
i segu peratura que se tome. En general varia de punto a = e 1 ;
ol shisssonn L mme s O = e Podemos obtener V en terminos Hacer uso de la identidad:

10 a3 C ra, na " o + - . 5
punto, excepto cuando la curva es una linea recta y todos sus puntos tienen de t s dv _dv _dr g

at dr at ' dt
aVv e
- 4n1%(22)
t

la misma pendiente.

3
4 5
i 3 n(t)

*"a) Obtener gréficamente la rapidez de cambio de S con respecto a av at

T, para T=10, 20, 80. T

Zjerc. 1

I Tr =
b) Obtener la rapidez de cambio media entre T =30y 40; 80 y 100 av e
c) Si la longitud L de un cuerp?5 depende de su temperatura T se- = _'ti_V(S) s 4ﬂx12(:§-) _4m
T , donde L longitud @micial. ' : at 52 5

gin la ecuacion L = LO + 3x10

Obtenga la rapidez de cambio de L con respecto a T. ;Depende de

la temperatura?. - Ll A cm
- v'(5) 2.0l




3) Obtener la rapidez de cambio del érea_g con respecto a la altu-

ra h de un fridngulo rectdngulo de perimetro dado. sCual es la

—

rapidez de cambio para h=4 cm. Yy base b=3 cm.?
v 1 i -
La ecuacidn entre las variables es: A = 5 bh , donde b depende de

h pues el perimetro es constante. La relacién entre b ¥y h esta

dada por
P=h+b+c=h+D+ Jh2+-b2 donde ¢ hipotenusa.

#n lugar de eliminar b en la primera ecuacidn, preferimos derivar

ambas ecuaciones respecto a h obteniendo:

2h+2b b
o

— = =(b+h1')
2 /h24 12

1l + B!

dA
ih

c + bec+h+Dbh =

Y sustituyendo

v

5 - Ble+h)

c+b

a) Obtener la rapidez de cambio del area de una esfera con respec-—

to a su radio, y evaluarla para r=15.

b) Obtener la rapidez de cambio del darea de un recidngulo respecto
la base si el perimetro es dado. svaluarla para base igual a

10 cm. y perimetro igual a 50 cm.

5 Relaciones er

Pe la misma man

1) Encontrar
de radio r c 2specto al tiempo %; de u Si para

s scon qué rapi

Conocemos 1: i O1 2l radio r de una esfe-
et : =t
ra e EwL: 10 1C2S ra encontra 2 relacidn entre
dr
db

°
o

s

: = - T - 3 . . e
derivamos con respecto a & jiferenciamos y luego dividimos entr

-

2aagr
Tir =—
3 at

av
dt
aVv dr

A —— dt
at dt

i 2
Para ¥y - 4T2 x5 =

C'*"j
o I'\%l pRZl
dt - Bseg

4 =5

En la ecuacién V = =Tir consideramos T como una funciodn de t (1a cual no

3 = | S

conocemos ), por lo que V resulta una funcidn cadena de %.

2) Un barco se aleja perpendicularmente de
1
- K

la costa con una velocidad de 15 -—

aleja de uvn

perpendicular,

distancia a2l faro,

i con que se aleja del faro.

s que derivando respecto

h dl h :
*54 s relacion gue nos permite

1‘).
1+
con los datos dadoss

/50° + 30° = /1300 cm, Entonces

= .‘/(_4

50

dt

Para calcular




PROBLEMAS
Para hacer esto, buscamos una relacién entre hyV, yella es
i

SECCION 4.1
Z P P o, - & -
volumen de agua en el cono V = EJIT h. A.-En cada problema a continuacidn se dd una funcidén y una abscisa:
Como no conocemos el valor de , nos conviene obtenerlo en términos a) Dar las coordenadas del punto con la abscisa indicada.

i i ir si ] al punto.
de h; que si nos dan. b) Decir si la curva crece o decrece en t D

Por tridngulos seme jantes: = de donde = h c) Dar la ecuacién de la recta tangente en ese punto.
¥ 4

d) Dar la ecuacidén de la normal en ese punto (perpendicular a la tangen
sustituyendo v te en el punto de tangencia).

e) Decir para que abscisa se tiene un punto miximo, minimo, o de infle-
- X S2 ‘ xXidn.
dt 16 " dt &
16 ay b
&% = nn 0 1) a5 - 364l b1 oYimb=iontems -1 noied

2
e dh _ 16x500 _ 16x500 _ 20 _ 4 3o om e e 4) ~28°4+3 , g=2
dat ﬁx202 Tx400 T min

Derivando

f) Decir para que abscisas se tienen tangentes verticales.
Despe jando

Para

5) b=3w —w , w=-2 | £)
2 oo 1'*a) Para el problema del ejemplo 1, calcular la rapidez con que erey 7) woan. Sht h 3 8)

3
il : : cm
ce la superficie, si el volumen aumenta con una rapidez de 200 T £

9) n = Fo /2 + 1 10)
(

b) Para el problema del ejemplo 3, calcular la rapidez con que cre 1 L2
) J : = 1) % a=3)(2a=5) , a = = 5 12)

ce el area de la superficie del agua.

¢) Si la hipotenusa de un tridngulo rectdéngulo de base b crece con 13) y =senh , h=T 14)

. ~ Cm i -
una rapidez de § e Obtener la rapidez con que crece el &rea. 15) n=x sen x , X = 16)

T
f Bg—sngsé:-% 18)
4.6 Diferenciales e incrementos.

Ya vimos una aplicacidn de las diferenciales bara obtener la derivada de 19) =‘22§TK 5 Ay 20)
v+

3

4 = %
la aplicacidén mas interesante de las diferenciales estd en su relacidn con 21) a~3b’-5b~=0 , b=1 22)

una funcidn, pues el cociente de dos diferenciales nos di la derivada. Pero

los incrementos. 23) f2.+6fg-y36:=0 3 &==2 24)

Sea W=z + 3z una funcidn de z Si le damos un incremento a z ,

25) y=3= 5(x-2)2 s Xx=0 26)
W aumenta por:

5 S =
Aw (z+&z)2+ 3(2.+Bz)-(2:2+32) 217) W=V49 =0 v

n & : s alce :
22+ 25 A5 + (.L\.z)2+ B 29) g=h , h=0 (n es un entero positivo)

Aw= (2z+3)Az + (L\z)z

Si diferenciamos la funcidn obtenemos la forma diferencial:

B.-Resolver los siguientes problemas:
2 <
1) Para la curva y=3x —-x+1 s encontrar:
dw = (22 + 3) dz a) La ecuacidén de la familia de sus tangentes.

b) La ecuacidén de su tangente trazada desde (-3;,-2).
BEsta ecuacion se parece mucho a la anterior de hecho r 1t .
t 2% 5 Sorosob e ihdena ¢) La ecuacidén de su tangente paralela a 2x-y = 0
aproximacidén",; pues si sustitufmos las diferenciales Por sus incrementos, ob

d) La ecuacidén de la familia de sus normales.
tenemos la aproximacidn:

e) La ecuacidén de la normal que pasa por el punto (-1,-4).
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curva a = (b-l)(b2+b+1) , encontrar la ecuacidn
familia de sus normales.

normal gque pasa por el origen.

familia de sus tangentes.

tangente perpendicular a 9x+y =0

. 2 =
pardbola W=y -2y -3 , encontrar la ecuacidn de:
familia de sus tangentes.
tangente en el vértice.

. =0 : : -
. tangente que forma un dngulo de 45 con su eje de simetria.

elipse 9x2+-4y2= 36 , encontrar la ecuacidn des

familia de sus tangentes.

tangente trazada desde (5,0).

tangente tal que de ella a la linea x-y+1=0 haya un &dngulo de150

pr<p : =
hipérbola X -y =1 ; encontrar la ecuacion de:

familia de sus tangentes.
b) tangente trazada desde (0,-3).
¢) La tangente que pase. por el centro de x2-2x+y2==0 .

6) De la familia de circulos (x-a)z-pyz =5 , determinar la ecuacidn del

que es tangente a x-3y=0

7) Encontrar la ecuacidn de la tangente comin a los circulos
G2t )

8) De la familia de curvas ay-—2x24-1 = 0 ; (a pardmetro),; encontrar aque-
lla cuya pendiente en el punto de abscisa 3, valga 2.
9) z:=k+xy+wy2 s en que Kk X, W; son pardmetros, es una familia de funciones
z(y)y Determinar la ecuacidn de esa familia que tiene un minimo
relativo en y=3 ; y un maximo en y=-l.
10) a==b"l(x-b3) s en que X es parametro, es una familia de funciones a(b).
Determinar la ecuacidn gue tiene un maximo en b=2.
11) De la Pamilia t=as“+bs+c s donde a, by c, son pardmetros,

a) Encontrar la ecuacidén del miembro que pasa por (-1;4) y que tiene un

miximo en s-=2.

b) Encontrar el elemento con minimo en s=-3 y pasa por (1,5).
12) Sncontrar los puntos de interseccidn de los circulos az—-4a+-b2—-l =
a24-b2-2b-9 =0 Para cada punto de interseccidn, encontrar las respec-
tivas tangentes, y el dngulo entre ellas (este dngulo es llamado el dngulo de

interseccidén de las dos curvas).

PROBLEMAS
SECCION 4.2
A.-Para las siguientes funciones:
a) Obtener las coordenadas de los puntos mdximos; minimos, de inflexidn
de tangente vertical y de intersecciones con los ejes.
b) Obtener los intervalos en que la curva crece,; decrsce,; en que es cén
cava hacia arriba, hacia abajo; y en que no estd definida.
¢) A partir de los datos anteriores, graficar la funcidn.
17 a=w3—3w—4 2) u = 3y4-4y3+1
e
2) i 4) m
2 3
5) k = 14+2h-2h" ~2h 6)
7) = 2b5_5b2 8)
2
9) t = s(s-4)° — 10) it 22 ()
: % 3
1) has 23° - §° ~ 363+ 25 12) m = (p-2)
2
3) olarl)e =4 14) (4-2)r = 8
2 1 2
- +
7 J

Vi) At = o (m3) 18) = iS4k

15) s = £+ £ 16)

4_32n
10) e o e 20) L e
21) y = sen X 22) h = tan k

23) p X cos X 24) k sen j2

25) f Se; 26) t £ lidan

B.-En los siguientes problemas se din caracteristicas de una curva en un in-
tervalo, dibujar la grdfica aproximada de esa curvas

1oy >0 70 2) yt <0 4 y"< O

2) T 0, gl 4y >0yl <0

- - .
C.-En los siguientes problemas se dan en tal orden, las caracteristicas de
una curva a la izquierda de un punto de abscisa a, en el punto g oyoa e

derecha del punto. Dibujar la grdfica aproximada alrededor de tal punto:

1) A la izquierda del punto de abscisa a: yl<0 4 y">0

En el punto de abscisa a: y'=0 , y">0
A 1la derecha del punto de abscisa as: y'>0 , y">0 .
oY Tdem. i y! >0 s Pl O gLy =0, yU >0y Syl >0 >0
=0

3) Zdemes yl<0 5yli<O0 3 " 05 >0 5 g0




